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Resumen. Este trabajo se centra en el estudio de los conocimientos sobre la
visualizacién de objetos tridimensionales de maestros en formacion. Se reportan los
resultados obtenidos con la aplicacién de un cuestionario a 241 futuros profesores de
educacion primaria, identificando los principales errores y dificultades en aspectos
relacionados con el conocimiento comdn y ampliado del contenido matematico.
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Abstract. In this work we consider the problem of assessing pre-service teachers
knowledge about visualization of three dimensional objects. We report the application
results of a questionnaire to 241 pre-service elementary school teachers, identifying the
main errors and difficulties in aspects related to the common and extended mathematics
knowledge.

Key words: assessing teachers’ knowledge, spatial visualization, common and
extended knowledge.

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION Y ANTECEDENTES

Existe concordancia en afirmar que la visualizacion es una componente basica en el
aprendizaje y ensefianza de la geometria espacial (Gutiérrez, 1996; Hershkowitz,
Parzysz y Van Dormolen, 1996). La visualizacion espacial figura en las directrices
curriculares como contenido a tratar en los distintos ciclos de educacién primaria. Por
ejemplo, en el Decreto de Ensefianzas Minimas para la Educacién Primaria en Espafia
(MEC, 2006) se indica que: “Con el desarrollo de la visualizacién (concepcion
espacial), los nifios y las nifias mejoran su capacidad para hacer construcciones y
manipular mentalmente figuras en el plano y en el espacio, lo que les sera de gran
utilidad en el empleo de mapas, planificacion de rutas, disefio de planos, elaboracién de
dibujos, etc.”

Esto justifica que los procesos de ensefianza y aprendizaje de la visualizacion espacial
sean objeto de atencion por parte de la investigacion en didactica de la matematica
(Battista, 2007; Bishop, 1980; Gutiérrez, 1996; Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen,
1996) y, de manera particular, pone en evidencia la importancia del tema en la
formacion de profesores.
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Un aspecto importante de la problemética de la formacion de profesores en este campo
es identificar y evaluar las “habilidades espaciales” de los maestros y su relacion con
aspectos de la ensefianza. Consideramos la visualizacion de objetos tridimensionales
como un conjunto de habilidades relacionadas con el razonamiento espacial. Visualizar
un objeto tridimensional no incluye Unicamente la habilidad de “ver” los objetos
espaciales, sino también la habilidad de reflexionar sobre dichos objetos y sus posibles
representaciones, sobre las relaciones entre sus partes, su estructura, y la habilidad de
examinar las posibles transformaciones del objeto (Battista, 2007, p. 843).

Observamos que la interpretacion y la comunicacion de la informacién espacial de
manera figural, verbal o mixta, son importantes habilidades relacionadas con la
visualizacidon de objetos tridimensionales (Gorgorid, 1998).

Aunque la visualizacion de objetos tridimensionales puede ocurrir en ausencia de una
estimulo visual (Bishop, 1983; p. 184) centramos su estudio en presencia de una
representacion plana del objeto. Con respecto a este tema Guillén (2010) sugiere, como
posible direccion en la investigacion, el estudio de los diferentes tipos de
representaciones planas de los solidos y el uso que se hace de ellas en la ensefianza.

Siguiendo a Ben-Chaim, Lappan, y Houang (1985) consideramos que “la habilidad de
“leer” una representacion bidimensional de un objeto sélido forma parte de la
visualizacion espacial” (p. 390). De hecho interpretar y producir de forma correcta una
representacion plana de un objeto tridimensional requiere, ademas de conocimientos
bésicos de dibujo técnico, una buena capacidad de visualizacion, que permita asociar la
representacion bidimensional al concepto geométrico correspondiente, y viceversa.

Suponemos que un profesor de escuela primaria ademas de tener buena visualizacion
espacial, tenga el conocimiento para desarrollarla en sus alumnos, lo que incluye la
capacidad de dibujar e interpretar de forma clara y correcta diferentes tipos de
representaciones planas de objetos tridimensionales.

El objetivo de este trabajo es evaluar aspectos especificos de los conocimientos sobre la
visualizacién de objetos tridimensionales (representados en el plano) de maestros en
formacién. Se reportan los resultados obtenidos con la aplicacién de un cuestionario
sobre el tema a 241 futuros profesores de Educacion Primaria.

2. MARCO TEORICO Y METODOLOGIA

En el andlisis de las investigaciones previas relacionadas con el tema, no hemos
encontrado un cuestionario comprensivo que evaluase adecuadamente los
conocimientos de los profesores de educacion primaria sobre visualizacion de objetos
tridimensionales. En consecuencia se decidio iniciar la construccion de un nuevo
cuestionario teniendo en cuenta dos criterios en la seleccion de las tareas:

= Segln los aspectos de los contenidos principales relacionados con la visualizacién
de objetos tridimensionales que nos interesan estudiar.

= Seguln los aspectos del conocimiento didactico-matematico que se quieren evaluar.
Describimos brevemente estos dos criterios de seleccion.

Con el fin de identificar los contenidos principales relacionados con la visualizacion de
objetos tridimensionales, hemos analizado las tareas incluidas en las investigaciones
sobre el tema en el campo de la educacién matemdtica y de la psicologia. Los
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contenidos principales emergentes de dicho andlisis se compararon con los contenidos
presentes en las tareas presentadas en los libros de textos de educacion primaria y en el
curriculo espafiol para la educacion primaria.

El cuestionario final consta de 5 items de respuesta abierta (de papel y lapiz), que
cubren los siguientes aspectos del tema:

1. Coordinar e integrar vistas de objetos:
= Dibujar o identificar algunas vistas de un objeto a partir del dibujo del objeto
en perspectiva (item 1)
= Dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus proyecciones ortogonales
(item 2)
2. Plegar y desplegar desarrollos (item 3)
3. Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional (item 4)
4. Generar cuerpos de revolucion (item 5)
Para seleccionar los aspectos del conocimiento que queremos evaluar nos hemos
apoyado en el modelo del conocimiento didactico-matemético del profesor descrito en
Godino (2009), que tiene en cuenta las diferentes facetas implicadas en la ensefianza y
aprendizaje de contenidos especificos. Hemos decidido evaluar aspectos especificos del
conocimiento del contenido (comdn, especializado y ampliado) y del conocimiento del
contenido en relacién a la ensefianza®.

Cada item del cuestionario se compone de cuatros partes (sub-items), segun el aspecto
del conocimiento que se quiere evaluar. En este trabajo describimos Unicamente las
partes del cuestionario relativas a la evaluacion de aspectos relacionados con el
conocimiento comln y ampliado del contenido (sub-items a y c) y los resultados
obtenidos.

Para evaluar el conocimiento comin del contenido (sub-item a) hemos seleccionado
tareas de libros de texto de primaria. Los libros de textos utilizados fueron las dltimas
ediciones disponibles de las colecciones Anaya, SM y Santillana, que estan a
disposicion de los profesores en formacion.

Por lo que se refiere a la evaluacion del conocimiento ampliado del contenido (sub-item
¢) proponemos resolver una tarea relacionada con la a pero de un nivel mas alto, que
involucra un conocimiento mas avanzado del contenido especifico. Estas tareas
provienen de investigaciones y fueron en su mayoria propuestas a alumnos de escuela
secundaria.

El cuestionario fue respondido por 241 futuros profesores del segundo curso de la
especialidad Educacién Primaria de la Universidad de Granada del afio académico
2010-2011, en una sesion de dos horas de duracién®. Los conocimientos previos de los
estudiantes sobre el tema fueron los relativos a sus formaciones basicas y los que
profundizaron durante el afio anterior en el estudio del bloque teméatico de geometria
para maestros.

8 Terminologia introducida en los trabajos de Ball y colaboradores (Hill, Ball y Schiling, 2008). Godino
(2009) propone llamar conocimiento ampliado al constructo que Ball designa como “conocimiento en el
horizonte matematico”.
% En una segunda sesion de otras dos horas se implementé una accién formativa con los futuros
profesores en la que se discutieron las soluciones dadas a algunos items.
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En el siguiente apartado describimos los resultados obtenidos, teniendo en cuenta la
variable cuantitativa “grado de correccion de las respuestas” (2 si correcta, 1 si
parcialmente correcta, O si incorrecta) y las variables cualitativas “tipo de errores” y
“tipo de representacion plana utilizada”, por lo que nuestra investigacion se inscribe en
un enfoque metodoldgico de tipo mixto (Johnson y Onwuegbuzie, 2004).

3. RESULTADOS

Presentamos los resultados obtenidos en los sub-items a), que evallan aspectos relativos
al conocimiento comun del contenido, los resultados de los sub-items c), que evallan
aspectos relativos al conocimiento ampliado del contenido; y algunas observaciones con
respecto a la relacion entre estas dos componentes del conocimiento evaluadas.

3.1. Conocimiento comun del contenido

Para analizar las soluciones de los estudiantes a las tareas de libros de textos de primaria
partimos de la hipétesis de que un futuro profesor pueda resolver de manera Optima
dichas tareas. Consideramos entonces que la puntuacién total relacionada con la
variable del grado de correccion de la respuesta tenga que ser elevada: valoramos como
insuficiente una puntuacidn total inferior a 8 (sobre 10).

Observamos que solo el 62% de los estudiantes consigue alcanzar dicha puntuacién.

La Tabla 1 muestra las frecuencias absolutas (y porcentaje) relativas a los valores de la
variable del grado de correccidn de la respuesta.

Grado de correccion ftem

la 2a 3a da 5a
Correcto 226 (94) 159 (67) 73 (30) 160 (69) 227 (94)
Parcialmente correcto 0(0) 5021y 97(40) 15(7) 0(0)
Incorrecto 15 (6) 28 (12) 71 (30) 56 (24) 14 (6)

Tabla 1. Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas a los sub-items tipo a (n=241)

Describimos brevemente los principales errores y los porcentajes de los estudiantes que
los han manifestados, con relacidn a los sub-items 2a, 3a y 4a (sub-items que resultaron
de més dificil resolucidn).

Observamos que el sub-item que resultd mas dificil fue el 3a, relativo al contenido
“plegar y desplegar desarrollos”, en el cual se pedia identificar los desarrollos
correspondientes a un cubo: sélo el 30% de los estudiantes contestd de forma correcta a
dicha pregunta.

Hemos identificados los siguientes errores principales:
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= No identifican los siguientes desarrollos entre los posibles desarrollos de un cubo:

EEE [

FEE

LD (e, — (13%)y | | (12%).

= |dentifican el siguiente como posible desarrollo de un cubo: 1] (10%).

SRR

Mesquita (1992) observa que los desarrollos en cruz o en T, son asociados con mas
facilidad al cubo que los demaés, por su regularidad y su simetria, mientras que en los
otros desarrollos las identificaciones de los segmentos equivalentes son menos
evidentes. Esta Gltima observacion concuerda con los resultados obtenidos con respecto
al desarrollo 3-3, que fue de mas dificil reconocimiento (el 65% de los alumnos no lo
reconocieron).

Por lo que se refiere al sub-item 2a relacionado al contenido “coordinar e integrar vistas
de objetos (dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus proyecciones ortogonales)”
hemos identificados los siguientes errores:

= Errores relativos a la técnica de dibujo utilizada para representar el objeto (28%): no

se respetan las propiedades de la proyeccion utilizada.

= Errores en las proporciones (27%): la forma global del objeto es correcta pero hay
grandes errores en las proporciones relativas de las partes que componen el objeto.

= Errores de coordinacion e integracion de las vistas (8%): no consiguen dibujar la
forma global del objeto, dibujan un objeto por cada vista.

En el contexto de formacion de profesores sefialamos el trabajo de Malara (1998), que
también destaca dificultades de coordinacion de las vistas de un objeto tridimensional
de un grupo de profesores de escuela secundaria.

Otros investigadores que trabajaron con alumnos de escuela primaria y secundaria
reportaron errores, dificultades y conflictos relacionados con la representacion plana de
objetos geomeétricos (Colmez y Parzysz, 1993) y errores de coordinacién e integracién
de las vistas de un objeto tridimensional (Battista y Clements, 1996; Pittalis,
Mousoulides y Christou, 2009).

Se observa que la mayoria de los estudiantes (78%) dibujaron el objeto en perspectiva
caballera, que es muy frecuentemente utilizada en el dibujo de los sélidos en los libros
de textos de primaria.

En el sub-item 4a, relativo a la “composicion y descomposicion en partes de un objeto
tridimensional” la mayoria de errores fueron en la interpretacion de la representacion
plana del objeto: el sujeto lee el dibujo como un dibujo en si mismo sin ponerlo en
relacion con el objeto que representa (el alumno “corta la representacion” y no el objeto
que representa) (9%). Presentamos un ejemplo de este tipo de error:
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Enunciado: (Cémo podemos partir este  Respuesta de un alumno:
cilindro en 8 partes dando solo 3 cortes? De ke forma ros Gaden & pote

En otros trabajos se reportan “dificultades de comprender la naturaleza de los objetos
tridimensionales representados en dos dimensiones” por parte de estudiantes de escuela
secundaria (Parzysz, 1991, Pittalis, Mousoulides y Christou, 2009).

3.2. Conocimiento ampliado

Por lo que se refiere a la evaluacion del conocimiento ampliado del contenido, la
puntuacion total en la variable del grado de correccion de la respuesta c) observamos
que el 54% de los alumnos tuvieron una puntuacion total inferior a 5 sobre 10
(considerado insuficiente), 27% entre 5 y 6 (suficiente), 14% entre 7 y 8 (bueno) y 12%
entre 9 y 10 (muy bueno).

En la Tabla 2 presentamos las frecuencias absolutas (y porcentajes) relativas a los
valores de la variable del grado de correccion de la respuesta.

Grado de correccién ftem

1c 2cC 3c 4c 5¢c
Correcto 122 (53) 36(16) 108(47)  87(3N) 32 (15)
Parcialmente correcto 10 (4) 67 (30) 64(28) 64 (28) 19 (9)
Incorrecto 101 (43) 118 (54) 59 (25) 82(35) 160 (76)

Tabla 2. Frecuencias absolutas (porcentajes) de las respuestas a los sub-items tipo ¢ (n=241)

Estos resultados muestran muy pobre conocimiento avanzado relacionado con la
pregunta 2c (de coordinacion e integracion de las vistas para formar un objeto) y 5¢
(generar un cuerpo de revolucién con eje exterior a la figura). Resumimos los
principales errores y dificultades identificadas en dichos sub-items.

Por lo que se refiere al sub-item 2c, observamos que la mayoria de los errores
identificados estan relacionados con la dificultad de visualizar los cambios en las tres
vistas de un objeto a partir de la variacién de la estructura del objeto (33%). Esta
dificultad podria estar relacionada con la incorrecta concepcién de que las tres vistas
ortogonales de un objeto definen de forma univoca un objeto tridimensional. Muchos
alumnos afirman que cambiando parte de la estructura del objeto por lo menos una vista
tiene que cambiar (incorrecto en general y de manera particular en el caso de la tarea
propuesta).

En el sub-item 5¢ los errores identificados van asociados a una concepcion incorrecta de
cuerpo de revolucion, como sélido generado por la rotacion de una figura alrededor de
un eje Gnicamente interior o tangente a ella.
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Una posible causa de éste error puede ser las representaciones de los cuerpos de
revolucion en los libros de textos de primaria: se representan las figuras planas pegadas
a barras que giran.

3.3. Comparacioén del conocimiento comun y ampliado del contenido
Comparando los andlisis anteriores podemos hacer algunas observaciones generales:

= Las puntuaciones totales relacionadas con la variable del grado de correccion de la
respuesta muestran una gran diferencia entre el conocimiento comun del contenido
(puntacién media = 7,7) y conocimiento ampliado del contenido (puntuacién media
=4,1).

= Esta diferencia se ve reflejada en todas las tareas (las preguntas c resultaron mas
dificiles de resolver que la a) excepto en la tarea 3. En las tareas 2 y 5 la diferencia
entre conocimiento comdn y ampliado resulta considerable.

= Tanto en las respuestas de las tareas a (conocimiento comdn) como en la ¢
(conocimiento ampliado) se observan diferentes errores de interpretacion y
comunicacion de una representacion plana del objeto tridimensional.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado los resultados obtenidos al analizar las respuestas de
241 futuros profesores de educacién primaria a un cuestionario de evaluacion de
conocimientos comunes y ampliados sobre visualizacion de objetos tridimensionales.

Observamos que el conocimiento comin sobre visualizacion de objetos
tridimensionales de los futuros profesores evaluados no es el esperado: el 62% de los
alumnos no contesta de forma 6ptima a las tareas sacadas de libros de textos primaria
sobre los diferentes aspectos del tema. Solo dos tareas fueron resueltas por los alumnos
de forma satisfactoria (1a y 5a); sin embargo, en las dos respectivas tareas sobre el
conocimiento ampliado los alumnos manifestaron diferentes dificultades.

Se observan considerables dificultades relacionadas con el conocimiento ampliado
sobre los contenidos “coordinar e integrar vistas de objetos” y “generar cuerpos de
revolucion”. De manera particular los estudiantes no estan capacitados para la
resolucion de una tarea que requiere reflexionar sobre la pluralidad de objetos que
pueden corresponder a tres vistas ortogonales determinadas y de una tarea que requiere
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generar un cuerpo de revolucidn en el cual el eje de rotacidn es externo a la figura plana
que lo engendra.

Observamos que dichos contenidos especificos no estan contemplados en los libros de
textos de primaria. Los ejercicios relacionados con el contenido “coordinar e integrar
vistas de objetos” que proponen los libros de textos piden dibujar o identificar el objeto
correspondiente a tres vistas ortogonales, lo que excluye la reflexion sobre una posible
pluralidad de objetos. En las representaciones de la generacion de los cuerpos de
revolucion en los libros de textos se dibujan las figuras planas pegadas a barras que
giran, lo que involucra la “idea” de que el eje, girando, “permita” la rotacion de la figura
plana; procedimiento que no se puede generalizar para el caso de eje externo a la figura.

Puesto que los respectivos sub-items (2a y 5a) relacionados con el conocimiento comun
de dichos contenidos han sido resueltos de forma correcta (o parcialmente correcta),
seria interesante analizar si los conocimientos adquiridos por los estudiantes a lo largo
de su escolaridad sobre estos temas puedan resultar conflictivos en el momento de
resolver tareas que involucran conocimientos mas avanzados.

De forma general el conocimiento ampliado del contenido de estos estudiantes puede
ser calificado como insuficiente. Diferentes dificultades van asociadas a la
interpretacion de representaciones planas de objetos tridimensionales. Estas dificultades
pueden obstaculizar y a veces impedir un procedimiento de tipo visual sobre el objeto.

De otra parte la incapacidad de producir de forma correcta una representacion plana de
un objeto tridimensional no siempre refleja una escasa habilidad de visualizar el objeto.
Sin embargo, creemos que para un futuro profesor de escuela primaria sea importante
no solo visualizar el objeto sino también poder comunicar su forma con diferentes tipos
de representaciones planas, para desarrollar dicha habilidad en sus alumnos.

De aqui el interés y la importancia de realizar futuras investigaciones centradas en el
desarrollo de la visualizacién de objetos tridimensionales en maestros en formacién que
incluya actividades de interpretacion y elaboracion de diferentes tipos de
representaciones planas y la reflexion sobre sus respectivas funciones y limites. Como
afirma Parzysz (1991, p. 591) “una base cientifica podria ser dada a las reglas del dibujo
técnico (que en general son dadas como simples convenciones, sin una justificacion
real), con lo que la educacion matematica estaria mas cerca al tipo de problemas que se
encuentran en la vida cotidiana o profesional”.

Reconocimiento:

Trabajo realizado en el marco del proyecto de investigacion, EDU2010-14947,
Ministerio de Ciencia e Innovacién (MICINN), fondos FEDER y de la Beca FPU,
AP2008-04560.
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