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Resumen: La modelizacion matematica ocupa un lugar relevante en la investigacién educativa
internacional. En este contexto, el presente estudio trata sobre una actividad de modelizacién
matematica disefiada y elaborada a partir de los planteamientos tedricos tanto de los problemas
de Fermi como de las Modelling Eliciting Activities (MIEA’s). El objetivo del estudio es describir y
comprender los procesos de modelizacidn matemética a través de las producciones y reacciones
de alumnos ecuatorianos de Educacién Primaria (10-11 afios) cuando resuelven una de estas
actividades. Se utilizé un enfoque metodoldgico mixto a través de un disefio de estudio de caso
intensivo. Los resultados muestran que el alumnado, a pesar de no tener experiencia previa con
estas actividades, es capaz de comprender el problema, establecer conjeturas, suposiciones y
proponer ideas de solucién. Se concluye que estas actividades presentan grandes ventajas para el
desarrollo de las habilidades de modelizacidn del alumnado de esta etapa educativa.

Palabras clave: Modelizacién matematica; Problemas de Fermi; Modelling eliciting activities; Ciclo
de modelizacién; Educacidn Primaria
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Abstract: Mathematical modelling occupies a relevant place in international educational research.
In this context, the present study deals with a mathematical modelling activity designed and
elaborated from the theoretical approaches of both Fermi problems and Modelling Eliciting
Activities (MEA's). The aim of the study is to describe and understand the processes of
mathematical modelling through the productions and reactions of Ecuadorian primary school
students (10-11 years old) when they solve one of these activities. A mixed methodological
approach was used through an intensive case study design. The results show that students,
despite having no previous experience with these activities, are able to understand the problem,
make conjectures and assumptions, and propose ideas for solutions. It is concluded that these
activities have great advantages for the development of modelling skills of students at this
educational stage.

Keywords: Mathematical modelling; Fermi problems; Modelling eliciting activities; Modelling
cycle; Primary education

INTRODUCCION

La investigacion en educacion matematica en los ultimos afios ha
otorgado gran importancia a la modelizacion, focalizdndose sobre todo en
cémo puede favorecer el proceso de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas (Trelles-Zambrano y Alsina, 2017). Como muestra de ello,
en la actualidad son numerosas las investigaciones educativas cuyo objeto
de estudio es la modelizacion matematica (e.g., Barquero et al., 2018;
Barquero y Jessen, 2020; Daher, 2021; Ferrando y Albarracin, 2021;
Florensa et al., 2020; Jung et al., 2019; Lu y Kaiser, 2022; Montero y
Vargas, 2022; Toalongo et al., 2021; Toalongo et al., 2022; Trelles et al.,
2022a; Trelles et al., 2022b; Vargas et al., 2018). Podemos observar
también como las principales reuniones de matematica educativa a nivel
internacional, como por ejemplo el International Congress on
Mathematical Education (ICME), el Congreso Iberoamericano de
Educacion Matemética (CIBEM) o la Reunion Latinoamericana de
Matematica Educativa (RELME), entre otras, han designado espacios
especificos para discutir acerca de la modelizacion matematica y sus
implicaciones en los procesos de ensefianza - aprendizaje.

Ademas, varias organizaciones de prestigio internacional plantean, ya
sea de forma explicita o implicita, la importancia que tiene la modelizacion
matematica en los procesos de ensefianza-aprendizaje. Por ejemplo, el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989) expresa la
importancia y necesidad de desarrollar la comprension de modelos
matematicos, haciendo énfasis en que los conocimientos matematicos
deben servir para modelizar, analizar, describir, evaluar y tomar decisiones
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sobre problemas de la vida real. La Organization for Economic
Cooperation and Development (OECD, 2023), define la competencia
matematica como la capacidad que posee un individuo para razonar
matematicamente, asi como para formular, emplear e interpretar la
Matematica para resolver problemas en una variedad de contextos del
mundo. Esto incluye utilizar conceptos, procedimientos, hechos y
herramientas que permitan describir, explicar y predecir fendmenos.
Ayuda a las personas a conocer el papel que la Matematica juega en el
mundo, ademas de colaborar en la elaboracion de juicios bien fundados y
en la toma de las decisiones que necesita un ciudadano constructivo,
comprometido y reflexivo del siglo XXI. Asimismo, para la OECD una de
las siete capacidades fundamentales es la matematizacion, es decir, la
capacidad para transformar un problema del mundo real a una forma
estrictamente matematica, que es la esencia de la modelizacion.

Por lo expuesto, es necesario continuar con esta importante linea de
investigacion, 'y hacerlo desde diferentes aristas contribuira
significativamente a comprender la modelizacion matematica en todas sus
dimensiones. En este sentido, Albarracin y Gorgorio (2019) sefialan que
los problemas de Fermi son adecuados para introducir la modelizacion en
Educacion Primaria, ya que propician la estimacion de cantidades
desconocidas en una situacién real de la que no se conocen los datos.
Adicionalmente, considerando que los problemas de Fermi tienen algunos
puntos en comudn con las Modelling Eliciting Activities, es necesario el
disefio y elaboracion de nuevas actividades a partir de estos
planteamientos.

En consecuencia, uno de los aspectos importantes a investigar es como
reaccionan los alumnos de Educacion Primaria al enfrentarse a actividades
de modelizacion matematica, en la linea ya iniciada por English (20086,
2010, 2014), English y Watson (2018), Ruiz-Higueras et al. (2013) y
Trelles et al. (2022a), entre otros. En este sentido, el objetivo de esta
investigacion es describir y comprender los procesos de modelizacion
matematica a través de las producciones y reacciones de alumnos
ecuatorianos de Educacion Primaria (10-11 afios) cuando resuelven una de
estas actividades.

1. MARCO TEORICO

1. 1 La modelizacién matemaética
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En la literatura podemos encontrar facilmente varias definiciones de
modelizacion matemaética. Por ejemplo, para Alsina et al. (2007), la
modelizacion matematica consiste en un proceso en el cual se construye
un modelo con el propdsito de comprender y explicar un fenémeno real o
matematico y para ello se necesitan constantes traducciones entre la
realidad y las matematicas.

Algunos autores tratan de dar una definicion mas apegada al ambito
educativo, en consecuencia, son estas las que se asumen en este estudio.
Por ejemplo, Bliss y Libertini (2019) y Blum y Borromeo (2009) plantean
que la modelizacion matemaética se debe entender como un proceso en el
que a través de la matematica se pretende predecir o proporcionar
informacion acerca de los fendmenos del mundo real, lo que implica
realizar traducciones entre el mundo real y las matematicas. Para
Aymerich y Albarracin (2022) “la modelizacion matematica es un proceso
de resolucion de problemas contextualizados en las que se elabora un
modelo matematico para describir el fendomeno real estudiado” (p. 4).
Trigueros Gaisman (2006, p. 1210), manifiesta:

Cuando hablamos de modelacion en la ensefianza nos referimos a
proporcionar a los estudiantes problemas suficientemente abiertos y
complejos en los que puedan poner en juego su conocimiento previo y sus
habilidades creativas para sugerir hipétesis y plantear modelos que
expliquen el comportamiento del fenémeno en cuestion en términos
matematicos y mediante la revision, la reflexion, la aplicacién de sus
conocimientos y la comunicacién de sus resultados con la idea de que se
acerquen a los procesos que se llevan a cabo en la actividad cientifica.

1. 2 El ciclo de modelizacién

Uno de los aspectos caracteristicos de la modelizacion matematica es
que se desarrolla a través de procesos no lineales, consecuentemente varios
autores (e.g., Carreira et al., 2011; Geiger, 2011; Girnat y Eichler, 2011,
Greefrath, 2011) proponen entenderla a través de ciclos de modelizacion.
Si bien las diferentes propuestas presentan varias similitudes, para nuestro
estudio asumimos el ciclo de modelizacion del Blumy Leip (2007) que se
presenta en la Figura 1.
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Figura 1. Ciclo de modelizacion matemaética (Blum y Leif, 2007)

Al ser un proceso no lineal e iterativo, se entiende que el alumnado al
enfrentarse a actividades de modelizacion matematica puede transitar de
forma no ordenada por cada una de las fases del ciclo, siendo estas: 1)
comprender el problema, la tarea o la actividad; 2) simplificar y estructurar
el problema a partir de sus datos y variables; 3) matematizar el problema
a partir de las relaciones existentes entre las variables del problema y
mediante el uso de objetos matematicos; 4) trabajo matematico que
permita obtener resultados matematicos; 5) interpretar los resultados
obtenidos de acuerdo a las caracteristicas del problema; 6) validacion, a
partir de juzgar si el modelo obtenido soluciona el problema; y 7)
presentacion, donde el alumnado explica a los demas el modelo obtenido.

Si bien el ciclo de modelizacion antes descrito contribuye a tener una
idea bastante aproximada de como se desarrollan los procesos de
modelizacidén, consideramos importante contar con varios indicadores en
cada una de las fases del ciclo que permitan realizar un minucioso analisis
de la produccion de los alumnos al enfrentarse a actividades de
modelizacion matematica, y que a su vez consideren los niveles educativos
a los cuales pertenece el alumnado. Al respecto, con el propoésito de evaluar
los procesos de modelizacién matematica existen en la literatura varios
planteamientos, por ejemplo: Leong (2012), Tekin-Dede y Bukova-Guzel
(2018) o Turner et al. (2021); sin embargo, por lo explicado anteriormente,
en nuestro estudio se asume la herramienta en forma de rubrica
denominada Rubric for Evaluating Mathematical Modelling Processes
(REMMP), desarrollada por Toalongo et al. (2022).

1. 3 Las model-eliciting activities (MEA’s)

Son varias las propuestas existentes para implementar la modelizacion
matematica en el proceso de ensefianza - aprendizaje, por ejemplo,

Edma 0-6: EDUCACION MATEMATICA EN LA INFANCIA, 13(1), 58-92
ISSN 2254-8351



Los Problemas de Fermi y las Modelling Eliciting Activities... 63

Albarracin (2017), Ferrando y Navarro (2015), Gallart et al. (2019) o
Trelles-Zambrano et al. (2019), entre otras. En nuestro estudio, asumimos
las Model-eliciting activities (MEA’s), propuestas por Lesh et al. (2000) y
Lesh y Doerr (2003). Estas actividades estan fundamentadas en seis
principios: 1) construccion, 2) realidad, 3) autoevaluacion, 4)
documentacion, 5) prototipo efectivo, y 6) generalizacion. Ademas, estas
actividades se caracterizan por ser abiertas, lo que implica que no existen
respuestas Unicas, ni siquiera respuestas incorrectas, tan solo unas mas
eficaces que otras de acuerdo a las condiciones iniciales del problemay a
los supuestos planteados por el alumnado. Otra caracteristica es que se
trabajan normalmente en grupos reducidos de maximo cuatro alumnos, su
duracion es de aproximadamente dos o tres sesiones de clase, y
normalmente se pide al alumnado que mediante una carta asesore a las
personas o instituciones que tienen interés en conocer la solucion del
problema; aqui explicaran detalladamente los procesos utilizados para la
solucion.

1. 4 Los problemas de Fermi

De acuerdo con Arlebdck (2009), los problemas de Fermi son
enunciados que proponen problemas de situaciones abiertas y no
estandarizadas. Estas situaciones pretenden que el alumnado, a través de
sus conocimientos previos, estructure ideas y dé respuesta a las
necesidades de esa situacion en particular. Para ello, se usa la estimacién
de cantidades como estrategia que permite dar respuestas mediante
calculos sencillos, de acuerdo con su nivel de escolaridad.

En este sentido, para Sriraman y Knott (2009), los problemas de Fermi
deben ser considerados como problemas que permitan al alumnado estimar
cantidades ante una situacion particular, de tal manera que, de forma
didactica, se parta de ideas iniciales a través de operaciones sencillas hasta
concluir con célculos que requieren mas fundamentacion en cuanto a
cantidades y variables para dar respuesta al problema.

Finalmente, es importante mencionar que se pueden realizar
actividades de modelizacion matematica recogiendo algunos de los
planteamientos de los problemas de Fermi. Asi, por ejemplo, segun
Arleback (2011) la utilizacion de problemas de Fermi en las aulas
contribuye a que los alumnos se acerquen a actividades de modelizacion
matematica, por las siguientes razones: a) pueden ser desarrolladas por el
alumnado en cualquier etapa escolar sin poseer un conocimiento especifico
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en matematicas, b) desarrollan la capacidad de estructurar y seleccionar
informacion importante para la resolucion del problema, c) desarrollan
estrategias especificas de acuerdo al problema que se presenta, d) los
alumnos estan en capacidad de estimar cantidades sin que posean datos
numéricos especificos, y e) fomenta el pensamiento critico, la reflexion y
la argumentacion frente al punto de vista de otros alumnos.

1.5 La modelizacion matematica en las primeras etapas educativas

Tradicionalmente, la modelizacion matematica ha sido implementada
en los procesos de ensefianza - aprendizaje de niveles educativos
superiores, fundamentalmente en la educacion secundaria, universitaria,
asi como en la formacion del profesorado (Barquero et al., 2014,
Hernandez-Martinez y Vos, 2018; Segura et al., 2023; Sol et al., 2011;
Trelles-Zambrano et al., 2019). En consecuencia, son aun escasas las
investigaciones que abordan el uso de la modelizacion matematica en las
primeras etapas educativas, a pesar de que documentos elaborados por
importantes organizaciones como el NCTM (2000) y la National
Governors Association Center for Best Practices and Council of Chief
State School Officers (2010) recomiendan implementarla en las aulas
desde los primeros niveles escolares.

Si bien en estas edades las investigaciones aun son limitadas, los
trabajos pioneros de English (1996, 1997, 2004, 2006, 2010) permiten
tener evidencia acerca del desarrollo de los procesos de modelizacién del
alumnado de estos niveles. Concretamente, plantean que la modelizacion
matematica propicia que los nifios desarrollen ideas propias y procesos
matematicos en el marco de la resolucion de problemas reales. Por su parte,
investigaciones mas recientes como las de Alsina et al. (2021), English
(2014), English y Watson (2018), Ruiz-Higueras y Garcia (2011), Ruiz-
Higueras et al. (2013), Toalongo et al. (2022) o Trelles et al. (20223,
2022b) permiten comprender los procesos de modelizacion matematica
desde diferentes enfoques, como, por ejemplo, desde el punto de vista
numérico, algebraico, geométrico y estadistico. A su vez, Toalongo et al.
(2021) sugieren gue los procesos de modelizacién matematica pueden ser
desarrollados incluso por alumnado de Educacion Infantil, logrando una
verdadera conexién de significados de los objetos matematicos y su
utilidad en la vida cotidiana.

En cuanto a Educacion Primaria, los problemas de Fermi son
accesibles para los estudiantes de este nivel ya que no requieren
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conocimientos previos de cursos superiores, sino mas bien razonamientos
de tipo aritmético y algunas nociones de estimacion de medidas. Para
autores como Albarracin y Gorgorio (2019), estos problemas pueden ser
considerados como problemas de modelizacion “en miniatura”, 10 que
hace que sean completamente pertinentes para este nivel educativo. No
obstante, para su implementacion adecuada en el aula es conveniente la
capacitacion del profesorado, pues estudios como los de Segura 'y Ferrando
(2023) dan cuenta de la dificultad que pueden tener con estos problemas
inclusive algunos profesores.

En lo que concierne al tratamiento que se da a la modelizacion
matematica en los documentos curriculares dirigidos a estos niveles
educativos, Trelles-Zambrano y Alsina (2017) han realizado un estudio de
estos documentos en paises como Espafia, Ecuador y Estados Unidos,
identificando que la modelizacion matematica estd presente y que uno de
los aspectos comunes es la implementacion progresiva de los procesos de
modelizacién, siendo los modelos concretos y los modelos gréafico-
visuales los que predominan en los curriculos de estas edades.

Por todo ello, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion:
¢Cdémo se dan los procesos de modelizacion en la produccion y reaccion
de los alumnos ecuatorianos de educacion primaria cuando resuelven
actividades disefiadas a partir de los problemas de Fermi y las MEA’s?

2. METODOLOGIA

La investigacion responde al paradigma interpretativo, con un enfoque
metodoldgico de disefio mixto, concretamente cualitativo-cuantitativo
(Hernandez-Sampieri y Mendoza, 2018), es decir, con una preponderancia
del enfoque cualitativo. En lo referente al enfoque cualitativo, se ha
disefiado un estudio de caso descriptivo (Coller, 2005; Yin, 2018) con el
propdsito de identificar y describir los elementos clave del objeto de
estudio, y realizar un estudio en profundidad del caso seleccionado. Un
estudio de caso es un estudio intensivo de un solo caso o un pequefio
numero de casos que se basa en datos de observacion y promete arrojar luz
sobre una poblacién mas grande de casos (Gerring, 2017); de acuerdo con
esto una de las principales caracteristicas es estudiar el caso en
profundidad, el mismo debe proporcionar importante evidencia para el
argumento, logrando asi una generalizacion analitica.

Las unidades de analisis son los 882 dialogos y producciones
realizados por los participantes de la investigacion, las categorias guardan
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relacion con la fundamentacion teorica explicada en el anterior apartado y
estan formadas por cada fase del ciclo de modelizacion.

En lo referente al enfoque cuantitativo, se realizd un andlisis de
contenido cuantitativo (Hern&ndez-Sampieri y Mendoza, 2018;
Krippendorff, 2018), con el propdsito de determinar qué fase del ciclo de
modelizacion tiene una mayor presencia en el estudio del caso
seleccionado.

2. 1 Participantes

La actividad se desarroll6 dentro de un curso de 24 alumnos —14
nifias y 10 nifios— de sexto grado de Educacion General Bésica de una
institucién privada de la ciudad de Cuenca-Ecuador, de edades
comprendidas entre 10 y 11 afios. El nivel socioeconémico al que
pertenece el alumnado se puede catalogar como medio. El rendimiento
académico de los alumnos en la asignatura de Matematicas estd en un
promedio de 8.00/10, lo que corresponde a Alcanzar los Aprendizajes
(AA) de acuerdo con el Articulo 26 del Reglamento a la Ley Organica de
Educacion Intercultural de Ecuador. Ningun alumno tenia experiencia
previa en el trabajo con actividades de modelizacién matematica, debido a
que estas actividades tienen poca o nula presencia en el curriculo
ecuatoriano (véase, por ejemplo, la investigacion de Trelles et al., 2022b).

La actividad analizada en este estudio fue desarrollada por dos nifias
de 10 afios. El rendimiento académico de una de las nifias es de 10/10 y de
la otra es de 9,5/10 en la asignatura de Matematicas, lo que corresponde a
la escala cualitativa de Dominio de los aprendizajes (DA), de acuerdo con
el Articulo 26 del Reglamento a la Ley Organica de Educacion
Intercultural anteriormente mencionado.

2. 2 Disefio y aplicacion de la actividad

La actividad fue ideada y disefiada por los autores siguiendo los
planteamientos tedricos de las Modelling Eliciting Activities (MEA’s) y
los problemas de Fermi. La actividad pretende que el alumnado proponga
un método para calcular el nimero de perros en cualquier ciudadela de
Cuenca-Ecuador, y que mediante una carta expliquen los procedimientos
utilizados.

Como se ha indicado, se aplic6 una primera actividad a los 24 alumnos
descritos en el apartado anterior, en la que se les pidié que se organizaran
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por parejas segun afinidad y establecieran un método para calcular el
namero de perros en una de las ciudadelas que queda cerca de la institucion
educativa. En esta parte se dieron indicaciones generales a todo el grupo y
uno de los investigadores acompafié en el proceso del desarrollo de la
actividad para orientar a las parejas que requieran alguna aclaracion, la
misma tuvo una duracién de 80 minutos.

A continuacion, con los resultados obtenidos, se selecciono a la pareja
que realiz6 la mejor propuesta en la primera parte de la actividad. Después
de dos dias, a esta pareja se le planteo otra actividad (Figura 2), a través de
la denominada técnica de upscaling (Albarracin et al., 2022) que sirve
como andamiaje para promover procesos de modelizacion gradualmente
més complejos. Concretamente, la nueva actividad consistia en calcular el
numero de perros en cualquier ciudadela.

ACTIVIDAD DE MODELIZACION MATEMATICA, BASADA EN LOS PROBLEMAS DE FERMI Y LAS
MODELLING ELICITING ACTIVITIES @

i
00
B
S
e

Estimados estudiantes, lean con atencion el siguiente parrafo:

El Ministerio del Ambiente del Ecuador, piensa desarrollar una campana de desparasitacion a
todos los perros de |a ciudad. Empezara por cada ciudadela, para ello necesitan gue ustedes les
ayuden con lo siguiente: ellos no conocen el numero exacto de cuantos perros hay, por lo tanto,
les piden que ustedes se inventen una forma para calcular el numero de perros en cualquier
Ciudadela.

No deben apresurarse en dar simplemente un numero, es decir, hagan todas Ias suposiciones
gue crean necesarias y realicen todos los dibujos, graficos, calculos, etc., que crean convenientes
para saber el numero de perros en cualquier ciudadela. Todo lo que realicen escribanlo en su
hoja de trabajo, para que al final mediante una carta le expliquen al Ministerio este
procedimiento inventado por ustedes.

Adelante y éxitos en la actividad, desde ya el Ministerio y la ciudad de Cuenca les agradece por
su ayuda.

Figura 2. Actividad de Modelizacion matemaética
Fuente: Elaboracién propia
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Con el proposito de concentrarnos en la produccion de estas alumnas,
se acompario a las nifias durante toda la sesion de trabajo, para estudiar el
trabajo desarrollado y formular preguntas clave que permitan desarrollar
la capacidad de modelizacidn en las alumnas. La sesion tuvo una duracién
de 123 minutos, con breves pausas, toda la sesion fue videograbada para
luego ser transcrita, analizada y codificada.

2.3. Analisis de Datos

El desarrollo de la actividad fue videograbado y posteriormente
transcrito, a partir de la siguiente codificacion: nifia 1 (N1), nifia 2 (N2) e
investigadora (1). Con estos datos se realizé un analisis de contenido de
caracter cualitativo, realizado por separado por los autores;
especificamente se optd por un analisis inductivo, tomando como referente
la herramienta REMMP (Toalongo et al., 2022), como se ha sefialado
anteriormente.

En la Tabla 1 se presentan los indicadores de la rabrica para analizar
los procesos de modelizacién matematica en Educacion Primaria.

Tabla 1. Indicadores del instrumento REMMP para educacion primaria

Fases Educacion Primaria
1.1. Explica el problema a los compafieros y al profesor,
mostrando coémo relaciona el contenido utilizando los
conocimientos previos.
1.2. Plantea preguntas sobre el problema.
1.3. Enuncia el tipo de solucién que generaria el problema, por
ejemplo, un nimero, un rango de valores, un conjunto de
valores, una gréafica, una férmula, una tabla, etc.
14. Representa mediante dibujos las principales
caracteristicas del problema.
1.5. Expresa lo que aportaria al entorno la solucién del
problema.
2.1. Identifica los datos que se conocen, se pueden conocer y
2. Estructuracion  se desconocen en el problema.
2.2. Propone ideas y/o supuestos que contribuyan a la
simplificacion del problema.
3. 3.1. Sustituye los elementos reales por objetos matematicos.
Matematizacion

1. Comprension
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3.2. Justifica el uso de objetos matematicos de acuerdo con las
caracteristicas del problema.

3.3. Identifica todos los pardmetros matematicos presentes en
el problema y las relaciones entre ellos.

4. Trabajo
matematico

4.1. Utiliza diversas estrategias acordes a su edad que
permiten proponer soluciones al problema.

4.2. Utiliza objetos matematicos y opera con ellos para
resolver el problema.

4.3. Obtiene un modelo matematico inicial como resultado de
un trabajo previo.

5. Interpretacién

5.1. Comprueba la coherencia de la solucion matematica
aplicada al contexto real inicial.

5.2. Identifica las posibles limitaciones o restricciones de la
solucion matematica en el contexto real inicial.

6. Validacion

6.1. Justifica el modelo propuesto mediante argumentos
validos.

6.2. Valora si el modelo obtenido proporciona una solucion
parcial o total al problema inicial.

6.3. ldentifica si el modelo es siempre valido o si se requieren
cambios para hacerlo generalizable a nuevas situaciones.

7. Presentacion

7.1. Explica las razones de las decisiones tomadas a lo largo
de cada fase del proceso.

7.2. Explica el modelo obtenido aplicado a la situacion del
contexto real, su alcance y limitaciones utilizando un lenguaje
adecuado a su edad.

7.3. Utiliza diferentes tipos de ejemplos, representaciones,
diagramas, dibujos, graficos, tablas de valores, lenguaje
simbdlico, etc.

7.4. En el caso de utilizacién de tecnologia en una o varias
fases del proceso, indica claramente en qué momento, comoy
para qué se utilizo.

7.5. Escucha las observaciones y/o sugerencias planteadas por
los comparieros y/o el profesor.

7.6. Responde a las observaciones y/o sugerencias de los
comparieros y del profesor, utilizando un lenguaje acorde a su
edad.

7.7. Si en el proceso se utilizaron caminos que no condujeron
a ninguna solucién, reflexiona sobre ellos y socializa sus
principales aspectos.

7.8. Analiza criticamente las presentaciones realizadas por los
comparieros de clase.

Fuente: Toalongo et al. (2022, p.10-11)
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Una vez clasificados los datos en las correspondientes categorias, se
procedié a realizar un andlisis de contenido cuantitativo (Hernandez-
Sampieri y Mendoza, 2018; Krippendorff, 2018), con el proposito de
identificar qué fases del ciclo de modelizacion estan mas presentes en la
realizacion de la actividad. Finalmente, debido a la naturaleza de los datos
y con el proposito de presentarlos sistematicamente, el desarrollo de la
actividad se dividi6 en tres grandes momentos:

- Momento 1: Denominado de Exploracién, corresponde a la
identificacion de las variables relevantes para desarrollar un
modelo de la situacion que conlleva a una primera estructuracion y
matematizacién mas intuitiva.

- Momento 2: Pre-modelo matematico, se desarrollan més las ideas
del momento 1y se plantea un modelo matematico parcial.

- Momento 3: Modelo matematico final, se completa el modelo a
partir de lo trabajado en los momentos 1 y 2 y se comunican los
resultados a traves de la carta.

3. RESULTADOS

Luego del respectivo estudio de los datos, se presentan tres tablas que
representan tres momentos en el desarrollo de la actividad.

La Tabla 2 se corresponde con el momento 1, y presenta como las dos
alumnas inician su transito por las diferentes fases del ciclo de
modelizacion en busca de posibles alternativas. De esta forma
contextualizan el problema de acuerdo con sus conocimientos previos y su
entorno, logrando una identificacion de las variables relevantes del
problema, para desarrollar un modelo de la situaciéon que conlleva a una
primera estructuracion y matematizacion mas intuitiva.
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Tabla 2. Anélisis de los datos generados por las alumnas (momento 1)

Fase correspondiente
del ciclo de

’\.I,'o de Participante Dialogo modelizacion / Ttem
dialogo d
e acuerdo con la
rubrica
Como ven piden calcular el
19 | namero de perros en cualquier
ciudadela
¢ Y no podemos ver la forma de la .
23 N1 ciudadela en Google Maps? Comprension /1.2
24 I Podria ser, ya. ¢Esta clara la
actividad?
25 N1y N2 Si (responden simultaneamente)
28 | Entonces qué podemaos hacer,
¢qué hariamos primero?
29 N2 Dibujar la ciudadela
Inventarnos la forma de la  Estructuracion /2.2
30 N1 .
ciudadela
...el momento que se van a
inventar la forma de la ciudadela
qué es lo primero que deberia
31 | S .
aparecer, 0 sea, mas bien dicho,
qué es lo mas importante que va
a aparecer en la ciudadela
32 N1 Las casas, las calles Comprensién /1.1
36 N1 Y también en las calles P '
37 | ¢Como es eso de las calles?
38 N2 Hay perros callejeros Comprension /1.1
41 | Muy bien, entonces
comencemos, ya
N1y N2 N1 y N2 inician sus dibujos en
sus respectivas hojas
42 N1 ¢ Deben ser rectas las lineas? Comprension /1.2
43 I ¢ Qué cree usted? [hace una
pausa] ¢ las calles son rectas
siempre?
44 N1 No Comprension /1.1
46 N1 Esta calle es un poco rara [dibuja Matematizacion / 3.1

una linea inclinada]

Se toman su tiempo para realizar
el dibujo
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47

N1

Ya esta, esta es mi ciudadela
[muestra de dibujo un Matematizacion / 3.1
cuadrilatero]

58

N2

En la mayoria de casas de mi
urbanizacion hay muchos perros, Comprension /1.1
demasiados

65

Muy bien, ¢y esto de aca qué es
N2? [sefala la hoja de N2]

66

N2

El resto de la ciudadela [muestra
el grafico de su hoja]

71

N2

[N2 marca una equis dentro de Matematizacion / 3.1
uno de los pequefios rectangulos
de su gréfico]

72

¢ Qué significa esa equis, N2?

73

N2

Que ahi nadie vive Comprension /1.1

79

N2

Aqui hay un perro [sefiala un
punto en el gréafico], aqui hay
otro perro [sefiala otro punto en
el gréafico], aqui hay otro perro
[sefiala otro punto en el
grafico]... y los gatos no cuentan

Matematizacién / 3.1

81

N2

Aqui hay 5 perros si no estoy

mal [sigue sefialando puntos en

el gréafico], aqui hay 6 perros, Comprension /1.1
listo. Hay 5 perros en una casa

de mi urbanizacién.

En los dialogos de la Tabla 3, correspondiente al momento 2 se observa
que las alumnas a través de preguntas por parte de la investigadora
continlian su transito por las fases del ciclo de modelizacién de una forma
no lineal, aqui las nifias desarrollan una propuesta parcial de solucion
acorde a las representaciones planteadas en el primer momento.
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Tabla 3. Anélisis de los datos generados por las alumnas (momento 2)

Fase correspondiente
del ciclo de

dl\_l,.O de Participante Dialogo modelizacion / item
idlogo d
e acuerdo con la
rubrica
Ya, una vez que tenemos los
dibujos N1y N2, ;qué mas
tendriamos que hacer, ya
106 | tenemos el dibujo de una
ciudadela hecha por N1y una
ciudadela hecha por N2, ahora
¢ qué podriamos hacer?, ;qué
deberiamos hacer?
107 N2 Contar los perros
115 N1 Las casas, que hay L,
Donde hay perros, y luego Estructuracion /2.2
117 N2
contar los perros
121 N1 1,2,3,...18,19,20,21 Matematizacion /3.1
¢Yaesta todo? ¢ Cuantas casas
134 I
hay en total?
135 N1 39
[Continda con la parte del o
139 N1 grafico que faltaba] 40, 41, 42,4 Matematizacion /3.1
3,...85
143 | Entonces N2 ¢Cuantas en la
tuya?
148 N2 [Cuenta] 1,2,3,...50 Matematizacion / 3.1
¢Como podriamos saber
cuantos perros hay, por ejemplo,
156 | en la que tiene 50 casas? Y
cuantos perros hay en la que
tiene 85 casas?
¢Entonces qué mas tendriamos
182 I
que hacer ahora?
184 N2 Multiplicacién, mmm sumar Estructuracion /2.2
No, primero deberiamos de -
186 N1 restaF: el 85 menos las casas que Estructuracion /2.2

estan deshabitadas
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190

N1

85-3. Ya acabé [muestra en su
hoja la operacion realizada 85-
3=82]

Trabajo matematico /
4.2

191

Perfecto

192

N2

[Escribe en su hoja la operacion  Trabajo matemético
de forma vertical 50-1=49], listo /4.2

195

En estas 49 casas y en estas 82
casas, ¢qué pasaria en estas? En
estas casas que ustedes han
obtenido como respuesta

196

N1

Que si hay personas Interpretacion /5.1

197

Si hay personas, y el hecho de
que haya personas, significa
que...

198

N1

Tal vez, puede haber perros Interpretacion /5.1

200

N1

Seguro hay perros y en otras no

han de haber perros Comprension /1.1

215

Como podriamos saber cuales si
tienen perros y cuales no

235

N1

Estaba haciendo que 9 casas
tienen perros, 10 perros aqui en
toda la ciudadela, pero seria
poco

Comprension /1.1

239

N1

Porque si es que hay 82 casas,
es muy poco que haya 10 perros Interpretacion /5.1
en total

241

N2

La idea que yo propongo es que
pongan el nimero de casas que
hay en la ciudadela y le resten
por las casas que tienen perros

Estructuracion / 2.2

243

N2

Y de ahi, esas casas que tienen
perros, mmm [piensa] tengo que
sumar los perros que viven en
cada casa

244

N1

¢Pero si no sabemos el nimero

de perros que hay en cada casa? Comprension /1.2

247

Qué tal si, si es que, pensamos
en esta calle de aqui [sefiala la
calle que queda frente a la
escuela] que ustedes conocen.
¢Cuantas casas habréa en esta
calle?

248

N2

¢Unas 15? Matematizacion / 3.1
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249 N1 Mmm [piensa] tal vez unas 9
254 N2 (12?2 Comprension /1.2
255 I ¢Por qué el 12?
Porque tal vez es el nimero del . ”
258 N1 medio que estaentre el 15y el 9 Trabajo n;altematlco /
[lo expresa con una ligera duda] '
De esas 12 casas ¢cuantas
344 I p
tendran perros?
La de lado, mmm, la del otro...
la siguiente alli al lado [indica -
346 N2 con el dedo en sefial de Comprension /1.1
ubicacién de casas]
352 N2 Mmm [piensa] unos seis Matematizacion / 3.1
Unas 6, muy bien, ;cuantas
353 I .
casas habia?
354 N2 12 Matematizacion / 3.1
355 | Y ustedes dicen que las 6 tienen
perros
357 | Ya, el 6 qué es para el 12
361 N2 La mitad Matematizacion / 3.3

La Tabla 4 que forma parte del momento 3, presenta como las nifias
hacen uso de los analisis que han desarrollado durante el momento 1y 2,
de esta manera se acercan a la solucion final del problema.
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Tabla 4. Anélisis de los datos generados por las alumnas (momento 3)

Fase correspondiente

N de del cico  de
hy Participante Diélogo modelizacién / Item
dialogo
de acuerdo con la
rubrica
¢ Cuél es la idea para saber el
446 I -
ndmero de perros?
447 N1 Tal vez podriamos dividir el 41 Estructuracion / 2.2
parael 2
448 | Pero, ¢qué era este 41?
449 N1 El 41 era el nimero de casas Matematizacion / 3.1
con perros
N1y N2, N2 hadicho que hay
24 casas que tienen perros y N1
ha dicho que en la ciudadela que
ella dibujo hay 41 casas que
460 | tienen perros. Atencidn a esta

pregunta, N2 y N1 muy atentas
a esta pregunta ¢ cuantos perros
habria en cada casa?, ¢cuantos
perros vamos a poner que hay
en cada casa?

463 N1 Yo pondria unos 2 Comprension /1.1
Haber veamos: 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7... [cuenta en la hoja con el

492 | dedo] bien, hay 15 perros aqui

en el dibujo de N2, hay 15

perros en 8 casas

Y tal vez podriamos hacer esos

493 N1 15 dividido para 8 Estructuracion / 2.2
Entonces, si es que tengo 41
casas [sefiala en la hoja de
552 I . .
trabajo] y digo que en cada casa
hay 2 perros, cudntos perros hay
564 N1 me da 82 Trabajo n;aztematlco /
; ii ?
596 | Pero ¢ya con eso estariamos? O

falta o0 hay que poner algo mas

599 N1 No creo [piensa mirando a I] Estructuracion /2.1
Habia unos perros que ustedes

602 I .

dijeron antes
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603 N2 Que eran callejeros Comprension /1.1
Eso, ahora ¢cuantos callejeros
604 I .
pondriamos?
Yo aqui [mira en sus otras
605 N2 hojas] hay, aqui tengo yo 6 Comprension /1.1
callejeros
Si, entonces les podriamos decir
al ministerio que no sabe coémo
calcular los perros, ¢le
636 | podriamos decir como una
secuencia de operaciones para
que ellos determinen el nimero
de perros?
637 N1y N2 Si, responden simultaneamente Comprension /1.1

A continuacion, en la Figura 3, se presentan los dibujos de las dos
nifias que representan cada una de las ciudadelas con las que realizaron el
trabajo.
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Figura 3. Representacion de la ciudadela de la nifia N1 (izquierda) y de la nifia
N2 (derecha)

Finalmente, la investigadora pregunta a las alumnas cual es el
procedimiento seguido para sumar los perros callejeros, las nifias utilizan
el concepto de media aritmética y proponen que al final se deben sumar 5
perros callejeros; esto debido a que N1 en su trabajo sumo cuatro perros
callejeros y N2 sumé 6. La sintesis del procedimiento se puede observar
en la carta redactada por las nifias (Figura 4).
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L s : : Taf

a

B I 7/ v -
Buenos digs Migtlerio del Fcuador
nns-emos invenlodo una forma
| CLporolsober cuonlos perras
/ oy 2n _cuodguier cipdadelo
3 !
O conlor a5 cosas. =
aresior los casas desabifadas.
By dividimos pora. 2 los casas
o1 Tados con_eso oblenemos
los cosos que Tienen perros:
© sinponemos que en cada casa
hoy 2 Perros” g @ i
8¢ & mulfiplicamos el nimero de
¢ casos quelienen perros X

@sumams los pervos co‘ucjerob.(s)
@FEscribiy lo. réspucsfa.

@
LY

Espero\vnos que esfo les ayuﬁe,

98y Adios] @ Ll QEED
° RS O S
4 %é& 1 =T

Figura 4. Carta redactada por las nifias
Fuente: Elaboracién de las alumnas

Al cuantificar las fases por las que transitaron las dos alumnas al
desarrollar la actividad, se obtuvieron los resultados que se muestran en la
Tabla 5.

Tabla 5. Cuantificacion de las fases del ciclo de modelizacion presentes en el
desarrollo de la actividad

Fases Total %
Comprensién 119 34,10
Estructuracion 65 18,62

Matematizacion 54 15,47
Trabajo matematico 82 23,50
Interpretacion 18 5,16
Validacion 11 3,15

Presentacion 0 0
Total 349 100
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Es importante mencionar que dentro de las 882 unidades de analisis
estan los diélogos planteados por la investigadora, los mismos que no son
categorizados dentro de las fases del ciclo de modelizacién, ya que esto
hace alusion exclusiva a la produccion de las alumnas. Asi mismo, existen
algunos dialogos que no son relevantes y que no pertenecen a ninguna de
las fases del ciclo de modelizacion. También conviene aclarar que la fase
correspondiente a la Exposicidén/Presentacion no estuvo presente en el
desarrollo de la actividad, esto se debe fundamentalmente al disefio del
estudio, pues las caracteristicas del disefio no posibilitaron que las alumnas
presenten el trabajo ante sus pares.

4. DISCUSION

En este estudio se ha analizado la produccion de alumnos ecuatorianos
de Educacion Primaria al enfrentarse a una actividad de modelizacion
matematica considerando los problemas de Fermi en combinacion con los
planteamientos tedricos de las Modelling Eliciting Activities (MEA’S). L0S
resultados obtenidos a partir de las producciones de dos alumnas
evidencian que, a pesar de no haber tenido experiencia previa con
actividades de modelizacion matematica, son capaces de comprender el
problema, realizar suposiciones, conjeturas y proponer estrategias de
solucion, aspectos que, usualmente, estan descuidados en los planes de
estudio de matematicas. Desde esta perspectiva, English (2010) afirma que
normalmente no se expone al alumnado ante el desarrollo de eficaces
procesos matematicos, tan Gtiles para resolver los problemas actuales y
futuros de la sociedad contemporanea. En la misma linea de ideas,
coincidimos con Trelles et al. (2022a) en que es imperante entregar al
alumnado problemas contextualizados, altamente significativos y que
desafien sus procesos de pensamiento.

El modelo elaborado por las alumnas pone de manifiesto la capacidad
que tienen para hacer uso de conocimientos extramatematicos,
relacionarlos con la situacion propuesta y proponer ideas de solucion que
se ajusten a las condiciones del problema. Esto coincide con los hallazgos
de Trelles et al. (2022a), quienes afirman que los alumnos participantes en
su investigacion fueron capaces de relacionar aspectos extramatematicos
y decidir como estos aspectos pueden incidir en los datos; ademas,
concuerda con los estudios previos que tratan especificamente sobre los
problemas de Fermi como los de Henza y Fritzlar (2010) y Sriraman y
Knott (2009).
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Segun los datos obtenidos, se evidencia que las alumnas transitan con
mayor frecuencia por la fase denominada Comprension. Esto sugiere que
lograron un alto nivel de entendimiento del problema, lo cual es
corroborado por el hecho de que alcanzaron a proponer una solucién a
través de un modelo. Sin embargo, estos resultados conviene interpretarlos
con cautela, pues la subrepresentacion de una fase del ciclo de
modelizacion no necesariamente representa una debilidad, asi como una
sobrerrepresentacion una fortaleza. Consideramos que esto esta en funcion
de la naturaleza del problema, en ocasiones podria darse que la fase mas
transitada por los alumnos sea precisamente la que mas dificultad les
gener0. Esto conlleva a pensar que lo méas probable en un problema de
modelizacion es que el alumnado transite con distinta frecuencia por cada
una de las fases de ciclo.

Nuestros hallazgos coinciden con Kaygisiz y Senel (2023), quienes
describen que en su investigacion los trabajos de los alumnos demostraron
que la competencia de comprension se habia alcanzado en un nivel
satisfactorio, pues los alumnos asociaron el problema con sus
conocimientos previos y relacionaron la situacion del problema con la vida
real. No obstante, estos investigadores reportaron que el alumnado
participante en su investigacion tuvo dificultades para dibujar la
representacion del problema, resultados que difieren de nuestros hallazgos,
ya que en nuestro estudio las dos nifias no presentaron dificultad para
representar el problema mediante un dibujo.

Ademas, consideramos que la interaccién de las dos alumnas en el
desarrollo de la actividad de modelizacion les permitié fortalecer
capacidades comunicativas, asi como intercambiar ideas, pensamientos y
formas de representacion que les facilitan desarrollar el pensamiento
matematico. Estos aspectos son coincidentes con los hallazgos de Segura
et al. (2023) al trabajar con los Problemas de Fermi con estudiantes de
educacion superior. Para Brady (2018) y Jung y Brady (2023), los
alumnos, cuando se enfrentan a actividades de modelizacion, pueden
utilizar herramientas representacionales para imaginar una variedad de
fenomenos en el mundo real que pueden ser capturados por esas
herramientas; este trabajo imaginativo ayuda a condicionar sus formas de
ver y les apoya en la produccion reflexiva de matematizaciones. A su vez,
esto apoya las lecturas criticas de los alumnos sobre sus propios modelos
0 modelos creados por sus compafieros. Asimismo, para Zubi et al. (2018),
los alumnos aprendieron diferentes conocimientos de parte de sus
comparieros al enfrentarse a actividades de modelizacion.
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En cuanto a las fases de Estructuracion y Matematizacion, se puede
notar que estan presentes en el desarrollo de la actividad en mayor medida
en el momento 2, pues estas son esenciales para acercarse al planteamiento
del modelo final. Estudios como los de Arleback y Bergsten (2010) y
Sriraman y Knott (2009), enfocados en los problemas de Fermi, muestran
que una estrategia valida consiste en dividir un problema en subproblemas
y hacer suposiciones o estimaciones parciales para cada uno de ellos. Al
final, es conveniente encadenar estos resultados parciales a través de
relaciones que conduzcan a la solucién, en la misma linea de lo propuesto
por Taggart et al. (2007).

Una de las fases menos presente en el desarrollo de la actividad fue la
Validacion. De manera similar, Zubi et al. (2018), Ji (2012) y Tekin-Dede
y Yilmaz (2013) encontraron que el alumnado con o sin experiencia en
modelizacion presentaba dificultades al validar el modelo. Zubi et al.
(2018) concluyen que, en su investigacion, se examinaron las
competencias de modelacion de los alumnos y se observaron que estos se
desempefiaron en el nivel deseado en términos de comprension,
simplificacién, matematizacion y trabajo matematico. Sin embargo, su
desempefio fue inadecuado o parcialmente adecuado en las fases de
interpretacion y verificacion, hallazgos que coinciden en su gran mayoria
con los nuestros.

Un aspecto que merece también la atencion, y que ya ha sido
manifestado por varios investigadores, como por ejemplo Toalongo et al.
(2021), tiene que ver con el hecho de que los procesos de modelizacién
siguen una estructura no lineal, es decir, los alumnos transitan de forma
desordenada por cada una de las fases del ciclo de modelizacién.

Consideramos también que la combinacion de los problemas de Fermi
con actividades de modelizacibn matematica pueden resultar una
estrategia interesante para afianzar el conocimiento matematico en el
alumnado. En esta misma linea, diversos autores (e.g., Albarracin y
Gorgorio, 2019; Haberzettl et al., 2018) han subrayado que los problemas
de Fermi pueden constituirse en un primer acercamiento del alumnado
hacia la modelizacion. No obstante, recomendamos que para su
elaboracion se consideren los intereses de los alumnos, asi como la
formacion del profesorado para su implementacion.
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5. CONCLUSIONES

La actividad fue ideada y disefiada por el equipo investigador
partiendo de los intereses del alumnado, en este caso, las mascotas. A pesar
de que las dos participantes no tenian experiencia previa en el desarrollo
de estas actividades, se evidencio la capacidad que tienen para enfrentarse
a actividades de este estilo, situacion que sugiere que actividades como
estas deberian estar mas presentes en la planificacion del profesorado.

Uno de los aspectos relevantes es el potencial que tienen las alumnas
para intercambiar ideas, realizar conjeturas, suposiciones, relacionar
conocimientos previos con la situacion problematica, utilizar objetos
matematicos para representar problemas de la vida real y de realizar un
aprendizaje conjunto. Sin embargo, estas situaciones dificilmente ocurren
de manera espontanea, pues es preciso que el curriculo, asi como el
profesorado, promuevan el desarrollo de actividades de modelizacién
matematica en las aulas. Para ello, los problemas de Fermi, en
combinacidn con las caracteristicas de las actividades de modelizacion
matematica, podrian ser una buena alternativa.

La formacion del profesorado para disefiar actividades de
modelizacion, orientar al alumnado en su desarrollo y evaluar sus
respectivos procesos se convierten en un aspecto fundamental, pues en
cualquier contexto comprender los procesos de pensamiento emergentes
del alumnado es mucho més complicado que imponerles nuestro propio
modelo.

Una de las principales limitaciones del estudio es que trata de un
estudio de caso intensivo, concretamente del estudio en profundidad del
trabajo de una pareja de nifias de 10 afios con un alto dominio de los
aprendizajes; por lo tanto, los resultados de este estudio no pueden
generalizarse a todos los nifios de esta edad. Sin embargo, existe la
posibilidad de seguir estudiando mas actividades de modelizacién
matematica con otros nifios de esta misma edad o incluso con grupos de
diferentes edades en distintos contextos educativos.

Una segunda limitacién del estudio tiene que ver con la imposibilidad
de que las alumnas expongan sus trabajos ante sus pares y gque estos a su
vez también den opiniones para la mejora del modelo, para ello se necesita
previamente que todo el grupo de alumnos hayan trabajado en la misma
actividad. Sin embargo, queda abierta esta modalidad para futuras
investigaciones.
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Finalmente, consideramos importante ejecutar  propuestas
innovadoras en la clase de matematicas, que propicien el desarrollo del
pensamiento y la creatividad en el alumnado, para asi contribuir al alcance
de la competencia matemética, tan necesaria en la sociedad
contemporanea.
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