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El siguiente articulo muestra el uso de GeoGebra como
recurso para apoyar algunos procesos para determinar
los elementos de las distintas conicas, con especial aten-
cion alos focos de la elipse y la hipérbola, y a la directriz
y el foco de la parabola. Aunque GeoGebra ofrece los
comandos que devuelven todos los elementos de las c6-
nicas, se ha querido destacar la forma de obtenerlos
tanto algebraicamente como graficamente, conside-
rando que estos dos puntos de vista, seran complemen-
tarios, facilitando cada uno de ellos entender el proceso
seguido en el otro.

Palabras clave: Geometria, GeoGebra, Construcciones,
Secundaria.

A lo largo de la historia, las conicas han sido una
fuente de estudio e inspiracion para afrontar nuevos
retos para muchos matematicos. Desde Menecmo
(350 a. C.) que ya las conocia y las utilizd como he-
rramientas para resolver los problemas clasicos, obte-
niéndolas como secciones de distintos conos y
Apolonio (260 a. C.) que las obtuvo como secciones
de un tnico cono, determinando sus elementos y dis-
tintos modos de construccién, ademas de definirlas
como lugares geométricos y ponerle los nombres con

Conics and their elements // The following article
shows the use of GeoGebra as a resource to support
some processes to determine the elements of the
different conics, with special attention to the foci of the
ellipse and hyperbola, and to the guideline and the focus
of the parabola. Although GeoGebra offers the
commands that return all the elements of the conics, we
wanted to highlight the way to obtain them both
algebraically and graphically, considering that these two
points of view will be complementary, facilitating each
of them to understand the process followed in the other.

Keywords: Geometry, GeoGebra, Constructions,
Secondary.

los que conocemos a la elipse, hipérbola y parabola,
hasta llegar a Descartes cuyo estudio se bas6 en sus
ecuaciones gracias al uso de nuevos sistemas de refe-
rencia, han sido una obsesion para los matematicos
que revisaban los trabajos anteriores para buscar nue-
vas formas de estudio, lo que les sirvid para descubrir
nuevos conceptos (Boyer, 1987,y Kline, 1992).

Este interés por las conicas no se mantiene en el cu-
rriculum actual; apenas se estudian, salvo el caso de la
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circunferencia que aparece tanto en Educaciéon Pri-
maria como en Educacidén Secundaria, donde también
contempla el estudio al menos de la pardbola a partir
de su ecuacién cuadratica. Si aparecen como conte-
nidos en el curriculum de Bachillerato, aunque como
estos estudios estan condicionados por la EBAU, su
estudio estara supeditado a que los contenidos sean o
no objeto de preguntas en dichas pruebas.

El presente trabajo no pretende cambiar el curricu-
lum, aunque eso no descarta que sea necesaria una
revision; lo inico que pretende es destacar algunos
aspectos de las conicas algo olvidados, asi como pro-
mover el uso de programas como GeoGebra como
ayuda para poder afrontar en el aula nuevas propues-
tas o actividades como las expuestas a continuacion.
Estas incluyen distintas construcciones que pueden
parecer alejadas de las matematicas y mas cercanas a
otras asignaturas como el dibujo, pero nadie pueda
negar el caracter interdisciplinar de las matematicas.

En los ejemplos propuestos a continuacion se expone
como determinar elementos como los focos en la
elipse e hipérbola, o el foco y la directriz en la pard-
bola; en primer lugar, mediante operaciones y trans-
formaciones en sus ecuaciones, y posteriormente,
con distintas construcciones que complementan de
manera grafica dicho proceso.

Focos de una cénica
a partir de su ecuaciéon general

Una coénica tiene como ecuacidn general:

Ax®+2Bxy+Cy> +2Dx+2Ey+F =0
siendo A” + B* +C* = 0.

A partir de la misma y mediante transformaciones
—un giro y una traslacion— se puede obtener la ex-
presion reducida y también determinar el tipo de c6-
nica a la que representa.

El proceso que se desea describir intenta hallar las
coordenadas de los focos de la cbnica a partir de su
ecuacidon general, realizando las transformaciones

para obtener su expresion reducida, a partir de la cual
resultara facil determinar estas coordenadas, de ma-
nera que aplicando los mismos movimientos ante-
riores, pero en sentido contrario, se podra llegar a la
conica inicial.

En este proceso recurriremos a GeoGebra para repre-
sentar la conica, asi como para realizar el giro y la tras-
lacién para lograr que la conica esté centrada en los
ejes de coordenadas. Es evidente que GeoGebra ofrece
los comandos necesarios para obtener directamente
todos los elementos de la conica, por lo que sin mas
que aplicarlos apareceran los vértices, ejes, focos, asi
como la directriz en el caso de las parabolas. Estos co-
mandos serviran para comprobar el proceso que ayu-
dara a recordar algunos conceptos y procedimientos,
a veces olvidados y poco utilizados en el aula.

Expondremos el procedimiento a partir de un ejem-
plo, tomando como cénica la definida por la ecua-
ci6n siguiente:

X Faxy+y +2x+4y—4=0.

Al representar esta expresion con GeoGebra (figura 1),
observaremos que se trata de una elipse, hecho que
también se podria obtener, como sabemos, analizando
los coeficientes de la ecuacion. Para ello, expresamos la
ecuacion anterior en forma matricial, para lo que con-
sideramos los valores de los distintos coeficientes: A=1;
B=1/2;C=1;D=1;E=2y F=—4:

1 ¥ 1 X
(xyl)yz12 y |=0
1 2 —4 1

Determinamos los valores de los invariantes que son
el determinante de los coeficientes, el determinante

A B

, v la suma de los coeficientes Ay C.
B A

Fl valor del determinante de los coeficientes es —6,

V213 ya+c=2
%o 4’

mientras que
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Como el determinante de los coeficientes es distinto
de cero y el segundo determinante es mayor que
cero, se trata de una elipse. Al ser de signo distinto el
determinante de los coeficientes y A+ C, se trata de
una elipse real.

A partir de los coeficientes de la ecuacidn general se
determinari el angulo a utilizar en el giro que hay
que aplicar a la elipse como primer movimiento.

El angulo de giro o estd determinado por la expresion
tan2c = -£~. En la elipse del ejemplo A=C=1y
B=1/2,asi que se tendra que tan2a.= 00, por lo que

2a0=*7/2. Por tanto o=t 7/4.

Si aplicamos un giro en el sentido de las agujas del
reloj, con respecto al origen y un angulo igual a /4
se obtendra la elipse representada en la figura 2.

La expresion de la elipse se transforma aplicando el
cambio de coordenadas determinado por el giro que
se acaba de aplicar, en el que:

(x'=7")
(x'—i—y').

x=x'cosa—y'sena =
o=

N|§| N|§

y=x'seno+ y'cos

Sustituyendo las coordenadas x e y en la ecuaciéon
general de la elipse y realizando las operaciones de

b xy+y 4 2x+ 4y =4

Figura 1. Elipse

simplificacién se obtendra la siguiente expresion para
la cbnica, en la que por comodidad y con un abuso
de notacidén, mantenemos x e y para las coordenadas,
en lugar de arrastrar x” e y”:

357 4> + 625+ 22y -8 =0.
Ecuacion que se puede introducir en GeoGebra (fi-

gura 2) para comprobar que coincide con la elipse
obtenida al aplicar el giro.

Para determinar el vector necesario para realizar la
traslacién que permita obtener su ecuacion reducida,
hay que completar las expresiones en x e y, como
cuadrados perfectos:

3a” 4 642x = 3(x* + 242x +2) 6 =
=3(x++2) —6

Y+ 22y =y +242y+2)-2=
=(y+2) -2

Al sustituir en la ecuacion de la elipse, se tendra:
3(x++2) —6+(y++2) —2-8=0
3(x+~2) +(y++2) —16=0.

De la expresion anterior se deduce que el vector de la
traslacion que es necesario aplicar es v = <\/§ A2 )

Figura 2. Rotacién aplicada a la elipse
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Una vez definido este vector en GeoGebra, bastara
con aplicar la herramienta Traslacion, a la elipse ob-
tenida tras aplicar el giro, para conseguir su represen-
tacion ahora ya centrada en el origen.

La ecuacién de la nueva elipse serd 3x*+y* =16, que
se puede expresar como:
v
= —|— =1.
16/ 16
Ecuacién que también se puede comprobar que al

representarla con GeoGebra corresponde a la elipse
obtenida tras aplicar la traslacion (figura 3).

A partir de la expresion anterior, se tienen los valores
de los semiejes a y b,y por tanto se puede calcular el
valor de la distancia focal que dard las coordenadas
de los focos.

Se tiene que a” =%y b* =16, de donde podemos
deducir que =16—19=73%.

Por tanto, ¢ = Y6 " asi que las coordenadas de

(0 6y Fr= (0, 45).

ﬁlﬁ
| |

los focos son F =

Se puede comprobar que estos valores coinciden con
los obtenidos por GeoGebra utilizando el comando

Figura 3. Elipse centrada en el origen

Foco, valores que devuelve de manera instantanea, sin
que el usuario necesite aplicar ningin concepto ma-
tematico, mas alld de conocer que la elipse tiene dos
tocos.

A continuacidn, para obtener los focos de la elipse
original, bastara con realizar el proceso contrario, lo
que supone aplicar una traslacion segin el vector
—V = (—\/Z, —«/f) y un giro cuyo angulo sea —%.
Tomando las coordenadas del foco E al aplicarle una
traslacion de vector —v, el nuevo punto F, sera:
OF, =OF —i =
- (06)-(22)= (2 )

Con la misma operacién se obtendran las coordena-
das del punto F,’, trasladando el punto F’.

Y, por tltimo, solo queda aplicar el giro a los puntos
anteriores para obtener las coordenadas de los focos
de la elipse inicial.

El giro que se aplica es de —7F, que determinara las
coordenadas del punto F, a partir de:

x' cos(—%) sen(—%) X

Y —sen(—3%) cos(—%) Y

Figura 4. Focos de la elipse
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x| | 7 % -2 | | -
LU R R S EN/ O I N
Y 5> % -2 3

Por tanto, las coordenadas de uno de los focos de la
elipse original son:

!

De la misma forma se obtendran las del otro foco.

Con este proceso y sobre todo con la ayuda de Geo-
Gebra, el alumnado podra observar las transforma-
ciones que va aplicando a la elipse para llegar a la que
corresponde a su ecuacidn reducida.

Es evidente que hay otros procesos que permiten ob-
tener directamente los elementos de la conica a partir
de su ecuacidn general, realizando operaciones con los
coeficientes, pero consideramos que con estos pasos que
la mayoria conocemos, la ayuda de programas como
GeoGebra facilita la visualizacién; ademas los comandos
que ofrece serviran para comprobar los resultados.

Focos de la elipse

A continuacion, se expone un método basado en el
dibujo lineal que permite obtener los elementos de
la elipse y, por tanto, también determinar sus focos.

Para ello, se dibuja una elipse utilizando la herra-
mienta Cdnica por cinco puntos, en la que se traza una
cuerda cualquiera FG (figura 5).

I

Figura 6. Centro de la elipse

Por otro punto cualquiera H de la elipse se traza una
nueva cuerda paralela a la anterior FG. De ambas
cuerdas se buscan los puntos medios, que determinan
una nueva cuerda ML cuyo punto medio sera el cen-
tro de la elipse (figura 6). Esta relacion se debe a la
propiedad descubierta por Apolonio sobre los did-
metros conjugados que establecidé que los puntos
medios del conjunto de cuerdas paralelas a un dia-
metro de una elipse o una hipérbola estan situados
sobre un segundo diametro que serd conjugado con
el primero. Prob6 que, dado un conjunto de cuerdas
paralelas, sus puntos medios determinaran un seg-
mento en la elipse o en la hipérbola que es un dia-
metro; por lo que una vez hallado el punto medio
de ese diametro, al trazar una recta paralela a las cuer-
das anteriores, se obtendra el diametro conjugado.

Con centro en el punto Oy radio OH, se traza una
circunferencia, determinando el segmento HN,
siendo N el punto de corte de la circunferencia con
la elipse (figura 7).

Figura 5. Elipse por cinco puntos

Figura 7
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Figura 8. Ejes y vértices de la elipse

La cuerda perpendicular a la cuerda HN, trazada por
el centro O de la elipse sera uno de los ejes de la c6-
nica. Para obtener el otro eje bastara con trazar la
perpendicular al eje anterior por el centro de la elipse

(figura 8).

Para obtener los focos bastara con aplicar la definicion
de elipse —la elipse es el lugar geométrico de todos
los puntos de un plano, tales que la suma de las dis-
tancias a otros dos puntos fijos, llamados focos, es cons-
tante—, por lo que se traza una circunferencia de
centro B (o B’) y radio igual a AA’/2. Los puntos de
corte con el eje principal seran los focos de la elipse

(figura 9).

Figura 10. Hipérbola dados cinco puntos

Focos de la hipérbola

Para la hipérbola el proceso a partir de la ecuaciéon
general es el mismo expuesto para la elipse, mientras
que para obtener sus elementos de forma grafica
seran de gran ayuda las asintotas.

A partir de una hipérbola dibujada en GeoGebra con
la herramienta Cénica por cinco puntos, se podran
obtener las asintotas utilizando el comando corres-
pondiente (figura 10).

Una vez dibujadas las asintotas con GeoGebra, el
punto de interseccion sera el centro de la hipérbola.

Figura 9. Focos de la elipse

Figura 11. Asintotas, centro y vértices de la hipérbola
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Figura 12. Focos de la hipérbola

Ademas, las asintotas son simétricas respecto del eje
real, por lo que los focos se encontraran en la bisec-
triz del angulo formado por ellas y los puntos de in-
terseccidon de esta recta con la hipérbola seran los
vértices (figura 11).

Para determinar los puntos correspondientes a los
focos se traza la circunferencia principal que se define
como el lugar geométrico de los pies de las perpen-
diculares trazadas desde los focos a las tangentes de
la hipérbola, también se puede definir como el punto
medio de los segmentos que unen un foco, con la
circunferencia focal del otro foco, y las mediatrices
de dichos segmentos, son tangentes a la hipérbola.

La recta tangente en los vértices de la hipérbola es
perpendicular al eje, por lo que servira para encontrar
los puntos por los que pasara la circunferencia prin-
cipal, puntos que se obtienen como interseccion con
las asintotas. Los puntos de corte de la circunferencia
principal con el eje real seran los focos de la hipér-
bola (figura 12).

Foco de la parabola

Al igual que para las conicas anteriores, en el caso de
la parabola se puede aplicar un método similar a par-
tir de su ecuacion general para determinar sus ele-
mentos. Recordemos que la ecuacién reducida de
una parabola, tal y como Apolonio demostro, es de

Figura 13. Lado recto en la parabola

la forma y*=4px, siendo 4p el valor del lado recto
que corresponde a la longitud del segmento deter-
minado por los puntos de intersecciéon de la recta pa-
ralela a la directriz por el foco y p la distancia del
foco al vértice se podria definir como cuatro veces
la abscisa del foco.

En la figura 13 aparece representada la parabola cuya
ecuacién es y*=8x, que se podria expresar como
y*=4-2x, lo que determina que p=2, siendo por
tanto el lado recto igual a 8.

Cuando la ecuacién de la pardbola es de la forma
y=ax>+bx+c o x=ay*+ by +, bastari con completar
el cuadrado del binomio para obtener una expresion
similar a y—k=a" (x—h)? o la equivalente cambiando
x por y.A partir de la nueva expresion se podran de-
terminar las coordenadas del foco y la ecuacién de
la directriz.

Por ejemplo, para la pardbola dada por la ecuacién
x=y*—4y+3, se realiza la transformacién siguiente:
x=y —4y+4-1
(y—2°=x-+1.

De la expresion anterior se puede deducir que el vér-
tice de la parabola se encuentra en el punto (—1,2),y
que 4p=1, de donde p =Y . Por tanto, el foco de la
paribola seri el punto F=(—1+Y%,2)=(—%,2),
y la directriz serd la recta x =—1—- )}, =—%, taly
como se puede observar en la figura 14.
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En el desarrollo de los contenidos para el estudio de
la pardbola en Educacion Secundaria apenas se hace
referencia al foco y a la directriz, elementos de vital
importancia para la definicién de esta conica, ya que
en general se estudian solo a partir de su ecuacion.
Con ejemplos y propuestas similares a las anteriores
el alumnado podra conocer la importancia de estos
elementos y las propiedades que tienen, que son la
base de muchas de sus aplicaciones a la vida coti-
diana, consiguiendo que el tnico ejemplo para las
parabolas no se limite a la trayectoria de un proyectil.

Una importante propiedad de la parabola, que sirve
de base para muchas aplicaciones, viene dada por la
igualdad entre el angulo formado por la recta tan-
gente en un punto y la recta paralela al eje por ese

I
I
| 5
I
4
I
I 2
| x=y" —4x+3
'/ F
(e 2
I
I
I
I
I
) :_1 0 1 2 Ns\e
I
| -1

Figura 14. Foco y directriz

punto, que es igual al angulo formado por la recta
tangente en dicho punto y el segmento que lo une
con el foco (figura 15).

Esta relacion hace que cualquier rayo paralelo al eje
que llegue a la parabola se reflejara en direccion al foco,
y al contrario, cualquier rayo que parta del foco, al cho-
car con la parabola saldra paralelo al eje (figura 16).

Esta propiedad se aplica en la construccion de espejos
parabolicos, en los que los rayos se reflejan pasando
por el foco, lo que significa que se concentraran en
el ocular. También se utiliza en la construccion de las
antenas parabodlicas, aunque cada vez lo son menos
ya que los datos y las imagenes, al menos en los do-
micilios particulares se reciben a través de fibra 6ptica
en lugar de la parabdlica.

La antena parabdlica es en realidad un paraboloide
circular que recibe los rayos que llegan paralelos al
eje,lo que hara que al reflejarse se dirijan y por tanto,
se concentren en el foco, lugar en el que se encuentra
el receptor de la antena. Es lo mismo que ocurre en
los paneles de energia solar que reciben los rayos del
sol que llegan a la Tierra como rayos paralelos, y al
reflejarse en la parabola se concentraran en el foco
(figura 17).

En los reflectores parabdlicos, linternas o faros como
los utilizados en los automoviles, el proceso se in-
vierte, ya que la emision se realiza desde la posicion

N—— — — — —

gy —— e — - - — —
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-
~
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%

Figura 15. Angulos determinados
por la tangente en la parabola

Figura 16. Rayos que llegan
o salen del foco de la parabola
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Figura 17. Paneles de una central solar

del foco de la pardbola que sirve de base para su
construccion, de manera que los rayos de luz se re-
flejan paralelos al eje,lo que creara un haz de luz que
iluminara con rayos paralelos.

Continuando con un desarrollo similar al expuesto an-
teriormente para la elipse y la hipérbola, se describe un
método para obtener el foco y la directriz de manera
grafica, para lo que se recurrira de nuevo a GeoGebra
para dibujar una parabola, omitiendo los comandos que
ofrece este software para obtener directamente estos
elementos. Interesa conocer el método que se puede
seguir, basado en el teorema de Lambert.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777), matematico,
fisico, astrbnomo vy fil6sofo aleman que demostr6 la
irracionalidad del nimero T, realizé aportaciones a
la geometria hiperbdlica y determin6é un método
para calcular las 6rbitas de los cometas, para lo que
utiliz6 el teorema que lleva su nombre.

Este teorema establece que la circunferencia circuns-
crita al triangulo formado por tres tangentes de una
parabola pasa por el foco.Y como consecuencia de
este teorema, también se tiene que el ortocentro de
dicho triangulo esta en la directriz de la parabola.

Por tanto, a partir de la grafica de una parabola se
podran trazar cuatro tangentes, determinando la cir-
cunferencia circunscrita al triingulo que determinan
tres de ellas y el ortocentro de dicho triangulo. To-

Figura 18. Parabola

mando otras tres tangentes se repite el proceso, ob-
teniendo una nueva circunferencia y un nuevo punto
como ortocentro de este triangulo. Como el foco de
la pardbola se encuentra en las dos circunferencias
obtenidas, sera el punto de interseccién y los dos
puntos que corresponden a los ortocentros obtenidos
determinaran la directriz de la parabola.

Dibujamos una parabola utilizando el comando
Cobnica por cinco puntos (figura 18).

A continuacién, se toman cuatro puntos F, G, He I
en la pardbola. Para los puntos F, G e I se trazan las
rectas tangentes a la parabola por dichos puntos, de-
terminando un triangulo JKL, sobre él se traza la cir-
cunferencia circunscrita y se halla el ortocentro de
ese triangulo, que aparece como O, en la figura 19.

Figura 19. Tangentes a una parabola
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Repitiendo el proceso para los puntos F, Gy H, se
obtendra un nuevo triangulo JMN, una nueva cir-
cunferencia y el ortocentro O, del nuevo triangulo.

Una vez dibujadas las dos circunferencias, se tiene el
foco de la parabola que sera el punto P, el otro punto
de interseccidn se ha descartado ya que se encuentra
fuera de la parabola, y la recta que pasa por los dos
ortocentros es la directriz, tal y como se puede ob-
servar en la figura 20.

Conclusion

En los ejemplos y construcciones realizados, con la
inestimable ayuda de programas como GeoGebra, se
intenta que el estudio de las conicas no se haga solo a
partir de su ecuacion, recordando elementos como los
focos cuya importancia es vital en su definicién como
lugares geométricos, facilitando la construccion de las
distintas conicas con ayuda de este software tan exten-
dido entre el profesorado de matematicas, aunque qui-
zas menos utilizado de lo que creemos. De esta forma
promovemos el uso de las TIC en ejemplos completos
que ayuden a que las matematicas se hagan de otra
forma y cuando se habla de una rotacién o de un giro
a una conica para llegar a su ecuacion, el proceso se
pueda visualizar, lo que hard mas facil su comprension.

Figura 20. Aplicacion del teorema de Lambert

Es evidente que GeoGebra ofrece los comandos ne-
cesarios para obtener todos los elementos de una c6-
nica, lo cual no significa que no se les deba dedicar
tiempo a describir el proceso para obtenerlos, pero
también dispone de comando para derivar, integrar
y sin embargo nadie niega que estos contenidos per-
manezcan en el curriculum.

Negar el uso de las tecnologias porque devuelven re-
sultados sin ninguna dificultad tiene poco sentido si
pensamos que su presencia estd en nuestro alrededor
sobre todo en el mundo en el que el alumnado se
mueve en su dia a dia. Utilizar la calculadora no sig-
nifica que no se sepan realizar las operaciones de
calculo,lo mismo que el uso de este tipo de programas
no implica que se puedan resolver todas las actividades
sin saber matematicas; ese es el argumento facil de
quien no quiere ver la tecnologia en su aula, pero sin
embargo no renuncia a ella en su vida diaria.
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