Geometria del arco carpanel

La fuerza y belleza de las imagenes deberia usarse
para entender la conexién entre la vida real y las
matematicas. Nos motiva estimular a nuestros
alumnos en el analisis de las curvas y superficies de
su entorno. En este articulo consolidamos
diferentes definiciones y propiedades matematicas
aplicadas al estudio de la geometria especifica del
arco carpanel utilizando para ello técnicas tanto
analiticas como sintéticas.
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Geometry of the basket-handle arch

The strength and beauty of images should be used
to understand the connection between real life and
mathematics. It is our motivation to stimulate our
pupils to analyze the curves and surfaces they see
in their environment. In this article, we consolidate
different mathematical definitions and properties in
the study of the specific geometry of the basket-
handle arch using analytic and synthetic methods.
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n el proceso de aprendizaje de la geometria anali-

tica, resulta de gran motivacion para el alumnado
del Grado en Arquitectura la generacion de elementos
arquitectonicos mediante su representacion grafica
en unos ejes cartesianos a través de un software in-
formatico. Asi, en el estudio de las superficies, suele
ser sugerente la recreacion de capulas, bovedas o cu-
biertas singulares de edificios; en el estudio de las
curvas planas, encontramos en los diferentes tipos
de arcos una fuente casi inagotable de ejemplos (San-
chez Sanchez, 2011). El #razado de dichos elementos
arquitectonicos suele requerir, mas alla del algebra
de las ecuaciones paramétricas necesarias para repre-
sentarlos, el conocimiento de la geometria sintética
inherente a los mismos y, en ocasiones, podemos ha-
cer intervenir otras areas como el Analisis Matema-
tico. Entendemos que esta transversalidad en el estu-
dio de un problema matematico supone para el
estudiante un proceso de maduracién significativo.

En este articulo, nos centramos en la exposicién de
los fundamentos de la geometria de un tipo de arco,
el carpanel, en cuyo trazado pueden ponerse de ma-
nifiesto las consideraciones mencionadas anterior-
mente. A nuestro entender, de la exposicién que si-
gue pueden extraerse ideas para la elaboracion de
una accion formativa que motive y fomente el tra-



bajo auténomo del alumnado, ambos objetivos cla-
ves en el marco en el que se encuentra actualmente
la educacion superior. De entre las destrezas y acti-
tudes que pueden desarrollarse a través de dicha
actividad formativa, destacamos las siguientes:

— identificar, analizar y describir aspectos espacia-
les de la realidad (en este caso, los arcos) me-
diante la geometria;

— manejar adecuadamente las ecuaciones paramé-
tricas de curvas (en este caso, arcos de circunfe-
rencia) para su representacion grafica a través de
un software informatico;

— comprender el significado geométrico presente
en el enlace armoénico entre curvas (tangencias);

— comprender argumentaciones propias de la ge-
ometrfa sintética en las que estan involucrados
elementos geométricos notables (bisectriz de un
angulo, mediatriz de un segmento, incentro de
un triangulo, angulos central, inscrito y semiins-
crito en circunferencias);

— conocer el lugar geométrico arco capaz de un
segmento para un angulo, deducir métodos de
trazado del mismo en algunos casos particulares
y valorar su utilidad en la resolucién de proble-
mas de geometria sintética;

— reflexionar sobre las ventajas e inconvenientes
de los diferentes métodos para la identificacion
de los elementos de un arco, valorando la pro-
cedencia de utilizar técnicas de la geometria ana-
litica o sintética (Ortega y Ortega, 2004);

— modelar y resolver un problema geométrico uti-
lizando la optimizacién de funciones de una va-
riable.

Generacion de arcos como curvas planas

Sin duda alguna, el arco mas conocido y posiblemente
el mas utilizado a lo largo de la Historia es el arco de
medio punto, formado por una semicircunferencia
(figura 1). En este caso, la luz (anchura maxima del
arco) es el doble de la flecha (altura maxima del arco).

Cuando no hay suficiente espacio en la parte supe-
rior para la construccion del arco de medio punto,
puede recurrirse al arco rebajado, formado por un

trozo de semicircunferencia en el cual la
flecha / es menor que la semiluz a.

Denotamos por O el origen del sistema
de referencia y por A y B los puntos de
los ejes coordenados de modo que la se-
miluz |OA| =a y la flecha |OB| =4,
como se observa en la figura 2.

Conocidos @ y 4, el correspondiente arco
rebajado queda perfectamente determi-
nado y es facil de trazar. Puesto que la
circunferencia que lo contiene pasa por
los puntos 4y B, el centro C de la misma
equidista de .4 y By, por ello, esta en la
mediatriz del segmento 4B. La simetria
del arco respecto del eje de ordenadas
permite afirmar que C es el punto inter-
seccion entre la mediatriz de AB y el eje
de ordenadas (figura 3).

Una solucion alternativa a la anterior es
la semielipse de semiejes @ y 4. En dicho
trazado, se redondean los picos que aparecen
en el arco rebajado, si bien es cierto que
presenta mayor complejidad desde el
punto de vista constructivo. Por ello, en
la mayoria de los casos, se recurre al arco
carpanel o apainelado como opcién alter-
nativa al arco rebajado (figura 4).

Figura 2. Arco rebajado



El arco carpanel es precisamente la mitad
superior de un évalo, cuyo trazado incluye
arcos de un numero impar de circunfer-
encias de centros distintos y con transi-
ciones suaves (figura 5).

En lo que sigue se presentan algunos as-
pectos de la geometria del arco carpanel
de tres centros. En primer lugar, se obtie-
nen unas ecuaciones paramétricas de dicho
tipo de arcos y ademas se describe un mé-
todo sintético para el trazado del mismo.
A continuacion, a partir de un arco carpa-

nel dado, se exponen un par de métodos

€ =00

Figura 3. Arco rebajado

Figura 5. Arco carpanel de tres centros

para la obtencion de los elementos del mismo (cen-
tros y radios de las circunferencias que lo componen
asi como sus puntos de enlace); cabe destacar el in-
terés del segundo, basado en la descripcion del lugar
geométrico de los puntos de enlace de todos los
arcos carpanel de semiluz y flecha fijadas. Finalmente,
se utiliza la optimizacion de funciones de una variable
para trazar el arco carpanel 6ptimo (aquél compuesto
por circunferencias con curvaturas parecidas). En la
justificacion de todas las propiedades enunciadas se
han combinado métodos propios tanto de la geo-
metria analitica como sintética, en la busqueda de
facilitar las argumentaciones o introducir alguna he-
rramienta matematica interesante. Debido a la sime-
tria del arco carpanel, el estudio que sigue se realiza
en el primer cuadrante.

Unas ecuaciones paramétricas
del arco carpanel

En el arco carpanel, la clave para que la transicion
entre arcos correspondientes a circunferencias dis-
tintas sea adecuada reside en que las circunferencias
lateral y central son tangentes entre si en el punto
de enlace. Puesto que en una circunferencia, la di-
reccion tangente en un punto cualquiera de la misma
es perpendicular al radio que pasa por dicho punto,
se deduce que los centros C, y C, de las circunfer-
encias y el punto de enlace (o tangencia) T estan
alineados.

a

Figura 6. Arco carpanel de tres centros
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Supongamos fijadas la semiluz 2 y la flecha / < a. A
diferencia de lo que ocutrre con el arco rebajado, ahora
puede obtenerse toda una gama de arcos carpanel
con dichos datos. En efecto, tomemos como para-
metro el radio » de la circunferencia lateral; asi, su
centro es C, = (a1, 0). En cuanto al centro C,=(0, y)
de la circunferencia central, que estd en el semieje
de ordenadas negativo, se determina analiticamente
teniendo en cuenta que dicha circunferencia pasa
por By T,luego |BC,| = |TC,| = |TC,| + | C,C,]|.
Utilizando el teorema de Pitagoras en el triangulo
OC,C, para evaluar este dltimo sumando, se llega a

la igualdad

=t la=r

Despejando, resulta

h—a a—r
= 1+ 1
I 2 ( /9—7) ]

El significado geométrico de » muestra que dicho

parametro es un valor positivo que no sobrepasa la
flecha del arco. Por tanto, el rango de variacion del
parametro res el intervalo (0, /). Esto queda corro-
borado, mas aun si cabe, cuando se utiliza el si-
guiente método sintético para la construccion del
arco carpanel a partir del radio 7de la circunferencia
lateral (figura 7): sobre el eje de ordenadas, consi-
deramos el punto P del segmento OB de modo que
| BP| =r. La mediatriz del segmento PC, corta al
eje de ordenadas en un punto C,. Por construccion,
el triangulo PC,C, es isosceles, asi como el tridngulo
BC,T, donde T es el extremo del segmento que re-
sulta de prolongar C,C, una longitud rpor C,. Basta
tomar centro en C, y radio | C,B| para determinar
la circunferencia central.

El caso =0 corresponde al arco rebajado, que puede
entenderse como un arco carpanel degenerado en
el que la circunferencia lateral es un punto; el otro
caso extremo, 7= 4, es un arco carpanel degenerado
que puede entenderse como un arco de medio punto
cuyo punto mas alto se sustituye por un segmento
rectilineo (figura 8).

De hecho, volviendo al método analitico, se obtiene

B
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Figura 8. Arco carpanel degenerado (r=h)

Para precisar el 4ngulo 7 que permite ob-
tener el rango de variacion del parametro
en las ecuaciones paramétricas de las dis-
tintas circunferencias del arco carpanel,
nos fijamos en el triangulo rectangulo

C,0C, (figura 6), de donde se obtiene

— Jr

¢ =arctg P
(en todo el trabajo, los angulos se mediran
en radianes). En definitiva, fijadas la se-
miluz a y la flecha 4, unas ecuaciones pa-
ramétricas del arco carpanel cuya circun-

ferencia lateral tiene radio 7 son:

X = (r—g)—i—rcosz‘

Jy =rsent
Arco lateral izquierdo

;IE[’K—[”’K]



= (b—yr)cosl

x .
J=,+ b—yr)sent’te[f”ﬁ_f’]
Arco central
x:<a—¢)—|—rcost;f€[o’fr]

Ly =rsent
Arco lateral derecho

Identificacion de los elementos
de un arco carpanel trazado

El punto de partida es un arco carpanel
no degenerado que habremos identificado
y fotografiado previamente en nuestro en-
torno. Para poder trabajar con una apro-
ximacion de las posiciones de los puntos
del arco, puede imprimirse dicha fotogra-
tia en papel milimetrado. Una vez deter-
minadas las coordenadas de los puntos 4
y B (asociados a la semiluz a y la flecha 4,
respectivamente), el centro C, de la cir-
cunferencia central puede calcularse facil-
mente: se considera un punto P del arco
que esté en dicha circunferencia y C, se
obtiene como interseccion de la mediatriz
del segmento BP con el eje de ordenadas
(figura 9). Teniendo en cuenta que el radio
de la circunferencia lateral varfa en (0, ),
para garantizar que el punto considerado
P esta en la circunferencia central basta
con que su abscisa sea menor que a—A.
Una vez conocido C,, la igualdad [1] per-
mite averiguar el radio r de la circunfe-
rencia lateral y, consecuentemente, su cen-
tro C,. Finalmente, el punto de enlace
puede obtenerse bien de forma analitica
(mediante las ecuaciones paramétricas del
arco), o bien de forma sintética (como la
interseccion del arco carpanel con la recta
que pasa por los centros).

En el procedimiento anterior, podemos
evitar el uso de técnicas analiticas y obte-
ner C, de igual modo que C,. Para ello,

Figura 9

debemos tomar un punto Q del arco carpanel en la
circunferencia lateral y razonar de forma analoga.
Sin embargo, la eleccion de dicho punto Q puede
ser mas delicada en ocasiones si se desconoce el
punto de enlace (y, por tanto, qué tramo del arco
corresponde a cada circunferencia).

Las principales virtudes del método anterior son,
sin lugar a dudas, la sencillez y claridad para identi-
ficar los elementos del arco. Vemos a continuacion
otro método menos evidente para identificar los
elementos de un arco carpanel trazado, pero que
nos permite profundizar un poco mas en el cono-
cimiento de su geometria. Dados tres puntos P, Oy
R, el angulo delimitado por los segmentos PO y OR
se denotara por <PQOR. Las propiedades sobre an-
gulos en la circunferencia pueden consultarse, por
ejemplo, en (Nortes Checa, 1993).

Designamos por C el punto de coordenadas (a, 5).
Obviamente, BC (respectivamente, A4C) es tangente
a la circunferencia central (respectivamente, lateral).

Veamos que <ATB=37/4 (como antetiormente,
T designa el punto de enlace entre las circunferencias
central y lateral). En la figura 10, obsérvese que

AATB=ATC +<C,TB 2]



Vamos a expresar de otra forma cada uno de los
sumandos que aparecen en la igualdad anterior. De-
notemos por & el angulo que forman el segmento
BC'y la cuerda BT. Dicho angulo es semzinscrito en la
circunferencia central pues su vértice esta en dicha
circunferencia, uno de sus lados es una cuerda y el
otro es tangente. Puesto que todo angulo semiins-
crito en una circunferencia mide la mitad del angulo
central correspondiente al arco que abarca, se de-

duce que
ABC, T £0C.C,
a = =
2 2
a—nh h
h

2a

Figura 10

Por otra parte, el triangulo AC, T es is6sceles, luego

T—£TC. A w—X£0CC,
- 5 =

LATC, =

I
T (2 AOCZCl)_“ £0CC, &

- > =t Ty

Para el otro sumando, tenemos
£C,IB=£C,BI = g —a

puesto que el triangulo BC,T es isosceles. Sustitu-
yendo en [2], se obtiene <. ATB=37/4.

A la vista de lo anterior, concluimos que
cualquier arco carpanel de semiluz | OA |
=ay flecha |OB| =) tiene la propiedad
siguiente: el angulo con vértice en el punto
de enlace y cuyos lados se apoyan en .4 y
B mide 37/4. Utilizando un razonamiento
de la misma naturaleza que el anterior, se
comprueba que la propiedad reciproca es
cierta, esto es, cualquier punto T interior
al triangulo ABC tal que los segmentos
T Ay TB se cortan con angulo 37/4 veri-
fica que es punto de enlace de un arco
carpanel de semiluz | OA4 | y flecha | OB|.

La propiedad del parrafo anterior puede
expresarse alternativamente utilizando la
nocion de arco capaz. Recordemos que el
arco capaz de un segmento 4B para un
angulo A es el lugar geométrico de los
puntos del plano desde los que dicho seg-
mento se “ve” con angulo \; es decir, el
lugar geométrico de los puntos T tales
que el angulo «BTA= \. En la figura 11,
T,y T, estan en el arco capaz del seg-
mento AB para el angulo .

Recordemos que un angulo zzscrito en una
circunferencia es aquél cuyo vértice es un
punto de la circunferencia y esta delimi-
tado por dos cuerdas de la misma. Es co-
nocido que todo angulo inscrito mide la
mitad del (angulo central correspondiente

Figura 11



al) arco que abarca. De ello se deduce que
el arco capaz de un segmento 4B para un
angulo A son dos arcos de circunferencia
simétricos respecto del segmento, como
se observa en la figura 12.

Segun lo visto anteriormente, puede afir-
marse que el Jugar geométrico de los puntos de
enlace de todos los arcos carpanel de semiluz
|OA | y flecha | OB | es el trozo del arco capaz,
del segmento AB para el angulo 37/ 4 interior
al triangulo ABC. La figura 13 ilustra el
hecho de que los centros 17y W de las
circunferencias que conforman el arco ca-
paz para A=3m/4 son vértices del cua-
drado de diagonal AB.

Con la idea anterior en mente, es facil
proponer un método para identificar los
elementos de un arco carpanel trazado
utilizando exclusivamente técnicas de la
geometrfa sintética. A partir de los seg-
mentos OA y OB, se traza el vértice [
del cuadrado de diagonal AB que queda
por debajo del arco. La interseccion de la
circunferencia de centro [y radio | VB

A<w/2 A=7/2 m;\>7r/2

Figura 12. Arco capaz del segmento AB para el angulo X

Figura 13

con el arco carpanel resulta ser el punto de enlace
(figura 14). Conocido éste, podemos obtener los
centros de la circunferencia central y lateral como
se ha detallado al principio de este apartado.

Un sencillo calculo muestra que

V:(a—/o’b—oz) y‘VB‘: la* 4+ b*
2 2 2

Es interesante observar que el incentro [ del trian-
gulo ABC es punto de enlace de un arco carpanel
de semiluz OA y flecha OB. Para cerciorarse de
esto, basta comprobar que el segmento 4B se ve
desde I con angulo 37/4 (figura 15).

En efecto, designemos por (3 el angulo «BAC. Fi-
jandonos en los angulos del triangulo LA4B, tene-
mos
T
B2
2 2
Ademas, la recta que pasa por el incentro [ y por

3T

los centros del correspondiente arco carpanel es

Figura 14

(o
Figura 15



perpendicular a 4B. Esto se debe a que, al ser IC A
un triangulo isésceles, se deduce que

<ci=(3-9)+3=3

en consecuencia, el triangulo IPA4 es rectangulo en
P (véase la figura anterior). Un razonamiento de
naturaleza parecida revela que el incentro de ABC
es el tnico punto de enlace con dicha propiedad;
esto es, si T'es punto de enlace (distinto de I) de un
determinado arco carpanel, entonces la recta que
pasa por los respectivos centros del arco (y que
también contiene a T) no es perpendicular a 4B.

Arco carpanel 6ptimo

De todos los arcos carpanel que pueden trazarse fi-
jadas la semiluz « y la flecha 4, podria considerarse
como mas armonioso aquél en el que las curvaturas
de los diferentes arcos que lo componen fuesen 7zds
parecidas. En este sentido, se denomina arco carpanel
dptimo a aquél en el que la razén entre las curvaturas
de la circunferencia lateral y de la circunferencia
central es mas proxima a 1. Teniendo en cuenta que
la curvatura de una circunferencia es constante e
igual al inverso de su radio, la funcién

1

_ b=, :az—l—/ﬂz—Zar rG(O /7)

===

h=1,

designa la razén antes mencionada. Puesto que el
radio de la circunferencia central es siempre mayor
que el de la lateral, es evidente que f{7) > 1; asi pues,
para obtener el radio de la circunferencia lateral co-
rrespondiente al arco carpanel 6ptimo, vamos a cal-
cular el minimo absoluto de fen (0, /). Puesto que
es derivable en dicho intervalo y

hmf(r)z lim (r)z—}—oo

r—0* -
el minimo esta en un punto de derivada nula. Se
cumple

7(r)= 1#(24/ —2(’+5)r+ (s + 7))

2r° (b —
Por tanto, resolviendo la ecuacion 247 —2(a* + IP)r+
+ h(a* + /*) =0 obtenemos los puntos ctiticos de /.

Coup = (02, )= [o,(g —5)

Resulta
at+ b -I—(a—/a)\/az + 5
(i 2a
at+ b’ —(a—/?)\/az + 5
t 2a
Ahora bien,

— Puesto que Ja* +h* > b, tenemos

2 2
a +h"+{a—h)h
2a 2
Por consiguiente, el valor 7, se sale del

rango de busqueda.

— Puesto que a—h<~a>+h*, tene-

mos, por una parte
2+/92—\/2+bz\/2 e
> a a a” + -0
2 2a
por otro lado
a’ —|—/92—<a—/9)(a—/9>

< =5
2 2a

Se concluye que 7, es el tnico valor en (0,

h) que anula la derivada de f'y, por tanto,
el valor en el que falcanza su minimo ab-
soluto en (0, 4).

Uno de los aspectos mas interesantes del
arco carpanel 6ptimo de semiluz |OA| y
flecha | OB| es que el punto de enlace T
opt
es precisamente el incentro del triangulo
ABC. Teniendo presente las consideracio-
nes del final del apartado anterior, esto
queda perfectamente justificado si se com-
prueba que la recta que une los respectivos
centros C,
opt

a Topt) es perpendicular a A4B. Tenemos

y G (v que también contiene

a

Clopt :(cz—rz,O):(”z_b<a+b+\/az+/92),O)

h+la + i ]
a—b—a*+ 1

y se cumple que el producto escalar entre
(un vector paralelo a) CloptC20pt y AB es
nulo, es decir,

2 2
[;:(a+/9+\/42+/92), btNa b ]

a—h—~ld* + I
'(ﬂ,—/]):()



Conclusion

Resulta evidente la presencia de las Ma-
tematicas en el Arte y la Arquitectura.
Precisamente, el trazado y estudio de cier-
tos elementos arquitectonicos como el
arco carpanel no solo favorecen la iden-
tificacién y descripcion de aspectos es-
paciales de nuestro entorno, sino que ade-
mas pueden servir como punto de partida
para el planteamiento de problemas ma-
tematicos cuya resolucién necesite de la
intervencion de areas como la Geometria
o el Analisis Matematico. Ademas de la
adquisicion por parte del alumnado de
los conceptos y procedimientos propios
de tales areas, dicho estudio permite mos-

trar como un problema puede ser abordado desde
enfoques diferentes: en nuestro caso, desde la pers-
pectiva de la geometria analitica, propia de la Ma-
tematica; desde la perspectiva de la geometria sin-
tética, propia del Dibujo; o incluso, conjugando
ambos enfoques y propiciando as{ una actividad a
desarrollar conjuntamente entre los departamentos
responsables.
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