En este articulo se abordan ciertos errores de con-
cepto relativos al andlisis matematico detectados
en los alumnos, se analizan las posibles causas
que los provocan y se aportan recursos visuales
para corregirlos.
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Identification and Correction of Misconceptions

This paper deals with several misconceptions con-
cerning to mathematical analysis identified in stu-
dents. Their possible causes are studied and some
visual resources for their correction are addres-
sed.
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Deteccidon y correccion
de errores de concepto
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I marco curricular de este articulo es el primer

curso de Matematicas en la Facultad de Ciencias
Econdémicas y Empresariales de la Universidad
de Cadiz. Durante los dltimos 10 afos, he impar-
tido docencia en Matematicas, tanto en la Licen-
ciatura en Administracion y Direccion de Empre-
sas como en la Diplomatura en Empresariales, y
desde el curso 2009-2010, en las Matematicas de
los nuevos Grados de GADE (Administracion y
Direccién de Empresas) y FYCO (Finanzas y
Contabilidad).

A'lo largo del tiempo he podido observar algunos
errores que, de manera sistematica, cometen los
alumnos. Se pueden clasificar en tres tipos:

1) Errores de tipo operativo.

2) Errores al aplicar la férmula de un teorema o
un algoritmo.

3) Errores en los conceptos matematicos.

En el primer tipo se engloban las equivocaciones
cometidas al simplificar una expresion, despejar
mal una incoégnita, resolver una ecuacion, etc.
Unas veces se producen por falta de atencion y
cuidado en la resolucion del ejercicio, y otras por
falta de base para operar. En ocasiones, los errores
al operar se deben al uso incorrecto de la notacion



matematica o a simplificaciones erréneas que se
realizan de forma automatica.

Los errores del segundo tipo se analizan con detalle
en (Martinez, 2000). Estos errores son provocados
al aplicar, de forma indiscriminada, las formulas que
nos proporcionan los teoremas sin verificar antes
que se cumplen los requisitos para poder utilizarlas.

Los del tercer tipo son errores que se pueden ob-
servar al plantear cuestiones que no requieren la
realizacién de ningun calculo, sino la comprension
de un concepto.

En este articulo se muestra la manera en que se
pueden detectar algunos de estos errores de con-
cepto, se analizan los motivos por los que se pro-
ducen, y se ofrecen recursos de tipo visual para
intentar prevenitlos y erradicarlos.

Deteccion de errores

Los alumnos que se incorporan a la Universidad,
sea cual sea el itinerario en el que han cursado la
asignatura de matematicas, deberfan ser capaces
de contestar con acierto a todas las preguntas del
cuestionario de la tabla 1.

1. Calcular el valor de 1/2/3 Solucién:
2. Se verifica que 16/64=1§//§41=1/4 Verdadero/ Falso
3. Calcular x/x Solucién:
4. Calcular JF Solucién:
5. Calcular el limite de la sucesién
{1,1/2,1,1/3,1,1/4,...}. Solucién:
6. La suma de los infinitos términos
de una sucesion es infinito. Verdadero/ Falso
7. Las asintotas no cortan a la curva Verdadero/ Falso

8. Si existe asintota horizontal, no existe
asintota oblicua. Verdadero/ Falso

9. Una recta tangente a una curva no puede
atravesarla por su puntode tangencia. Verdadero/ Falso

10. Si una funcién no es derivable en un punto,
no existe extremo relativo en ese punto. Verdadero/ Falso

Tabla 1. Cuestionario

Este cuestionario esta formado por algunas de las
preguntas que, afio tras afo, planteo a los alumnos
de forma paulatina en los temas correspondientes.

La gran mayoria es incapaz de respon-
derlas acertadamente.

En el curso 2009-2010, he impartido do-
cencia en el modulo de innovacién do-
cente e iniciacién a la investigacion
educativa del nuevo Miaster de forma-
cién del profesorado. El grupo, de 44
alumnos, estaba formado mayoritaria-
mente por ingenieros, técnicos y supe-
riores, y arquitectos. Resultado: tres
alumnos obtuvieron la maxima nota de
7. Aprobaron menos de la mitad.

Causas de los errores

Las preguntas 1-4 no tienen que ver tanto
con el calculo de una operacién en si,
sino con practicas erroneas que se dan al
operar.

La pregunta 1 advierte sobre el uso in-
cotrecto de la notacién matematica. A
ella una mitad de los alumnos responde
3/2; y la otra, 1/6. Sélo después de una
discusion llegan a la conclusion de que
la fraccién esta mal escrita.

La pregunta 2 pretende hacer notar que
no basta con que el resultado que se ob-
tenga al operar sea correcto. Hs necesatio
que todo el proceso lo sea. Aqui va otro
ejemplo: dnx—1n3 = In5 —In(x— 2), en-
tonces x—3 =5 — (x—2), luego x = 5».
De hecho esa es la solucién correcta.

LLa pregunta 3 hace hincapié en que la re-
alizacion de forma impulsiva de una sim-
plificacién puede provocar la aparicion
de errores de calculo. El primer impulso
es responder 1 a esta pregunta. Con una
pequena reflexion sobre el valor de x, se
llega a la respuesta correcta.

A la pregunta 4 se contesta, también de
forma impulsiva, que x es la respuesta.
El razonamiento falso: «(=5)* =5 % en-



tonces -.ll{—if =5 y por tanto —5 = 5»,

pone de manifiesto la necesidad de me-
ditar un poco la respuesta.

Las preguntas 5-10 tienen que ver con la
erronea comprension de ciertos concep-
tos.

La pregunta 5 se refiere al concepto de
limite. La respuesta que se da (0) denota
la dificultad que tienen los alumnos para
entenderlo. Su idea de limite suele ser la
de un numero al que se acerca la suce-
sion. Pero la formulacién matematica del
término «acercarse» no es trivial, ni tam-
poco lo es el que la sucesion deba «que-
darse» cerca del limite. La dificultad de
este concepto es evidente y conseguir
transmitirlo a los alumnos es algo que los
profesores no siempre conseguimos.
Aunque al menos, podremos lograr que
los alumnos sean capaces de realizar el
calculo del limite de muchas sucesiones
(aun sin saber muy bien lo que es).

Pese a que los alumnos sean capaces de
obtener la suma de los infinitos términos
de una progresion geométrica, la res-
puesta que se da a la pregunta 6 (verda-
dero), refleja que el concepto de una
suma infinita no se entiende bien. De
hecho no deja de sorprenderles que, des-
pués de todo, Aquiles llegue a alcanzar a
la famosa tortuga.

Las respuestas que se dan a las preguntas
7y 8 (verdadero) muestran que los con-
ceptos de limite de una funcion y de asin-
tota no se entienden completamente.
Respecto del primero, de nuevo nos en-
contramos ante las dificultades del con-
cepto de limite y su complicada
formulacién. Respecto del segundo, los
alumnos piensan que asintota y curva se
van acercando, pero sin tocarse nunca: no
se han planteado que el parecido de ambas
en el infinito no es Obice para que se cor-
ten antes. Tampoco suelen plantearse que

una asintota horizontal puede setlo sélo por un lado,
por lo que no es incompatible con la existencia de
una oblicua. Sin embargo, conocen muy bien la ru-
tina de obtener las asintotas de una funcién.

La respuesta que se da a la pregunta 9 (verdadero),
hace ver que el concepto geométrico de recta tan-
gente no esta totalmente asimilado. El modelo visual
que tienen de ella es el de la tangente a una circun-
ferencia. Las rectas que se parecen a ese modelo son
tangentes. Atravesar a una curva no se ajusta a ese
modelo visual, por lo que queda descartada la tan-
gencia. Sin embargo, el calculo de una recta tangente
no suele plantearles demasiadas dificultades.

Finalmente, la respuesta que se da a la pregunta
10 (verdadero), es debida a la creencia generali-
zada de los alumnos de que los extremos relativos
se calculan unicamente igualando a cero la deri-
vada. Ese tipo de ejercicios los resuelven con sol-
vencia. Pero su modelo se reduce a éste y en él no
entran las funciones no derivables.

En resumen, los alumnos tienen adquiridos una
serie de conocimientos de los procesos «mecani-
cos» que hay que seguir para calcular el limite de
una sucesion sencilla, la suma de los infinitos tér-
minos de una progresion geométrica, las asintotas
de una funcién, la ecuacién de una recta tangente
o los extremos relativos de funciones derivables
mientras que, al mismo tiempo, los conceptos a
los que se refieren esas rutinas no estan totalmente
asentados (véase la tabla 2).

Conocimientos Carencias

Calcular el limite No entender el comportamiento

de una sucesion de una sucesion respecto de su limite
Calcular la suma infinita No comprender que la suma

de una progresion geométrica | de infinitos nimeros puede se finita
Calcular el limite No identificar, graficamente,

de una funcién los tipos de limite de una funcion.
Calcular asintotas Creer que una asintota no puede cortar

ala curva. Creer que una asintota hori-
zontal lo es por los dos lados, y que
éstas son incompatibles la oblicua.

No identificar, graficamente, los puntos
de no derivabilidad.

Calcular una derivada

Calcular una recta tangente | No visualizar una recta tangente como
limite de rectas secantes.

Calcular puntos criticos No saber que pueden existir extremos
en puntos donde no hay derivabilidad

Tabla 2. Conocimientos y carencias



El analisis de estas observaciones lleva a la conclu-
sion de que, en la docencia de las matematicas, se
incide, y asi hay que hacerlo, en la mecanizacion de
ciertas rutinas que solucionan la mayoria de los
problemas (entre ellos los del examen de acceso a
la Universidad). Pero los conceptos involucrados,
aunque se introducen de forma adecuada, no se
analizan con demasiado detalle: no es facil hacetlos
comprender, y el tiempo es un recurso escaso.

Pero si la esencia del concepto no se entiende, lo
que queda es una colecciéon de recetas que, una
vez superado el escollo (la prueba de acceso o
cualquier otro examen), suelen olvidarse a una ve-
locidad vertiginosa.

Visualizacion de conceptos

En el contexto de la educaciéon matematica existe
una tendencia a hacer del razonamiento visual una
practica aceptable y habitual para el aprendizaje.
Una buena imagen intuitiva ayuda a la compren-
sion de los conceptos y de su correspondiente ex-
presion analitica. Por tanto, la visualizacion es una
de las herramientas que mejor ayudan al proceso
enseflanza-aprendizaje de las matematicas. En los
libros (Nelsen, 2000 y 2001) estan recogidas mu-
chas demostraciones visuales y sin palabras, que
facilitan la comprension de conceptos. Un recurso
con muchas posibilidades para la ensefianza es la
pagina web siguiente:

<http://demonstrations.wolfram.com/>

En ella se encuentran visualizaciones de los con-
ceptos matematicos, a todos los niveles. Pulsando
en el centro de la imagen que se haya elegido apa-
rece el mensajeque nos permitird acceder a una
version interactiva de la visualizacion:

download live version with active controls

Moviendo los controles correspondientes podre-
mos manipular la imagen como queramos.

A continuacion se exponen algunos recursos visua-
les de los que nos podemos valer para solucionar
los errores de concepto detectados y descritos antes.

Recursos para la visualizacion
del concepto de limite

de una sucesion

y sumas infinitas

Uno de los conceptos mas dificiles de
transmitir a los alumnos es el de limite
de una sucesion. La definicion les resulta
farragosa y dificil de entender. Para me-
jorar la comprension de este concepto se
puede recurrir a la figura 1 (reproducida
mas abajo) de la direccion de Internet:

<http://demonstrations.wolfram.com/
LimitOfASequence/>

Moviendo los controles, se puede elegir
el tamafio del entorno alrededor del li-
mite y observar que todos los miembros
de la sucesion, a partir de uno dado, se
van introduciendo en él. Ver el compor-
tamiento de los términos de la sucesion
convergente, acercandose de forma pau-
latina al entorno elegido y quedandose
en ¢l, ayuda mucho a entender la idea y
la descripcion analitica de este concepto.

La convergencia de las series geométri-
cas
SALS(ALE(L]
e s Tt
puede observarse en las figuras 2 y 3 de
la web:

<http://demonstrations.wolfram.com
VisualComputationOfThreeGeometricSums/>

Figura 1 (Autor: Izidor Hafner)



La observacion de la evolucién de los
dibujos al aumentar el valor de » y
sumar cada vez mas términos de cada
serie proporciona grandes dosis de in-
tuicién y motivacion, y facilita ademads
el calculo visual de sus respectivas
sumas (1,1/2y 1/3).

De forma similar, en la figura 4 (Unal,
2009), se visualizan los valores:

1 1l 1 1 1 1
l=—l—— o | = —
2 2 9 a 9
Estos corresponden a la sucesioén de
sumas parciales de la siguiente serie al-
ternada cuya suma, 3/4, se visualiza en
el dltimo dibujo de la figura 4.

ar a

205

]
Otras series cuyas sumas pueden visua-
lizarse usando diferentes técnicas estan
en las direcciones:

<http://demonstrations.wolfram.com/
SumOfATelescopingSeries/>

<http://demonstrations.wolfram.com/SumOfThe-
AlternatingHarmonicSeriesl/>
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Figura 2 (Autores: Soledad Sdez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)
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Figura 3 (Autores: Soledad Sdez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)
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Recursos para la visualizacion
del concepto de limite de funciones
y asintotas

Figura 4

Los distintos tipos de limite de una funcién se vi-
sualizan en las figuras 5 a 8 de las direcciones:

<http://demonstrations.wolfram.com/
FiniteLimitAtAFinitePoint/>

http://demonstrations.wolfram.com/ 77

InfiniteLimitAtAFinitePoint/ o

<http://demonstrations.wolfram.com/InfiniteLimitAtInfinity/>

<http://demonstrations.wolfram.com/FiniteLimitAtinfinity/>

Moviendo los controles se puede elegir el tamafio
del entorno alrededor del limite. A partir de €I, las
figuras proporcionan el correspondiente entorno
alrededor del punto donde se calcula el limite. Vi-
sualizar esta relacion facilita la comprension visual
y la descripcion analitica del concepto.
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Figura 5 (Autor: Abby Brown)
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Figura 6 (Autor: Abby Brown)
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En lo referente a las asintotas, hay varias
creencias erroneas que debemos erradi-
car. La figura 9 muestra que una asintota
puede cortar a la funcién antes de que se
produzca el comportamiento asintético.
La figura 10 muestra que las asintotas
horizontales a derecha e izquierda pue-
den ser distintas.

El hecho de que no es incompatible la
existencia simultanea de asintotas hoti-
zontales y oblicuas, puede ser analizado
con la grafica de fiwy =(x*— a3 fu, (fi-
gura 11).

La idea es obtener graficas de funciones
con los dos tipos de asintotas. Para ello
observamos que en la figura 11 la asin-
tota oblicua divide a la grafica en dos
partes inyectivas (para x < 0 en la figura
12, y para x> 0 en la figura 13).
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Eligiendo ambas por separado e inter-
cambiando los ejes obtenemos las grafi-
cas buscadas, que son las inversas
correspondientes (figuras 14 y 15).

Un ejemplo de funcién con asintotas de
todos los tipos se muestra en la figura 16.
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Figura 16. f[x]= -

arctgy

Para hallar sus asintotas basta tener en cuenta las
asintotas horizontales de la funcién arco tangente
(figura 10), por la derecha (y= 7 /2) y por la iz-
quierda (y=— 7 /2), y el hecho de que fu® = |:».|

Funciones con tres tipos de asintotas pueden vi-
sualizarse en las figuras 17 y 18 de la direccion

<http://demonstrations.wolfram.com/
FunctionsWithVerticalHorizontalAndObliqueAsymptotes/>

Moviendo los controles se obtienen diversas fun-
ciones con los tres tipos de asintotas.
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Figura 17 (Autores: Soledad Sdez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)

Figura 18 (Autores: Soledad Saez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)
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e Recursos para la visualizacion
del concepto de derivada, recta tangente
y extremos relativos

El concepto de derivada y su relacion con la recta
tangente es conocido por la mayoria de los alum-
nos. No lo es tanto la idea geométrica de la tangente
como limite de rectas secantes. La obtencion de la
recta tangente a una curva en un punto como la po-
sicion limite de las secantes por (x;, + 4, f(x, + )y
(%, f(>,)), cuando 4 tiende a cero, se muestra en las
figuras 19 y 20, de la direccion de Internet

<http://demonstrations.wolfram.com/SecantAndTangentLines/>
En estas figuras, podemos elegir el punto y, dis-
minuyendo el valor de 4, apreciar el comporta-

miento de las sucesivas secantes aproximandose a
la tangente.
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Figura 19 (Autores: Joshua Fritz, Angela Sharp y Chad Pierson)
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Figura 20 (Autores: Joshua Fritz, Angela Sharp y Chad Pierson)
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La recta tangente a la curva en un punto
también se obtiene como la posicién li-
mite de las secantes por los puntos
(o, + ab, f(x, + ah)) y (x, — ab, f(x, — ah)),
cuando 4 tiende a cero, y para constantes
a, b> 0 (Martinez, 2007). Esto se puede
visualizar en las figuras 21 y 22 de la di-
reccion:

<http://demonstrations.wolfram.com/
TangentLineUsingManyDifferentLimitConfigurations/>

En estas figuras, podemos elegir el punto
x, y los valores de las constantes a y .
Al hacetlo, se visualiza el haz de secantes
que convergen hacia la tangente.

La idea geométrica de la recta tangente
facilita el reconocimiento visual de situa-
ciones algo atipicas.

Figura 21 (Autores: Soledad Sdez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)
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Figura 22 (Autores: Soledad Sdez Martinez
y Félix Martinez de la Rosa)



Por ejemplo, puntos donde la tangente
atraviesa a la curva en el punto de tan-
gencia (figura 23), puntos donde la tan-
gente es vertical (figuras 24 y 25), puntos
donde las tangentes trazadas a cada lado
no coinciden (figura 26), extremos rela-
tivos que se encuentran en puntos donde
no hay derivada (figuras 25 y 26) o extre-
mos relativos que se encuentran en un
punto en el que existe la primera deri-
vada, pero no la segunda (figura 27).

La utilizacion de los recursos visuales es
muy del agrado de los alumnos, los mo-
tiva y hace mejorar su predisposicion a
las matematicas, porque estos recursos
las hacen mas intuitivas y facilitan la
comprension de los conceptos y de su

expresion analitica.
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