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RESUMEN

La asignatura de matemadticas ha sido tradicionalmente una de las materias mas complicadas para los
estudiantes generando en ellos multitud de emociones que desencadenan en rechazo. Parece légico y
necesario, por tanto, preguntarse e indagar en las causas de esta situacion que viven los alumnos de
secundaria. En este trabajo se identifican y clasifican segun su origen las dificultades y errores mas
habituales que los alumnos encuentran en el aprendizaje del dlgebra en secundaria. Para ello, en primer
lugar se ha realizado una investigacion bibliografica cuya sintesis se expone en el estado del arte e
incluye la clasificacidon buscada. A continuacidn, se han disefiado en base a la literatura dos cuestionarios
gue potencian el error y se ha recogido a partir de ellos la frecuencia con las que se comete cada tipo de
fallo. Gracias a esto, se ha podido comparar y reflexionar sobre los contenidos que mas dificultades
presentan y cuales son comunes en distintos niveles de la etapa. Finalmente, se ha constatado la
veracidad del estudio mediante la comparativa con otros similares.

Palabras clave

Matematicas, secundaria, clasificacién, analisis de errores, frecuencia de errores, dificultades, algebra,
cuestionarios.

ABSTRACT

Mathematics has always been one of the most difficult subjects for students generating on them a
multitude of emotions that could trigger their rejection. It seems logical and necessary to question and
to investigate the causes of this situation that secondary school students experienced. This research
project will identify as well as classify by its origin the common difficulties and errors that students find
along the learning of algebra in secondary school. In the first place, a bibliographic investigation has
been conducted which synthesis is explained at the state of art including the searched classification.
Thereafter, on the basis of the literature two questionnaires has been designed to enhance the error
and from them the frequency of which type of mistake is gathered. As a result, the contents that present
more difficulties and which are more frequent during the different levels of the stage could be compared
and reflected. To conclude, the veracity of the study has been validated through the comparation with
other alike.

Keywords

Mathematics, secondary school, classification, Error analysis, frequency of error, difficulties, algebra,
qguestionnaires.
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Introduccién

El miedo a equivocarse es uno de los temores mas frecuentes en el ser humano. Tendemos a obligarnos
a hacerlo todo bieny, por lo tanto, frustrarnos al obtener un resultado negativo. El temor a equivocarnos
hace que desarrollemos sentimientos que nos impiden saber cdmo enfrentarnos a esos errores e incluso
sacar la parte positiva que internan.

En el dmbito de la educacion, los alumnos también viven con miedo a equivocarse. En las aulas se
generan situaciones como el no levantar la mano ante una pregunta de la que si se conoce la respuesta
por verglienza. Sin embargo, el dar una respuesta equivocada rebosa de oportunidades para aprender:
cometer un error y corregirlo es una de las maneras mas poderosas de adquirir conocimientos. A pesar
de esto, el sistema educativo actual estd disefiado de manera que los errores se entienden como un
castigo frente al éxito que supone reconocer, comprender y corregir un error hasta conseguir la
respuesta correcta.

La asignatura de matematicas es posiblemente la que mds emociones provoque en los alumnos: es la
mas odiada cuando no se entienden los procesos o no se superan los objetivos, pero también es la que
mas satisfaccion provoca al comprender un concepto u obtener el resultado correcto de un problema.
Cuando el primer caso vence al segundo, la asignatura se convierte en un tormento para muchos
alumnos, llegdndola a ver como un imposible. Esto se debe a que son muchas y diversas las dificultades
gue se les presentan en su camino hacia el aprendizaje de las matematicas. Su alto nivel de abstraccién
y generalizacidn, la opinidn que la sociedad ha creado sobre esta ciencia en las escuelas o la falta de
adaptacion en las metodologias hace que los alumnos, incluso los considerados de altas capacidades,
encuentren en las matematicas su peor enemigo.

Con todo, es muy importante que el profesorado conozca las dificultades que se pueden plantear
durante la experiencia de aprendizaje y con ello en la construccién del conocimiento matematico. Asi,
han de reflexionar sobre ellas para facilitar una explicacion y una forma de enfrentarse a ellas.

En particular, este trabajo se centra en las dificultades que suponen para los estudiantes el aprendizaje
del algebra durante toda su etapa educativa, pues seguramente sea el bloque de contenidos al que
podriamos vincular mas errores. Gracias a este trabajo podremos corroborar que esto es asi en el sentido
de que si los alumnos cometen una cantidad elevada de errores podriamos afirmar que efectivamente
es un blogue que da muchos problemas. Ademas, nos podremos hacer una idea de cudles son los
aspectos dentro del dlgebra con los que los estudiantes tienen mas dificultades y asi poder poner el foco
de mejora en dichas cuestiones algebraicas. Esto es, analizar los errores le permite al docente tener una
mirada amplia del problema en cuestidn, por lo que podra identificar cdmo los estudiantes interpretan
las tareas algebraicas y, lo mds importante, podrd conocer el origen de los obstaculos y dificultades y su
tipologia. A partir de aqui, podra hacer una reflexion sobre ello que le permitird generar propuestas de
superacién y correccion. No obstante, los profesores no son los Unicos beneficiados por el analisis de
errores, sino que conocer las situaciones mas problematicas en las tareas algebraicas puede tener
transcendencia para los estudiantes en cursos posteriores evitando asi el asimilar un proceso incorrecto
como valido. Esto es, conocer tus propios errores ofrece la posibilidad de corregirlos.



El enfoque de este estudio es exploratorio y sustentado en distintas fuentes, con la intencidon de mejorar
los conocimientos existentes sobre el tema que nos ocupa y sin pretender generalizar los resultados a
otras poblaciones escolares. En este sentido, este TFM intenta conjugar la investigacién con la practica
del aula, de manera que se seguird la clasificacién dada por Socas (1997) y ampliandola con el estudio
gue hace Castro (2012) sobre el lenguaje y los signos algebraicos para posteriormente obtener en base
a esa clasificacion la frecuencia con la que los alumnos de secundaria cometen cada tipo de error.

Objetivos

El propdsito principal de este trabajo es identificar, categorizar y analizar los errores algebraicos
cometidos por estudiantes de secundaria. Finalmente podremos responder a la pregunta équé tipos de
errores algebraicos comenten con mas frecuencia los alumnos en el instituto? Asi, partiendo de la
hipdtesis de que existen errores comunes, nos dard la posibilidad de indagar sobre las causas que los
provocan y de generar técnicas para enfrentarse a ellos, reducirlos o, si es posible, utilizarlos como
herramienta de aprendizaje.

Por otro lado, el estudio de la frecuencia de errores en distintos cursos de esta etapa educativa nos da
la posibilidad de reflexionar sobre la progresion que tiene el aprendizaje del algebra. Esto es,
comparando la regularidad de cada tipo de error en cada curso podremos deducir si dichas dificultades
se van limando con el aumento del aprendizaje o por el contrario se vuelven perseverantes.

Asimismo, el objetivo final de este proyecto es dar a los errores la importancia que precisan por ser éstos
un indicador del grado de comprensién del alumnado. Dar voz a los fallos asumiendo que ocurren y
entendiendo que existe solucidon para ellos es la base del aprendizaje y el crecimiento tanto académico

como personal.

Marco teodrico y estado de la cuestion

1. Introduccién
Durante la historia se han descartado conceptos que luego han resultado ser validos y viceversa, es decir,
el error estd presente de forma permanente en la construccién y consolidacién del conocimiento, tanto
escolar como cientifico. Esto ha llevado a muchos filésofos, profesores e investigadores de todo tipo a
realizar investigaciones sobre los errores cometidos en todos los niveles del aprendizaje matematico,
sobre sus causas o elementos que los explican, y sobre sus taxonomias y clasificaciones.

Los errores estan directamente relacionados con el concepto de obstaculo, que fue introducido por
primera vez por el fildsofo francés Bachelard (1938). Este definié en términos generales del pensamiento
cientifico que un obstaculo epistemoldgico se trata de una construccién del conocimiento, descartando
la definicion de aquello que no permite avanzar. Organizd los errores a partir de tres origenes: la
tendencia a confiar en engafiosas experiencias intuitivas, la tendencia a generalizar y el lenguaje natural.
La teoria de Bachelard fue la base del profesor francés Brousseau (1983), quien particularizé la definicién



de obstaculo epistemoldgico a la Didactica de las Matematicas. Consideraba mejor estudiar caso por
caso, de manera que los clasifica segln su origen, basdndose en si este es debido a caracteristicas de
desarrollo del estudiante (ontogénico), causado por las elecciones educativas respecto a la forma de
ensefiar (didactico) o si su origen estd relacionado directamente con el concepto (epistemoldgico). Con
todo, ambos consideran que un obstdculo en el aprendizaje se entiende como un conocimiento que,
durante un tiempo, ha dado su fruto en la resolucidn de ciertos problemas y es este éxito el culpable de
gue se fije en la mente de los estudiantes. Sin embargo, este conocimiento posteriormente resulta
inadecuado y dificil de que se adapte a nuevos problemas.

Ambos autores y otros que los sucedieron, enfocaron su linea de investigacion en analizar las causas y
caracteristicas de los errores y en la clasificacion de los mismos combinando resultados empiricos con
teorias psicoldgicas o psicopedagodgicas sobre leyes generales del procesamiento humano de la
informacidn. Esta es la linea de trabajo en la que se centran la mayoria de los estudios, aun habiendo
otros investigadores que analizan el curriculo con el objetivo de proponer una organizacién que ayude
a solventar los errores o que estudian cual seria la formacién del profesorado éptima para lograr el
mismo objetivo.

2. Dificultades en el aprendizaje de las matematicas
Las investigaciones centradas en indagar acerca de la naturaleza de los errores tienen su enfoque puesto

en las dificultades que se encuentran los alumnos al enfrentarse al dlgebra escolar. En general, casi todos
los alumnos tienen dificultades con las matematicas en algin momento de su proceso de ensefanza-
aprendizaje, de los cuales algunos consiguen superarlas y otros las evidencian en forma de errores.

Dichas barreras pueden ser clasificadas en cinco tipos segln su procedencia (Socas, 1997): dificultades
asociadas a la complejidad de los objetos en matematicas, a los procesos de pensamiento matematico,
a las actitudes afectivas y emocionales hacia las Matematicas, al desarrollo cognitivo de los alumnos y a
los procesos de ensefianza. Siguiendo esta linea, Wagner y Parker (1999) llevan a cabo su propia
clasificacién que podria combinarse con la anterior. Categorizan las dificultades seglin sean intrinsecas
al objeto, inherentes al propio sujeto o estén relacionadas con las técnicas de ensefianza.

Las dificultades y obstaculos inherentes al objeto son debidas a la naturaleza del algebra, a los objetos
matematicos y a las reglas por las que se rigen. Asi, entrarian dentro de este tipo las dificultades
asociadas a la complejidad de los objetos en matematicas y las asociadas a los procesos de pensamiento
matematico de las que habla Socas (1997) por ser materia propia de las ciencias exactas.

Las primeras guardan relacion con la comprensién de los objetos matematicos como es el lenguaje, tanto
su expresion en el lenguaje habitual que a veces da lugar a confusién, como el propio vocabulario
matematico, pero sobre todo el lenguaje de signos. Socas (1997) habla de la precisién del lenguaje
matematico como conflicto involucrado en el uso del lenguaje ordinario dentro de un contexto
matematico. En lo que al vocabulario se refiere, distingue entre palabras propias del vocabulario comun
gue tienen otro significado completamente distinto en el aula y palabras especificas para conceptos
matematicos. Por ultimo, insiste en la confusidon que provoca en los alumnos el lenguaje de signos vy el
nivel de abstraccidn que se requiere para entender su naturaleza, lo cual depende del estado de



desarrollo en el que se encuentre el alumno.

El pensamiento matematico tiene su base en el razonamiento légico que nace a partir de diferentes
modos de pensamiento matematico. Las demostraciones formales, tan poco comunes en secundaria,
alimentan ese razonamiento dando una explicacion de porque resolvemos los problemas de esa manera
y no por el mero hecho de que nos lo imparte asi el profesor. El pensamiento ldgico es totalmente
compatible con los métodos intuitivos, las conjeturas, los ejemplos y los contraejemplos, de forma que
son estos la forma practica de interiorizar el argumento légico.

Dentro de la légica nos encontramos con la “légica escolar” y la “légica social”. Ambas impiden al alumno
realizar una resolucidn correcta de problemas matematicos siguiendo la légica matematica. La primera
deja en un segundo plano la pregunta del problema y se centra en responder a ¢qué espera el profesor
gue yo haga? La segunda esta directamente relacionada con como la sociedad ha ensefado al estudiante
a tratar con las matematicas. Por ejemplo, medimos la altura mediante parejas de nimeros enteros
expresando 1’80 como “un metro ochenta”, es decir, los interpretamos como dos nimeros distintos.
Con esto se presenta la dificultad de ordenacidon de nimeros decimales, de manera que llegamos a
considerar 1’3<1’28 por ser 3 menor que 28.

Las dificultades asociadas a procesos de pensamiento matematico se solventan evitando las rupturas
gue se provocan entre los modos de pensamiento matematico. Sin embargo, estas dificultades forman
parte del proceso de construccidon del conocimiento matematico, por lo que, en vez de evitarlas, su
correcto enfrentamiento seria conocerlos y explicarlos para que los alumnos reflexionen sobre ellas y
creen su propio pensamiento légico.

Por su parte, las dificultades debidas al sujeto tienen su origen en la complejidad que supone la
generalizacidn y la abstraccidn requeridas en las tareas algebraicas, por lo que dependen de la capacidad
gue tenga el estudiante para enfrentarse a ellas. Incluiriamos entonces en este grupo las dificultades
asociadas a las actitudes afectivas y emocionales que se dan hacia las matematicas y las asociadas al
desarrollo cognitivo de los alumnos.

Las primeras tienen por protagonistas a la ansiedad y el miedo con los que los alumnos se enfrentan a
los ejercicios en matematicas, temen equivocarse sin ser conscientes que del error se aprende. La
sociedad ha hecho que consideremos que las matematicas son irreales, que no tienen relacién con la
vida cotidiana; o un misterio que pocos saben resolver; o incluso consideran que “las matematicas es
hacer cuentas”. Esto desemboca en que los alumnos se enfrentan a ellas con tensién y miedo. Esto es,
somos nosotros mismos quienes ponemos trabas al aprendizaje matematico.

En segundo lugar, las estructuras cognitivas que el alumno tenga en el momento del aprendizaje
condicionan totalmente su desarrollo. Por ello, la informacion sobre la naturaleza de los procesos de
aprendizaje y conocimiento del desarrollo individual facilita al profesor la eleccion del método mas
acertado para llevar a cabo su papel docente. Ser consciente de cuales son las dificultades y respuestas
de los alumnos ante diversas cuestiones no es tarea facil debido a que cada alumno tiene un modo de
razonamiento propio.



Por su parte, las dificultades causadas por los procesos de ensefianza son competencia de la institucidon
escolar, el curriculo de matematicas y con los métodos de ensefanza. La institucién escolar debe
organizar la ensefianza de manera que se reduzcan las dificultades del aprendizaje. Por su parte, la
organizacién curricular debe atender a la necesidad de tener conocimientos de conceptos anteriores y
adaptarse al nivel de abstraccion requerido y a la naturaleza légica de las matematicas. Por ultimo, los
métodos de ensefianza son mas problematicos porque consisten en adaptarse a todos los alumnos y al
momento de desarrollo cognitivo en el que se encuentren, tanto a nivel individual como grupal.

3. Elerror en el aprendizaje de las matematicas
Una vez entendido que las dificultades en un proceso son las que provocan los errores, es légico que las
investigaciones se desarrollen a la inversa: a través de los errores, se puede diagnosticar qué tipo de
obstaculos o dificultades tienen los estudiantes para realizar las tareas que se les proponen, y de esta
manera poder arbitrar los mecanismos necesarios para ayudarles a superarlos.

Cuando un alumno inicia un aprendizaje, su mente no estd en blanco, sino que contiene unos saberes
previos que resultan condicionantes a la hora de obtener nuevos conocimientos. Lo nuevo no se solapa
con lo anterior, sino que obliga al alumno a reestructurar su conocimiento total y esto es precisamente
lo que puede llevar al error. Las distintas formas de reestructuracién nos ayudan a clasificar los errores
segln sus caracteristicas principales (Rico, 1995). Hay errores persistentes determinados por interiorizar
de forma equivoca un concepto bdsico y errores sistematicos como resultado de la aplicacién correcta
de un procedimiento imperfecto. También pueden ser por azar, que reflejan la falta de atencién y lapsus
ocasionales, por lo que carecen de importancia. Sin embargo, son preocupantes los dados por falta de
reflexion, pues muchas veces las respuestas a los problemas matematicos carecen de significado para
los alumnos y por lo tanto no se plantean el sentido de la solucidn.

Por su parte, Davis (1975) se centra en los errores que no son por azar, de manera que elabord una
teoria de esquemas cuya combinacion permite predecir patrones comunes vy tipificar los errores mas
usuales. Habla de errores por recuperacién de un esquema previo como puede ser el paso de
operaciones en aritmética a transformaciones algebraicas. Asi, pone en contraposicion que en la adicién
aritmética el signo es una pregunta y la respuesta viene dada por el proceso de responder directamente
a esa pregunta, mientras que en la adicién algebraica la expresiéon describe un problemay a la vez una
respuesta o resultado. Menciona también las reglas que producen reglas haciendo referencia a
procedimientos validos para una situacidn pero totalmente incorrectos en otras similares. Por ejemplo,
pasar a partir de laimplicacién (x — 1)(x + 2) = 0 cuyas solucionesson x = 1yx = —2, a definir como
soluciones x = 2 y x = —1 de la ecuacion (x — 1)(x + 2) = 1. Por otro lado, considera como error
clasico las reversiones binarias, es decir, afirmar que 23 = 6 al confundir la potencia con el producto o
4 - 4 = 8 al confundir el producto con la suma.

Siguiendo la misma via de investigacion, Radatz (1980) realizé por fin una categorizacién mas genérica
de los errores en base a sus causas. Habld de las dificultades del lenguaje matematico por considerarse
un idioma totalmente desconocido y de las dificultades dadas por la capacidad individual para visualizar
en imagenes la informacion de un problema. Menciond también los errores debido a un aprendizaje
deficiente de conceptos previos, bien sean contenidos, procedimientos o el escaso dominio de simbolos.
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En esta linea, incluyd los conceptos mal aprendidos a causa de la rigidez de pensamiento que derivan en
errores perseverantes, errores de asociacién como las reglas que producen reglas de las que hablaba
Davis (1975) y errores por interferencia de operaciones como las regresiones binarias.

En una publicacién posterior, Movshovitz-Hadar, Zaslavksy e Inbar (1987) realizaron una clasificacion de
los errores en seis categorias descriptivas en base a las soluciones dadas por los alumnos. Se trata de
una investigacion empirica en la que no entra en juego el procesamiento de la informacién.

1- Datos mal utilizados: errores causados por discrepancias entre los datos del enunciado y de la
respuesta.

2- Interpretacidon incorrecta del lenguaje, como la traduccién errénea del lenguaje simbdlico o la
incorrecta interpretacion o el mal uso de simbolos matematicos.

3- Interferencias no validas l6gicamente, donde se incluyen todos los errores de razonamiento.

4- Teoremas o definiciones deformadas: la utilizacién de una regla o definicion identificable en un
caso no valido.

5- Falta de verificacién de la solucién, cuando el procedimiento es correcto pero no hay una
reflexion sobre la validez del resultado final.

6- Errores técnicos.

Siguiendo con el analisis de causas, aunque en este caso en base al procesamiento de la informacidn,
Socas (1997) considera que las dificultades del aprendizaje de las matematicas se traducen en errores
por causas muy diversas, pero, que sea cual sea su cuna, resulta util organizarlos segun su origen con el
objetivo de que los profesores puedan generar remedios efectivos. De esta manera, se basa en los
estudios de autores mencionados (Bachelard, 1938; Brousseau, 1983; Davis, 1975) para clasificar los
origenes del error en tres ejes: los considerados obstdculos, los de ausencia de sentido y los relacionados
con actitudes afectivas y emocionales.

1. Obstaculos

En el primero se encuentran aquellos errores que proceden de la definicién de obstaculo epistemoldgico
dada por Bachelard (1938) y Brousseau (1983), como por ejemplo el hecho de que la concatenacién en
aritmética denote adicion (23 = 20 + 3), frente a la yuxtaposicidon algebraica xy que significa
multiplicacién (Herscovics, 1989). Socas (1997) habla de obstaculos como un conocimiento adquirido,
no una falta de conocimiento, y los caracteriza como resistentes, tal que aumenta su resistencia con el
nimero de veces que resulta valido y la cantidad de dominio donde resulta vdlido. A pesar de
identificarlo y notificar su inexactitud, no termina de desaparecer en su totalidad. Siguiendo el estudio
de los franceses, el autor considera dificil diferenciar los obstaculos didacticos de aquellos producidos
por la adquisicion de nuevos esquemas conceptuales como son los obstaculos cognitivos. Podemos
entender que ciertos obstaculos cognitivos son producto de la experiencia previa de los alumnos
condicionada por la organizacién curricular, pero que estos también surgen a partir de la légica interna
de las matematicas y del desarrollo cognitivo del alumno. Por ejemplo, la multiplicacién con nimeros
enteros lleva consigo la generalizacion implicita de que multiplicar significa aumentar y esto provoca un
obstaculo cognitivo cuando los estudiantes aprenden a multiplicar por decimales entre cero y la unidad.
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2. Errores de ausencia de sentido

Los errores cuyo origen se encuentra en una ausencia de sentido se dividen a su vez en tres etapas
diferenciadas por el momento de desarrollo en el que se encuentre la mente del alumno:

2.1.  Errores originados en la aritmética

La aritmética es la rama de las matemdticas mas antigua y elemental y su estudio involucra las
operaciones basicas como son la suma, la resta, la multiplicacion y la division. A partir de esta definicion,
podriamos definir el dlgebra como una aritmética generalizada estableciendo que las relaciones entre
los nimeros pueden ser de tipo general o particular.

De aqui nacen muchos errores pues para entender la generalizacién de las relaciones y procesos habia
gue haber asimilado los casos particulares que se encuentran en el contexto aritmético. Esto es, no son
errores propiamente algebraicos, sino problemas que quedan sin corregir en aritmética. Por ejemplo,
serian errores de este tipo el no respetar la jerarquia de operaciones o un uso incorrecto de la propiedad

. . . . . . 1 1 . 1
distributiva. Otro ejemplo muy comun es que muchos alumnos afirman que < + ; es equivalente a porey

oa—, resultados que tienen su origen en no dominar operaciones con fracciones en aritmética.

2.2.  Errores de procedimiento

El uso de férmulas o reglas matematicas de manera inadecuada se da cuando los alumnos extraen un
procedimiento utilizado en un caso particular y lo adaptan a una situacidon nueva. Se da por ejemplo con
la generalizacién sobre operadores como extender la validez de (a-b)? = a2 - b? al caso de la suma:
(a+b)? = a? + b?. Otro ejemplo de este tipo vendria dado por las regresiones binarias mencionadas
por Davis (1975) o por la multiplicacién de potencias con misma base 22tP =22.2P que lleva a
interiorizar que 22"® = 22 + 2P, También seria un error de procedimiento las reglas que producen reglas
de las que habla Davis (1975).

2.3.  Errores causados por el propio lenguaje algebraico.

El lenguaje es la base de la comunicacidn y por lo tanto interpretarlo de forma correcta es la Unica forma
de conseguir una comprension total. El lenguaje matematico es de cardcter preciso y requiere de una
interpretacidn exacta de sus signos. La sintaxis y la semantica del dlgebra se alejan del lenguaje natural
y del lenguaje aritmético, por lo que las traducciones llevan muchas veces al error. Otra de las causas es
gue es un lenguaje restringido al aula, los alumnos no trabajan sus equivocaciones mas alld que en clase
y por ende la familiarizacién es escasa.

3. Errores asociados a actitudes afectivas y emocionales

La relacién entre errores que tienen su origen en las emociones del alumno es directa con las dificultades
gue generan de las que se habla en Socas (1997) y que estan expuestas en el apartado 2 de esta
investigacion tedrica.
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3.1.  Elerror en el aprendizaje del algebra: El lenguaje algebraico
Por ultimo, haremos un analisis mds profundo de los diferentes componentes del lenguaje que

presentan dificultades en los estudiantes y en multiples ocasiones llevan al error (Castro, 2012):

i. Vocabulario

El vocabulario matematico es, en muchos casos, una dificultad para los estudiantes. Por una

parte, el hecho de que muchas palabras coincidan con las del vocabulario habitual pero tengan

un significado distinto da lugar a confusidn. Es el caso de raiz, producto, primo, imagen, dominio

o integral, por ejemplo. Por otro lado, durante todo el aprendizaje de matemadticas en

secundaria, los alumnos se van encontrando con palabras que les son poco familiares y cuya

comprensién termina por no ser del todo correcta. Es el caso del vocabulario especifico

matematico, como por ejemplo hipotenusa, isdsceles o poliedro.

También resultan confusas las expresiones que se emplean para realizar operaciones
matemadticas, como “reducir una fraccion” o “reducir una ecuacién” con el objetivo de
simplificarlas; “elevar a cuatro” referido a una potencia; o “afiadir un 0” cuando multiplicamos
por 10. Estas frases integran conceptos del lenguaje diario que, en vez de aclarar su significado,
lo oscurecen.

ii.  Simbolos

Dentro del lenguaje matematico es de vital importancia el lenguaje de signos. Uno de los

problemas mas comunes en relacidén a esto es su sintaxis, es decir, las reglas de operaciones,

pues carecen de una justificacion légica. Organizamos las dificultades que presentan los signos

matematicos segln su estado de aprendizaje:

a) Semidtico, referido al momento en el que los alumnos aprenden signos nuevos con

b)

los signos ya conocidos. Por ejemplo, a partir de las operaciones sumar, restar,
multiplicar y dividir, definen la operacién potencia y por tanto lo que significa el

simbolo
a?’=a-a-..-a
Estructural, en el caso de que la estructura del sistema antiguo organice la del nuevo.

Este es el caso de, por ejemplo, las operaciones con potencias. Al desarrollar a? y a¢

y multiplicar su resultado, se concluye que a? - a¢ = a?*¢.

c) Autdénomo, que es el sistema nuevo, los signos que actuan con significado propio. Por

ejemplo,
2

= 3
e3 = 1/92
Como estos ultimos son nuevos para los alumnos y no tienen relacién con el sistema
de signos antiguo, su familiarizacion y su proceso de generalizacidn es una fuente de

dificultades y errores.

Un elemento a destacar es el signo igual, pues su correcta interpretacién es esencial para el

aprendizaje del dlgebra. Algunos estudiantes no tienen en cuenta que el signo = tiene significado
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de equivalencia cuantitativa entre los dos lados de la igualdad y transforman las expresiones o
ecuaciones arbitrariamente.

jii. Variables

En las clases de matemadticas las variables se emplean como incégnitas, como numeros
generalizados y para sefalar relaciones funcionales. Los alumnos no entienden el significado de
las letras y las interpretan como si fueran objetos o palabras. Esto tiene su origen en que desde
bien pequefos se les enseia que “m” significa metros y no nimero de metros como significaria
“la equis” en una ecuacion donde se esté trabajando con longitudes. La interpretacién de
variables como abreviaturas afecta a la hora de manejar una expresion algebraica. También se
da la situacién en la que no se interpreta la letra, la variable, como un valor especifico, de manera
gue si cambiamos una letra por otra piensan que cambia la solucidn de la ecuacion.

iv. Expresiones

Las expresiones algebraicas que se manejan en secundaria son las ecuaciones y las funciones. En
las primeras aparece una sola variable que representa un nimero. En el caso de sistemas de
ecuaciones, cada variable representa un numero relacionados entre si. Cabe destacar
nuevamente la relevancia que cobra aqui el signo igual, pues muchos estudiantes no entienden
gue ambos lados de la ecuacidn son iguales, no los relacionan.

En las funciones hay dos o mas variables que representan una infinidad de valores también
relacionados entre si. El concepto de funcidn es dificil de entender para los estudiantes y la
notacion formal f(x) no tiene significado para ellos.

V. Estructura de las expresiones algebraicas

Las expresiones algebraicas tienen una estructura externa referida a los términos que componen
la expresion, los signos, el orden de los elementos y las relaciones entre ellos; y una estructura
interna que describe el valor de la expresidn. Las dificultades vinculadas a la estructura surgen
mas bien con el sentido de estructura. Un estudiante tiene un buen sentido estructural cuando
opta por un método eficaz y elegante para resolver el problema, esto es, ser capaz de identificar
la estructura algebraica de la expresion y ser capaz de transformarla. Por ejemplo:

x*=2x+1 (x-1% x-1
3x—1)  3(x-1) 3

4. Procesos de ensefanza
Varias de las investigaciones ya mencionadas afiaden a su clasificacién aquellas dificultades o aquellos

errores causados por los procesos de ensefianza, como es el caso de Wagner y Parker (1999) y Socas
(1997), pero no llegan a profundizar en el tema. En efecto, hasta entrado el siglo XXI no se cuestiona la
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ensefianza tradicional contrastando informacién ni la vinculacion de las dificultades al disefio del
curriculo o a como los profesores ejecutan su papel docente. No obstante, dentro de una linea de trabajo
denominada ensefianza por diagndstico, Lakatos (1981) si que ofrece una propuesta dirigida a prever los
errores, detectarlos y proponer medios para corregirlos a partir de una perspectiva critica de la docencia
del momento. Tiene una vision similar a la de Bachelard (1938) y Brousseau (1983) ya que apuesta por
la discusién de errores detectados en teorias para desarrollar otras nuevas que quiza no hubieran nacido
sin el analisis critico de los estudios vigentes. Apuesta entonces por descartar la verdad objetiva o
absoluta para apostar por una verdad relativa a unos conocimientos, unos esquemas de interpretacion
y unas reglas metodoldgicas que permiten acceder a esos conocimientos concretos. Propone optar por
contraejemplos locales y globales para criticar conjeturas y aumentar el contenido pero limitar la
extension de conceptos. Su propuesta basada en la construccidn del conocimiento a partir de los
principios de la falsabilidad ayudaria a reducir o evitar los obstaculos de los que hablan los dos autores
anteriores.

En lo que respecta a lo mds actual, en Castro (2012) se hace una recopilacién de los mdas destacados
estudios sobre los procesos de ensenanza que favorecen las dificultades o incluso son la propia dificultad
en el aprendizaje de las matematicas. Se habla de crisis en la ensefianza del dlgebra provocada por un
motivo didactico que apunta que los métodos de ensefianza se han quedado anticuados (Malara y
Navarra, 2012) y los contenidos del curriculo escolar de secundaria han cambiado muy poco (Kieran,
1996). Esto implica que el dlgebra no se ensefia como una generalizacién de ideas a las que se llega a
través del razonamiento, sino que se utiliza como una herramienta de manipulacién y de calculo y no de
pensamiento (Radford, 2012). Malara (2003) y Molina (2007) apoyan ademas que la mejora de la
ensefanza del algebra esta totalmente condicionada por los cambios que se realicen en las escuelas de
primaria de manera que estos favorezcan una aproximacion al pensamiento algebraico.

Con objetivo de mejora, han sido propuestos distintos enfoques que guien a los profesores a la
ensefianza del dlgebra. Drijvers y Hendrikus (2003) consideran cuatro enfoques tras hacer una revisién
de los ya propuestos por otros autores. El primero se centra en el dlgebra como medio de resolucién de
problemas; el segundo sobre las relaciones entre variables; el tercero habla del algebra como
generalizacion y el Ultimo se centra en el lenguaje como sistema de representacion de las matematicas.
No obstante, consideran que en la practica educativa no son enfoques disjuntos por existir tareas que
engloban mas de un enfoque. En los ultimos afios, se ha optado ademas por el uso de la tecnologia como
un soporte visual sobre graficos y representacidén simbdlica y tablas para facilitar la comprensidon de los
simbolos y la resolucion de problemas (Arnau, Arevalillo-Herraez y Puig, 2011).

5. Analisis critico del estado del arte
No se puede cuestionar que hay muchas y variadas investigaciones acerca del tema que nos ocupa.
Muchos autores han estudiado sobre caracteristicas y causas de los errores, mientas otros han centrado
sus trabajos en evitar los errores de los alumnos mediante la mejora de las técnicas de ensefianza, del
curriculo o incluso de la formacion del profesorado. Son estos seguramente los enfoques mas adecuados
para el propédsito general de este trabajo como es dar importancia a los errores, no pasarlos por alto y

15



tratar de encontrar soluciones, pero sobre todo lo es el primer enfoque, que analiza los origenes de cada
fallo para entender por qué suceden y asi poder encontrar el remedio mas adecuado para ellos.
Considero que para solucionar un problema primero hay que identificarlo, esto es, solucionar el
problema desde el origen nos lleva a una solucién total y no circunstancial.

A partir de aqui, las investigaciones que se exponen en el estado del arte son tiles para dicho objetivo.
El concepto de obstaculo dado por Bachelard (1938) es un concepto de peso y un buen comienzo para
entender que los conocimientos son modificables. Esto dio pie a muchos estudios posteriores en los que
no se traté de corregir el concepto sino que todos se apoyan en la teoria del filésofo. En contraposicién,
cada autor ha expuesto su propia teoria sobre la clasificacidn y las caracteristicas comunes de los errores,
siendo estas similares e incluyendo puntos en comun pero sin tomarse como referencia unos a otros. La
impresion que se percibe es que varios investigadores vuelven a realizar un mismo estudio empleando
otras palabras cuando lo realmente Util es enfocar esa clasificacion hacia propuestas de mejora.

El caso mds claro es el de Socas (1997) y Wagner y Parker (1999), estudios en los que existe una conexién
directa. Aunque la segunda publicacion es posterior a la primera, en Socas (1997) si que se recogen las
dos dificultades intrinsecas al objeto como lo que se considera dificultades asociadas a la propia
disciplina. Aun asi, realmente no hace una reflexidon acerca de si esas dificultades dependen en su
totalidad del alumno o son causadas por factores externos, pues para solucionar el problema hay que
tener en cuenta todos aquellos agentes que lo alimentan. Sin embargo, en su clasificacion de los errores
segln su origen, si que afirma que los que tienen su origen en obstaculos no son totalmente
independientes, sino que en multiples ocasiones se solapan los obstaculos cognitivos y didacticos,
aunqgue no hace la misma reflexion para los otros dos tipos. Pese a todo, el analisis de este autor es
exhaustivo al reflexionar sobre multiples y diferentes situaciones que generan errores dentro del aula,
incluyendo componentes cognitivos, sociales, escolares, emocionales y objetos matematicos.

Todos los autores del estado del arte coinciden en las dificultades que genera el lenguaje matematico,
pero no concuerdan en la forma de nombrar a los tipos de error si bien lo hacen para sus definiciones.
Esto es, Rico (1995) habla de errores persistentes por memorizar de forma equivoca un concepto bdsico
como puede ser la jerarquia de operaciones que Socas (1997) categoriza como un error con origen en la
aritmética y ademas es lo mismo de lo que habla Radatz (1980) en “errores debido a un aprendizaje
deficiente de conceptos previos”. Los errores de procedimiento de Socas (1997) ya los habian tratado
anteriormente estos autores como errores sistemdaticos (Rico, 1995), errores de asociaciéon (Radatz,
1980) o las reglas que producen reglas (Davis, 1975). Asimismo, la falta de reflexién de la que habla Rico
(1995) estd muy relacionada con los obstaculos o, en caso de tratarse de expresiones algebraicas, con
su estructura interna (Castro, 2012) y también guarda conexién con la falta de verificacion de una
solucién que mencionan Movshovitz-Hadar et al. (1987).

Aunque es cierto que todas las aportaciones a un estudio suman positivamente, establecer una relacién
entre ellas lleva a un escaldn superior en el proceso de reflexidn, pues a partir de dichas relaciones se
puede establecer un vinculo entre situaciones que provocan el error que no habian sido consideradas y
sobre todo a ser mas preciso en la clasificacion incluyendo el mayor nimero de ejemplos encontrados.
Esto es, gracias a patrones descritos por otros autores (Rico, 1995; Radatz, 1980; Davis, 1975) se puede
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completar los errores de procedimiento (Socas, 1997) con el mayor numero de paradigmas posibles.

En lo que se refiere a los procesos de ensefianza, estoy de acuerdo en que es necesario un cambio en
los modelos y que es algo que no depende Unicamente de las investigaciones. Destaco que muchos estan
de acuerdo en que la mejora empieza por fomentar la creacidn del propio pensamiento légico de los
alumnos para dejar a un lado las mecanizaciones y las acciones memoristicas. Si bien es cierto que es
una afirmacién muy general y que lo efectivo estaria en proponer soluciones para cada caso concreto,
es posible que actualmente se tenga un enfoque en esta linea, mds puntual. Algunos modelos de
ensefianza han cambiado en los ultimos tiempos, de manera que, sobre todo, los problemas derivados
de la ensefianza primaria cada vez se prevén mas y se aplican técnicas para solventar, por ejemplo, las
dificultades con el calculo mental o la jerarquia de operaciones.

De todo lo anterior, termino esta investigacién bibliografica sintetizando las siguientes conclusiones que
sirven de marco tedrico para el desarrollo posterior del analisis de datos.

e Las dificultades que los alumnos encuentran y los errores que cometen no son, en su mayoria,
casos aislados, sino que guardan relacion entre ellos a través de estructuras légicas que indican
ya un conocimiento adquirido y no una falta de conocimiento. Es precisamente por ello por lo
gue es posible convertir los errores en una herramienta de aprendizaje y no como un mero
indicador de carencia de conocimientos asociado a una mala calificacion. Podemos tomarlo como
un punto de partida del correcto aprendizaje si se asume como algo totalmente normal.

e Las caracteristicas y el origen de los errores son comunes, lo que nos permite encontrar por lo
tanto una solucion también comun para ellos, sin dejar de tener en cuenta las casuisticas
externas a la materia como es el desarrollo del alumno. Debemos separar ciertos errores en base
a su origen pero sin olvidar las caracteristicas comunes que estos pueden llegar a tener, esto es,
el estudio de errores no es una ciencia exacta y no se pueden contemplar todas las casuisticas
gue afectan a su desarrollo.

e No obstante, el enfoque principal deberia ser impulsar el pensamiento légico y la capacidad de
razonamiento de los alumnos para que asi sean ellos mismos los que sean capaces de superar
sus propias dificultades y encontrar mecanismos para solucionar los errores que se les presenten.

e Para terminar, indicar una clasificacion de los errores segln su origen que se ha considerado la
mas acertada tras lo estudiado:

Clasificacion de errores segun su origen
1. Obstaculos, que consistiran basicamente en la realizacion de operaciones mentales, el no
escribir las férmulas y el procedimiento y en realizaciones validas para casos particulares.
2. Errores de ausencia de sentido, divididos en tres items:

2.1. Con origen en la aritmética, que seran esencialmente los fallos relacionados con la
jerarquia de operaciones.

2.2. Errores de procedimiento, que consistira en el mal uso de reglas matematicas o férmulas
como la de la resolucién de ecuaciones de segundo grado.
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2.3. Dificultades asociadas al lenguaje y signos algebraicos:
i.  Vocabulario.
ii.  Simbolos (en base a su estado de aprendizaje: semiético, estructural o auténomo).
iii.  Variables.
iv.  Expresiones, referidas a no entender correctamente la diferencia entre expresion y
ecuacidn algebraica, donde entra en juego la interpretaciéon del signo “igual”.
v.  Estructura de las expresiones, que puede ser:
- Externa, referida a la relacion entre los elementos de la expresion.
- Interna, referida a la visualizacion y eleccién del método mds eficaz para resolver un
ejercicio.
3. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales:
3.1. “Despistes”, como aquellos fallos de calculo que estan fuera de cualquier clasificacion u
olvidarse de escribir un niumero.
3.2. En blanco.

La metodologia

El trabajo realizado es una investigacion con un enfoque mixto, pues se lleva a cabo un estudio
cualitativo basado en la diferenciacion de dificultades que se relaciona con el enfoque cuantitativo
mediante el uso de datos numéricos para obtener la frecuencia de cada tipo de error. La investigacidon
se desarrolla mediante un cuestionario que consta de expresiones matematicas que potencian el error
y por lo tanto la pregunta serd cuantos alumnos han fallado y qué tipo de error han cometido.

A. Contexto
La investigacion se llevd a cabo con dos grupos de estudiantes de distintos cursos de educacion

secundaria durante el curso académico 2021-2022. En el primer grupo, los alumnos del primer curso de
Educacién Secundaria Obligatoria del Instituto Fray Luis de Ledn de Salamanca, Espafia, realizaron el
cuestionario a modo de examen en 25 minutos de una sesidon de la asignatura de Matematicas.

En el segundo grupo se incluyd el cuestionario como trabajo personal que los alumnos del primer curso
de bachillerato del mismo instituto realizaron individualmente de un dia para otro. Dado que los
contenidos no eran materia del trimestre en el que se pidieron, se solicitd que los resolvieran con lo que
recordaran al respecto y que lo hicieran a modo de examen con el objetivo de que los resultados fueran
mas precisos.

B. Participantes
Un total de 31 alumnos del IES Fray Luis de Ledn (Salamanca) realizaron los ejercicios propuestos. El
grupo de 12 de la ESO consta de 20 participantes, dos de ellos con discapacidades visuales, de los cuales
uno tiene a mayores dificultades auditivas, y otros dos estan repitiendo curso. Del grupo de 12 de
bachillerato de la asignatura de Matematicas | participaron 11 alumnos, entre los que se encuentra un
repetidor y ninguno presenta discapacidades.
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C. Herramientas
El primer recurso empleado para el desarrollo de este proyecto es la literatura expuesta en la seccién

anterior y la clasificacién de errores extraida (Clasificacidon de errores segun su origen). En base a elloy
para llevar a cabo la recogida de datos, se disefiaron dos cuestionarios, uno para cada curso, con
ejercicios de algebra cuya resolucion incluye pasos en los que se puede cometer un error. Ambos
cuestionarios son de elaboracién propia, disefiados mediante la seleccion de ejercicios de los libros de
texto de cada grupo o en su defecto basados en ellos. La intencidon era que se incluyeran todas las
dificultades asociadas al lenguaje y los signos algebraicos, de manera que se obtuvieron como resultado
apartados con distintas variables o, dicho de otra manera, no todos los ejercicios incluyen todos los tipos
de errores. Esto es, dentro del primer item (obstaculos), apenas aparecen errores por ser, ademas de
dificiles de detectar, dificiles de analizar en un cuestionario como este, se necesitarian conocer los casos
particulares de cada alumno. En cuanto al segundo, los errores con origen en la aritmética son mas
comunes en el primer curso de secundaria por ser conocimientos que todavia no han tenido tiempo de
asentar correctamente, aunque también aparecen en alguin caso de bachillerato. Por el contrario, los
errores de procedimiento son mayormente habituales en bachillerato, dado que el desarrollo de
ejercicios es poco comun en un curso tan poco avanzado. Por su parte, las dificultades con el lenguaje y
los signos aparecen en ambos cursos, repitiéndose en algunos casos el mismo tipo de error a pesar de
la diferencia de edad y nivel. No entraremos en dificultades dadas por los procesos de pensamiento
matematico, ya que serian necesarios otro tipo de ejercicios que generalmente estan fuera del curriculo
de las matematicas. También se ha descartado el estudio del desarrollo cognitivo del alumno por ser
algo que no se puede medir mediante unas preguntas, pero si se ha tomado como variable las actitudes
afectivas y emocionales, incluyendo en ella los fallos de célculo, pues con frecuencia se deben a
despistes, y el dejar la pregunta en blanco causado por el miedo a fallar que producen las matematicas.
Este Ultimo item se tiene en cuenta en todos los apartados de ambos cuestionarios menos en un ejercicio
de primero de la ESO. Con esto, se incluyen a continuacidn los cuestionarios y la explicacion de lo que se

contabilizara en cada ejercicio:

> Cuestionario a 12 de la ESO

EJERCICIOS DE ALGEBRA 12 DE ESO

Calcula el valor numérico para x = 2 para el polinomio 3x? — 3x + 5
2. Operay simplifica cuando sea posible

1) 2x2-50x3

2) 30x3:10x
3. Sea x un numero, expresa simbdlicamente:

1) Sudoble

2) Sutriple

3) El ndmero siguiente

4) El numero anterior
4. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

1) 2x—64+8x=7x—7+2

2) 2(x—7)—(Bx—2)=3x+10

3x+2 ﬂ =100

3) —+
5. Calcula las siguientes operaciones:

=

5 2
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1) 3,45:0,1 =
2) 4,55-0,001 =

En el primer curso de secundaria lo Unico que no se ha tenido en cuenta son los errores de
procedimiento, dado que se trata de un curso con poco nivel y en el que por tanto estos ejercicios
no son habituales. Con esto, dentro de la categoria de ausencia de sentido se analizan los errores
con origen en la aritmética y las dificultades asociadas al lenguaje y signos matematicos y, en una
categoria a parte, los obstaculos.

El ejercicio 1 estd pensado para analizar las dificultades que pueden presentar los alumnos al
interpretar las variables, es decir, si son capaces de sustituir correctamente la “x” en la expresion
algebraica. Por tanto, solo apareceran errores de variables dentro de las dificultades asociadas al
lenguaje y los signos matematicos, que, junto con las confusiones con la jerarquia de operaciones
como error con origen en la aritmética completan los errores de ausencia de sentido.

El segundo ejercicio esta pensado principalmente para ver las dificultades que se les presentan a los
alumnos con los simbolos, en particular, los de tipo estructural que suponen la multiplicacion y
divisién de potencias. Asimismo, es un ejercicio donde pueden aparecer dificultades con las variables
por falta de interpretacion de las mismas. No se estudian por tanto los errores con origen en la
aritmética y solo podrdn aparecer dificultades asociadas al lenguaje y signos matematicos dentro de
la categoria ausencia de sentido.

El tercer ejercicio tiene por objetivo medir los conocimientos que los alumnos del primer curso de
secundaria tienen sobre el vocabulario algebraico, por lo que se han escogido cuatro enunciados
para traducir a lenguaje simbdlico. A pesar de que en un inicio solo se contemplaran dificultades en
el apartado de vocabulario, han aparecido dificultades con los simbolos de tipo semidtico y con la
interpretacion de variables. Con esto, nuevamente este ejercicio solo incluye dificultades con el
lenguaje y signos algebraicos dentro de los errores de ausencia de sentido y, ademas, es el Unico
ejercicio que no incluye fallos de cdlculo como despistes.

En contraposicion, en el cuarto ejercicio si que se presentan errores de calculo que tienen su origen
en la aritmética. En cuanto a las dificultades con el lenguaje y los signos, todos los apartados pueden
incluir dificultades con las variables y las expresiones por tratarse de un ejercicio de resolucién de
ecuaciones. Ademas, el segundo apartado puede presentar a mayores errores relacionados con la
estructura externa de la ecuacion al no aplicar correctamente el signo menos sobre el paréntesis que
le sigue.

Para cerrar el cuestionario, el tGltimo ejercicio esta pensado para estudiar los obstaculos cognitivos
gue provoca a los alumnos multiplicar y dividir por decimales positivos menores que la unidad. En
estos dos apartados tampoco se tendran en cuenta los fallos de calculo que pueden ejecutar, ya que
estos serian en esencia obstaculos.
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> Cuestionario 12 de Bachillerato

EJERCICIOS ALGEBRA 12 BACH
1. Simplifica:
a_2 a-b? _ 3x%y 3y
1) a-b T b* 3) x-2 X
2 _ o2y (1,1 x2y+yZx+x?—y?
2) (" -y )'(x+y) 4) x2y—xy?+x2y?
4(3q)3
3) atsa)”
2. Resuelve:
1) A 2) 2*¥t4 —8X¥ =0
x+2 2-x x2—4
Vx2+9 Y
3) s - VX +2x+1

Al contrario que en el cuestionario anterior, en primero de bachillerato si que aparecen errores de
procedimiento dentro de la categoria de ausencia de sentido, dado que los ejercicios requieren un
desarrollo mayor. Dentro de esta Ultima categoria se tienen en cuenta los mismos items anteriores:
los errores con origen en la aritmética y las dificultades asociadas al lenguaje y signos matematicos.
En esta ultima, no se han valorado las dificultades con el vocabulario.

El primer apartado del ejercicio de simplificar tiene su dificultad bdsicamente en eso, pues los
alumnos haran una buena interpretacién de su estructura interna si simplifican antes de operar.
Asimismo, se ha considerado la posibilidad de que no sepan sacar correctamente el comun divisor
como error de procedimiento, completando asi los errores de ausencia de sentido.

El segundo apartado no presenta la posibilidad de cometer errores causados por el lenguaje y los
signos algebraicos ni por el procedimiento, sino que los errores de ausencia de sentido se concentran
en las dificultades relacionadas con la suma de fracciones en aritmética, esto es, sumar numerador

y denominador indistintamente, aunque en este caso es mds comun no operar el uno del numerador:
1 1 1

1 , , 1.1
-+ —=—Iloqueseriaandlogoa-+-=—.
x y x+y 2 3 2+3
El tercer apartado si que reune diversas dificultades relacionadas con el lenguaje y los signos
algebraicos, en concreto con los simbolos matematicos. Por un lado, si el estadio de aprendizaje es

estructural, se pueden presentar errores de simbolos relacionados con las operaciones con potencias

, 3 6 . . . , ’
o con las raices (V Va® = Va®); mientras que si el estadio es auténomo el alumno podria llegar a

6 s . . . s 4.
37/6 = q®%/a. Ademas, es posible que se presenten errores con origen en la aritmética en caso

que a
de afirmar que (3a)3 = 3a3 o que 33 = 9 al multiplicar base por exponente, dejando fuera los

errores de procedimiento dentro de la categoria de ausencia de sentido.
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En el ejercicio 1.4 se pueden presentar dos dificultades relacionadas con el lenguaje y los signos
matematicos: una de tipo estructural interna al no simplificar la “x” antes de operar y la otra
relacionada con las variables por no agrupar correctamente y concluir que 3x2y - 3y = 3x%y? o
similares. En este caso, no se han considerado errores relacionados con la aritmética o con el
procedimiento, siendo entonces las dificultades con el lenguaje y los signos los Unicos errores de

ausencia de sentido que se tienen en cuenta.

El altimo de los apartados acerca de simplificar estd pensado esencialmente para eso, para medir el
razonamiento matemadtico que los alumnos tienen al tener que sacar factor comun de forma no tan
directa a como estan acostumbrados. Asimismo, se ha contemplado la posibilidad de que los
alumnos consideren x2y — xy? = 0. Son entonces las dificultades relacionadas con la estructura
interna y con las variables las que se encuentran dentro de la categoria de lenguaje y signos, siendo
ademas las Unicas de tipo ausencia de sentido.

Con los ejercicios sobre resolucién de ecuaciones se introduce la dificultad de interpretar
correctamente la expresidn y con ella el signo igual, de manera que los tres apartados cuentan con
la categoria de expresiones. En el caso del primer apartado también puede haber problemas con la
estructura de la ecuacion, tanto con la interna por no darse cuentade que x> — 4 = (—1) - (2 — x) -
(x + 2), como con la externa por no aplicar el menos sobre la fraccidon o sobre el paréntesis tras
haber multiplicado por el denominador comun. Esto es, el ejercicio 2.1. puede presentar dificultades
asociadas al lenguaje y los signos del tipo expresiones, estructura interna y estructura externa.
Ademas, pueden darse errores con origen en aritmética siguiendo la linea del ejercicio 1.2 en el caso
de que no se sumen bien las fracciones. Por ultimo, el no resolver correctamente la ecuacién de
segundo grado se considera un error de procedimiento por no saber aplicar una férmula, lo que
completa los errores de ausencia de sentido.

En el segundo apartado sobre resolucion de ecuaciones aparecen multiples dificultades de distinto
tipo. La forma de afrontar el ejercicio puede ser un obstaculo en caso de que decidan elevar a la
sexta ambos lados de la ecuacién para deshacerse de las raices, pues no esta mal ejecutado y en
muchos casos es util, pero en este ejercicio lleva a tener que resolver un polinomio de grado 5, lo
gue, ademads de suponer una dificultad mayor, se afnaden soluciones no reales. En cuanto a los
errores de ausencia de sentido, se pueden presentar dificultades con el procedimiento y con el
lenguaje y los signos algebraicos. Respecto a los primeros, cuando los alumnos aplican un exponente
0 una raiz sobre cada término de un polinomio como si se tratara de una multiplicacion (Vx? + 9 =
x + 3) es a causa de un error de procedimiento, pues viene precisamente de una regla que si es
valida en el caso del producto. Los segundos se dividen en una mala interpretacion del signo igual
como error de expresién y en el hecho de que los alumnos no se den cuenta de que x? + 2x + 1 =
(x + 1)?, que se considera un error de estructura interna por ser este el método mas eficaz para
resolver la ecuacion.

El ultimo ejercicio puede presentar simplemente errores de tipo obstaculo en el caso de que el
alumno considere sumar los exponentes cuando sus bases se encuentran sumando y no como
producto. Se trata de un obstaculo y no un error de procedimiento porque en este caso es un
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planteamiento valido al estar la ecuacién igualada a 0, pero no seria valido para todos los casos.

Como ultimo recurso, se tomaron dos estudios similares a este proyecto, uno para cada curso, que
incluyeran un analisis de datos sobre errores algebraicos.

D. Datos
Los datos empleados para el andlisis seran las fichas completadas por los alumnos de ambos cursos.

E. Procedimiento
El proceso llevado a cabo empieza con la investigacidn bibliografica sintetizada en el estado del arte de
este trabajo, junto con su revision critica expuesta en el apartado que se encuentra a continuacién y en
el que se extraen conclusiones al respecto. En base a ello, se lleva a cabo el disefio del cuestionario
justificado en el apartado C de esta seccién.

A continuacién, se entregé a los alumnos el cuestionario correspondiente para que lo resolvieran de
manera individual y tras su recoleccién, se pasé al tercer paso: el andlisis de datos. Dicho proceso
consistié en, ejercicio a ejercicio, contar el nimero de errores que se habian cometido de cada tipo,
errores que ya habiamos presupuesto al disefiar el cuestionario. Una vez completado el proceso
cuantitativo, se calculé la frecuencia de cada tipo de error para posteriormente comparar los datos
obtenidos. El objetivo es averiguar cuales son los fallos mas cometidos dentro del bloque de dificultades
asociadas al lenguaje y los signos algebraicos y, en un sentido mas general, comparar la frecuencia de
los obstdculos, los errores de ausencia de sentido vy las dificultades asociadas a actitudes afectivas y
emocionales, incluyendo los subtipos 2.1., 2.2., 2.3,, 3.1. y 3.2. Una vez obtenidos estos datos en cada
curso, se pasara a reflexionar sobre si los tipos de errores mas frecuentes en uno coinciden con los del
otro. Paralelamente, se corrigié el cuestionario para obtener la nota media de cada curso y asi poder
realizar una comparativa acerca del nivel de algebra de cada curso.

Finalmente, con la ayuda de los dos estudios similares, se reflexiond acerca de si los resultados y la
metodologia empleada fueron los mas acertados y su transcendencia.

F. Sistema de analisis
En este trabajo se llevan a cabo dos sistemas de analisis distintos: uno para el analisis del nivel de
conocimientos y otro para el andlisis de la frecuencia de errores. El primero se ejecuta mediante una
media aritmética donde los ejercicios realizados de forma correcta suman positivamente y se dividen
por tanto entre el nimero de ejercicios totales y el niumero de alumnos que han participado en la
investigacion. Posteriormente, se comparan las cifras de ambos cursos y se estudia el progreso.

El analisis de frecuencias comienza con el conteo de cada tipo de error en base a la clasificacion expuesta
en el marco tedrico y en base al disefio de los cuestionarios explicado en herramientas. La clasificaciéon
es la siguiente:

Clasificacion de errores segun su origen

1. Obstaculos
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2. Errores de ausencia de sentido
2.1. Con origen en la aritmética
2.2. Errores de procedimiento
2.3. Dificultades asociadas al lenguaje y signos algebraicos
i.  Vocabulario
ii.  Simbolos
- En estado semidtico
- Enestado estructural
- Enestado auténomo
iii.  Variables
iv.  Expresiones
v.  Estructura de las expresiones
- Externa
- Interna
3. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales
3.1. Calculos
3.2. En blanco

La probabilidad se calcula a partir de la Regla de Laplace, tomando como casos posibles aquellos
ejercicios donde el tipo de error analizado tuviera una posibilidad real de aparecer. Esto es, en cada
curso completaremos la tabla correspondiente donde las casillas con guion no se introducen como casos
posibles:

» Cuestionario de 12 de la ESO:

AUSENCIA DE SENTIDO ACTITUDES
OBST ARITMETICA LENGUAIJE Y SIGNOS CALCULOS EN
VAR |SIMB EST | SIMB SEM | EXPR | EST EXT | VOCAB BLANCO
1 - - - - - -
2a - - - - - -
2b - - - - - -
3a - - - - - -
3b - - - - - -
3c - - - - - - -
3d - - - - - - -
4a - - - - -
4b - - - -

5a - - - - - - - -
5b - - - - - - - -

» Cuestionario de 12 de Bachillerato:
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AUSENCIA DE SENTIDO ACTITUDES
0BST ARITM | PROCED LENGUAJE Y SIGNOS CALC | E.B.
SIMB EST | SIMB AUT | VARIABLES | EXPR | EST INT | EST EXT
l.a - - - - - - -
1.b - - - - - - - -
l.c - - - - - -
1.d - - - - - - -
l.e - - - - - - -

2a | - - - -

2.c - - - - - - - -

Resultados
En esta seccion se incluyen los datos obtenidos de los cuestionarios y con ellos los resultados tras el
proceso de analisis correspondiente.

1. Analisis del nivel de conocimientos

1.1. Primero de ESO
Dado que contamos con 20 alumnos y cada uno de ellos ha realizado un total de 12 ejercicios, se han
realizado un total de 240 ejercicios, de los cuales se han resuelto correctamente los siguientes:

1 2a 2b 3a 3b 3c 3d 43 4b 4c 5a 5b TOTAL

15 15 10 16 16 12 11 14 3 6 11 14 143
Tabla 1.

Con lo que la media de la clase es de un 5,9 sobre 10.

1.2. Primero de bachillerato
En este caso, contamos con un total de 88 ejercicios al haber 11 alumnos y 8 apartados en la ficha,

siendo el nimero de ejercicios correctamente resueltos el siguiente:

1.a. 1.b. l.c. 1.d. l.e. 2.a. 2.b. 2.C. TOTAL
8 8 6 10 6 6 5 10 59
Tabla 2.

Con lo cual, la nota media de la clase es de 6,7 sobre 10.

1.3. Comparacion de niveles
Si bien el primer curso de secundaria corresponde con la iniciacién al dlgebra, la diferencia de nivel entre

dicho curso y bachillerato no es especialmente alta.
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El nivel que se exige en el IES Fray Luis de Ledn en algebra es superior al que establece el curriculo oficial,
gue es bdsicamente traducciones al lenguaje algebraico y operaciones con expresiones algebraicas
sencillas, de manera que el Ultimo ejercicio tendria una complicacién ligeramente superior. Con esto y
dado que es el primer contacto que los alumnos tienen con “una equis”, el nivel obtenido es razonable.
Del mismo modo, tampoco resulta sorprendente el nivel de los alumnos en primero de bachillerato pues,
aunque llevan 5 cursos en contacto con el lenguaje y operaciones algebraicas, son los mismos 5 cursos
gue han tenido tanto para solventar un error como para mecanizarlo. Ademas, es un curso muy pautado
por el curriculo, de manera que si algo se sale del temario con el que los estudiantes estan trabajando
sucede una especie de “borrdn y cuenta nueva” y olvidan los conocimientos ya adquiridos.

En conclusidn, aunque la légica diga que el nivel de conocimientos en dlgebra de primero de bachillerato
deba ser mayor por ser algo trabajado a largo plazo, los resultados obtenidos no dicen lo mismo por ser
este solo menos de un punto mayor que el de primero de la ESO, en concreto de una diferencia de 0,8
puntos.

NIVEL DE CONOCIMIENTOS

5,9

1ESO 1BACH

Tabla 3. Elaboracion propia.

2. Andlisis de errores

2.1. Primero de ESO
Siguiendo la clasificacion explicada en el sistema de andlisis, se contabilizardn y analizaran todos los tipos

de errores uno por uno.

1. Obstdculos

Con los dos apartados del ejercicio 5 se han contabilizado un total de 15 errores asociados a
obstaculos. Son mas frecuentes los fallos en el apartado de la divisidn, pero la mayoria de estos no
son por asociar dividir con disminuir (/lustracion 2), sino que “mueven mal la coma” (llustracion 1).
En la multiplicacidon hay el mismo niumero de alumnos que asocia multiplicar con aumentar
(Hlustracion 1) como los que se equivocan al “mover la coma” (/lustracidn 3).

26



3,45 1 0,01=

301/5 W 3,45:0,01= Q,Q5US I

llustracion 2. Obstdculo.

ucCe -
455-0001=10 X 455.0001=014SS X

llustracion 1. Obstdculo.
llustracion 3. Obstdculo.

2. Errores de ausencia de sentido

2.1.

Con origen en la aritmética

En total se cometen 14 errores con origen en la aritmética repartidos en los 4 apartados donde
existia la posibilidad de que aparecieran. En particular, en el primer ejercicio 4 alumnos resuelven
mal el ejercicio al cometer fallos con la jerarquia de operaciones (/lustracion 4), mientras que los
restantes se concentran en el ejercicio de resolucion de ecuaciones. En los tres apartados nos
encontramos con multiples alumnos con problemas en sumas que incluyen nimeros negativos,
como por ejemplo =7 + 2 = 9 0 2x — 3x = 1x (llustracion 5).

A ywu WA NTAARANALLAANT J I Lt

322 2(0) 1§ B2x-7)-(x-2)=3x+10
12 =7 <2+)<5 PR g =St L3 £30

q -F265 X Jy=2223xHi0

llustracion 4. Error con origen en aritmética. llustracion 5. Error con origen en aritmética.

2.2. Errores de procedimiento

2.3

No se analizan.

. Dificultades asociadas al lenguaje y signos algebraicos
i

Vocabulario.

Las dificultades relacionadas con el vocabulario estaban concentradas en el tercer ejercicio
de donde se obtienen 25 errores. Ocho de ellos vienen repartidos equitativamente en el
primery segundo apartado por confundir “doble” y “triple” con “elevar al cuadrado” y “elevar
al cubo” respectivamente (/lustracion 6). Los errores cometidos en los ultimos apartados
corresponden a los mismos alumnos, excepto un caso que traduce correctamente “el nimero
siguiente”, pero en “el nimero anterior” se confunde y escribe 1 — x. Los demas cometen

fallos como escribir “1” y “0”, “1-x" y “—=1-x" 0 “> x" y “< x” respectivamente, lo que
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indica una total incomprension del lenguaje algebraico (/lustracion 6. llustracion 7)
2) Su doble = X* e b)Sutriple=>> /<
¢) El ntimero siguiente = ) % X d) El niimero anterior =/ M

llustracion 6. Error de vocabulario.

a) Su doble = ZX \/ b) Su triple = 3X 7

c) El numero siguiente = 1 X d) El ntimero anterior = () =
llustracion 7. Error de vocabulario.

ii.  Simbolos

Segun su estado de desarrollo del aprendizaje:

- Estado semidtico. Sorprendentemente, aparecieron en el tercer ejercicio 3 errores
relacionados con los simbolos en estado de aprendizaje semidtico. Dos alumnos
escribieron “elevar al cuadrado” como x - x y unos de ellos hizo lo mismo con “elevar
al cubo” (llustracion 8).

a) Sudoble=X * £ X b) Su triple= X* X * X 5

¢) El nlimero siguiente = 7 d) El ntimero anterior = W X

llustracion 8. Error de simbolos.

- Estado estructural. En este caso, aparecen un total de 5 errores agrupados en el
ejercicio 2. Estan concentrados en la divisidn, pues los alumnos aplican la férmula de
la multiplicacién al escribir x* como resultado de x3: x (/lustracién 9), de manera que
el procedimiento de multiplicacidn de potencias se entiende correctamente. Aun asi,
uno de los estudiantes afirma que no se puede realizar ninguna de las operaciones
debido a la confusion del producto con la suma, dado que la Ultima efectivamente es
una operacion que no se puede llevar a cabo.

’
302 10% = X

Ilustracion 9. Error de simbolos.
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- Estado autdnomo. Resulta un estado de aprendizaje demasiado desarrollado para
estudiantes de 12 afios, de manera que su estudio no se puede aplicar a este
cuestionario.

Variables.

Las dificultades con las variables era algo a tener en cuenta en todos los ejercicios y, a
excepcion del primero, se ha dado al menos un error en cada apartado, sumando un total de
16 errores. En efecto, en el ejercicio 2 las variables suponen un problema al omitir la “x” en
la multiplicacién, pues 3 y 4 alumnos escriben como resultado 100° en vez de 100x° y 32 en

vez de 3x?, respectivamente (llustracion 10. llustracidn 11).

5 - r ]\ 2 NN
2 3 _'3:@ j\ 3% S Vs
2x2 - 503 = = 30x° : 10x = \
llustracion 10. Error de variables. llustracion 11. Error de variables.

Otro error muy distinto al anterior lo comete un alumno en el ejercicio 3. Se da al utilizar el
orden de las letras en el vocabulario para designar “el nimero siguiente” (y) y el “nimero
anterior” (w), lo que refleja que no entiende que la “x” puede ser cualquier nimero
(llustracion 12).

a) Sudoble =X ° # ' b) Su triple= X* X * X x

¢) El nlimero siguiente = y d) El ntimero anterior = W

X

llustracion 12. Error de variables.

En el ejercicio 4 se da un error en la linea del ejercicio 2, de manera que se dan casos en los
gue se omiten las variables (/lustracion 13) y otros en el que se afiaden de forma errénea
(llustracion 14).

b) 2(x—7) - (3x—2) =3x + 10
I~ B-6K -y = BDEALO

4 - o = L—*LO

llustracion 13. Error de variables.
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" b)2x=7)=(3x—-2)=3x+10 X
Z" ‘}/‘1 - 9% -2 = /7)’6*10
D=y -3k =% MO+)y +2
+ 4 = 26 X=26
T :
llustracion 14. Error de variables.

Sin embargo, ninguno de los 20 alumnos ha fallado al sustituir la variable en la ecuacién en
el primer ejercicio.

iv.  Expresiones

Dado que los errores de expresion estan condicionados por la interpretacién del signo igual,
estos solo podian aparecen en el ultimo ejercicio, donde se suman un total de 20 fallos. En
los dos primeros apartados no se equivocan muchos alumnos (/lustracion 15), pero en el
ultimo mas de la mitad no multiplica por 10 en el lado derecho de la ecuacién (llustracion
16). Ademas, se da el caso de un alumno que claramente no entiende el concepto de ecuacion
(Hlustracion 17).

a)2x—6+8x=7x-7+2 o0'a<

2GR 106)
Ly Fo-Fx =17
35
3 3 )(::f A

llustracion 15. Error de expresion.

3x+2+4x—1=100
5
3x+2 4x-1 2
X+ 4+ 2LOX-% = A0O 6X+20x226x -2

T =g

llustracion 16. Error de expresion. o, o,
llustracion 17. Error de expresion.

v.  Estructura de las expresiones

Puede ser:

- Externa. Se han contabilizado un total de 12 errores en el ejercicio 4.b., de manera
gue pocos aplican correctamente el menos sobre el paréntesis (/lustracion 18) vy, a
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mayores, muchos multiplican también el segundo paréntesis por el 2 que Unicamente
afecta al primero (Ilustraaon 19).

b) 2(x=7) - (3x-2)=3x+ 10 X
Ze M =3« -2 =3x+10
- S A X= 216
D ® i
llustracion 18. Error de estructura externa.

2x (3x-2)=3x+10
b;((x ?)) '()k 0) Q,X{'{u

oK1~ LMQ S0
‘e lﬂ'\r."’)-"().Y\-/{z.

llustracion 19. Error de estructura externa.

- Interna. Al igual que otros items, la estructura interna no es una variable evaluable

porque al tener tan poco nivel los alumnos no tienen variedad a la hora de escoger
métodos de resolucion.

3. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales
3.1. Célculos

Exceptuando el ejercicio 3, los demds suman a los fallos definidos como “despistes” 7. Por
ejemplo, se considera un error de calculo por despiste el de la llustracién 20, pues al afirmar que
—14 + 2 = —2, lo mas probable es que confundiera el -14 con un -4.

b) 2(x— = (3x-2)=3x+10
2814 —(3%-2) = 3%1 A0
2R-1Y=x+ 2. = x4 4AQ

~IXz2 = 3xrao

llustracion 20. Error de cdlculo por despiste.

.~

3.2. En blanco

De todos los ejercicios, se han sumado 5 apartados en blanco.

Finalmente, ya nos encontramos en posicién de completar la tabla, que queda como sigue:

AUSENCIA DE SENTIDO ACTITUDES
ARITM LENGUAIJE Y SIGNOS CALCULOS

OBS

31



SimB EN
VAR EST SIMB SEM EXPR EST EXT | VOCAB BLANCO

1 - 4

2a - -

2b - -

3a - -

3b - -

3c - -

3d - -

4a - 2

4b -

N[IN|R[RP|[R|R[R|d|lw]|O
1
1
1
[V oo I ¥ SN I SN
1

4c - 1 - - 14 - - 1

5a 9 - - - - - - - -

5b 6 - - - - - - - -

1
U io |0 |k |Fk|[k|IO|0|0 0| |0 |k

TOTAL 15 14 16 5 3 20 12 25 7

CASOS 2 4 10 2 2 3 1 4 6

=
N

Tabla 4. Resultados
2.1.1. Frecuencia de errores

En primer lugar, analizaremos el caso particular de las dificultades que suponen el lenguaje y signos
algebraicos para los estudiantes de primero de secundaria.

LENGUAIJE Y SIGNOS

VARIABLES SIMB EST SIMB SEM EXPRESION ESTEXT VOCAB

TOTAL 16 5 3 20 12 25
CASOS TOTALES 10 2 2 3 1 4
FRECUENCIA 0,08 0,125 0,075 0,33333333 0,6 0,3125

Tabla 5. Frecuencia de errores. Elaboracion propia.

Mientras que las dificultades relacionadas con las variables y los simbolos son minimas, destaca la
dificultad que supone para los alumnos de primero de secundaria los problemas con la estructura
externa de las expresiones, pues son mas de la mitad los que no saben aplicar correctamente un signo
negativo sobre un paréntesis, algo que también supone un impedimento para muchos nifios de primaria
en aritmética. También resaltan, aunque no tanto, los problemas con las expresiones, dado que los
alumnos no terminan de interpretar correctamente el simbolo igual, pues estdn acostumbrados a verlo
como un intermediario entre cuentas hasta llegar a una soluciéon y no como un signo de equivalencia
entre dos expresiones. En la misma medida se encuentran los problemas con el vocabulario, que estan
ligeramente ligados a la interpretacion de las variables en el sentido de que “la equis puede ser cualquier
numero”, algo que los alumnos no entienden.
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Dificuldades asociadas a lenguaje y signos

= VARIABLES = SIMBEST = SIMBSEM = EXPRESION = ESTEXT = VOCAB

Tabla 6. Elaboracion propia.

Pasaremos ahora a realizar una comparacién mds general relacionando la probabilidad de cometer

errores con origen en obstaculos, con errores de ausencia de sentido (los asociados a la aritmética y al

lenguaje y los signos algebraicos) y con los asociados a las actitudes emocionales del alumno (despistes

y el dejar el ejercicio en blanco).

Errores algebraicos

EN BLANCO

CALCULOS

LENGUAJE Y SIGNOS

T

OBSTACULOS

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045

Tabla 7. Elaboracion propia.

Asi como era de esperar que los errores propiamente algebraicos resultaran los mdas problematicos

suponiendo un 0.4 de probabilidad de fallo, sorprende que los errores asociados a actitudes afectivas y

emocionales tengan una frecuencia menor a 0.1, dado que el hecho de ser el primer contacto de los

alumnos con el algebra seria muy razonable que esto provocara inseguridad en ellos generandoles

situaciones de miedo por no saber cdmo enfrentarse a los ejercicios. También se precedia obtener un
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porcentaje mas alto de los errores causados por conocimientos mal asentados en la etapa de primaria,
mientras que la frecuencia no llega a 0,2. Esto es, muchos alumnos arrastran errores asociados a la
aritmética por no haber interiorizado correctamente conocimientos basicos en matematicas como la
jerarquia de operaciones o la suma con nimeros negativos, pero este no es el caso de la mayoria de los
alumnos del IES Fray Luis de Ledn. Sin embargo, lo verdaderamente preocupante es el alto nimero de
alumnos que se encuentran con un obstdculo en el ejercicio de operaciones. De esta cifra podria ser
responsable la falta de reflexion que por ejemplo tiene el alumno en llustracion 1 dado que ambas
operaciones, multiplicar y dividir, catalogadas como opuestas, le dan como resultado un nimero mayor.
Sin embargo, es una conclusién a la que un nino de su edad seria complicado que llegara de forma
individual, ademds de que no es el caso de todos los alumnos, por lo que seguramente el error tenga su
origen en la ensefianza, dado que es algo que acostumbra a explicarse por un método memoristico.
Independientemente de los obstaculos, destaca la cifra obtenida respecto al lenguaje y signos
algebraicos (40%), por lo que impartir la materia nueva de la forma habitual no es suficiente, es decir,
es un area que requiere mas explicaciones y dedicarle mas tiempo para intentar paliar todos estos
errores comunes a los alumnos del primer curso de secundaria.

2.2.  Primero de bachillerato
Andlogamente, se contabilizaran y analizardn todos los tipos de errores en base a la clasificacién del

sistema de analisis.

1. Obstdculos

En este caso, 3 alumnos de bachillerato se toparon con un obstaculo, todos en el ejercicio 2.2, pues
en el ultimo ninguno de los 11 estudiantes afirmé que 2*+* — 8% = 2*¥*4=3%_En e| ejercicio 2.1, de
los tres alumnos que elevan la ecuacién a la sexta, ninguno de ellos termina por resolver
correctamente el ejercicio (/lustracion 21).

U3t 3t bceD?
X"‘my.‘-bm.SxL* 19 = g\(
0

T OCHISYY, 20:%+ 1S4 4 by 4
Ox' - 228, 200 2By Ly-78

llustracion 21. Obstdculo.

2. Errores de ausencia de sentido

2.1. Con origen en la aritmética

En el ejercicio 1.3, a pesar de que ningun alumno se olvide de elevar 3 al cubo, si que realizan
mal la operacién y dos de ellos afirman que 3 al cubo es 9 (/lustracion 22), un error que parece
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fruto de las prisas pero que es en esencia un concepto mal aprendido que esta en el
subconsciente, al igual que afirmar que 2 - 3 = 5.

(¢) a'@a)’ | g9e?

M5 & i‘ag"

llustracion 22. Error con origen en aritmética.

En el segundo y el sexto apartado se comete el mismo tipo de error relacionado con la suma de
. . 1 1 1 . s

fracciones. En el 1.2 dos alumnos afirman que - + 5 = ey (Hlustracion 23) y en el 2.1 uno, aunque

si que multiplica los denominadores de las fracciones, suma los numeradores sin haber

multiplicado por el minimo comun denominador (/lustracion 24). Con esto se tienen en total 5
errores con origen en la aritmética.

®) (= 17): (24 )b=) (urw) = [y omgay

llustracion 23. Error con origen en aritmética.

2. Resuelve: i z g >
L - ot B0 = =
() :z:'+2+2—:z; z2=4 or- v sr T = 2

= ~Lx= 171 2 [X=-

llustracion 24. Error con origen en aritmética.

2.2. Errores de procedimiento

Teniendo en cuenta los apartados correspondientes, se han contabilizado un total de 6 errores
de procedimiento con causas distintas.

En el primer ejercicio se dan fallos asociados a la suma de fracciones: un alumno saca
perfectamente el denominador comuin tras haber simplificado, pero multiplica todos los
numeradores por dicho término (/lustracion 25), mientras que otros ni simplifican ni obtienen
correctamente el minimo comun divisor en el denominador, lo que le lleva a realizar de forma
totalmente incorrecta el ejercicio (/lustracion 26).
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1. Simplifica:

£oay
(a)ﬂ 2

B T
fw 04 T '4{— aryce
' (&whd-‘—&ﬁ" UBSE BRN 4 Ak
:mi§¢L,'A'_“4£&@" igéf 55
EERENRARNRaaN | Emmm
aehusu. EN |

SEERaE

llustracion 26. Error de procedimiento.

En el ejercicio 2.1 el error de procedimiento es a causa de un alumno que no aplica
correctamente la férmula de la ecuacion de segundo grado (/lustracion 27) y en el 2.2 dos
consideran que (x% + 9)3 = x° + 93 (llustracion 28).

) ; 2 <
g Resutgve. : - gy 6x— axt- UX =44 = = X~ -4A0X /4_;0
(a) 4 = A — = (X+1) (K-2)
$+2 2—zx 22—4 (K J\H(K{-&\ x‘_"fof‘_‘
4-14 +40*J
—\ X1-40X-44=0 - x= 440 "oi < (0*@

llustracion 27. Error de procedimiento.

? \* {
(Xe0) (%2 +4) >§G+"?§x2+?x 1

&

e )(£~XQ~2)< -‘\*nglﬁ

x3

llustracion 28. Error de procedimiento.

2.3. Dificultades asociadas al lenguaje y signos algebraicos:
i.  Vocabulario

No se estudian.

ii.  Simbolos

Segun su estado de desarrollo del aprendizaje:
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- Estado semidtico. No han aparecido errores de este tipo por tratarse de un curso de nivel
avanzado.

- Estado estructural. En el ejercicio 1.3 ninguno de los alumnos se equivoca en las raices,
por lo que los dos errores que se dan son por operar mal con potencias (/lustracion 29).

4 3 3 A
(©) & (3") = 73; s THare =
ae

a5

Ilustracion 29. Errores de simbolos.

- Estado auténomo. En el mismo ejercicio, el paso final de convertir la potencia a una raiz
y simplificar lo realizan bastantes alumnos, incluso algunos que obtuvieron mal el
resultado final por un error anterior, siendo 5 los que no lo hacen.

iii.  Variables

En el apartado 1.4 ninglin alumno afirma que 3x2y - 3y = 3x2y?, asi como en el siguiente
nadie considera que x2y — xy? = 0, lo que las dificultades relacionadas con las variables
son inexistentes.

iv.  Expresiones

De los tres apartados del ejercicio de resolucidon de ecuaciones, solo en el segundo se da un
error de expresion en el que un alumno simplifica el denominador de un lado de la ecuacién
con el numerador del otro (/lustracion 30).

2 \? { S
_@ff_a)..-— > (X2+'Z>< +i’) =7 X.G*.q: xede 1]
(3(4/1))[ £ q )
2 X ~x ~2>< +q2X10

x31

llustracion 30. Error de expresion.
v.  Estructura de las expresiones

Puede ser:

- Externa

Los problemas con la estructura externa estdn concentrados en un alumno que se olvida
de aplicar el menos sobre la fraccion (/lustracion 31).
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3z 27 11 .
— -2 x =
(2) x+2+2—x 224 5 3x(x-2) b 2(x2)= 17

Lx‘—*}: (!r'l) (=D

llustracion 31. Error de estructura externa.

- Interna

Por el contrario, los problemas con la estructura interna estan mas repartidos por los
apartados pero son bastante similares. En cuanto al primer ejercicio, en el primer y cuarto
apartado se dan errores por no simplificar (/lustracion 32. llustracion 33) y en el quinto
hay 3 alumnos que no son capaces de sacar factor comun en el numerador, si bien lo han
hecho en el denominador al ser un paso directo (/lustracion 34). En el segundo ejercicio,
hay un alumno que no interpreta la relacién en la diferencia de cuadrados del primer
apartado, similar a lo que les ocurre a varios alumnos en el siguiente al no darse cuenta
de que x%2 + 2x + 1 es una identidad notable (/lustracién 35). Con esto, se suman 13
errores dentro de esta categoria.
P

4] M|i wgm i
4 ] 3 M,] )T;e

| | |
(e o s‘uﬁ“ SV U (6 v »1} (6%

5 .

(LT bg ‘ 7 l."//‘lzli ‘n ‘ 57
‘ ‘ i | ‘ \ PLIES :
20 T
| j X
| _lab b&ld, \
| ——— |

b* Tlel

llustracion 32. Error de estructura interna.

lc‘ IFiN
—

= |
=) |
llustracion 33. Error de estructura interna.

S At
© 2y+y’z+a2t—y? ____juw

Y-+ 2P " lacytey

llustracion 34. Error de estructura interna.
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<.b.

T

[
»‘ \/xL B 3®\\
ki = )(’5-\— ?)xl_v%x*)\ /’
5 3.
TR ><+)\/

Xt’r'l,x +A

m’_ = 1)<'-L_\_ *’31

BT KA

R S

llustracion 35. Error de estructura interna.

3. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales:
3.1. Célculos

3.2. En blanco.

(c) 27+ -8 =0

3
A
m: (A A\E

-~

o x#Y M 25%20

xx k3l | bd
€ ,

De todos los apartados, se han dejado 7 en blanco.

llustracion 36. Error de cdlculo.

Se han contabilizado en todos los ejercicios un total de 4 errores categorizados como “despistes”,
como por ejemplo un fallo de cuentas al resolver la ecuacién final del ejercicio 2.3 (/lustracion
36).

Finalmente, ya nos encontramos en posicién de completar la tabla que queda como sigue:

AUSENCIA DE SENTIDO ACTITUDES
OBST ARITM | PROCED LENGUAIJE Y SIGNOS CALCULOS EN

SIMB EST | SIMB AUT | VAR |EXPR |EST INT | EST EXT BLANCO
1.1 - - 3 - - - - 4 - 0 0
1.2 - - - - - - - - 0 1
1.3 - - 2 5| - - - - 0 0
14 - - - - - 0 - 2 - 0 0
1.5 - - - - - 0 - 3 - 0 2
2.1 - 1 - - - 0 1 1 1 1
2.2 3 - - - - 1 3 - 2 3
2.3 0 - - - - - 0 - - 1 0
TOTAL 3 5 6 2 0 1 13 4 7
CASOS 2 3 3 1 1 2 3 5 8 8




Tabla 8. Resultados.
2.2.1. Frecuencia de errores

Andlogamente a lo realizado con primero de secundaria, pasamos ahora a calcular la frecuencia de cada
tipo de error dentro de las clasificaciones realizadas.

En primer lugar, analizaremos el caso particular de las dificultades que suponen el lenguaje y signos
algebraicos.

LENGUAIJE Y SIGNOS

EJERCICIOS SIMB EST SIMB AUT VARIABLES EXPR EST INT EST EXT
TOTAL 2 5 0 1 13 1
CASOS TOTALES 1 1 2 3 5 1
FRECUENCIA 0,18181818 0,45454545 0 0,03030303 0,23636364 0,09090909

Tabla 9. Frecuencia de errores. Elaboracion propia.

Aunque los errores relacionados con los simbolos en estado de aprendizaje auténomo sean los mas
cometidos, esto no resulta lo mas preocupante por ser mas bien una cuestién de precision, pues en la
practica es esencialmente lo mismo 23/2 y 24/2, aunque la segunda resulte bastante mas elegante y
facilita otros procesos posteriores. En contraposicidn, si que deberiamos alarmarnos por la frecuencia
resultante en los errores de estructura interna, pues si bien esta no es especialmente alta, refleja la falta
de eficacia que los alumnos presentan a la hora de resolver ejercicios. Esto es, muchos alumnos de un
nivel tan alto como es primero de bachillerato no tienen capacidad de relacién entre las distintas
expresiones matematicas, expresiones con las que en su mayoria llevan trabajando desde varios cursos
atrds como son las identidades notables. Le sigue de cerca la frecuencia en la dificultad que supone
operar con potencias y, aunque solo son dos alumnos los que cometen un error, se trata de un contenido
gue en esta etapa educativa deberia estar mas que interiorizado, por lo que se podria definir como una
preocupacion relativa. Por otro lado, resulta tranquilizador que en el primer curso de bachillerato ya
estén familiarizados con las variables y sepan diferenciar perfectamente una incégnita de una
generalizacion de numeros y de una relacién funcional, aunque uno de los estudiantes todavia no ha
asimilado que las operaciones que se hacen a un lado del signo igual hay que realizarlas en el otro, algo
gue si resulta inquietante. Sin embargo, era esperable que alguien se equivocara al aplicar un menos
sobre una fraccion algebraica, pues es un error que se suele arrastrar durante toda la etapa de
secundaria. Aun asi, solo se ha equivocado un alumno frente a la previsién de obtener un porcentaje
mayor en este aspecto.
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Dificultades asociadas a lenguaje y signos

= SIMB EST = SIMBAUT = VARIABLES = EXPRESIONES = ESTINT = EST EXT

Tabla 10. Elaboracion propia.

Pasamos ahora a analizar mds generalmente los errores cometidos, comparando los obstaculos con los
errores de ausencia de sentido y las dificultades causadas por las emociones.

Errores algebraicos

EN BLANCO

[

CALCULOS

[

545

LENGUAJE Y SIGNOS

PROCEDIMIENTO

ARITMETICA

OBSTACULOS

I

o

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Tabla 11. Elaboracion propia.

A pesar de que se observa claramente que predominan los errores de ausencia de sentido suponiendo

en conjunto un 37,5% de probabilidad de fallo, destaca que los obstaculos sean el tercer tipo dentro de

esta clasificacidn, por encima de los errores con origen en la aritmética. Es decir, que haya alumnos que

escojan un método de resolucidn que puede resultar incorrecto en muchas ocasiones refleja la falta de

reflexion por parte de los estudiantes acerca de las soluciones y los procedimientos empleados en
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matematicas.

Volviendo a los errores de ausencia de sentido, destacan con diferencia los problemas que suponen para
los alumnos el lenguaje y los signos algebraicos, siendo la probabilidad de fallo de un 33%, una cifra
realmente alarmante. Le siguen sin mucha distancia entre ellos los errores de procedimiento y los que
tienen su origen en la aritmética, teniendo ambos su origen en cursos anteriores, pues no se trata de
conocimientos nuevos sino de fallos dados por no sumar correctamente fracciones o no aplicar bien la
formula para resolver ecuaciones de segundo grado, materia que no pertenece al curso de primero de
bachillerato.

Por ultimo, la probabilidad de que un alumno afronte un ejercicio con miedo es del 12,5%, que no es
una cifra alta para el temor social que existe hacia las matematicas. Sin embargo, destaca que el hecho
de dejar un ejercicio en blanco sea superior a los despistes que un alumno pueda tener. Es decir,
prevalece el miedo a hacerlo mal frente a intentarlo y que por tanto exista alguna posibilidad de acertar.

2.3.  Comparacion en la frecuencia de errores
Una vez analizados ambos cursos en profundidad, vamos a estudiar qué pasa con los errores algebraicos

al avanzar en edad, es decir, si durante los cursos de secundaria los alumnos consiguen eliminar un error
o, por el contrario, si su frecuencia hace que terminen por considerarlos correctos.

En primer lugar y de forma mas general, comparamos la frecuencia existente entre los obstaculos, los
errores de ausencia de sentido y aquellos dados por las dificultades que provocan las actitudes afectivas
y emocionales.

Los dos ultimos tipos ocurren con una probabilidad bastante similar, de manera que en 12 de la ESO los
errores de ausencia de sentido son un poco mas comunes que en 12 de bachillerato (47,5% frente a
37,5%) y en cuanto a los relacionados con las emociones pasa lo contrario, pues en bachillerato son algo
mas habituales que en primero de secundaria (12,5% frente al 6%). Esto ultimo no resulta tan
sorprendente por la presién a la que se estd sometido en bachillerato, ademas de que resulta un
porcentaje razonable. En cuanto a los errores de ausencia de sentido, en ambos cursos resulta una
probabilidad de fallo muy alta, lo que manifiesta las altas dificultades que se les presentan a los alumnos
al enfrentarse a las matematicas. Sin embargo, no resulta sorprendente que estas dificultades sean
mayores en 12 de la ESO por la falta de madurez y conocimientos que presentan los alumnos de dicho
curso. En cuanto a los obstaculos, aunque la diferencia sea considerable, no es realmente comparable
por el tipo de ejercicio empleado, pues en la ESO ya concluimos que los resultados eran fallos
memoristicos y en bachillerato los vinculamos a falta de reflexidon. Aun asi, primero de secundaria es un
curso temprano en el que se tiene la oportunidad de disminuir esa probabilidad trabajando la capacidad
de reflexion que quiza no sea suficiente llegado a bachillerato.
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Comparacion de errores

0,5
0,475
0,4 '
0,375 0,375
0,3 '
0,2
01 0,136363636 0,125
0,06
0
OBSTACULOS AUSENCIA DE SENTIDO  DIFICULTADES ASOCIADAS
A ACTITUDES AFECTIVAS Y
EMOCIONALES
1ESO W 1BACH

Tabla 12. Elaboracion propia.

Particularizando un poco los resultados, dividimos por un lado los errores de ausencia de sentido en los
gue tienen su origen en la aritmética y en las dificultades del lenguaje y los signos algebraicos vy, por otro,
las dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales en calculos por despistes y en dejar el
ejercicio en blanco; obteniendo los siguientes resultados:

ARITMETICA LENGUAIJE Y SIGNOS CALCULOS EN BLANCO
1ESO 0,375 0,175 0,405 0,05833333 0,025
1BACH 0,136363636 0,113636364 0,333333333 0,04545455 0,07954545

Tabla 13. Elaboracion propia.

En cuanto a los errores de ausencia de sentido, que el total supusiera aproximadamente el mismo
porcentaje de dificultad se ve reflejado en que en ambos subtipos la probabilidad de fallo también es
muy parecida. Por su parte, los alumnos de primero de secundaria tienen mas problemas con el lenguaje
y los signos algebraicos de los que tienen en bachillerato, algo que resulta légico porque son
esencialmente errores de concepto que son relativamente faciles de limar con el tiempo. Esto es, tras
repetir durante cursos como se multiplican potencias o como hay que enfrentarse a una ecuacién, los
estudiantes terminan por interiorizarlo y van dejando de cometer errores. Lo mismo sucede con los
errores con origen en aritmética, resultado que también es razonable, aunque podriamos criticar el
hecho de que la diferencia sea tan pequena, pues los de 12 de la ESO todavia no han tenido tiempo de
interiorizar correctamente dichos procedimientos, mientras que los de bachillerato seguramente son
conocimientos mal adquiridos que han ido arrastrando durante toda la etapa de secundaria.

En cuanto al segundo grupo, era de esperar que los alumnos de primero de bachillerato superaran a los
de la ESO en dejar los ejercicios en blanco, pues quiza los primeros tienen una actitud mas dejada hacia
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los estudios. Asimismo, es razonable que los de 12 afios, con una actitud mas inquieta y descentrada,
cometan mas “fallos tontos” que los de bachillerato, que a priori se enfrentan a los ejercicios mas
concentrados.

Comparacion de la frecuencia de

errores
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0

OBSTACULOS ARITMETICA LENGUAIJEY CALCULOS EN BLANCO
SIGNOS
1ESO m 1BACH

Tabla 14. Elaboracion propia.

Discusion de resultados

En el apartado anterior se han podido observar cuales son los errores mds comunes cometidos por los
alumnos de secundaria, de manera que es interesante comparar dichos resultados con otros estudios
similares para comprobar la légica de los mismos e incluso reflexionar sobre si el procedimiento llevado
a cabo es el mas acertado.

Primero de ESO

Dado que la iniciacidon al algebra tiene como protagonista la traduccién al lenguaje simbdlico, los
estudios mas relevantes tratan sobre ello. En particular, Amador, Montejo, y Ramirez (2015) consideran
gue el saber matemadtico se asienta a partir de un conocimiento sélido del lenguaje algebraico,
importancia que reflejan a través del analisis de los errores que comenten los alumnos al realizar sus
primeras tareas sobre la traduccién de expresiones algebraicas. Su objetivo es prever los errores que
van a cometer los alumnos de 12 de ESO a partir de las respuestas que ofrecieron los de 22 de ESO con
los conocimientos que tenian del curso anterior y asi evitar que se presenten dichas dificultades de
aprendizaje. Con las respuestas establecen un conjunto de errores y los relacionan mediante grafos con
las capacidades que se activan al realizar los ejercicios. Seleccionan como capacidades las ejecuciones
correctas distinguiendo entre capacidades relacionadas con el vocabulario aritmético (“aumentar”,
“disminuir”, “nimero de veces”, etc.) capacidades geométricas (las cuales no se tendrdn en cuenta en
la discusion), capacidades relacionadas con las expresiones algebraicas y habilidades aritméticas (como
la jerarquia de operaciones).

El cuestionario consta de 13 enunciados a traducir a lenguaje simbdlico, de los cuales tomaremos como
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referencia 10 por incluir las restantes cuestiones de geometria, y lo resuelven un total de 74 alumnos.
En el apartado de analisis de errores encontrados, los autores exponen ejercicio a ejercicio cuales han
sido los errores mads destacados, donde incluyen las cuestiones de vocabulario y la posibilidad de dejar
el ejercicio en blanco. Los resultados son los siguientes:

Vocabulario En blanco

295 88
Tabla 15.

Analizando los datos de ambos estudios, observamos que los fallos generados por no realizar
correctamente las traducciones en ambos estudios son similares en proporcién, si bien es un poco mayor
la cantidad de errores del segundo. No resulta algo significativo, ya que hay 6 cuestiones mas y a mas
preguntas, mas probabilidad de fallar. Ademas, segun se relata en el articulo, varios alumnos identifican
“el doble de un niumero” con el cuadrado de ese numero y “el triple de un nimero” con su cubo, algo
gue también afirmaban los alumnos de Fray Luis de Ledn. Andlogamente, “el siguiente de un nimero”
aparece asociado a una variable independiente, como sucedia en llustracion 9. Por lo tanto, lo
verdaderamente importante es que esas asociaciones erroneas que realizan los alumnos al tomar
contacto con el lenguaje simbdlico suceden y, lo mds destacable, que coinciden.

En cuanto a la otra variable, es verdaderamente notable su diferencia (0,025 frente a 0,238) y lo es mas
todavia si en vez de tomar todos los ejercicios del cuestionario, solo contamos con los cuatro apartados
de vocabulario de los cuales ninguno esta en blanco. Sin embargo, esto es algo que no podemos valorar
en este estudio por ser algo totalmente dependiente del contexto y los participantes, de los cuales no
tenemos datos.

Comparativa de datos

0,45
0,4

0,398648649

0,35 0,3125
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05 0,025
0 |
VOCABULARIO En blanco

0,237837838

M Estudio propio B Otro estudio

Tabla 16. Elaboracion propia.

Reflexionando acerca del estudio expuesto, queda constatado que las dificultades asociadas al
vocabulario matematico existen. El hecho de que la probabilidad de fallo sea practicamente la misma en
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un estudio distinto con una muestra diferente hace evidente la realidad del problema. Ademas, su
solucién acostumbra a pasar por una herramienta de memorizacién y no de razonamiento sobre la
generalizacion de expresiones. Esto es, los alumnos se aprenden como escribir en lenguaje simbdlico
por ejemplo “la suma de nimeros consecutivos” sin entender realmente el significado de consecutivos.
Ademas, no olvidemos que se trata de un curso posterior, de manera que el hecho de que haya mas
fallos que en nuestro estudio puede sostener esta Ultima idea en el sentido de que los alumnos de 22 de
ESO se habrian aprendido las traducciones de memoria y pasado el tiempo no se acuerdan.

Es interesante y, en mi opinidn, sobre todo practico el procedimiento llevado a cabo en Amador et al.
(2015) ya que no solo se tienen en cuenta los errores, sino que estudian los caminos, es decir, los pasos
a seguir, sus conexiones y los errores asociados a cada secuencia, para asi llegar a la desaparicion total
de ese error mediante las subtareas necesarias para su correccion.

Primero de bachillerato

Ruano, Socas y Palarea (2008) presentaron un estudio con alumnos de educacién secundaria analizando
las dificultades que estos tenian con la sustitucidon formal, la generalizacion y la modelizacién, tres
procesos propios del algebra. A partir de las respuestas, clasificaron los errores segun sus posibles
origenes en base a Socas (1997). La metodologia empleada fue la siguiente: tomaron una muestra de 60
estudiantes de 42 de ESO y 12 de bachillerato tecnoldgico y les hicieron responder a un cuestionario con
15 preguntas y 43 items sobre los tres procesos mds caracteristicos del lenguaje algebraico. Utilizaron
varios procedimientos para el analisis de informacién, de manera que tuvieron en cuenta el tipo de error,
el curso del alumno, el item fallado y el nimero total de errores de cada tipo. Los resultados obtenidos
son variados, aunque, si bien algunos se repiten, los errores dependen de los contenidos y el
procedimiento de cada pregunta.

El andlisis realizado en este trabajo solo muestra los resultados de dos preguntas, una de sustitucién
formal y otra de modelizacidn. Ademds, como en sus esquemas de analisis se muestran los datos
relacionados con cada curso, podemos extraer Unicamente los referidos a 12 de bachillerato, pues son
los estudiantes con los que cuenta este trabajo. En definitiva, los datos mostrados a continuacién son
los resultados de las respuestas de 11 alumnos a 2 preguntas:

Obsticulo Ausencia de sentido Actitudes afectivas y
Aritmética | Procedimiento | Lenguaje y signos emocionales
Pregunta 1 1 0 2 - -
Pregunta 2 - 5 - 3 2
Tabla 17.

Con esto, y con el objetivo de comparar ambos estudios, se sigue el procedimiento empleado en este
trabajo para realizar la comparativa a través de la frecuencia de cada tipo de error. Hay que tener en
cuenta que, andlogamente a como pasaba en el sistema de analisis empleado para los cuestionarios de
este trabajo, no todos los tipos de errores participan en todos los items, de manera que los casos posibles
varian. Con todo, los resultados son los siguientes:
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i Ausencia de sentido Actitudes afectivas
Obstaculo . . : : .
Aritmética | Procedimiento | Lenguaje y signos y emocionales
Estudio propio | 0,13636363 | 0,11363636 0,18181818 0,33333333 0,125
Otro estudio 0,03030303 | 0,15151515 0,09090909 0,27272727 0,18181818

Tabla 18.

La justificacién de las diferencias que se presentan seguramente esta en el tipo de cuestionario
presentado. En el estudio de 2008 se escoge un ejercicio de sustitucidon formal y otro de modelizacién,
mientras que en el cuestionario presentado en este trabajo los apartados miden la capacidad de los
alumnos de manejar expresiones algebraicas aptas a su nivel de conocimientos. Esto es, la clasificacion
y el analisis empleado son los mismos pero los datos son distintos.

Si bien es cierto que el mayor problema se encuentra en el lenguaje y los signos algebraicos en ambos
estudios sin mucha diferencia, los demas resultados difieren en varios aspectos. Lo mas destacable es la
diferencia que se da en los errores de procedimiento y especialmente en los obstaculos. Para Ruano et
al. (2008), los alumnos de primero de bachillerato apenas presentan obstaculos en algebra, mientras
gue para mi es un aspecto relativamente preocupante. En cuanto al procedimiento, los autores solo
contemplan el caso de que en 5(2b) + 3 empleen la propiedad distributiva como si fuera una suma,
mientras que en los ejercicios de este trabajo se tienen en cuenta férmulas como la ecuacién de segundo
grado, identidades notables u operaciones con fracciones, de manera que a mds opciones mas
probabilidad de fallo. Siguiendo con los errores de ausencia de sentido, los errores con origen en
aritmética tienen una frecuencia similar en ambos estudios, aunque solo coincide un alumno que
confunde multiplicacién con potencia como ocurre en nuestro ejercicio 1.3. Las actitudes afectivas y
emocionales tampoco coinciden en su totalidad, pues los autores hablan de “modelo incompleto" en el
gue los alumnos dejan el proceso sin finalizar y no han tenido en cuenta los alumnos que dejaron en
blanco el ejercicio. Asimismo, sus ejercicios no estdn disefiados para que existan fallos de célculo, por lo
gue tampoco es algo que tengan presente. El estudio del lenguaje algebraico, aunque coincida, también
resulta algo incompleto en el estudio de los autores sefialados pues se centran en las variables y el
vocabulario y, aunque este ultimo no se estudiara en nuestro cuestionario, el analisis es mas preciso
distinguiendo variables, simbolos, expresiones y estructura de las expresiones.

47



Comparativa de datos

0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
01 I
0 [
Obstaculo Aritmética Procedimiento Lenguajey Actitudes
signos afectivas y
emocionales

M Estudio propio B Otro estudio

Tabla 19. Elaboracion propia.

La conclusién extraida es que el estudio expuesto en Ruano et al. (2008) es mas concreto por centrarse
en procesos de sustitucién formal, generalizacion y modelizacién, de manera que refleja de una forma
bastante acertada los problemas que los alumnos pueden tener con estos procesos. Esto es, que un
alumno se haya equivocado al aplicar la férmula de la ecuacidn de segundo grado no implica que lo vaya
a hacer siempre, pudo ser algo circunstancial, mientras que la forma de enfrentarse a un ejercicio es
mas probable que sea algo reiterativo. Sin embargo, el analisis expuesto en este trabajo si que nos ofrece
matices mas precisos sobre el lenguaje algebraico, siendo el contenido que mas dificultades genera en
los alumnos. Por lo tanto, la discusidn de estos estudios no deberia ser algo comparativo, sino que seria
mucho mas interesante complementar uno con el otro para llegar a conclusiones mds acertadas y de
mayor utilidad.

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han identificado algunas de las dificultades y errores algebraicos mas
frecuentes en el aprendizaje de la asignatura de matematicas en ESO y Bachillerato. Para ello, se ha
recurrido al analisis de tres fuentes que alimentan la investigacion: una busqueda bibliografica de la que
se expone una sintesis y su posterior critica, una investigacion de campo que recoge la frecuencia de
errores algebraicos de una muestra de alumnos de primero de secundaria y primero de bachillerato para
su posterior comparacion y la discusidon con otros estudios de caracter similar.

La investigacion bibliografica me ha permitido realizar una clasificacidon lo mds completa posible en la
gue, gracias a las investigaciones de todos los autores mencionados en la bibliografia, se valoran
cantidad de situaciones que pueden surgir cuando un alumno se enfrenta a una tarea algebraica. Me ha
servido para organizar aquellos errores que han ido surgiendo de forma casual en mi camino como
docente y como estudiante, de manera que he podido ponerles nombre, categorizarlos y establecer
conexiones entre ellos. Ahora entiendo que todos los definidos como “fallos tontos” que tantas veces
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se escuchan en las aulas no son fruto del azar, sino que tienen una justificacion tedrica que los sustenta.
Esto ha sido por lo tanto una reafirmacién acerca de la importancia que tiene esta investigacion.

Con la lectura de las publicaciones de otros autores también he podido verificar la responsabilidad que
tienen los procesos de ensefianza instaurados, tanto que siempre se culpa al alumno de fallar y se le
castiga con bajas calificaciones cuando la Unica dificultad totalmente intrinseca al estudiante es la
asociada a su desarrollo cognitivo, pues las asociadas a sus emociones tienen su procedencia en factores
externos.

Los cuestionarios y los resultados obtenidos me han servido para confirmar la premisa inicial de la
investigacion, aun entendiendo que el dominio de aplicacién es reducido. Sin embargo, ha resultado ser
un buen instrumento para el diagndstico de errores y para su posterior tratamiento y superacion.
Ademads, con los resultados obtenidos hemos podido concluir que la incidencia de los errores no
depende tanto del tipo de contenido como de la naturaleza de los procesos implicados en la tarea. Asi,
podemos constatar, por ejemplo, errores con origen en la aritmética tanto en una suma de fracciones
como en una potencia. Es necesario por tanto conocer cudl es el origen de los errores para poder
evitarlos. Ademas, ya puesto de manifiesto que todos ellos tienen raices mas profundas que los fallos
memoristicos o por falta de atencidn, se hace evidente que la ensefianza necesaria para remediarlos
tiene que operar a nivel mas profundo. En esta linea, la comparativa con otros estudios ha reafirmado
la validez del planteamiento y los resultados obtenidos, asi como sus autores ratifican el hecho de que
hay una gran responsabilidad en los procesos de ensefianza.

A la luz de todo lo expuesto se considera que el grado de consecucion de los objetivos planteados es
satisfactorio pues gracias a la investigacidn bibliografica hemos podido identificar, categorizar y analizar
los errores algebraicos y los cuestionarios nos han permitido calcular su frecuencia. Asi, considero que
este trabajo ha contribuido a poner en valor el aprendizaje apoyado en los errores y no ignorandolos,
cumpliendo asi con el objetivo final del proyecto.

Futuras lineas de investigacion
Pese a haber cumplido el objetivo, es posible plantear algunas lineas de investigacién futuras que

completen y mejoren las conclusiones alcanzadas en este trabajo. Una opcién seria ampliar la muestra
con el fin de dar un mayor valor cientifico a los resultados obtenidos. En este caso contamos Unicamente
con 31 alumnos y, aunque hayamos contrastado la informacién obtenida con otros estudios, ampliar el
numero de alumnos nos ofreceria un resultado mucho mas realista.

Por otro lado, tras haber demostrado la importancia que tienen los errores, reducir el analisis al bloque
de algebra es insuficiente, por lo que seria conveniente ampliarlo a otras areas de las matematicas con
el mismo objetivo y metodologia que se ha expuesto en este trabajo.

Finalmente y como ya se ha mencionado en varios apartados, a partir del conocimiento de las causas y
en base a las clasificaciones ya estamos en disposicién de buscar técnicas de ensefianza que eviten los
errores.
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Dificultades en el proceso
En la realizacion de este trabajo surgié una dificultad determinante para sacar adelante el proyecto.

Definir el origen de cada caso particular en base a la clasificacidn tedrica no ha sido para nada tarea facil.
Como se indica en el estado del arte, el mismo error puede tener distintos origenes condicionados a
agentes externos. Ademads, muchos de los posibles fallos no aparecen mencionados en la bibliografia
encontrada, sino que establecer la tipologia de los errores a partir de las definiciones y las similitudes
entre los ejemplos era competencia de este trabajo. Esto implica otra dificultad y es la que supuso el
disefio de los cuestionarios, junto con la intencién de incluir el estudio de muchos tipos de errores en
pocos ejercicios. Ademas, en su correccidn surgieron nuevos errores que aumentaron esta dificultad en
la medida que hubo nuevamente que interpretar y clasificar esas respuestas.

La dificultad principal ha estado condicionada por otro de los problemas encontrados en la realizacion
de este trabajo: la busqueda de informacién. Existen muchos estudios interesantes sobre las
caracteristicas y las causas de los errores, pero estas resultan en ocasiones confusas, pues las
investigaciones encontradas son antiguas e incluyen pocos ejemplos, de manera que dan pie a la libre
interpretacion de los mismos. Asi, conseguir una clasificacidon acertada, util y sustentada por bases
tedricas estd condicionado a la subjetividad del autor.

Implicaciones educativas
A nivel educativo, tiene una doble aportacién. Por una parte, el profesor se beneficia de este trabajo en

el sentido de que puede conocer nuevos errores que vayan a surgir en su trayectoria como docente, lo
gue le permitird adelantarse a ellos estableciendo metodologias que los eviten. Ademas, esas
metodologias serdan mads efectivas cuantas mas relaciones se establezcan entre los errores, lo que afade
una utilidad mayor a la clasificacién de los mismos. En definitiva, ser conocedor de los distintos tipos de
errores que en las distintas etapas educativas cometen los alumnos favorece la comprension y el analisis
de sus causas y el planteamiento de las posibles soluciones. Por otra parte, el conocimiento de sus
propios errores le da al estudiante la posibilidad de evitarlos en tareas futuras y en consecuencia mejorar
su rendimiento académico. En conclusion, supone una mejora para la educacién.
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