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Resumen El objetivo de este trabajo es presentar el desarrollo de una propuesta didactica orientada
a la ensefianza del Principio Cavalieri con el aporte de GeoGebra, guiada por la Teoria
de Situaciones Didacticas y las Categorias del Razonamiento Intuitivo. Dadas las
dificultades de los estudiantes en Geometria Espacial, buscamos apoyarlos en el
desarrollo de su razonamiento geométrico a través de la visualizacion, percepcion e
intuicion. La metodologia adoptada fue la investigacion cualitativa exploratoria. La
aplicacion se realizd de forma remota, debido al escenario de la pandemia COVID-19,
con estudiantes de 2° afio de secundaria en una escuela pablica brasilefia.

Palabras clave Teoria de Situaciones Didacticas; Razonamiento intuitivo; Geometria espacial;

GeoGebra.

Title A didactic proposal supported by GeoGebra for the teaching of the Cavalieri
Principle

Abstract The objective of this work is to present the development of a didactic proposal oriented

to the teaching of the Cavalieri Principle with the contribution of GeoGebra, guided by
the Theory of Didactic Situations and the Categories of Intuitive Reasoning. Given the
difficulties of students in Spatial Geometry, we seek to support them in the development
of their geometric reasoning through visualization, perception and intuition. The adopted
methodology was the exploratory qualitative investigation. The application was carried
out remotely, due to the scenario of the COVID-19 pandemic, with 2nd year high school
students in a public school in Brazil.

Keywords Theory of Didactic Situations; Intuitive reasoning; Spatial geometry; 3D GeoGebra.

1. Introduccion

La Geometria forma parte del componente curricular del Bachillerato, siendo un requisito para la
evolucion cognitiva de los estudiantes en esta etapa escolar. Segun la Base Curricular Comun Nacional
(BNCC), creado por el Ministerio de Educacion del Brasil, las habilidades necesarias para una
comprension global de la Geometria se refieren a la interpretacion, construccion de modelos, resolucion
y formulacién de problemas matematicos que involucran nociones, conceptos y procedimientos
espaciales (Ministerio de Educacion del Brasil, 2018). La geometria esta presente en muchos objetos
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cotidianos, pero incluso siendo visualizada de una manera concreta todavia, sigue siendo un ambito en
el que los estudiantes de secundaria enfrentan dificultades de comprensidn, y asi lo sefialan autores como
Alves y Neto (2011, 2012), Oliveira y Leivas (2017), Cunha y Aguiar (2019) y Gutiérrez (2020).

En cuanto al objeto matematico en estudio - el Principio de Cavalieri - existe un problema en el
proceso de ensefianza y aprendizaje, en este aprendizaje, se ha evidenciado que el estudiante, lo explora
de manera mecanizada no explorando la visualizacidn y percepcidn necesarias para su comprension, en
algunas ocasiones debido a falta de profundizacién por parte del docente. Segun Paterlini (2010), el
Principio de Cavalieri se presenta cominmente sin demostracion, como una forma de evitar los
obstaculos a la evidencia temprana de esta teoria. Las dificultades se concentran en una sola afirmacion,
gue es admitida como plausible a través de un buen argumento y explicacion por parte del profesor.

Partiendo de esta premisa y teniendo en cuenta la importancia que tiene el Principio de Cavalieri
para la comprension de la Geometria por parte del alumno en el calculo de volimenes de solidos
geométricos, nos preguntamos: ¢ Como puede el estudiante desarrollar competencias geométricas sobre
volimenes utilizando el Principio de Cavalieri, desde una perspectiva de visualizacion y razonamiento
intuitivo? Para ello, se aprovechd el aporte de GeoGebra, ya que es un software de facil acceso y uso,
siendo eficiente para la ensefianza de la Geometria, entre otras areas (Silva y Abar, 2016; Alves, 2019;
Abar, 2020).

GeoGebra es un recurso que ayuda al docente a explicar contenidos que necesitan visualizacién
practica, siendo eficiente en la presentacion de situaciones dificiles de asimilar, donde el entorno virtual
permite la visualizacion y manipulacion de sus elementos y construcciones, posibilitando la
construcciéon del razonamiento geométrico y consecuente aprendizaje del estudiante. Mariotti y
Fischbein (1997, p. 221) plantean que “las definiciones de figuras geométricas basicas no son meras
convenciones en el campo de los hechos puramente arbitrarios; la geometria elemental y los conceptos
geométricos estan profundamente arraigados en la experiencia comun”. Asi, el software tiene el
potencial de estimular la intuicién y el razonamiento geométrico del estudiante, permitiendo la
deduccidny la interaccion a travées de la experimentacion del contenido. Ademas, segin Breda, Trocado
y Santos (2013) con caracteristicas 3D, GeoGebra hace mas accesible la representacion de elementos en
el espacio, colaborando para la comprension a través de la visualizacion.

El objetivo de este trabajo es presentar el desarrollo de una propuesta didactica orientada a la
ensefianza del Principio Cavalieri con el aporte de GeoGebra 3D, guiada por la Teoria de Situaciones
Didécticas y las Categorias del Razonamiento Intuitivo. Asi, este trabajo usa la Teoria de Situaciones
Didacticas como pauta para la aplicacion de la préctica docente, que busca enfatizar el rol del estudiante
en la construccién de su propio conocimiento, y la Teoria de Categorias del Razonamiento Intuitivo,
para observar como ocurre la comprension geométrica del principio de Cavalieri por parte del estudiante.

La metodologia adoptada para este trabajo fue la investigacion cualitativa, de tipo exploratorio,
como una forma de entender la visualizacién, percepcion e intuicién de los estudiantes a partir de
situaciones didacticas propuestas para el aprendizaje del Principio de Cavalieri. Esta propuesta didactica
se dirigi6 a un grupo de estudiantes de 16-17 afios de secundaria, de una escuela vocacional publica de
la ciudad de Fortaleza - Ceara, Brasil, que se desarrollé en dos encuentros virtuales.

En las siguientes secciones, hablaremos sobre aspectos histdricos, epistemoldgicos y didacticos
sobre el Principio de Cavalieri, la Teoria de Situaciones Didacticas y Categorias del Razonamiento
Intuitivo asociadas a GeoGebra y su relevancia para este articulo, asi como la metodologia aplicada con
sus respectivos resultados y consideraciones de los autores.
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2. Aspectos historicos, epistemologicos y didacticos del principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) fue un matematico y sacerdote italiano, quien realiz6 diversas
contribuciones al desarrollo de las Matematicas, en las areas de Trigonometria, Astronomia, Geometria
y Optica, siendo considerado uno de los precursores del Calculo Integral (Hoffmann, 2018). Sin
embargo, el nlcleo de este trabajo se centra en el objeto de estudio que lleva su hombre, el postulado
conocido como “Principio de Cavalieri”, cominmente utilizado en problemas que involucran el calculo
del volumen de solidos.

El enunciado del Principio de Cavalieri establece que “Dos solidos, en los que cada plano de
secado, paralelo a un plano dado, determina superficies de areas iguales (superficies equivalentes), son
solidos de volumenes iguales (solidos equivalentes)” (Dolce y Pompeo, 2005, p. 165). Cabe mencionar
que si bien la demostracion del Principio de Cavalieri no es facil de entender para los estudiantes de
secundaria (Cunha y Aguiar, 2019), se debe considerar la presentacion de ejemplos practicos para
ilustrarlo y probar su veracidad, la comprension de formas geométricas y razonamiento intuitivo, basado
en la visualizacién. Al respecto, el autor Gonzalo Zubieta B, en un articulo sobre los indivisibles de
Cavalieri, trae el aprendizaje sobre el célculo de volimenes bajo una perspectiva viable para el aula,
explicando que:

La introduccidn es de importancia para el profesor, ya que con frecuencia esta
maés preocupado por los criterios y reglas de la matematica, actual, que por el
aprendizaje de sus estudiantes, debido en gran parte a la influencia del
Formalismo, que en este nivel de ensefianza poco sentido tiene para el
estudiante. Esto es, consideramos mas transcendente el mostrar la vinculacion
de la matemética con el entorno que rodea el estudiante, que presentar una
matematica sistematizada para que el estudiante la aprecie, cuando no tiene
elementos para ello. (Zubieta B., 1997, p. 69).

Las geometrias planas y espaciales estan directamente relacionadas, ya que los postulados de una
sirven de base para comprender la naturaleza de la otra. A partir de esta relacion, Alves y Neto (2011)
sefialan que el sujeto (alumno) se apoya en imagenes mentales, vividas en su cotidianidad a partir de
objetos del mundo fisico para comprender la Geometria. Por otro lado, cuando este sujeto se somete a
algun entrenamiento formal, se espera que manifieste percepciones geométricas como linealidad,
regularidad, profundidad de las figuras. En cuanto a la profundidad, esto merece ser destacado, pues, a
pesar de exhibir un sesgo intuitivo, en general, en la ensefianza de la Geometria Espacial, las
representaciones se despliegan en el plano, transmitiendo una ilusoria impresion de pertenencia a un
espacio tridimensional.

Partiendo de una mirada epistemoldgica, se sabe que muchos estudiantes tienen dificultades para
comprender problemas geométricos (Oliveira y Leivas, 2017; Cunha y Aguiar, 2019), debido a que no
tienen una visualizacion y percepcion bien desarrollada de las representaciones geométricas. Oliveira y
Leivas (2017, p. 110) afirman que “La Geometria requiere la actividad de mirar con el entendimiento
de que una imagen dibujada en un plano es la representacion de un objeto tridimensional”. Asi, se
advierte que existe un obstaculo a superar, en cuanto a la articulacién entre las dimensiones
bidimensional (2D) y tridimensional (3D), es decir, la articulacion de la figura en el espacio y su
representacion.

Cunha y Aguiar (2019) mencionan que el exceso de pensamiento algebraico dentro de la
Geometria termina creando barreras cognitivas para el alumno, pues en varias ocasiones dicho
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razonamiento puede desconectarse. Es importante tener en cuenta que la visualizacién geométrica es
también un ejercicio que desarrolla el razonamiento del alumno, ayudandole a comprender las
propiedades geométricas y a resolver problemas. También segun los autores, el Principio de Cavalieri
no esta bien explorado en los libros de texto para el bachillerato, siendo insuficiente en varios aspectos,
como la presentacion de formulas prefabricadas, por ejemplo.

Didacticamente, al explorar el Principio de Cavalieri, los estudiantes podrian desarrollar una
perspectiva diferente sobre el espacio y la forma. Al comprender la idea de Cavalieri geométricamente
y al aceptar estos principios como intuitivamente evidentes, se pueden resolver muchos problemas de
medicion que normalmente requieren técnicas de calculo mas avanzadas (Cunha y Aguiar, 2019).

Asi, Gutierrez (2020) sefiala que la dificultad de entender la Geometria es una de las razones para
el uso de GeoGebra. La capacidad de ver la geometria de forma dindmica es una caracteristica del
software y puede ayudar en el desarrollo de habilidades geométricas en estudiantes de secundaria, para
gue mejoren en el aprendizaje de la geometria.

Reflexionando sobre tales aspectos, se decidio desarrollar una situacion didactica para trabajar el
razonamiento geométrico del alumno a partir de la visualizacién e intuicion sobre el Principio de
Cavalieri, utilizando el dinamismo de GeoGebra. Para este desarrollo, los siguientes apartados exploran
la Teoria de Situaciones Didacticas, que se utilizaran para organizar la situacion didactica, asi como las
categorias intuitivas de Efraim Fischbein (1987), para apoyar la comprension del razonamiento
geomeétrico del alumno desde el campo visual.

3. Teoria de Situaciones Didacticas

La Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), de Guy Brousseau sugiere un formato para entender
la relacion entre el trinomio: alumno, docente y saber, teniendo en cuenta también el medio (milieu) en
el que se produce la situacion didactica. Segun Brousseau (2008) el alumno aprende adaptandose a un
milieu que funciona como agente causante de dificultades, contradicciones y desequilibrios. En otras
palabras, “el medio es el sistema antagoénico del sistema ensefiado o ensefiado previamente” (Ingar,
2014, p. 69).

Brousseau (2008) perfila el trinomio mencionado como Tridngulo Didactico, donde cada uno de
sus vértices representa las relaciones existentes entre alumno-profesor, profesor-saber y alumno-saber.
Segun Santos y Alves (2017, p. 6), “Las relaciones entre profesor-saber, alumno-saber y profesor-
alumno se establecen en el triangulo, en funcion de sus vértices, que son asimétricos y conflictivos™, lo
que nos permite inferir que TSD permite una reflexion sobre las relaciones entre docente, alumno y
saber establecido, apuntando a un milieu expresamente formulado por el docente para instigar al alumno
a buscar el conocimiento, a medida que se adapta a las situaciones propuestas. La autonomia del alumno
se desarrolla en este sentido, a través de la toma de decisiones, la reflexion, la organizacion de ideas y
estrategias en base a sus conocimientos previos. De esta forma, el alumno, al actuar, puede transformar
la informacién que le brinda en conocimiento para si mismo, convirtiéndose en el protagonista de su
aprendizaje.

Brousseau (2008) sefiala que cada conocimiento esta vinculado, a través de la interaccién entre
dos 0 mas personas, a un tipo de situacion y estas interacciones pueden ocurrir a través de un juego,
problema / desafio o dispositivo con sus propias reglas de interaccién, donde el desarrollo de la situacion
hace que el estudiante aprehenda el conocimiento. El autor define que “una 'situacion' es un modelo de
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interaccién entre un sujeto y un entorno determinado” (Brousseau, 2008, p. 20). Asi, el término
“situaciones didacticas” se refiere a modelos que describen la relacion de actividades entre alumno,
docente y milieu.

La situacion didactica, para funcionar eficazmente, debe salvaguardarse en lo que trae Brousseau
como contrato didactico. Brousseau (2008) define el contrato didactico como un contrato verbal que
determina el rol de los sujetos - docente y alumno -, lugares y funciones de todos los involucrados en la
situacion didactica, en un sistema de obligaciones cuya reciprocidad es necesaria, Yy esta relacién esta
mediada por el saber.

Segun Brousseau (2008) la preparacion de una situacion didactica requiere que el docente elija
un problema que incite al alumno a pensar, provocando la interaccion entre el alumno y el entorno. Asi,
existe lo que Brousseau llama una situacion adidactica, en la que el alumno establece una relacién con
el problema y, sin ninguna ayuda, lo resuelve en base a sus conocimientos previos. Cabe mencionar que
las situaciones adidacticas se formulan para que coexistan con situaciones didacticas, caracterizando y
obedeciendo a un proceso didactico predeterminado por objetivos, métodos, recursos y conceptos. Las
cuatro fases o dialécticas de una situacion didactica, sintetizadas seguin Brousseau (2008), son:

Situacion de accion: inicialmente, es la toma de posicion frente al problema propuesto, reflejando y
simulando intentos de resolverlo, a través de la interaccion con el milieu;

Situacion de formulacion: en esta fase se produce un intercambio de informacién entre los alumnos,
junto con la verbalizacion de ideas y conjeturas, con el uso de un lenguaje mas adecuado, sin embargo,
sin la obligacion de utilizar explicitamente el lenguaje matematico formal;

Situacion de validacion: el alumno presenta su estrategia de solucion a la clase e intenta argumentar en
base a su razonamiento, comprobando si lo que conjetura es, de hecho, valido, mediante un lenguaje
matematico adecuado (demostraciones);

Situacion de institucionalizacion: la figura del docente sintetiza todo lo expuesto en los pasos anteriores,
de manera formal y con lenguaje matematico adecuado, orientado a establecer convenciones sociales y
develar su intencion con el problema propuesto, definiendo los objetos de estudio por a través de la
formalizacién y generalizacion.

La situacion didactica es pensada por el profesor para que el alumno desarrolle el saber. Ademas
de posibilitar la participacion efectiva de los estudiantes en sus clases, les brinda la oportunidad de
desarrollar su autonomia, construir conocimientos, formular estrategias y resolver problemas de manera
creativa, posibilitando su evolucion intelectual. Segun Gutiérrez (2020, p. 172) “La formacion del
profesor debe empezar por la transformacion del pensamiento docente espontaneo en un sentido analogo
a la necesidad de transformar el pensamiento del estudiante, sus preconceptos y errores conceptuales,
para posibilitar su aprendizaje”. Por tanto, la situacion didactica se percibe como algo en lo que prima
la dialéctica de la circunstancia y el contexto, y es fundamental que el docente haga el vinculo entre sus
etapas y la Transposicion Didactica (Chevallard, 1985) como una forma de asegurar que se logren los
objetivos planificados para la clase.

La TSD presenta momentos en los que prevalece la intuicion y el razonamiento implicito, como
la dialéctica de la acciéon y la formulacion, por ejemplo. En un intento por apropiarse de los
conocimientos, el alumno recurre a sus conocimientos previos, buscando construir modelos mentales
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gue le ayuden a resolver el problema. Para una mejor comprensién de la situacion didactica propuesta
en este trabajo, la siguiente seccion ilustra brevemente el concepto de intuicion, su relacion con la
Geometria y como GeoGebra puede ayudar al proceso de intuicion, percepcion y visualizacién
geomeétrica de los estudiantes.

4. Categorias del Razonamiento Intuitivo y GeoGebra

Segun Pais (1996), existen cuatro elementos fundamentales que influyen directamente en el
aprendizaje de la Geometria Euclidiana, ya sea plana o espacial, que son el objeto, el concepto, el disefio
y la imagen mental. Con respecto a estos cuatro elementos, es crucial agregar la semantica presente en
el lenguaje geométrico dentro de los problemas. Por tanto, segin el autor, dichos objetos y sus
respectivas representaciones graficas interfieren en el razonamiento procedimental y en la construccion
del conocimiento geométrico del alumno.

Fischbein (1993) sefiala que los objetos geométricos tienen dos componentes esenciales, gue son
el concepto y la imagen, que conciben el aprendizaje de la Geometria de manera considerable. Ademas,
la transicion de la etapa de experimentacién a la abstraccién requiere un equilibrio entre dichos
componentes, que a su vez puede ser proporcionado por el uso de software matematico, como es el caso
de GeoGebra, presentado en este trabajo.

Alves y Neto (2011) también sefialan desde la perspectiva de Fischbein que las figuras
geomeétricas se constituyen en un ente mental, elaborado a partir de un razonamiento geomeétrico, en el
gue una figura es diferente tanto de su definicion formal como de su definicion mental y a su vez, es
apoyado por una percepcion sensorial de una representacion particular proporcionada. Los autores
también afirman que:

[...] podemos concebir y comparar el camino de evolucion del razonamiento
de un alumno con el de un profesor. El primero, al conocer un tema por primera
vez, aun no tiene la familiaridad suficientemente desarrollada para afrontar
definiciones formales de este contenido. Por lo tanto, se basara principalmente
en el razonamiento intuitivo. Durante la evolucién y en el sucesivo avance de
sus etapas mentales de aprendizaje, el alumno, gradualmente, generaliza,
sistematiza y sintetiza las ideas fundamentales involucradas en esa materia. De
esta forma, el sujeto pasa al razonamiento logico y matematico. (Alves y Neto,
2011, p. 42).

En otras palabras, el razonamiento geométrico sobre un nuevo aprendizaje, parte inicialmente de
sus ideas previas y de sus percepciones comienza a conjeturar sus ideas, formalizandolas en una linea
de razonamiento que tenga sentido para él. Aln con respecto a la intuicién, Fischbein y Gazit (1984)
afirman que el término 'intuicion' significa, “basicamente, una evaluacion global, sintética, no
explicitamente justificada o prediccion. Un sujeto siente tal cognicion global como evidente, coherente
y duramente cuestionable” (Fischbein y Gazit, 1984, p. 2). Asi, en lo que respecta a la Geometria, los
teoremas existentes son enunciados que pueden demostrarse, en los que su veracidad (0 no) esta
garantizada por una secuencia de inferencias l6gicas, sustentadas en la estructura que inicia el modelo y
en otros teoremas previamente demostrados.

Para Fischbein (1982) la intuicion o el razonamiento intuitivo en Geometria puede ocurrir en la
resolucion de problemas, ya que el estudiante debe analizar, experimentar, evolucionar, abstraer y
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sistematizar, y luego construir su conocimiento matematico, donde las estructuras intuitivas son
componentes esenciales de toda forma de comprensién activa y pensamiento productivo. En estos
comportamientos o actitudes de los estudiantes se puede visualizar la dialéctica de la TSD - accidn,
formulacion y validacién - que configuran la situacion adidactica, haciendo un paralelo con lo que aporta
Brousseau en su teoria.

En este sentido, Fischbein (1987) clasifica la intuicion en categorias, considerando la relacién
entre intuicion y solucién, dividiéndose en intuiciones afirmativas, conjeturales y anticipatorias,
descritas a continuacion en la perspectiva de este autor.

Las intuiciones afirmativas se refieren a una representacion, una explicacion o una interpretacion
directamente aceptada por las personas como algo natural, evidente, intrinsecamente significativo, por
ejemplo, si alguien le pregunta a un alumno qué es una linea recta, lo mas probable es que intente trazar
una linea recta o mostraré el ejemplo de una linea recta (Fischbein, 1987).

Con respecto a las intuiciones conjeturales, el aspecto de la solucion es explicito, pero no esta
claramente involucrado en un esfuerzo de resolucién. Representan declaraciones sobre eventos futuros
o0 sobre el curso de un evento determinado. Esta categoria representa una vision global preliminar que
precede a una solucidn analitica y completamente desarrollada a un problema (Fischbein, 1982). El autor
ejemplifica en su obra Intuition and Proof:

Parece intuitivamente claro que las diagonales en un rectangulo son las
mismas, que el camino mas corto entre un punto y una linea es la perpendicular
trazada desde el punto a la linea, etc. Al mismo tiempo, estas afirmaciones
pueden probarse, aunque no es necesaria ninguna prueba y, de hecho, parece
bastante superflua. (Fischbein, 1982, p. 11).

Con respecto a las intuiciones anticipatorias, Fischbein (1982) sefiala que esta categoria de
intuicion proporciona una comprensién global de una posible forma de resolver un problema y, por lo
tanto, influye y dirige los pasos de busqueda y construccion de la solucion. En este caso, el alumno se
encuentra “en la fase de aplicacion concreta de estrategias, uso de formulas, elaboracion de dibujos que
ayuden efectivamente a la identificacion de una solucion”. (Alves y Neto, 2011, p. 44).

Fischbein (1987) en sus estudios analiza a fondo el proceso de ensefianza y aprendizaje afirmando
que, a menudo, los estudiantes enfrentan dificultades en su aprendizaje, comprensién y resolucién de
problemas en niveles més avanzados, debido a que sus técnicas y estrategias de razonamiento estan
impulsadas por modelos implicitos, a veces inadecuados. Asi, el docente debe buscar identificar dichos
modelos y brindar apoyo al alumno en la correccion de sus modelos mentales, para que su razonamiento
se construya adecuadamente.

En este sentido, el software GeoGebra tiene un gran potencial para desarrollar la intuicion y el
razonamiento geométrico del alumno a través de la percepcion visual. Al ser un software de geometria
dindmica con una ventana 3D disponible en su interfaz, permite la visualizacion de figuras. Seguin Alves
y Neto (2012) la exploracion de GeoGebra como herramienta tecnoldgica permite la visualizacion de
situaciones inimaginables, cuando se restringe a lapiz y papel.

Para hacer factible la construccién del razonamiento geométrico, Hohenwarter y Jones (2007)
afirman que GeoGebra proporciona una conexion mas cercana entre las capacidades simbdlicas, de
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manipulacién y visualizacion de CAS - Computer Algebra Systems -, asi como la mutabilidad dinamica
de DGS - Dynamic Geometry Systems dentro de su interfaz y dicen:

GeoGebra hace esto proporcionando no solo la funcionalidad DGS (donde el
usuario puede trabajar con puntos, vectores, segmentos, lineas y secciones
conicas), sino también CAS (donde las ecuaciones y coordenadas se pueden
ingresar directamente y las funciones se pueden definir algebraicamente y
luego dindmicamente cambiado), por ejemplo. (Hohenwarter y Jones, 2007, p.
127).

Mariotti y Fischbein (1997) afirman que existe un vinculo entre la Geometria y la realidad, porque
la Geometria necesita la realidad para que pueda servir de modelo para demostrar sus diversos
aspectos. Es un hecho que la Geometria esta presente en todas partes, lo que refuerza la necesidad de su
comprension para comprender el mundo que nos rodea. Asi, segun Oliveira y Leivas (2017) es
conveniente trabajar con situaciones de aprendizaje que estimulen el pensamiento del alumno para
relacionar figuras planas y espaciales, buscando desarrollar, a partir de sus observaciones, diferentes
puntos de vista, construyendo e interpretando sus representaciones. Breda, Trocado y Santos (2013)
sefialan que la alternativa de una visualizacion tridimensional se presenta como una forma de facilitar la
comprension de conceptos por parte del alumno, lo que favorece su aprendizaje.

De lo que se ha mostrado en este apartado, este estudio se basa en la relacion entre la intuicion,
el razonamiento geométrico y la Geometria Espacial, ya que la intuicion de la Geometria a través de la
visualizacion puede desarrollar el razonamiento geométrico del alumno, ayudandole a construir modelos
mentales adecuados a su evolucion cognitiva. El siguiente apartado ilustra de forma practica el
desarrollo de la propuesta didactica.

5. Metodologia

Para este articulo se adopté una metodologia cualitativa exploratoria, perfilada por un estudio de
caso, como una forma de observar los experimentos aplicados y anclar datos que verifican la relevancia
de este estudio para mejorar la comprension de la Geometria Espacial por parte del alumno. Segun Gil
(2002) los resultados de un estudio de caso se presentan como hip6tesis y no como conclusiones.

La investigacion se realiz6 con un grupo de veinte estudiantes, en el grupo de edad de 16-17 afios,
de una escuela vocacional publica de la ciudad de Fortaleza - CE. La aplicacién se llevé a cabo en dos
reuniones extra-clase, en las que se invitdé a los estudiantes a participar en un momento de
experimentacion utilizando geometria dinamica utilizando el software GeoGebra. Las reuniones se
realizaron de forma remota, debido al escenario actual de la pandemia del Nuevo Coronavirus (COVID-
19), utilizando la plataforma Google Meet.

La estructuracion de la situacion didactica siguié: (i) Presentacidn de los temas que componian la
situacion didactica y establecimiento del contrato didactico; (ii) Disponibilidad de construcciones en
GeoGebra; (iii) Manipulacion de construcciones por parte de los estudiantes, en busca de soluciones y
construccién de conocimiento sobre el Principio de Cavalieri; (iv) institucionalizacién basada en las
respuestas de los estudiantes, corrigiendo conclusiones erroneas y presentando una conceptualizacion
formal del Principio de Cavalieri.
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Para la recoleccion de datos se utilizaron dos formularios electronicos, un cuestionario inicial para
encuestar a la clase sobre sus conocimientos de GeoGebra y un cuestionario final para capturar sus
impresiones sobre los encuentros, un archivo de grabacion de video desde el momento del encuentro y
registro fotogréafico. Para preservar la identidad de los participantes en esta aplicacion, los nombres de
los estudiantes han sido representados por Alumno 1, Alumno 2, etc.

Se eligié la Teoria de Situaciones Didacticas para orientar los pasos en el desarrollo de la
secuencia didactica, mientras ocurren observaciones y descripciones de las categorias del razonamiento
intuitivo de Fischbein, analizando las manifestaciones de la intuicion a partir de la visualizacién
geométrica con el apoyo de GeoGebra.

Las construcciones en GeoGebra se pusieron a disposicion de los estudiantes, como una
alternativa para optimizar el tiempo y enfocarse en la manipulacién y comprensién de las propiedades
geomeétricas que ayudan en la construccién del concepto sobre el Principio de Cavalieri.

5.1. Aplicacién de la situacion didéactica

En la dinamica del primer encuentro, se estableci6 el contrato didactico con la clase, presentando
el conjunto de pautas para la realizacion de los dos momentos. Segun Brousseau (2008), el contrato
didactico consiste en un conjunto de comportamientos esperados por parte del profesor y los alumnos,
mediados por el saber.

En el contrato didactico con la clase, se explico que resolverian una situacion didactica, parte de
una investigacion, reforzando que la participacion de todos era de gran importancia. Se pidi6 al grupo
que registrara las reuniones mediante fotografias o una pantalla de impresion de la pantalla del teléfono
celular, tanto de los célculos anotados en sus cuadernos como de las manipulaciones en GeoGebra. Se
instruye a los estudiantes para que realicen célculos utilizando el software y escribiendo en el cuaderno,
como una forma de comparar y reflexionar sobre las respuestas. Ademas, se les indico que utilizaran el
chat o el micréfono de la plataforma para dialogar, preguntar y / o validar sus respuestas. Ademas, se
explicé que responderian dos formularios, uno inicial y otro final y se establecié que todos recibirian las
construcciones 1, 2 y 3 como archivos GeoGebra (.ggb) a través del grupo de WhatsApp.

Luego, se presentaron las preguntas de la situacion didactica, como se muestra en la Tabla 1:
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Pregunta 1: Dada la construccion
1, determine lo que se solicita en los
siguientes elementos:
Construccion 1

= Q

a) ldentifique las medidas de los
bordes.

b) Calcule el &rea de la base y el
volumen de esta construccion.

c) Presente los calculos escritos a
mano Y luego use las herramientas
de GeoGebra, verificando sus
hallazgos.

Pregunta 2: Dada la construccion 2,
determine lo que se solicita en los
siguientes elementos:
Construccion 2

_

-

-
=

a) Identifique las medidas de los
bordes.

b) Calcule el area de la base y el
volumen de esta construccion.

c) Muestre los célculos escritos a
mano y luego use las herramientas de
GeoGebra.

Pregunta 3: Analizando las
construcciones 1y 2:

Construcciones 1 e 2

“

~

a) Manipula la medida de la
altura de las construcciones con
las herramientas de GeoGebra.

b) ¢Qué tienen estas
construcciones en comun?

Tabla 1. Preguntas de la situacién didactica propuesta

El conjunto de preguntas trabaja sobre la situacién didactica de TSD - accion, formulacién y
validacion para resolver los problemas presentados, desarrollando habilidades como la percepcion
geométrica y la intuicidn a través de la visualizacion y manipulacién de construcciones en GeoGebra -
Calculadora 3D. Segun Breda et al. (2013, p. 64) “La posibilidad de visualizar en 3D parece ser una
forma de facilitar la aprehension de conceptos y favorecer el aprendizaje de los estudiantes”.

Para familiarizar la clase con respecto a GeoGebra, la docente proyecto la pantalla de su teléfono
celular (Figura 1) en el aula remota, presentando la aplicacion Calculadora 3D en su version para
smartphones. Asi, mostr6 algunas funcionalidades béasicas de la aplicacion, la ventana de algebra y la

ventana 3D.

Iz ol

Mover Ponto

2

Ferramentas Basicas

r Intersegdo Planificaca
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Piramide Cubo
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Figura 1. Presentacion de la aplicacion Calculadora 3D, para smartphones. Fuente: elaboracién propia
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La Figura 1 muestra la interfaz inicial de la aplicacion Calculadora 3D, explorada por la clase. A
continuacion, se propuso la primera pregunta de la situacion didactica, donde la construccion 1 se puso
a disposicion en formato (.ggb) para el grupo de alumnos.

En la situacion de accion, los estudiantes manipularon y exploraron la construccion 1 presentada
dentro de la aplicacién Calculadora 3D, mediante rotacion, ampliacion y reduccion, buscando la
informacidn necesaria para resolver la pregunta propuesta.

Al preguntar a la clase: “; Qué poliedro es este?”, La respuesta inicial, posiblemente intuitiva, fue
decir “jes un cubo, profesoral”, incluso sin que se hayan presentado las medidas de los lados. Después
de burlarse y durante la manipulacidn, algunos estudiantes del grupo se dieron cuenta de que no era un
cubo. El extracto de algunas declaraciones fue:

“No es un cubo, porque los ‘lados’ no son todos iguales” (Alumno 1)
“Ahora vi que no es un cubo, porque la altura es diferente a la base” (Alumno 2)
“Parece un cubo, pero no lo es. Es un adoquin” (Alumno 3).

Segun Fischbein (1982), la experiencia mental es una reproduccion del proceso practico basado
en ensayo Yy error orientado a objetivos. La prueba perfecta no tiene sentido para la forma de pensar
empirica natural, justificando por qué los estudiantes se refirieron a la construccién como un cubo
inmediato, en base a sus vivencias, sin recurrir a una demostracion. “Para comprender realmente lo que

significa una prueba matematica, la mente del estudiante debe sufrir una modificacion fundamental”
(Fischbein, 1982, p. 17).

A partir de la manipulacion de la construccion, utilizando el comando “distancia, longitud o
perimetro”, los alumnos pudieron encontrar las medidas de los bordes, tanto del poligono base como de
los bordes laterales, que corresponden a la altura del prisma. Esto se puede ver en la Figura 2, que
corresponde a la presentacion del Alumno 4:

Con base en las medidas encontradas en la Figura 2, los estudiantes comenzaron a buscar los
resultados del area base y el volumen de la construccidn, a partir de sus conocimientos y percepciones
previas sobre la construccidn, configurando la dialéctica de formulacion TSD.

La validacion se produjo tras el didlogo y la participacion en clase. Algunos alumnos del grupo
compartieron sus ideas con los presentes, exponiendo sus percepciones, conjeturas y sus notas sobre la
construccidn, escuchando a los demas y construyendo sus conocimientos.

Cabe mencionar que la validacion presentada por el Alumno 2 fue incorrecta, ya que presentd el
area de la base de la construccién usando uno de los bordes de la base y la medida del borde lateral (3.58
* 4 = 14.32). Incluso demostrar el valor de esta area en GeoGebra, no fue la respuesta que pedia la
pregunta. Fischbein (1993) en su perspectiva, sefiala que, en el razonamiento matematico, los objetos
materiales -sélidos o dibujos- son solo modelos materializados de las entidades mentales con las que
trata el matematico. Por tanto, una figura geométrica no es un mero concepto, sino una imagen visual.
Entonces, el error del Alumno 2 provino de una observacion errénea de la imagen.

Luego de la discusion, el Alumno 3 mostrd su pantalla con la vista superior de la construccion en
GeoGebra, comprobando que la base es un cuadrado y expuso las medidas respectivas, como se muestra
en la Figura 3:
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slolume de b = 51.27

Figura 2. Respuesta del alumno 4 Figura 3. Vista superior de la construccion 1
elaborada y presentada por el Estudiante 3.

El elemento de la Figura 4 es una comparacion entre los calculos no rutinarios y la verificacion
de la respuesta basada en la manipulacién que no es de GeoGebra:

e
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Figura 4. Comparacion entre respuestas escritas y GeoGebra del Alumno 3.
En la Figura 4, se puede observar que el Alumno 3, al realizar los calculos manualmente, sintié

la necesidad de visualizar la imagen del adoquin de la construccién 1, tanto es asi que garabated un
dibujo para su mejor comprension. En este caso, segun Fischbein (1982), se da un nivel de aceptacién
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intuitiva en esta Figura 4, refiriéndose al hecho de entender la validez universal de la declaracién como
garantizada e impuesta por la validez de la prueba.

En cuanto al segundo problema propuesto, como la clase ya conocia GeoGebra, se optimizé el
proceso de manipulacion de la construccion y solucién de la situacién propuesta. EI descubrimiento de
la herramienta de planificacion generd entusiasmo e interés. Uno de los estudiantes uso la expresion
“iQué genial!” como demostracion de la reaccién al ver el edificio en movimiento, abriendo y cerrando
el patron. Las figuras 5, 6 y 7 intentaron registrar este movimiento, asi como el reconocimiento del

solido formado:
BTN - .

A= (0,0,0)

O «X=(0.0,0) + (222 cos(t), -
® B=(222,00)
@ — C (-2.22,0.0)

O d:X=(222.0.0) + (2.22 cos(t

O eX=(-2220.0)+ (222 cou
@ D=(111.1920) d

Figura 5. Movimiento de la planificacion de la construccion 2. Fuente: elaboracion propia

Figura 7. Construccién del prisma planificado y su croquis 3D. Fuente: elaboracion propia

Al manipular la construccion 2, los estudiantes la reconocieron como un prisma de base hexagonal
y realizaron los mismos procedimientos realizados en la situacién de la pregunta 1, donde descubrieron
las medidas de la base y los bordes laterales, configurando la dialéctica de la accién. Asi, algunos
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estudiantes del grupo recurrieron a lo que Fischbein (1987) clasifica como intuicion anticipatoria, donde
hay una nocion de los pasos a seguir para resolver el problema y la estrategia a utilizar para ello.

Sin embargo, en la formulacién, al elaborar las conjeturas para realizar los procedimientos de
célculo manual, los alumnos no recordaban cémo calcular el &rea de un hexagono. Hasta que una
intuicion conjetural del Alumno 2 facilit6 el insight del grupo:

“Un hexagono esta formado por seis tridngulos equilateros. Si sé como calcular el
area de un triangulo equilatero, simplemente multiplique el area por 6” (Alumno
2).

El discurso del alumno 2 describe la dialéctica de la formulacion, que a su vez estd marcada por
la elaboracion de conjeturas. En la perspectiva de Fischbein (1987) parece que el Alumno 2 presentd
una intuicion conjetural, ya que los elementos necesarios para la solucién ya estaban explicitos en la
construccidn, pero el estudiante atin no podia ver la solucion.

Después de una discusion y una comprension estructural intuitiva de las férmulas matematicas
para calcular el &rea del tridngulo equilatero y, posteriormente, el area del hexagono, los estudiantes
demostraron la veracidad de sus calculos manuales con la calculadora (por contener aproximaciones
decimales) e interactuando con la construccién en GeoGebra, lo que da la dialéctica de validacion,
verificada en la Figura 8:

TSV VVIIIIIITE

Figura 8. Comparacion entre céalculo escrito y resultado en GeoGebra del Alumno 3.

Fischbein (1993, p. 141) sefiala que “las propiedades de las figuras geométricas son impuestas o
derivadas de definiciones en el dominio de un sistema axiomatico dado”. Desde este punto de vista, una
figura geométrica también es de naturaleza conceptual. En la Figura 8, al asumir conceptualmente que
la construccion corresponde a un prisma de base hexagonal, verificando las medidas de la base y aristas
laterales, se encontr6 mediante un conjunto de procedimientos, valores del area de la base y volumen,
con mismos resultados numéricos, considerando el redondeo de decimales.

Y finalmente, se presentd la tercera pregunta de la situacion didactica, que busca estimular la
concepcion de la generalizacién del Principio Cavalieri. Al visualizar las construcciones 1y 2 (una al
lado de la otra), se instruyd a los estudiantes para que las observaran y manipularan, modificando las
medidas del borde de la base y la altura, siempre dando el mismo valor a estos bordes en ambas
construcciones y viendo sus resultados. Vea el ejemplo de esta modificacion en la Figura 9, donde el
Alumno 2 manipula la altura:
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edeh=51.22

h=4
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Areade WyV4U;T, = 12.81

Area de DGCFEB = 12.8

Volume de | = 76.89

Figura 9. Manipulacion de las construcciones 1y 2 por el Alumno 2.

En la Figura 9, los estudiantes observaron que, al manipular la medida de altura en ambas
construcciones, pero dejando la misma medida en los dos sélidos, el volumen también era el mismo,
con minimas diferencias derivadas del truncamiento de decimales. La pregunta “;qué tienen en comun
estas construcciones?”, planteada por el docente, fue respondida por 3 participantes:

misma” (Alumno 2).

(Alumno 3).

“Profesora, el area base es la misma” (Alumno 1).
“Ah, recuerdo que en la dltima clase habiamos hecho los célculos y la altura era la

“Profesora, el area de la base es la misma, jla altura y el volumen también!”

Tras solicitar la manipulacién y modificacion de las medidas de las dos construcciones, algunos
alumnos llegaron a la conclusion de que “el volumen siempre permanece igual”. Verificadas estas
observaciones, se inicid la dialéctica de la institucionalizacion. Para Brousseau (2008), este es el
momento en que el docente sintetiza significativamente todo lo expuesto en los pasos anteriores,
formalizando el caracter matematico de lo validado por los estudiantes.

El docente presentd una definicién formal sobre el objeto propuesto en la pregunta, que en este
caso era el Principio de Cavalieri. Esta definicidn fue tomada del libro de texto adoptado por la escuela
(Leonardo, 2016), ilustrado en la Figura 10:

Dois sélidos, S, e S,, apoiados em um plano « e contidos em um mesmo semi-
espaco, terao o mesmo volume V'se todo plano B, paralelo a a, secciona os dois
solidos segundo regides planas de mesma area (A).

sélido S,

solido S,

=

Figura 10. Institucionalizacion realizada por el docente. Fuente: Leonardo (2016).
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Luego de presentar la definicion del Principio Cavalieri, el docente se refiridé a la situacién
didactica propuesta, considerando que la intencion de esta aplicacién era brindar una oportunidad para
una investigacion, vivida por los estudiantes, a través de la visualizacién y percepcion que GeoGebra
hizo posible en el construccién del razonamiento geométrico y comprensién de este tema.

6. Resultados y Discusion

Los resultados presentados buscan respuestas para la pregunta (Cémo puede el estudiante
desarrollar competencias geométricas sobre volimenes utilizando el Principio de Cavalieri, desde una
perspectiva de visualizacion y razonamiento intuitivo? y en este apartado, los datos se recogieron de la
aplicacion de la propuesta didactica realizada en los encuentros, caracterizando las impresiones de los
estudiantes sobre el uso de GeoGebra y su utilidad para la comprension de la Geometria, culminando en
el aprendizaje sobre el Principio de Cavalieri. Luego de ser recibidos, se aplicé el cuestionario inicial,
el cual nos brindd los siguientes resultados:

e En la pregunta “;Conoce GeoGebra?” 15 de los estudiantes participantes dijeron que si,
mientras que 5 dijeron que no sabian;

e Cuando se les preguntd si alguna vez habian usado GeoGebra para resolver ejercicios
matematicos, 15 estudiantes dijeron que nunca lo habian usado, mientras que 5 habian usado el

software;

e En total, 16 estudiantes participantes expresaron dificultades para dibujar figuras espaciales a
mano;

e Todos los participantes dijeron que estaban interesados en estudiar Geometria de una manera
mas dindmica.

Las respuestas de los estudiantes nos muestran que un numero significativo conoce o ha oido
hablar de GeoGebra. Sin embargo, un nimero significativo de estudiantes nunca utilizo el software para
resolver ejercicios. A partir de las respuestas dadas y las interacciones de los estudiantes con la
construcciéon durante las reuniones, nos dimos cuenta de que los estudiantes desarrollaron el
razonamiento geométrico de manera intuitiva.

En cuanto al cuestionario final, se busc una vision subjetiva sobre la manipulacion en GeoGebra.
Al recoger la opinion de los alumnos, obtuvimos que el 75% de los alumnos marcé la opcion “Me
parecié muy interesante”, mientras que el 25% marcéd “Me parecié razonable”. Ningin alumno marcéd
las alternativas “Me result6 muy dificil” y “Me resulté poco interesante”. Asi, se puede inferir que
GeoGebra fue un recurso que llamo la atencidn y despertd el interés de una parte importante de los
estudiantes participantes. Al solicitar que justifiquen su respuesta sobre esta propuesta didactica con el
GeoGebra, aparece un fragmento de algunos discursos:

“Encontré un tema interesante, una herramienta que ayuda mucho” (Alumno 1).
“Crea conocimiento dindmico, que hace que el aprendizaje sea efectivo” (Alumno
2).

“Lo encontré un poco dificil, porque nunca habia usado” (Alumno 3).
“GeoGebra para dispositivos moviles es un poco dificil” (Alumno 4).

“Disfruté mucho la clase y logré absorber muchas cosas, aprendi mucho” (Alumno
5).

“Es muy préctico y sencillo, muy facil de usar y muy util también” (Alumno 6).
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“Me pareci6 muy interesante descubrir areas, volimenes, aristas y bases” (Alumno
7).

“Nunca lo usé, lo encontré INCREIBLE” (Alumno 8).

“Creo que después de que aprendes a manejarlo, es muy practico y ciertamente
ayuda y fomenta muchos estudios matematicos” (Alumno 9).

“Lo encontré muy simple, pero necesito mas tiempo usando el programa para
mejorarlo fue algo nuevo, fue interesante después del entrenamiento” (Alumno
10).

El informe de estos estudiantes muestra la importancia de tener en cuenta en el proceso de
aprendizaje elementos subjetivos como la atencién, el interés, la emocion e incluso la memoria, que
constituyen su contexto cognitivo. En este sentido, los procesos cognitivos en el aprendizaje de los
estudiantes se constituyeron como supuestos tedricos originados a partir de la propia movilizacion del
estudiante en el aprendizaje. Asi, como forma de potenciar las condiciones de aprendizaje, es importante
fomentar una participacion del alumno, buscando desarrollar su rol en la construccion de su
conocimiento.

Con esta aplicacién y recoleccion de datos, se not6 que la situacion didactica de la TSD permitié
la construccion de este nuevo conocimiento adquirido desde la autonomia del alumno, el cual comenz6
a investigar, buscando la solucién de la situacion didactica a través de sus conocimientos matematicos.
Sobre el contenido revisado o aprendido en esta aplicacion, algunas de las respuestas mas comunes
recopiladas fueron:

“Revise el area del triangulo equilatero, el volumen del prisma y también
aprendi el Principio de Cavalieri” (Alumno 1).

“Principio de Cavalieri, area del tridangulo equilatero y mucho mas” (Alumno
2).

“Area, volumen, figuras espaciales, planificacion” (Alumno 3).

“Manejo de GeoGebra” (Alumno 4).

En un analisis de sus discursos, se advierte que GeoGebra posibilitd el desarrollo de la capacidad
de razonamiento del alumno, ya que éste pensaba, simulaba y elaboraba estrategias, verbalizaba ideas y
conjeturas y aprendia de sus propias percepciones. Segun Alves (2019) se puede incentivar a los
estudiantes a investigar y determinar propiedades extraidas de la geometria a partir de las
configuraciones de la construccién realizada en GeoGebra. Asi, se entiende que se han movilizado
categorias intuitivas y, en una perspectiva futura, se pueden mejorar a medida que se fomente el uso del
software.

Brousseau (2008) explica que el momento en que el alumno construye conocimiento se da en la
situacion adidactica, y en este caso la propuesta didactica de este trabajo se construyd para que el alumno
pudiera interactuar con un entorno sin la intervencion del docente, que de hecho ocurrié.

Fischbein (1987) nos muestra que podemos identificar modelos mentales inadecuados desde una
base intuitiva, basada en el conocimiento sobre las formas de manifestacion del razonamiento intuitivo,
adaptando nuestros modelos de transmision didactica. También de acuerdo con Fischbein (1987), en
cualquier actividad matematica se puede identificar la dimension intuitiva, que se refiere principalmente
a la dinamica de la aceptacién subjetiva de una idea matematica, lo cual también ocurrié cuando los
estudiantes percibieron las relaciones geométricas entre las figuras con el soporte del GeoGebra.

Sociedad Canaria Isaac Newton Vol. 110 + marzo de 2022 | 57
de Profesores de Matematicas



Una propuesta didactica apoyada por GeoGebra para la ensefianza del Principio de Cavalieri
R.T. Sousa, F. R. Vieira Alves, I. F. Azevedo

Al concluir que los volumenes de cualquier prisma, con igual area de base y altura, también eran
iguales, los estudiantes alcanzaron el objetivo de la propuesta didactica. Asi, la busqueda de una solucion
gener6 un resultado satisfactorio, proporcionando la construccion de conocimiento.

7. Consideraciones finales

Con esta aplicacion podemos analizar que la propuesta didactica desarrollada con uso del
GeoGebra - Calculadora 3D permiti6 la construccion de conocimientos sobre el Principio de Cavalieri,
obteniendo un resultado satisfactorio, ya que las preguntas exploradas permitieron una evolucion de la
percepcion geométrica de los estudiantes sobre del contenido matematico en cuestion, alcanzando el
objetivo de la investigacion, ya que los estudiantes fueron capaces de construir nuevos conocimientos a
partir de la exploracion de la asociacion entre GeoGebra y las preguntas presentadas.

Ademas, los testimonios de los estudiantes dan legitimidad respecto al aporte que hizo posible
GeoGebra, a través de la manipulacion de construcciones, permitiendo la experimentacion y exploracion
de conceptos dentro de la Geometria Plana y Espacial, mostrandose como una herramienta dinamica e
interactiva.

Es de destacar que la dialéctica brindada por TSD brindd mediacion de manera focalizada, donde
el apoyo brindado por GeoGebra en cuanto a la visualizacion y manipulacion de construcciones permitié
al alumno estructurar conjeturas y explorar conocimientos que componian la identificacién de
intuiciones verificadas en el desarrollo de la aplicacién.

Asi, GeoGebra en su version para smartphones - Calculadora 3D - es un recurso alternativo mas
accesible para los estudiantes y que puede ser promovido en las escuelas como un aporte a la ensefianza,
no solo sobre el Principio Cavalieri, sino también sobre varios temas relacionados con las matematicas.
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