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El presente manual tiene como propésito fundamental servir de base para la asignatura
de Fisica Estadistica (Grado en Fisica de la Universidad de Extremadura). En particular, los
8 capitulos de los que consta este manual estan esencialmente asociados a las palabras
clave o descriptores del curso cuatrimestral de Fisica Estadistica que actualmente se impar-
te en la Universidad de Extremadura. El manual estd dividido basicamente en dos grandes
bloques (capitulos 1 al 7) dedicados a la descripcion estadistica de sistemas clasicos y
cuanticos en equilibrio. Ademds, incluye en el capitulo 8 una pequefa introduccién a la
teorfa cinética elemental de los gases diluidos. En lo que respecta a los capitulos 1-7, par-
tiendo del famoso postulado de igualdad de probabilidades a priori, se introducen los
colectivos microcandnico, candnico y gran candnico (o candnico generalizado) tanto para
sistemas cldsicos como cudnticos. Una vez introducidas las densidades de probabilidad en
cada colectivo, se presta una especial atencién a la conexién con la Termodindmica asi
como a la equivalencia entre los tres colectivos a nivel de valores medios para sistemas
macroscépicos. Dado que se trata de un curso introductorio, la gran mayoria de aplicacio-
nes se restringen al caso de sistemas ideales.

Es importante sefialar que el manual se centra tanto en la introduccién de los funda-
mentos de la Fisica Estadistica de equilibrio como en los limites de validez de la misma. De
este modo, aunque no se rehidye de un andlisis matematico riguroso, los conceptos se
introducen con frecuencia de forma sencilla obviando un andlisis matemdtico complejo.
Ademds, para facilitar la asimilacion de las ideas y conceptos tedricos expuestos en el
manual, se incluyen al final de cada capitulo una serie de problemas resueltos.

Por todo ello, esperamos que este manual pueda ser (til como curso introductorio de
la Fisica Estadistica no s6lo a los estudiantes de la Universidad de Extremadura, sino tam-
bién a otros estudiantes de distintas universidades.
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CAPITULO 1
COLECTIVIDAD

1.1. INTRODUCCION

El objetivo esencial de la Mecanica Estadistica es deducir las leyes que
rigen el comportamiento de los sistemas macroscopicos partiendo de una
descripcién microscopica de los mismos. La Mecédnica Estadistica considera
que los sistemas estan constituidos por particulas (dtomos o moléculas) cu-
yo comportamiento viene regido por las leyes de la Mecénica. A partir de
esa descripcion, la Mecanica Estadistica trata de obtener las leyes fenome-
noldgicas de la Termodindmica, el Magnetismo y otros campos especificos
de la Fisica. Sin embargo, es evidente que la posibilidad de realizar dicha
descripcion microscopica es muy complicada e inabordable dado que hay que
integrar las ecuaciones de movimiento para un ntimero de particulas del orden
del niimero de Avogadro (10% particulas por mol).

Por otro lado, es también casi evidente que la resolucion exacta de las
ecuaciones de movimiento de cada una de las particulas es innecesaria para
nuestros fines ya que caracterizar el estado macroscépico requiere el conoci-
miento de pocos parametros (como presion, temperatura o densidad). Ello
significa que al pasar de una descripcién microscépica a una macroscopica hay
una contraccion en cuanto a la descripcion del sistema ya que seleccionamos
gran parte de la informacién contenida en la descripcion microscopica.

;. Como se efectiia el paso de una descripcion a otra? Las técnicas a utilizar
las proporciona la Estadistica Matemédtica. Sin embargo, como veremos en
este capitulo, la Mecédnica y la Estadistica Matematica no son suficientes para
el desarrollo de la teoria ya que necesitamos introducir ciertas hipdtesis para
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construir el andamiaje de la Mecénica o Fisica Estadistica. Estas hipétesis
las desarrollaremos en este capitulo.

Hagamos en primer lugar una pequena revisién de algunos conceptos de
Mecanica Clasica que utilizaremos con cierta frecuencia en este manual. En
un sistema clasico, para determinar la posicién de N particulas se requieren
3N magnitudes (para un sistema tridimensional), que pueden ser por ejemplo
las coordenadas cartesianas de cada una de las particulas. Puede ocurrir
que existan m ligaduras en el sistema (por lo que existen m ecuaciones que
ligan las 3N coordenadas), por lo que en ese caso resultard que existen sélo
3N — m magnitudes que son realmente independientes. Decimos que en ese
caso existen 3N —m grados de libertad. Definimos los grados de libertad de un
sistema al ntimero de parametros necesarios y suficientes para fijar la posicién
de cada una de las particulas del sistema en cualquier instante. A ese conjunto
de coordenadas independientes las llamamos coordenadas generalizadas {g;}.
A las derivadas de las coordenadas generalizadas respecto del tiempo las
llamamos velocidades generalizadas.

Supongamos que nuestro sistema tiene f grados de libertad. En este caso,
el espacio de configuracién asociado a las posiciones viene definido por las
coordenadas generalizadas {qi, s, . .., ¢s}. En ese sistema podemos definir la
funcién lagrangiana L como

L({qi},{q‘i},t> =T-V (1.1)

donde T es la energia cinética y V' la energia potencial. Las correspondientes
ecuaciones de Lagrange de movimiento vienen dadas por

__——':O’ 22172a7f (12)

Es conveniente introducir los momentos (o cantidades de movimiento) gene-
ralizados como

o
04

y a partir de ellos definir el hamiltoniano H como

pi (1.3)

H<{qi} : {Qi}7t> = Zi: pidi = L({qi} Adi ,t>. (1.4)
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A partir del hamiltoniano se pueden obtener las 2 f ecuaciones de movimiento

de Hamilton: 9 P
q 3]%‘ p ( )

De igual modo que las coordenadas generalizadas son utilizadas para cons-
truir el espacio de configuraciones, podemos construir el llamado espacio de
las fases de 2f dimensiones que corresponden a f coordenadas generalizadas
y f momentos generalizados. En la descripcién hamiltoniana (1.5), un punto
de este espacio determina de forma tinica el estado dindmico del sistema y su
evolucién temporal viene representada por una curva en dicho espacio fasico.

1.2. DESCRIPCIONES MACROSCOPIA Y MICROSCOPICA

En general, resulta practicamente imposible trabajar con modelos muy
cercanos a los sistemas reales debido a la gran complejidad matematica que
presentan. Por ello, el procedimiento general en fisica es introducir modelos
simplificados que capturen alguna de las propiedades esenciales del sistema
real y, en consecuencia, presenten un acuerdo cualitativo con algunas de las
propiedades del sistema real.

Como decfamos en la seccion anterior, la especificacion microscépica del
estado macroscopico requiere una altisima cantidad de parametros. Por ello,
es razonable pensar que existan una gran cantidad de estados microscopicos
que sean compatibles con un estado macroscopico dado. Desde un punto de
vista puramente mecdnico, el estado del sistema en todo instante se carac-
teriza por el conocimiento de sus coordenadas y momentos generalizados.
Llamaremos microestado al estado del sistema definido de esta forma. Por
otro lado, si el sistema es macroscdpico (es decir, f es un numero muy grande
del orden del nimero de Avogadro) entonces su estado puede caracterizar-
se en la practica con un nimero muy reducido de variables. Llamaremos
macroestado al estado del sistema definido de esta forma.

Por todo lo anterior, es evidente que dado un macroestado existe una enor-
me cantidad de microestados posibles compatibles con dicho macroestado. La
idea basica de la Fisica Estadistica consiste en asociar a todo macroestado
un conjunto de microestados accesibles al mismo. Dicho conjunto de microes-
tados se suele denominar una colectividad de Gibbs. Como es practicamente
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imposible saber en qué microestado se encuentra realmente el sistema, consi-
deramos que todos ellos son posibles (siempre claro estd que sean compatibles
con dicho macroestado) pero sujetos a una distribucién de probabilidades.

Definimos asi una densidad de probabilidad p( {g:} {pi} ,t) en el espacio
de las fases de modo que

P({Qi} ) {Pz‘};t)dql ..dgy dpy ... dpy

representa la probabilidad de que en el instante ¢ el sistema se encuentre en
un punto del espacio fasico con coordenadas comprendidas entre q; v ¢ +dqq,
@Y 2 +dg, ..., g +dgs y con momentos comprendidos entre p; y p1 +dpy,
P2y p2 +dpa, ..., py + dps. Por comodidad, se suele introducir la notacién
compacta

¢={q}. p={p}., dg=dpdg...dg, dp=dpdp,...dp;,

de forma que

p({a:} Api}t)day .. dqy dpy ... dps = plg, p;t)dqdp.

La densidad de probabilidad tiene la condicién de normalizacién

/dq dp p(g,p;t) = 1. (1.6)

La funcién p ha de anularse para aquellos valores de ¢, p y t que lleven a
un microestado no compatible con el macroestado en que se encuentre el
sistema en el instante t. Como hemos dicho antes, ese conjunto de répli-
cas macroscopicamente idénticas o equivalentes las llamamos colectividad de
Gibbs.

La siguiente cuestion interesante es jcomo establecer la conexion entre
magnitudes macroscopicas y microscopicas? Dicha conexién es directa cuan-
do la variable dindmica en cuestién puede definirse a nivel microscépico. El
punto de conexién inicial es el de identificar la energia interna (tal como
se define en Termodinamica) con la energia mecdnica total (la que poseen
las particulas a escala microscopica). Esto ya impone una condicién sobre
el modelo mecanico asociado: si obedece el Primer Principio de la Termo-
dinamica, debe ser conservativo y las fuerzas a considerar deben derivar de
un potencial.
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Figura 1.1: Descripcién termodindmica (linea regular denotada por (A)) y descrip-
cién estadistica (linea irregular). Las lineas discontinuas muestran de forma cualia-

tiva el tamano de las fluctuaciones medido a partir del desplazamiento cuadratico
medio AA.

Sea A(g, p) una variable dindmica (o sea, puede definirse a nivel de particu-
la). A cada macroestado le corresponde un nimero muy grande de microes-
tados con valores de (¢, p) distintos y por lo tanto de A(g,p). ;Cuél es la
relacion entre el valor de A(g,p) en cada uno de los microestados con el valor
de A a escala macroscopica?

Primer postulado: El valor de la variable macroscdpica A coincide con
el valor medio de A(q,p) evaluado con la densidad de probabilidad p(q,p;t):

(A(t) = A(t) = / dq dp Alg.p) pla,p:). (17

De acuerdo con esta interpretacién, resulta que la magnitud macroscopi-
ca es una cantidad aleatoria que oscila o fluctia entorno a su valor medio.
Las oscilaciones del valor de una magnitud macroscépica alrededor de su
valor medio reciben el nombre de fluctuaciones. La figura 1.1 ilustra este he-
cho donde la curva irregular proporciona la variacién de A(q,p) (descripcion
estadistica) mientras que la Termodindmica sustituye esta curva irregular
por la linea continua de (A(t)). La Fisica Estadistica no permite calcular la
curva irregular, pero si permite al menos caracterizarla va que delimita las
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desviaciones de A(t) respecto su valor medio (A(t)). La magnitud de dichas
fluctuaciones viene dada por la desviacién cuadratica media:

AA(t) = /(A?) = (A)2, (A?) = / dq dp A%(q,p) plg,p;t).  (1.8)

La desviacién AA es una medida de la separacién del valor de A(t) respecto
de su valor medio (A(t)). La identificacién de (A) con el resultado de una
magnitud macroscpica estd sélo justificada si AA < (A). En ese caso,
calculando (A(t)) tendremos una verdadera ley fisica para la magnitud A ya
que podremos predecir casi con toda certeza su verdadero valor. Si por el
contrario, AA no es despreciable frenta a (A), entonces no podemos predecir
el valor de A que se obtendrfa en una medida. Lo que tendriamos en ese caso
es simplemente una ley estadistica para los valores medios.

1.3. COLECTIVIDAD MICROCANONICA: PRINCIPIO DE IGUALDAD
DE PROBABILIDADES A PRIORI

En lo que sigue a lo largo de este manual supondremos sistemas que
estan en equilibrio; en este caso la densidad p no depende del tiempo. Como
vamos a ver en breve, estudiaremos colectividades en equilibrio partiendo de
ciertos postulados. Dichos postulados serén justificados en la medida que las
predicciones tedricas concuerden con la experiencia.

Consideremos un sistema cerrado, es decir, un sistema que no puede in-
tercambiar ni materia ni energia con sus alrededores, con lo que la energia
FE y el nimero de particulas N permanecen constantes. Es nuestro punto de
partida. En esta situacion es légico pensar que todos los microestados acce-
sibles descansen sobre la hipersuperficie H(q,p) = E = cte, de modo que
p = 0 para los puntos que no pertenezcan a dicha hipersuperficie.

Segundo Postulado: A un estado de equilibrio macroscopico de un sis-
tema aislado le corresponde una descripcion microscopica en el que todos los
microestados accesibles al sistema sean igualmente probables.

Este postulado es el famoso postulado de igualdad de probabilidades a
priori de la Fisica Estadistica Clasica. Es obvio que este postulado no esté
basado en primeros principios y es necesario para poder definir una densidad
de probabilidad en el caso particular de sistemas aislados. Es realmente el
punto de partida de la Fisica Estadistica de sistemas en equilibrio. Ahora
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bien, es también evidente que existen varias razones a favor del anterior
postulado:

= Desde el punto de vista de la Mecdnica no existe ninguna razén para
pensar que un microestado sea preferente a los demas.

= Este postulado se mantiene en el tiempo si el sistema esté en equilibrio.

= Los resultados obtenidos a partir de este postulado estan de acuerdo
con la Termodindmica.

Supongamos que consideremos un sistema aislado cuya energia esté com-
prendida entre E'y E 4+ AE, con AE — 0 (cldsicamente AE puede ser tan
pequefio como se quiera). De acuerdo con el postulado de igualdad de proba-
bilidades a priori, p(g,p) ha de ser constante en todos los microestados en los
que H (g, p) esté comprendido en ese intervalo y cero fuera de él. Teniendo en
cuenta las propiedades de la distribucién delta de Dirac 6(x — a), entonces
parece l6gico definir p(q, p) en la forma

1

p(q,p) = Q<E)5[H(q,p) - E], (1.9)

donde Q(E) es un factor de normalizacién definido a partir de (1.6) como

0(E) = [ dydp sl (0.0 - E). (1.10)

La funcién Q(E) se denomina funcién de estructura o densidad de estados.
Dicha funcién proporciona una medida del nimero de microestados situa-
dos sobre la hipersuperficie H(q, p) = E compatibles con las condiciones que
delimitan el sistema. Nétese que la integral en (1.10) estd en principio ex-
tendida a todo el espacio fasico. Sin embargo, las restricciones impuestas por
los pardmetros externos se encuentran incluidas en el hamiltoniano H (g, p).
Asi por ejemplo, si las particulas estan encerradas en un volumen V' debe
haber un término de energia potencial infinita que imposibilite la existencia
de particulas fuera del sistema.

La colectividad descrita por la densidad p dada por la ecuacién (1.9) se
denomina colectividad microcanoénica. Es una colectividad estacionaria ya
que p es solo funcion de H que no depende de t. Como comentabamos an-
tes, € debe depender en general de los pardmetros externos (responsables de

UEX

19



UEX

20

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

imponer las ligaduras) y del nimero de particulas. Para un sistema termo-
dinamico clasico, Q(E,V, N). Veremos posteriormente que el conocimiento
de p permitird la conexion con la Termodinamica.

Introduzcamos ahora otra magnitud importante. Sea Ej el valor més bajo
de la energia del sistema para un valor dado de los parametros externos. En
este caso, introducimos la magnitud I'(E) como

I(E) = /E dE' Q(E)). (L11)

Eo
Es facil ver el significado geométrico de I'(E). Vedmoslo. Por definicidn,
/ dE’/dqdpd (¢,p) — E'l = /dqdp/ dE"§[H(q,p) — E'].
Ey Ey
(1.12)

La integral sobre E’ puede evaluarse teniendo en cuenta la propiedad de la
delta de Dirac:

/mda:f(x)d(x—a):{fgf)’ Som <a< (1.13)

en cualquier otro caso.
1

De acuerdo con (1.13), la ecuacién (1.12) se puede escribir como
[(E) = / dq dp. (1.14)
Eo<H(q.p)<E

Asi, T'(E) representa el volumen del espacio fésico comprendido entre las
hipersuperficies H(q,p) = Ey v H(q,p) = E. Por otra parte, el volumen
comprendido entre 'y E+ AE (AE < E) viene dado por

AT(E)=T(E + AE)-T(E) = / e O(E)

12

O(E) /E e Q(E)AE,
(1.15)

donde hemos tenido en cuenta que AE < E. En el limite en que AE — 0,
por definicién de derivada parcial, la ecuacién (1.15) puede escribirse como

~Or(E)
-==

Notese que en esta derivada los parametros externos se mantienen constantes.

O(E) (1.16)
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1.3.1. Gas monoatomico ideal

Como aplicacion de lo anterior veamos el caso de un gas monoatémico
ideal. Es decir, consideramos un conjunto de N particulas puntuales (sin gra-
dos internos de libertad) que no interaccionan entre si. Dado que las particu-
las sélo poseen energia cinética, el hamiltoniano del gas ideal puede escribirse
en la forma

N o2
p.
H(gp)=) - 1.17
(4,p) ; o (1.17)
De acuerdo con (1.14), la funcién I' viene dada por
F(E) = / dSrl"'dngd3p1"'d3pN, (118)
0<H<E

donde se han usado coordenadas cartesianas por no existir ningin tipo de
ligaduras entre las particulas. Al ser el hamiltoniano independiente de las
posiciones, podemos integrar cada elemento de volumen d®r; de forma inde-
pendiente por lo cual la integracion en el espacio de posiciones viene dado
simplemente por

/ &Pry--dPry =VV,

siendo V' el volumen que encierra el gas. La integracion en el espacio de
momentos se puede reescribir como

/ d’py---d’py = / d’py---d’py = x(E).

0<H<E 0<y", p?<2mE

Nétese que Y, p7 = 2mE define en el espacio de f = 3N dimensiones de
las componentes de la cantidad de movimiento una hiperesfera de radio
(2mE)Y2. Asi, x(E) define el volumen de dicha hiperesfera. Si Cy es el
volumen de la hiperesfera de radio unidad en 3N dimensiones, entonces el
volumen de una hiperesfera de radio R es CyR*". En consecuencia,

>3N/2

X(E) = Cy (2mE (1.19)

La constante Cy la determinaremos explicitamente més adelante; por ahora
su valor no es relevante para el objetivo de esta subseccion. Asi, de acuerdo
con los resultados anteriores, I'(E') viene dado por

>3N/2

I(E) = Cy VY <2mE , (1.20)
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por lo que
Jdl(E) 3N N g
~ 3NCyVVm(2mE)? =3NmI(E), (1.21)
donde hemos tenido en cuenta que N > 1 por lo que % -1~ % El

resultado (1.21) muestra que Q(E) oc E3N/2. De esta forma, ) crece muy
rapidamente con la energia E.

Aunque el resultado anterior se ha obtenido en el caso de un gas ideal,
dicho resultado puede extenderse mas alla del caso ideal con bastante gene-
ralidad. De este modo, podemos establecer una dependencia cualitativa en
la forma

I'(E) < B, (1.22)

donde «a es un nimero del orden de la unidad. En el caso de un gas ideal,
a =3y f=3N.De acuerdo con (1.22),

O(E) = %fF(E) — InQ(E) = n[(E)+1n f —In (E/a) ~ InT(E), (1.23)

yva que f > Inf. La igualdad In{) = InI" es caracteristica de todos los
sistemas con un ntimero suficientemente grande de grados de libertad.

Sin embargo, I" tiene dimensiones de volumen fasico por lo que la relacién
(1.23) no tiene sentido desde el punto de vista del andlisis dimensional. Por
ello, y para que el argumento del logaritmo sea adimensional, volvamos a
redefinir I'. Para ello supongamos que dividimos el espacio de las fases en
celdillas de volumen A , donde hg tiene dimensiones de accién o momen-
to angular. La interpretacion fisica de hqy la veremos cuando introduzcamos
las estadisticas cuanticas en el capitulo 4 ya que identificaremos hq con la
constante de Planck. Con la introduccién de hy, definimos ahora I'(E') como

I(E) = —/ dq dp. (1.24)
Eo<H(q,p)<E

Asi, ['(E) representa el nimero de celdillas comprendidas entre las hiper-
superficies H = Ey y H = E. Si suponemos que todos los puntos pertene-
cientes a una misma celdilla definen el mismo microestado (al fin y al cabo,
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Figura 1.2: Los sistemas A y A’ estén inicialmente aislados. Posteriormente se
ponen en contacto térmico de modo que el sistema A + A’ siga estando aislado.
Después de un transitorio en el que A y A’ interaccionan térmicamente, los dos
subsistemas alcanzan el equilibrio térmico.

en mecanica cldsica hy puede tomarse tan pequena como se quiera), enton-
ces I'(E) representa el niimero de microestados con energias entre Fy y E.
Conviene ahora pues redefinir Q(E) como

Q(E) = % / dq dp 6[H(g,p) — B, (1.25)

0

de modo que se siga cumpliendo la relacién (1.16). Con esta nueva definicidn,
Q(E)AF es el nimero de microestados con energias entre E'y E4+AFE, lo que
justifica que ahora ()(E) represente la densidad de estados. Con estas nuevas
definiciones, la densidad de probabilidad de la colectividad microcandénica
pasa a ser

plq,p) = d[H(q,p) — EJ. (1.26)

hQUE)

1.4. CONEXION ENTRE LA MECANICA ESTADISTICA
Y LA TERMODINAMICA

Consideremos dos sistemas A y A" que estan aislados y que se encuentran
ambos en equilibrio. Pongamos después ambos sistemas en contacto (véase
figura 1.2) de modo que pueden intercambiar energfa. Ambos sistemas con-
siderados conjuntamente (sistema A 4+ A’) constituyen un sistema aislado.

= Silos pardmetros externos de ambos sistemas (por ejemplo, el volumen)
permanecen constantes durante la interaccién, decimos entonces que la
interaccion es puramente térmica. La energia puesta en juego es el calor.
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= Si los dos sistemas estan térmicamente aislados pero interaccionan va-
riando sus parametros externos, la interacciéon es puramente mecdnica.
La energia puesta en juego es el trabajo.

En general, si ambos tipos de interaccion estan presentes, tendremos la
relacion

AlH)=Q W, (1.2

donde @ es el calor absorbido por A (=@ si lo hubiera cedido) y W es el
trabajo realizado por A (=W si se hubiera ejercido sobre el sistema A). En
la ecuacion (1.27), A(H) es la variacién de la energia media de A entre dos
estados de equilibrio (antes y después del contacto con A’). Puesto que A+ A’
es un sistema aislado, entonces

AH)+AH) =0=Q =-Q, W =-W. (1.28)

En otras palabras, el calor absorbido por A es igual al calor cedido por A’
mientras que el trabajo realizado por A es igual al trabajo realizado sobre
A'. Si identificamos (H) con la variacién de energia interna, entonces

AE=Q-W. (1.29)

Esta ecuacién no es mas que el Primer Principio de la Termodindmica; esta
relacién aparece como una consecuencia natural de la conservacién de la
energia del sistema. Nétese que en Termodinamica no se identifica la energia
interna con ningun tipo de energia mecéanica.

En todo el razonamiento anterior unicamente hemos considerado los esta-
dos inicial y final de equilibrio. Pero, ;qué ocurre con los estados intermedios?
Estos no son de equilibrio, por lo que nos salimos del marco de la Mecanica
Estadistica del equilibrio. Para sortear este problema, utilizamos un argumen-
to muy frecuente también en la Termodindmica. La idea consiste en suponer
que las interacciones que experimenta cada sistema son lo suficientemente
lentas para que en la evolucién de un estado de equilibrio a otro el sistema
se pueda considerar en equilibrio en todo instante. Son los llamados procesos
cuasiestaticos en los que la evolucion del sistema pueda considerarse como
una sucesion de estados de equilibrio. Es claro que son procesos ideales, que
requieren un tiempo de experimentacion infinito. Pero son muy ttiles (tanto
para la Termodindmica como para la Mecdnica Estadistica) ya que nos per-
miten estudiar la evolucion de un sistema de un estado de equilibrio a otro.
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En lo que sigue, y mientras no se diga lo contrario, se supondran siempre
procesos cuasiestaticos.

Sean X = {Xj, Xy, -+, X,,} los pardmetros externos que definen el estado
del sistema. El hamiltoniano debe depender en general de dichos pardametros
externos: H(q, p; X). Supongamos que variamos uno de los pardmetros exter-
nos una cantidad infinitesimal, es decir, variamos X, una cantidad dX,. De
esta forma, X, cambia a X, + dX, estando el sistema térmicamente aislado
(proceso adiabdtico). Es evidente que cada uno de los microestados accesibles
modificara su energia, por lo que

OH
ox X (1.30)

. Como cambia la energia del sistema macroscopico? El cambio vendra dado
por

dH =

oH
0X,
donde en la primera identidad hemos identificado el valor medio de la varia-
cién de la energia con la variacion de su valor medio. Nétese ademas que el
promedio en la relacién (1.31) debe calcularse sobre el conjunto de microes-
tados. Ya que el proceso es cuasiestatico podremos suponer en todo instante
una situacion de equilibrio. Por otro lado, dado que el proceso es adiabatico,
la variacién de energia interna se traduce tinicamente en trabajo:

0H
0X,
Hay que recordar que dWW no es una diferencial exacta ya que W (de igual
modo que )) no es una funcién de estado. Definamos Y, como la fuerza

generalizada conjugada del pardmetro externo o coordenada generalizada
Xy

dE = (dE) = d{H) = < >an, (1.31)

dB = —aw, aw =~

>an. (1.32)

oH
Y,=- dW = (Y,)dX,. 1.
= [ = (%) (1)
Si se varian varios parametros externos,
AW =Y (Y,)dX,. (1.34)

Si se tratara de una variacién finita:

Xa,ﬁnal

W=y /X (Y,)dX,. (1.35)

«a,inicial
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Es importante senalar que los resultados (1.32) y (1.33) son independien-
tes de la colectividad utilizada. De hecho, es evidente que la colectividad
microcanénica no podra usarse en los estados intermedios ya que cada uno
de los microestados modificara de manera distinta su energfa. Eso es debido
al hecho de que el valor de 0H/0X, dependerd del punto fésico en que se
calcule. Al final de la interaccién todos los microestados no tendran el mismo
valor de la energia.

.o ©

o 9d : i:io

so®

c . (b)
 ° .
-9, " e

Figura 1.3: Panel (a): Sistema de dos compartimentos en el que en la parte iz-
quierda hay gas y el de la derecha estd inicialmente vacio. La pared que divide
ambos subsistemas estd fija. Panel (b): Quitamos la pared de modo que el gas
ocupa todo el volumen accesible.

1.5. REVERSIBILIDAD E IRREVERSIBILIDAD

De acuerdo con el segundo postulado de la Mecanica Estadistica, a un
sistema aislado en equilibrio le corresponde una distribucion que asigna la
misma probabilidad a todos los microestados accesibles. Microestados acce-
sibles en un sistema aislado significa que son microestados con un valor dado
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de la energia y compatibles con las ligaduras o condiciones impuestas en el
sistema. Relacionamos esto con el concepto de reversibilidad e irreversibili-
dad. Los razonamientos van a ser muy cualitativos y basados en un ejemplo
ilustrativo.

Consideremos el sistema aislado de la figura 1.3. Dicho sistema estd di-
vidido por una pared fija en dos compartimentos: en el de la izquierda se
encuentran las moléculas de un cierto gas y el de la derecha esta inicialmente
vacio. En esta situacion (panel (a) de la figura 1.3) sélo son accesibles aque-
llos microestados en el que las particulas del gas ocupan la parte izquierda.
Si el sistema globalmente esta aislado y en equilibrio, entonces tiene una
energia constante F. En esta situacion, la Mecanica Estadistica asigna la
misma probabilidad a todos los microestados accesibles y su niimero viene
dado por 4 (E).

Supongamos ahora que eliminamos la ligadura (quitamos la pared que
divide a los dos compartimentos; panel (b) de la figura 1.3). En esta nue-
va situacion, el niumero de microestados accesibles aumenta ya que cierto
ntimero de microestados que antes eran inaccesibles ahora lo son. En otras
palabras, hay una regién del espacio fsico (compartimento de la derecha)
que ahora es compatible con las condiciones del sistema. Ademas, los micro-
estados que antes de quitar el tabique eran accesibles, ahora lo van a seguir
siendo. Por todo ello, es evidente que

Qa(E) > W (E), (1.36)
con F fija ya que el sistema antes y después de quitar la pared esta aislado.

En el caso de que Qy(E) > O(E), la colectividad microcandnica inicial
no puede seguir describiendo la situacién final de equilibrio, ya que asig-
naba probabilidad nula a microestados que ahora son accesibles. De este
modo, en la nueva situacién de equilibrio todos los microestados accesibles
(nuevos+antiguos) son igualmente probables. Asi, la probabilidad de que el
sistema se encuentre ahora en alguno de los microestados accesibles al estado
inicial es Qy /€.

Supongamos que volvemos a introducir la ligadura (colocamos la pared).
Es claro que el sistema no vuelve al estado inicial de manera espontanea. Para
ello habria que actuar sobre el sistema desde el exterior lo cual no es factible
por ser un sistema aislado. De todo ello emerge una idea cualitativa clara:
todo sistema aislado tiende a ocupar espontaneamente todo el espacio fasico
que le es accesible. Por ello, el nimero de microestados con probabilidad
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no nula tiende a aumentar. La disminucién del espacio fasico ha de lograrse
intercambiando energia con el exterior. De este modo, podemos concluir que:

w Si Qo(E) > Q(E), el proceso realizado es irreversible; no se puede
volver al estado inicial sin intercambio de energfa.

» Si Qy(E) = Q(E), el proceso realizado es reversible; la eliminacién de
la ligadura no altera el nimero de microestados accesibles y el sistema
sigue estando en equilibrio.

Es importante recordar que el concepto de reversibilidad e irreversibilidad
sélo se puede aplicar a sistemas aislados, tal como de hecho sucede en la
Termodinamica.

1.6. INVARIANCIA ADIABATICA DEL VOLUMEN FASICO

Consideremos de nuevo un proceso adiabdtico (sélo se intercambia energia
en forma de trabajo mecénico). Supongamos que un pardmetro externo X,
pasa de X, a X, +dX,. En ese caso, la variacién de energia media dE viene
dada por la ecuacién (1.31). Obtengamos la variacién del volumen fésico
['(E, X) debido a ese cambio en el parametro externo X,. Si X, cambia a
X,+dX, y E cambia a E — E +dE (donde identificaremos en lo que sigue
dE con dE), tenemos que

or

dr(E, X) = <8_E>XadE +(

ar
0X,

ar
0X,

)dea = O(E, X)dE + ( )dea,

(1.37)
donde se ha supuesto que los pardmetros externos Xz (f # a) se mantienen
constantes. Para el calculo del segundo término vamos a utilizar la propiedad
matemédtica (regla de Leibniz):

d [Xiw) Xiw) 9 am
— de F(z,p) = / de—F(z,p) + F(X1(p), pu
dpt Jxo(n) ) Xow) O w0 alid
dXo(p
- (4. ) (139)

De acuerdo con (1.24), el volumen fésico se define como

E
I'E,X)= haf/ dE’/dqdp 0[H(q,p; X) - E'l, (1.39)
Ey(X)
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donde hemos tenido en cuenta que en general Fj puede depender de los
parametros externos X. Calculemos la derivada 0I'/0X,,:

(1.40)
donde hemos omitido los argumentos de H(g,p; X) por sencillez. Por otro
lado,

0 . 9H 0 .o o ,
aXa(S[H(Q;]%Xa)_E} - aXaa_H(S(H_E) __8XaaE/5(H_‘?)' )
1.41

De esta forma, la primera integral en la relacién (1.40) queda como

B0 oH ) 0H
_/E[J dE@/dqdp 8Xa5(H_E) —/dqdp X, [0(H-Ey)—6(H-E)].
(1.42)

Sustituyendo (1.42) en la ecuacién (1.40) tenemos el resultado

( gﬂ)E = —hy? / dqdp gi S(H—E)+hy' / dqdp §(H —Ey) { on 8E°]

(1.43)
La segunda integral en (1.43) se anula ya que s6lo se extiende a la regién del
espacio fasico donde H(q,p; X) = Ep. Si utilizamos ahora la definicién (1.26)
para la densidad p(q, p) del colectivo microcandnico, la ecuaciéon (1.43) puede

escribirse como

(5), =~ %) [ duds 2 g0 X0 = -8, ) (520

(1.44)
Esta expresion es vélida incluso si el proceso no es adiabatico. Teniendo en
cuenta (1.44), la relacién (1.37) se puede escribir como

dr (B, X) = Q(E, X) [dE - <§7H>dxa] (1.45)

«

En el caso de un proceso adiabético, si se varia sélo el parametro externo X,
entonces

oH
0X,

dE = —dW = < >an. (1.46)

orN (" 0 i)
<8XQ>E_h0 /E dE/dqdpaxaa(H—E)—ho aXa/dqdpd(H—Eo),

X, 0X,.
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Asi, de acuerdo con la relacién (1.32), se debe simplemente cumplir la iden-

tidad

dl' (E,X)=0 (1.47)

en un proceso adiabdtico.

= Kl volumen fasico es un invariante en un proceso en que se varia cua-

siestdticamente un parametro externo en un sistema aislado (INVA-
RIANCIA ADIABATICA DEL VOLUMEN FASICO).

Podemos enunciar este resultado de una forma algo més rigurosa: Si un sis-
tema térmicamente aislado experimenta una variacion cuasiestatica de sus
parametros externos (X — X'), de modo que la energfa media pasa de E a
E/, entonces el niimero de microestados con la condicion

Ey(X) < H(q,p;X) < B
es igual al numero de microestados con la condicién
Eo(X') < Hg.p; X') < F.

En Termodindmica la tnica magnitud que es invariante en un proceso
adiabatico cuasiestético es la entropia S. Ello, unido al hecho de que la en-
tropia (al igual que o I') nunca disminuye en un sistema aislado, lleva a
anticipar que la conexion entre la Termodinamica y la Mecénica Estadistica
dentro del contexto del colectivo microcanénico es a través de la relacién
entre Sy I'.

1.7.  ENTROPIA Y TEMPERATURA ABSOLUTA

La dependencia del logaritmo neperiano del volumen fasico I' con respecto
a la energia F y los pardmetros externos X, viene dada por la ecuacién
(1.45). En el caso de un proceso general, cuando variamos diversos parametros
externos tenemos la relacién

dE =dQ - ) (Yo)dX, = dE+ Y (Y,)dX, = dQ, (1.48)

donde hemos hecho uso de la identidad

=~(28).
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Por lo tanto, de acuerdo con (1.45),

dr = QdQ = (%)XCZQ — |dInT = (

OlnT
OF

)XdQ. (1.49)

En la relacién (1.49), la derivada del InT" con respecto a E ha de realizarse
manteniendo todos los pardmetros externos X = {Xj, Xy, ...} constantes. El
primer miembro en la ecuacién (1.49) es una diferencial exacta. Por tanto, el
segundo miembro también lo debe ser. En este caso, como d@) no es diferencial
exacta, entonces d() admite el factor integrante

(8 In F)
OE /x
En Termodindmica, el calor posee un factor integrante (1/7), siendo la en-

tropfa S la funcién de estado correspondiente (o magnitud cuya diferencial
es exacta):

1
dS = Q. (1.50)

Comparando las ecuaciones (1.49) y (1.50) parece consistente para un sistema
aislado en equilibrio hacer las siguientes identificaciones:

entropia = |S(E, X) = kg InI['(E, X). (1.51)
InTy 7-1
temperatura = |1 = {/433(88% )X} . (1.52)

En las ecuaciones (1.51) y (1.52), el valor de la constante kg dependerd de
las unidades en que se mida 7. Dicha constante se obtendra después cuando
estudiemos las propiedades termodinamicas del gas ideal.

Es importante notar que la identificacién de S sobre la base de un factor
integrante para d@) no es unica. Como después veremos dicha identificacién
verifica todas las condiciones exigibles a la entropia (en particular, la aditi-
vidad). Es habitual por otra parte introducir el pardmetro de temperatura
B =1/kgT, por lo que (1.52) se puede escribir de forma més compacta como

dlnl
= ) 1.53
b < oF >X (153)
Combinando las relaciones (1.51) y (1.53), obtenemos la conocida relacién
termodindmica oE
T= (%) 1.54
05/ x (1:54)
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Ay | Ay

A=A1+ Ay

Figura 1.4: Sistema aislado A dividido en dos subsistemas A; y Ay en contacto a
través de una pared diaterma rigida.

Ademds, la ecuacién (1.45) nos lleva a la denominada ecuacion fundamental
de la Termodindmica

TdS = dE+dW = dE+Y  (Y)dX,, dS=-+=) (Vo)dX,. (155)

(e

De esta ecuacién obtenemos la ecuacién (1.54) y la relacién

0 =7(55), =55 )» (159

Puesto que InT" ~ In ), todas las relaciones anteriores siguen siendo vali-
das si se sustituye InT'(E, X) por mQ(E, X). En particular, tenemos las
definiciones equivalentes

S(E,X,) =kglnQE, X), f=

<3an

OF >X7 o) = %(am

o )E (1.57)

1.8. ADITIVIDAD DE LA ENTROPIA

Una vez vista la identificacién (1.51) que acabamos de hacer para la en-
tropia S parece légico preguntarse si dicha identificacion es consistente con
una de las propiedades mas importantes de S: su aditividad o en otras pala-
bras, que sea una magnitud extensiva. Ello significa que si un sistema termo-
dindmico A se descompone en N subsistemas (macroscopicos) cuyas entropias
son S, 5, -+, Sy, entonces la entropia del sistema total A es S = Zfil S;.
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Consideremos un sistema A dividido en dos subsistemas A; y Ay (véase
figura 1.4). Supongamos que el sistema global A = A; + A, estéd aislado,
pero A; y Ay estan en contacto a través de una pared diaterma rigida. Dicha
pared permite la interaccién térmica entre A; y A, pero no permite la in-
teraccién mecanica. Por conveniencia utilizaremos la siguiente notacion para
los subsistemas A; y As:

Subsistema A; Subsistema A,

Energia B, E,
grados de libertad fi fs
coordenadas y momentos g, p q?,p®
Hamiltoniano Hi(¢W,pW)  Hy(¢?,p?)

En el caso del sistema global A = A; + Ay usaremos la notacion:

Sistema A = A} + A,

Energfa E=E + Ey
grados de libertad f=hH+1f
coordenadas y momentos ¢, p1, ¢, p?
Hamiltoniano H(q(l) W, q(Q),P(Q))

El hamiltoniano del sistema global tendra en general la forma

H(q(l),p(l), q(2),p(2)) = H, (q(l)’p(l)) +H, (q(2),p(2)) +Hyp (q(l),p(l), q(2),p(2)),
(1.58)
donde Hyy representa la parte del hamiltoniano asociada a la energia de
interaccion entre A; y Ay. Es obvio que Hiy es la parte del hamiltoniano
responsable del intercambio de energia entre los dos subsistemas. Vamos a
admitir que desde un punto de vista cualitativo Hy5 puede despreciarse fren-
te a Hy y Hy. En realidad es como si cada uno de los dos subsistemas fuera
conservativo. Esta aproximacién (despreciar la energfa de interaccién Hiy en
sistemas macroscdpicos) es justificable siempre que las fuerzas de interac-
cién sean de corto alcance. En este caso, (Hy) y (Hy) son proporcionales a
los volimenes V) y Vy de A; y Ay, respectivamente, y (Hs) al drea de la
superficie de separacién S entre ambos subsistemas. En el caso de sistemas
macroscopicos, V; > S, por lo que es asumible la anterior aproximacion.
La Termodinamica para sistemas con energia de interacccion que involucren
fuerzas de largo alcance esta atn por desarrollar.
Puesto que el sistema global A estd aislado, se le puede aplicar la colectivi-
dad microcanénica. Por ello, la densidad de probabilidad p(¢V, p, ¢, p?)
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viene dada por

—f
p(g p g p) = %5{[{1 (¢, p0) + Hy(¢? p?) — E} (1.59)
Es claro que entre todos los microestados accesibles de A estan aquellos
microestados en los que las energias F; v Ey pueden tomar cualquier valor
con la condicién de que £ = E; + Es. Ello no significa que cualquier valor de
Ey (0 Ey = E — E)) sea igualmente probable. Obtengamos dicha densidad
de probabilidad.

; Cudl es la densidad de probabilidad p; (q(l), p(l)) de que el sistema A;
se encuentre en el microestado (q(l), p(l)) independientemente de cudl sea el
estado de Ay? Dicha probabilidad se obtendré a partir de (1.59) integrando
para todos los (q(2)7 p(z)) que lleven a un hamiltoniano H = H; + Hy = E:

pi(g®,p0) = / dg® dp® p(g®, 0, ¢ )

hof
_ Q(0E> / dg® dp'® 5[ Hy(q, ) + Hy (¢, p?) — E}
(1.60)
Si ahora introducimos la cantidad

Qo(Ey) = hy” /dq(2> dp? 5{H2(q<2)’p<2)) _ EQ}, (1.61)

entonces la expresion (1.60) se puede reescribir como

0B~ H1 (¢ p)|

pr(a™ V) = ng" (1.62)

Q(E)

En otras palabras, p; es proporcional al cociente entre el nimero de micro-
estados de Ay con energia £ — Hy y el numero total de microestados de A.
Es el resultado esperado.

Sea wi(E1)dE; la probabilidad de que el sistema A; tenga una energia
comprendida entre £y y By +dE). Dicha probabilidad se obtendra integrando
(M, pM)dgMdp™ a todos los microestados de A; que lleven a un hamil-
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toniano H; = Ei:

wi(Ey)dE, = dgMdp® py (¢M,pM)

/El<H1(q<1>,p<1>)<E1+dE1

haﬁ/
= 4 dgWdp Qy(E — H
UE) Jpr<an (4 p0) <y 4y s !
_ £Q2(E_ B / dgVp®
Q(E) Ey<Hi (o) pM))<Ey+dEy
O(E — EN)y(E
_ U l)dEl, (1.63)

Q(E)
donde en el dltimo paso se han tenido en cuenta las ecuaciones (1.15) y (1.24).
De acuerdo con la ecuacién (1.63), obtenemos el resultado
Q1(E) W (E - Ey)
Q(E)

wi(By) = (1.64)

Como vemos, wy(F7) es proporcional al cociente entre el nimero de microes-
tados de A en los que A; tiene una energia F; y el nimero total de microes-
tados de A.

Analicemos el resultado (1.64) para un sistema macroscopico. En ese caso,
w1 (E}) es el producto de una funcién Q;(F;) que crece muy répidamente con
E; por otra funcién Qy(E — E7) que decrece muy rapidamente al aumentar
Ell

W (B) ~ EST Qy(E—Ey) ~ (E—E)2, w(BE)) ~ B (E—Ey)o2f,

donde a; y ay son nimeros del orden de la unidad. En consecuencia, wy(E))
debe presentar un maximo muy agudo entorno a un cierto valor (valor més
probable E).

Veamos un ejemplo ilustrativo que muestra lo anterior. Supongamos la
funcion |

Fu(z) = %x”(l —z)", 0<z<l, n>1

Es evidente que F,(z) es el producto de una funcién que crece muy rapida-
mente con z por otra que decrece muy rapidamente con z. Esta normalizada

a la unidad y presenta un maximo en r = 1/2:

UEX
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12 .

10+ 1

n=100

F,(x)

n=10

0 1
0.0 0.5 1.0

X

Figura 1.5: Representacién gréifica de la funcién F,(z) paran = 1, n = 10 y

n = 100. Dicha funcién presenta un maximo en z = %

o, (E)

E, E,

Figura 1.6: Representacién grifica de la densidad de probabilidad w1 (E;) definida
por la ecuacién (1.64).
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La figura 1.5 representa la funcién F,(z) para distintos valores de n. Es claro
que a medida que n se hace més grande, F,(z) se vuelve mas puntiaguda
alrededor de =z = % Asi, es evidente que si n ~ f, F,(z) se asemejard
practicamente a una delta de Dirac centrada en x = %

En conclusion, w;(E;) presentara un maximo muy agudo alrededor de la
energia mas probable Ey. Esel comportamiento representado en la figura 1.6,

donde para esta distribucion,
AFE,
Ey

<1 (1.65)

;Cudles son las consecuencias fisicas del comportamiento de la distribucion
de probabilidad de la energia wi(E;)? Pues que al pasar a una descripcion
macroscopica, el sistema A; tendrd “siempre” una energfa El y el sistema
Ay tendra la energla Ey = E — E, a pesar de que ambos no se encuentran
estrictamente aislados. Pero dado que las fluctuaciones de £ entorno a F; son
despreciablemente pequenas, podemos suponer que A; y Ay estan aislados y
asignarles entropias dadas por

Sl = k?B 1nF1 (El), SQ = I{?B 1HF2<E2). (166)
La aditividad de la entropia exige que
S=8+8 = WI(E) =InT(E) +InTy(E). (1.67)

Para comprobar que efectivamente la relacion (1.67) es correcta, vemos cla-
ramente que el drea bajo la campana en la figura 1.6 se puede sustituir por
el darea de un rectdangulo de base aAFE; y altura E;. Aqui, a es un nimero
del orden de la unidad. Entonces, de acuerdo con esta aproximacién

/ wi(Ey) dBE, ~ (aAE)wi (Ey) = 1.

Por otra parte, de acuerdo con (1.64),

wi(Ey) = % (1.68)

Teniendo en cuenta estas dos ultimas expresiones, podemos escribir que

mQ(E) = InQy(E)) + InQy(Ey) + In(aAEy). (1.69)

UEX
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Pero sabemos que In QZ(EZ) ~ filn E; (i=12)yAE < El, por lo que
In(aAE;) < InQ;(E;). Asi,

mQ(E) ~ InQy(E))+InQy(Ey), o bien, |InT(E) ~InTy(E)) + InTo(Ey).

(1.70)
La relacién (1.70) prueba la aditividad de la entropia en sistemas macrosc6pi-
Cos. N
Por otra parte, como el méaximo de la distribucién w; (E1) esta en Fy = Ey,
entonces de acuerdo con (1.68) tenemos que

81nw1(E1) s 8ln QI(EI) 8E2 8111 QQ(EQ)
< 8E1 >E1251 N 0 N ( 8E1 >E —El—l_ <8E1) ( 8E2 >E2=L~'72'
(1.71)
Como Ey = E — Ey, 0E,/0E; = —1, y la ecuacién (1.71) lleva al resultado

81H91(El) . 81an(E2)
(—aEl )E_E _ (—8E2 i (1.72)

Evidentemente la relacion (1.72) sigue siendo correcta si sustituimos €2; por
[';. Si utilizamos el colectivo microcanénico para describir los estados de
equilibrio de A; y A, obtenemos la igualdad

b1 = Pa, (1.73)

La condicién (1.74) no es més que la condicién de equilibrio entre dos siste-
mas que estan en contacto térmico. En conclusion, si nos encontramos en la
situacion en que la distribucién de probabilidad wy(E;) lleva a que F) # E;

(Ey # Eg) entonces 1 # [ y ambos sistemas no estan en equilibrio térmico.
Sin embargo, sélo cuando la energia F; # El es altamente improbable (con
lo cual podemos decir que E; = El) podemos afirmar que ambos sistemas
estan en equilibrio térmico.

Veamos el razonamiento anterior con algo mas de detalle. Supongamos
que inicialmente A; y A, estan en equilibrio y aislados con energias E; y
FE, = F — E. Sus entropias son, respectivamente,

Sl = ICB In Fl (El), SQ = k’B In FQ (Eg) (174)

En un instante dado los ponemos en contacto térmico. Es evidente que cada
subsistema ahora no estara en equilibrio, por lo que su energia cambiara en el



INTRODUCCION

tiempo. No obstante, como cada subsistema estd inicialmente en equilibrio,
podemos asignarle la entropia:

S = Sl +SQ = kBlnF1<E1) -|—I€BIHFQ<E2).

Ambos subsistemas empiezan a interaccionar variando E; y Es. El equilibrio
final se alcanza cuando f; = [, lo que corresponde a que la distribucién
wi(E7) adopta la forma de la figura 1.6 (distribucién muy picuda entorno a
su valor maximo El) En ese momento, Inw, (El) > lnw,; (El), 0 equivalen-
temente,

In Ql (El) + In QQ (E - El) Z In Ql (El) + In QQ (E - EQ) (175)

La desigualdad (1.75) lleva a que

Si(Er) + So(Es) > S1(Ey) + Sa(By). (1.76)

En conclusion, la entropia total es mdzima cuando el sistema total esta en
equilibrio. Es importante notar que todo lo que hemos dicho es aplicable si el
sistema total se puede dividir en subsistemas de modo que cada uno de ellos
se encuentra en equilibrio. En cualquier otro caso, la conclusién anterior no
es correcta.

1.9. INTERACCION GENERAL

Vamos a generalizar los resultados de la seccion 1.8 al caso en que los dos
subsistemas interaccionen también mecanicamente. En este caso, la pared
de separacion entre ambos subsistemas ademas de permitir el intercambio
de energia, puede también desplazarse de modo que el volumen de cada
subsistema (ademéds de la energfa) es también un parametro estadistico. Asi,
los volimenes V; y V5 pueden tomar cualquier valor siempre que V' = V4 V5.
Haciendo el mismo tipo de razonamientos que los hechos en la seccién 1.8,
es facil ver que la densidad de probabilidad w;(E1, Vi)dE1dV; de encontrar
el sistema A; con una energia entre £y y £y + dE; y con un volumen entre
Vi y Vi +dV; viene dada por

QI<E17 %)QQ(E - El; V- ‘/1)
QE,V)

wl(El,Vl)dElclVl = dEldVl (177)
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Anélogamente a lo que sucede con la dependencia de €2; con la energia E;, la
funcién €; crece muy réapidamente con V; (€; oc VN para el gas ideal). Por
tanto, wy presenta un maximo muy agudo para £y = Ey y V) = Vi:

Olnw(E, V) 0 0lnw (Ey, V1) ~0
OF, o oV T
E1=E1,Vi=W; Er=E1,Vi=W;

(1.78)
Del mismo modo anterior, la primera condicién lleva a que f; = 5. La
segunda condicion puede escribirse como

81H91(E17V1) 81HQQ<E2,V2)

g, V) [ LB, 1Y) 1o

( Vi - - Vs - - (L.79)
E1=FE,Vi=V1 Ey=FEs Va=V;

De acuerdo a la tercera relacién in (1.57), la ecuacion (1.79) lleva a que

Bip1 = Paps = (1.80)

donde se ha tenido en cuenta que la presion p es la fuerza generalizada
del volumen V. La ecuacién (1.80) no es mds que la condicién de equili-
brio mecanico. Asi, si dos sistemas macroscopicos estan en equilibrio entre si
cuando interaccionan con transferencia de trabajo y calor, entonces el valor
de la temperatura y de las fuerzas generalizadas medias (presién) en ambos
subsistemas debe ser el mismo (equilibrios térmico y mecénico).

1.10. GAS IDEAL MONOATOMICO. PARADOJA DE GIBBS

Calculemos las propiedades termodinamicas del gas ideal monoatdémico.
En la subseccién 1.3.1 determinamos el volumen fasico I'(£) del gas ideal, el
cual viene dado por

1
G

Cyv™ (2mE)™?, (1.81)

['(E)
donde Cy es el volumen de una hiperesfera de radio 1 en un espacio de 3N
dimensiones. El valor de Cly es necesario calcularlo explicitamente en esta
seccion para obtener toda la termodindamica del gas ideal.

Para el calculo de C'y haremos uso de las integrales:

0 n 11 1
/ dr 2" e = a_%—l“(n il ), (1.82)
0

2 2
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donde se ha introducido la funciéon Gamma de Euler
['(n) = / dr 2" e (1.83)
0

Sin es un nimero entero positivo, entonces
F(n—l—l) _ (n— 1>!
2 2

[(2) = (2 — )Tz — 1), r(%) _ /7

Por otro lado, la integral gaussiana n—multiple I, viene dada por

+o0 +00 +o0 . )
—0o0 —0 —0o0

RS T

En un espacio de n dimensiones, la integral [,, se puede reescribir como

I, = /d”r e""z,

donde r es un vector de n componentes. Llamemos S, al area de una hiper-
esfera de radio 1. El volumen de una corteza esférica de radio r y espesor
dr es S,r"~Ldr. En el caso tridimensional (n = 3), S3 = 4. De esta forma,
dado que e depende del vector r solo a través de su modulo, entonces I,
puede evaluarse introduciendo el drea S,:

*© 2 1
I, = Sn/ dr e = S,;F(E) =5,
; 5 \2

En general,

DO | —
/N
o3
|

—_
——

Asi,

27Tn/2

Con todo ello, el volumen de una hiperesfera de radio 1 es

1 n/2
Cy, = /d”r = Sn/ dr " = Sn_m . (1.85)
0

")

Sp =
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En el caso particular n = 3N,

(1.86)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.81) y (1.86), el volumen fésico I'( £, V, N)
para un gas ideal es

1 7T3N/2

O

I(E,V,N) = VN (2mE)*™?, (1.87)

El logaritmo neperiano de I' es

3N/2 N
InI' = =3N1Inhy —|—ln7r— +NInV + 37]11(2mE).

()

Independientemente del valor de Cy, se obtienen las relaciones

OlnT 3N 3
8= (35 Juw =23 [F=3"0eT (1.83)

olnl N
=30, oo

La ecuacion (1.88) puede interpretarse como que a cada grado de libertad le
corresponde una energia igual a %k}BT. Este es un caso particular del llamado
teorema de equiparticion de la energia, que veremos en el capitulo 2. Por otro
lado, si la ecuacién (1.89) la comparamos con la ecuacién de Clapeyron de
los gases ideales (pV = nRT), podemos determinar entonces el valor de la
constante kg:

nR  nR R 8314J.-K"' J
k — =t —1380x 107% = 1.90
BTN TaN, Ny 6omxi0m 0% o (19

donde n es el nimero de moles y Ny es el nimero de Avogadro. La constante
kg se denomina constante de Boltzmann.
Determinemos ahora la entropia del gas ideal:

S(E,V,N) = kglnI(E,V,N)

7T3N/2
= kB 3N IH ho + hl

()

N
+Nan—|—32 In(2mkE))|.

(1.91)
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Para calcular S usamos la aproximacién de Stirling para el logaritmo nepe-
riano del factorial de un nimero n muy grande (del orden del nimero de
Avogadro)

Inn! ~nlnn —n. (1.92)

De este modo,
3N 3N 3N 3N
In (—)' XN—h——-—,
2 2 2 2
y la entropia S se puede escribir como

(2mkgT)**V

3
§ = Nks 3 In (ve) + In al

(1.93)
donde hemos hecho uso del resultado In(2mE) = In(3N/2) 4 In(2mkgT).

Sin embargo, desafortunadamente la expresion (1.93) no es compatible
con el hecho de que la entropia debe ser una magnitud extensiva (o sea, no
es una magnitud aditiva). Dicho problema conceptual lo pone de manifiesto
la llamada paradoja de Gibbs. Para ver si efectivamente (1.93) es aditiva o
no, supongamos que a temperatura constante aumentamos V' y N en un
factor a: V= V' =aV y N — N’ = aN. En este caso, si la entropia fuera
aditiva S — S’ = aS. Sin embargo, si hacemos los cambios V = V' =aV y
N — N’ = aN en (1.93) obtenemos el resultado

S"=aS+aNkgha, (1.94)

en lugar de S' = aS.

El origen de la paradoja esta asociado a algo inherente a la Mecanica
Clésica: considerar a las particulas idénticas como distinguibles. Ello hace
que por ejemplo dos microestados que tinicamente se diferencian en que al-
gunas particulas aparecen intercambiadas se consideren como distintos. Es un
concepto demasiado “fino” de microestado. Una forma de resolver la parado-
ja de Gibbs es redefiniendo la entropia en términos de aquellos microestados
que son realmente distintos. Es decir, redefinimos la entropia manteniendo
intactas las definiciones de I' y Q. Asi, si I'(E, V, N) [definido en (1.24)] re-
presenta el nimero de microestados como el volimen fésico dividido por hg7
entonces el nimero de microestados distintos serd I'(E, V, N)/N!. Por tanto,
la definicion correcta de entropia es

['(E,V,N)

S(E.V.N) = kaln ——

. (1.95)
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Con la definicién (1.95), en el caso del gas ideal, deberfamos restar el término
InN!'~ NInN — N ala expresion (1.93). Eso lleva a la nueva expresién

2mrksT)** (V/N)
hg

. (1.96)

S:NkB g+ln

Si hacemos ahora el cambio V = V' =aV y N = N’ = aN en (1.96), el
cociente V/N permanece invariante, por lo que S = a.S'y la entropia es adi-
tiva. Notese que esta redefinicion de la entropia solo afecta a la dependencia
de S con respecto a N. La dependencia respecto a £y V sigue siendo la
misma que antes de redefinir la entropia. Por ello, la propiedad de aditividad
que vimos en las secciones 1.8 y 1.9 se verificaba porque estudiamos la inter-
acciéon entre subsistemas que solo intercambiaban energia mediante calor y
trabajo pero no intercambiaban particulas.

1.11. CONDICIONES DE EQUILIBRIO EN SISTEMAS QUE
INTERCAMBIAN PARTICULAS

Con la nueva definicién de entropia resulta imprescindible obtener las
condiciones de equilibrio general para el caso de subsistemas que intercam-
bian particulas ademds de interaccionar térmica y mecénicamente. Asi, su-
pongamos dos subsistemas A; y As que interaccionan de forma general. La
probabilidad de encontrar el subsistema A; con N; particulas seleccionadas
con energia Fy y volumen V) vendra dada por

Ql(Ela‘/th)QQ(E_ E17V - ‘/’1,N - Nl)

CU{(EI,V&,Nl)Z Q(E VN)

(1.97)

donde

1
O (B, Vi, Ny) = W/dq(l)dp(l) 5[HN1 (q(”m“)) - E1L (1.98)
0

|
(B, Vo o) = 5 / dq®Pdp® §[Hy, (¢*,p?) - Eo],  (1.99)
0

donde By = E—Ey, Vo =V =V, y Ny = N—Nj. Si seleccionamos otro conjun-
to de N; particulas distintas de las anteriores, la probabilidad w/(E1, Vi, N7)
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va a ser la misma. Ahora bien, como todas las particulas son idénticas (y por
tanto indistinguibles), parece razonable preguntarse cudl es la probabilidad
de encontrar N; particulas cualesquiera con energia F; y volumen V;. Esa
probabilidad serd igual a la suma de las probabilidades correspondientes a
cada uno de los distintos grupos de N; particulas que podamos formar con
un grupo de N particulas dadas. Todos esos grupos tienen la misma proba-
bilidad w}(E1, Vi, Np). (Cuantos grupos podemos formar? Su nimero es el
coeficiente binomial

NY) N
Nl - Nll(N— Nl)'

De este modo, la probabilidad w; (FE1, V3, N1) de encontrar Ny particulas cua-
lesquiera vendra dada por

N!
wy (E1, Vi, Ny) mwi(ﬂ,%,]\ﬁ)
- N' Ql(Eh‘/lle)QQ(E_EhV_‘/iJN_Nl)
NN =) Q(E,V,N) '

(1.100)

Del igual forma que en el caso anterior, w; es una funcién muy aguda (picuda)

alrededor de Fy = Ey, V) = Vi, y Ny = Nj. Las tres condiciones de maximo
llevan a las identidades

a].n&h(E],‘/l,Nl)
=0 1.101
< aEl B B B 3 ( )
Ey=FE1,Vi=V1,N1=N;
8lnw1(E1,V1,N1)
=0 1.102
< 8‘/1 B B N Y ( )
E1=FE1,Vi=V1,N1=N;
alnwl(EhI/l;Nl)
=0. 1.103
( = - (1103
Ey=FE1,Vi=V1,N1=N;

Las condiciones (1.101) y (1.102) llevan a los resultados ya conocidos de que
f1 = By y p1 = p2. La tercera condicion lleva a que

Bupn = Bopg = (1.104)
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donde

oS 9 T
= —T<0—N>E7V = —kyTo - ln (1.105)

es el potencial quimico. En el caso de un gas ideal,

(V/N) (dzmE/N)*"

w= —kBT In hg

(1.106)
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PROBLEMAS DE EVALUACION

1.1. Calcular el volumen I'(E) accesible del espacio fasico para:

a) Una particula puntual de masa m que se mueve libremente en el
segmento [0, L] con una energia menor o igual que E.

b) Un oscilador arménico de energfa menor o igual que E.

c¢) Una particula relativista de energia menor o igual que E mo-
viéndose en una region tridimensional de volumen V. En este tlti-
mo apartado conviene recordar que el volumen de una hiperesfera
n-dimensional de radio R es
7Tn/?

Va(R) = WR”.

1.2. Se considera un oscilador arménico clésico cuyo hamiltoniano viene
dado por
2
D 1
H="—4 -mu’¢,
2m 2

y cuya funcion de densidad de probabilidad es

1 5[H(q,p) - E}

p(g,p) = h—ow

a) Calcular la constante de normalizacién Q(E) de la densidad mi-
crocanonica.

b) Calcular el volumen I'( E) del espacio fasico con energia menor que
E.

¢) Calcular la densidad de probabilidad de la coordenada ¢ e inter-
pretar el resultado en términos del tiempo que pasa la particula
en el intervalo (g, q + dq).

1.3. Un sistema bidimensional V' = L? est4 formado por un conjunto de
particulas no interaccionantes y distinguibles. La energia de una particu-

la es
My + My

L )
donde A es una constante y los nimeros m, y m, toman valores natu-
rales distintos de cero.

e(mg,my) = A
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a) Calcular el nimero de estados €(FE) accesibles al sistema con
energia total £ y N particulas.

b) Aproximando el espectro de energia discreto por uno continuo,
probar que la densidad de energfa monoparticular es g(¢) = Ve/A2

¢) Mediante la férmula de Stirling, obtener la energfa del sistema
E(N,V,T) y sus limites de baja y alta temperatura.

d) Deducir la ecuacién de estado p(N,V, T).

1.4. Se tiene un sistema de N osciladores armoénicos distinguibles con fre-
cuencias wy, . ..,wy . Utilizar el formalismo microcandnico para calcu-
lar la entropia S(E, N) a partir del volumen I'(E, N) del espacio de las
fases con energia igual o inferior a E. Demostrar que £ = NkgT.

1.5. Sea un gas ideal clasico de N particulas puntuales confinadas en un
volumen V' con energia E. Probar que el nimero de microestados
accesibles al sistema macroscopico caracterizado por los parametros
(N,V,E) es proporcional a V¥. A partir de la expresién para la en-
tropia S = kg In(I'/N!), probar que el sistema satisface la ecuacién de
estado de los gases ideales. Finalmente, determinar el nimero de es-
tados Q(E)AFE con energia entre E'y E + AE a partir de los estados
accesibles de una particula libre en una caja cubica.

Solucion de los problemas de evaluacion
Solucién 1.1

El volumen del espacio fasico comprendido entre las hipersuperficies H(q, p) =
Ey y H(q,p) = E viene dado por

[(E) = —/ dq dp. (p.1.1.1)
Eg<H(q,p)<E

Esta expresion serd particularizada para cada uno de los casos a), b) y c).

a) En el primero de ellos tenemos una particula de masa m moviéndose
libremente en el colectivo microcanénico por lo que

H(q,p) = P —po p=+V2mE. (p.1.1.2)

2
2m
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Como la energia es menor o igual que E, el volumen fésico accesible
serd

[(E)=— - Edp/dq = —2\/ /dq (p.1.1.3)

Teniendo ahora en cuenta que la particula se mueve en el segmento

[0, L],

2 L 2 2Lv2mE
I'(E) = h—O\/sz/0 o = 4-VImB(L - 0) = h—om (p.1.1.4)

El hamiltoniano de un oscilador armdnico con frecuencia w viene dado
por
2
Hap = +mid) =B () + =) =1
’ 2m omE /28 .
(p.1.1.5)

Por lo que, si la energia € del oscilador estd comprendida entre 0 y E,
entonces el volumen fasico sera igual al espacio limitado por la elipse
de semiejes v2mE y \/2E/mw2 en la que e = F. De esta forma,

I(E) = —7r\/2 _ b (p.L.L6)

w2 how

La energia de una particula relativista de masa m es

E2
E? = m?ct 4 p*c? :>pgc—|—py—|—pzzC——mQC2 (p.1.1.7)

donde ¢ es la velocidad de la luz. Entonces, en el espacio de momen-
tos, la particula se encuentra en una esfera de radio y/E?/c? — m?c2.

Haciendo uso de la formula para el volumen n-dimensional de radio R,
Vo(R) = 7"2R"T (n/2+ 1), y dado que la integral espacial es igual
al volumen V| tenemos para el caso tridimensional

Vo2 (B 2 4nV (2 3/2
FE - - = _ 22 - 22 )
(5) hgr(g+1)<c2 mc) 3h3< mc)

(p.1.1.8)
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a) La condicién de normalizacién de la densidad microcanénica viene dada

por

/@@mmm hé@%/@@5h@m—E}ﬂ~(pMD

Por lo tanto,

O(E) = —

O/@@5W@m—ﬂ
1
h/dqdpé{ (p* + m*w’q?) — E}
0
12:% 1
= —V2mFE
2 _ wim 2 ho "

T =rcost 27
= - how/ d@/ drr<5 r—l)}
y=rsinf
— B2 _
e=E(r-1) 2F © 0(z)  2m
= "o T8 T
dz = 2rEdr o Jep o
(p.1.2.2)
b) Este apartado se resolvi6 en el problema 1.1; el resultado es
['(E) = iy (p.1.2.3)

how

Vemos que se cumple la relacién Q(E) = 0gl'(E).

¢) Para calcular la densidad de probabilidad en la coordenada ¢ integra-
mos en todo el espacio de momentos:



INTRODUCCION

+oo
_ v 2 2 29
plg) = /dpp(q,p) 27/—00 dp5{2 (p* + m°wq”) E]
=L
= m 2 2
= —Qi %/dazi(S{a:—(E—mu;q)]
dx:2i2pd i Ve
w m
= o . 1.2.4
21 \/2 (E — mw?q?/2) (P )

Aqui, p(q)dgq es la probabilidad de encontrar la particula entre ¢ y
q+dq. Esta probabilidad sera igual a la fraccion de tiempo con respecto
al perfiodo del oscilador que pasa la particula en (¢, q + dq), es decir,
p(q)dq = dt/T, donde dt es el tiempo que pasa la particula en (¢, g+dgq)
y T = 2m/w es el periodo. De esta forma, p(q)dq = (w/2m)dt. Ahora
bien,

._dg _0H _p

m
=—=—="=dt=—dg=
=0 dp m:> pq

= =2 m d
o~ 2\ 2(E — mwr?/2) T

m 1

d
V2m \/E — mw?¢?/2 !

(p.1.2.5)
Esta expresion coindice con p(q)dg.
Solucién 1.3
a) El estado del sistema viene dado por los nimeros
{1,y 1510 0,0 95 Ny N (p.1.3.1)

Sila energfa es E = (A/L con £ € NT, entonces Q(E, N) es el conjunto
de numeros {my1,my1;...;my N, my N} tales que

M1+ Myt +Mgo+Mys+ - +myn +myn =L (p.1.3.2)
O, equivalentemente,

(Man—=1)+(my 1= 1)+ +(mgy—1)+(my xy—1) = (—=2N. (p.1.3.3)
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Es decir, es el conjunto de nimeros {n; 1,ny1;. .. ;0 N, 1y N } tales que
Ng1+Ny1+ - +ngn+ny,n={—2N, (p.1.3.4)

con ng;,n,; =0,1,... parai=1,...,N. Por tanto, Q(E, N) coincide
con el nimero de combinaciones con repeticiéon de m = 2N elementos
tomados de n enn (n={—2N):

n+m-—1 n+m-—1 (-1
Q(E,N) = = =
n m—1 2N -1
(p.1.3.5)
Teniendo en cuenta que £ = EL/A, tenemos que
(B, N) = (EL/A-1)! o (EL/A)! '
(2N = 1)I(EL/A —2N)! sz>>>>11 (2N)!(EL/A - 2N)!

(p.1.3.6)

g(€)de es el niimero de estados monoparticulares con energia compren-
dida entre € y € + de, siendo de el valor méas pequeno entre niveles de
energia: de = A/L. En el limite continuo, de < €y, 0, de igual manera,
A/L < €piy (L suficientemente grande).

Tomando un € adecuado, el nimero de estados g(e)de es Q(e, 1) =

Le/A— 1~ Le/A. Asi,

Le L* Ve
glelde = — = gle) = -5 = .

1 (p.1.3.7)

Supongamos que £ —2N > 1 con N > 1. Entonces, usando la aproxi-
macién de Stirling In N!~ NIn N — N,

S=kpnQ~kp[l! —In2N! —In(¢ — 2N)]]
~ kg (Il — 0 — 2N 2N + 2N — (£ — 2N)In(f — 2N) + £ — 2N]
— kg [l — 2N 2N — (£ — 2N) In(Z — 2N)].
(p.1.3.8)

Una vez obtenida la entropia, la temperatura 7" del sistema se obtiene
a partir de la entropia S mediante la relacién
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) -(Z) (%), =k

! L 2N L 2NA
Sy — m(1-20) = —kpom(1- 22
kAne N kBA“( e) kBA“( EL>
(p.1.3.9)
Despejando en la ecuacién (p.1.3.9), la energia del sistema E(N,V,T)
resulta N A |

= En el limite de altas temperaturas:

Ts A o omma
_:> T ~ —
L kpTL

= E~2NkgT. (p.1.3.11)

= En el limite de bajas temperaturas:

A 2NA
T« BT 1= B 1.3.12
<<kBL:»e BT & 1= 7 (p-1.3.12)

d) La ecuacién de estado se puede obtener de la relacién

oL
=—| = . 1.3.1
(), A

De la expresion de S = S({,N), si S es constante a N constante,
entonces { = cte. De este modo,
~1/2
v Loy 2
av 2 2V

p=—lA (p.1.3.14)

Solucion 1.4

El hamiltoniano de un sistema de N osciladores armoénicos independientes
viene dado por

(pl +miwlq) . (p.1.4.1)

UEX

53



UEX

54

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

En este caso, el volumen fasico accesible con energia menor que F es

mg

1 Ti = £/ 5pWidi
ho 0<H<E S S
- y’L - \/mpz

N
1 (5 2E
(1 / o dy (p14.2)
ho \ih @i ) Josateniz

(2B Nz (2rE)Y
héVHi]ilwiF(%+1) th!HfL‘Ui)

donde se ha tenido en cuenta que el volumen de una esfera 2N-dimensional

de radio 1 es
T2N/2

2N )
r(%+1)
De acuerdo con la férmula de Boltzmann, la entropia del sistema viene dada
por

Von =

N
Nn(@2rE) —InN! =) Inw; — Nlnhg| .

i=1

S = k‘B IHF(E) = k'B (p143)

Para expresar la energia en funcién de la temperatura hacemos uso de la

relacion . a5

Finalmente, sustituyendo la expresién (p.1.4.3) de la entropia en la ecuacion
(p.1.4.4) obtenemos la identidad

1 Nkp
— = —2 = F=NkpT. 1.4.5
T 15 B (P )

Solucién 1.5
En primer lugar, calculemos I'(E) = hy®" [ . dqdp, donde en este caso

LYWV 2 si geVVi=1,....N

2m
H(q,p) = . (p.1.5.1)
00 si ¢; ¢V para algin i
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Entonces,
VN Ti = \/ﬁpi
F(E)_hB_N/ 1 i d3p1...d3pN:
0 JO<g X p<E dr; = Q;Edpi
N
= W(QTTLE)SN/Q / d3X1 ce dBXN
hg 0<Y>; 22<E
VN 1 9 VYN 3N/
= —_(9mE 3N/QQ / d 3N-1 _ = 'mE 3N/2
2B [ = e m Y Sy
(p.1.5.2)
donde

27Td/2

es el angulo sdlido en un espacio de d dimensiones. Para calcular la ecuacién
de estado, hacemos uso de la relacion

OF
p=— <W> . (p.1.5.3)

Ademads, de la expresién S = kzIn([/N!), como I' = [(VE*? N), si S es
constante a N constante, entonces V E%? = cte. Por lo tanto,

0 3/2 B 3
{av (VE )L’V =0=gpV =F. (p.1.5.4)
Por otra parte,
1 05 3N 1
S A A 1.5.
T <8E>V’N 2 Mg (p-1.5.5)

De acuerdo con las ecuaciones (p.1.5.4) y (p.1.5.5),
pV = NkpT. (p.1.5.6)

El nimero de estados Q(E, N)AFE con energia entre E'y E + AFE vendrd
dado por

N 3N/2
B, N)AE = LB g V- CmmE) 7T AP

SN L 15.
OE BY TN B (p-15.)
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Para una particula (N = 1):

(p.1.5.8)

(p.1.5.9)



CAPITULO 2
COLECTIVIDAD

2.1. COLECTIVIDAD CANONICA: FUNCION DE PARTICION

Consideremos dos sistemas A; y Ay que estdn en contacto térmico. En
estas condiciones, en la seccién 1.8 del capitulo 1 vimos que la densidad de
probabilidad de que el sistema A; estuviera en el punto fésico (¢, p(!)) vena
dada por la ecuacion (1.62):

0 [E _H (qu),p(l))}
Q(E)

Sin embargo, también vimos que dicha probabilidad era practicamente nula
si al punto fasico (q(l),p(l)) le correspondia una energia £y, = H; (q(l),p(l))

p(aW,pY) =hg" (2.1)

muy distinta de la energia mas probable E;. La energia E) se obtiene a partir

de la condicion
6anl(E1) _ ﬁang(Eg) (2 2)
0F, BiE: 0F, BB ' '

Esta condicion lleva a que las temperaturas de ambos sistemas deben ser

iguales en el equilibrio térmico (f; = ). Desde un punto de vista cualitativo,

sabemos que Q;(E;) ~ E}" if ‘. donde «; es un numero del orden de la unidad

y f; son los grados de libertad del sistema A;. De acuerdo con esto, se tiene
que

8 In Qz (Ez) aifi

0E; E;’

(2.3)
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por lo que de acuerdo con la ecuacién (2.2),

ah oof B fi (2.4)

E1 EZ EZ f2
Supongamos ahora que el nimero de grados de libertad de Ay es mucho
mayor que los de A; (f; < f3). Puede ser por ejemplo la interaccién térmica
entre un vaso de agua y el rio Guadiana; es claro que uno espera que las
propiedades termodindmicas del rio no cambien debido al contacto térmico
con el vaso de agua. Otro ejemplo puede ser el estudio de las propiedades de
unas pocas moléculas de un gas (puede ser incluso una) que estdn inmersas
en un mol de moléculas del mismo gas. Entonces, como f; < fy, de acuerdo
con (2.3),
E1 < Ey=> By~ E. (2.5)

Por tanto, para los puntos del espacio fasico en que p; (¢, p) # 0 se ha
de cumplir que H; (q(l), p(l)) < E. Esto nos permite desarrollar la funcion
InQy(E — Hy) en potencias de Hy y quedarnos a primer orden en Hi:

(- Hy) ~ InQy(E) — (mnag_];(@)> Hi+.. (26)
2 Ey=F

Ahora bien, en rigor el pardmetro de temperatura comin § = f; = f; se

define a partir de la derivada del In )y respecto a Fy cuando Ey = Ej. Sin
embargo, como Fy ~ F. entonces

[ 0On Qo (Ey)
5o <—8E2 ) 27)

Este resultado puede interpretarse diciendo que el parametro de temperatura
del sistema grande A, permanece practicamente invariante al ponerlo en
contacto térmico con un sistema A; con muchisimos menos grados de libertad
sea cual sea la cantidad de energia intercambiada. Se dice entonces que el
sistema Ay actia como foco o bario térmico del sistema A;. Notese que el
concepto de foco térmico es relativo ya que por ejemplo una piscina con agua
puede considerarse un foco con respecto a una taza de agua contenida en
ella, pero no con respecto de otra piscina de dimensiones andlogas. Ademas,
el sistema A; puede ser de tamarno microscépico ( f; muy pequeno), con tal de
que la interaccion entre A; y A, se pueda despreciar y la energia del sistema
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completo A = A; + Ay sea la suma de las energias de cada uno de ellos
(aditividad de la energfa).
En conclusién, si f; < fs, tomando antilogaritmos en la ecuacién (2.6)
tenemos que
QQ(E - Hl) >~ QQ(EQ)B_ﬂHl. (28)

De este modo, de acuerdo con la ecuacién (2.1), la densidad p; tiene la
expresion

— iL —BH(g,p)
p(q.p) i 5" : (2.9)

Hemos omitido aqui el subindice 1 ya que nos vamos a centrar de ahora en
adelante en el sistema A;. Hemos introducido ademas la llamada funcion de
particion Z(f3), cuyo definicién puede obtenerse a partir de la condicién de
normalizacion [ dgdp p(q,p) = 1:

1
Z(p) = ﬁ/dqdp e~ PH(ap), (2.10)

0

La ecuacion (2.9) define la densidad de probabilidad candnica y la colecti-
vidad correspondiente es la llamada colectividad canonica. Describe un con-
junto de sistemas en contacto con un foco térmico a la temperatura conocida
T.

Dado que en el colectivo canénico, la energia es un parametro estadistico,
resulta natural determinar su distribucién de probabilidades w(E). Dicha
distribucién se puede obtener a partir de p(g,p) integrando para todos los
puntos fésicos que llevan a un hamiltoniano H(q,p) = E:

1
w(E)dE = / dgdp plg,p) = —-¢ " / dqdp
E<H<E+dE hyZ E<H<E+dE
e PE

donde en el 1ltimo paso hemos tenido en cuenta que I'(E + dE) — I'(E) =
Q(E)dE. Asi, obtenemos la expresion de w(FE) dada por

Q(E)ePE

“E) = TR ofmye o

(2.12)
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De la condicién de normalizacién [ dE w(E) = 1, obtenemos de la ecuacién
(2.11) la relacién entre Q(E) y Z(5):

Z(p) = / dE Q(E)e™PE. (2.13)

Ahora bien, es claro que de acuerdo con (2.12), w(E) es el producto de
una funcién rapidamente creciente con £ [Q(E)] y una funcién rdpidamente
decreciente con E (e7PF). Asi, aunque la energfa del sistema no sea constante,
es evidente que w(F) serd una funcién con un maximo muy agudo entorno a

una cierta energia F' (energfa mas probable).

2.2, CAI_CUI;O DE VALORES MEDIOS Y FLUCTUACIONES A PARTIR DE LA
FUNCION DE PARTICION

Sea A(g,p) una cierta variable dindmica arbitraria. El valor medio de
dicha variable sobre la colectividad candnica viene dada por

— 1
W=z

En particular, si A(q,p) = H(q,p) tenemos que la energfa media E = (H)
viene dada por

1 1 0 0lnZ
Hy=— [dgdpHe P = ———— [ dgdp e P = — :
) hgz/ " wzop ) <06 )X

/ dqdp A(q,p) e PHo7). (2.14)

(2.15)

Con el objetivo de analizar las fluctuaciones AE de la energfa, calculemos

la derivada del valor medio (A) con respecto a f a pardmetros externos
constantes:

i - _ 1 —BH(g,p)
(4) W20 /dqdp A(g,p) H(g,p) e

1 0Z(8) —BH(qp)
- dqdp A o
T 9 e
102(5)
7 0B

= (AH) — (A) = —(AH) + (A)(H).  (2.16)
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La desviacién cuadratica media AE de la energia se define como

AE =\[((E - (B)) = /[E%) - (B)". (217)

Por tanto, si en la ecuacién (2.16), hacemos A(g,p) = H(q, p), entonces

oE) _ 2
5 - —(AE)" (2.18)

Introduzcamos la capacidad calorifica a parametros externos constantes:

_(9E) _(9E)) 95 _ 1 2
e (22) -(88) 2 e

Asi, de acuerdo con la relacién (2.19),

AE TG,

) ) (2.20)

Si las energias son aditivas, (E) o< N, por lo que Cx o« N y asi se concluye

que
AFE

— x N 50 si N oo (2.21)

(E)
En conclusion, para sistemas macroscopicos, la distribucién canoénica es extre-
madamente aguda alrededor del valor medio (E) (cuyo valor estd en general
muy proximo al valor mas probable E) De este modo, a pesar de que en la
distribucion canonica el valor de la energia no esta totalmente especificado
(es una variable aleatoria o estadistica), en el caso de sistemas macroscopicos
la energia del sistema estda muy bien determinada ya que sus fluctuaciones
son muy pequenas.

El resultado (2.20) nos permite describir un sistema termodindmico tanto
con la colectividad microcandnica como con la candnica. En el primer colecti-
vo fijamos la energia del sistema y se da sentido estadistico a la temperatura,
mientras que en el segundo fijamos la temperatura y damos entonces un sen-
tido estadistico a la energfa. Ambos colectivos son complementarios uno de
otro. Sin embargo, esta importante diferencia conceptual puede ignorarse en
el caso del calculo de valores medios siempre claro esta de que se trate de
sistemas macroscopicos (N — 00). Asi, si consideramos un sistema aislado
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con By = cte, la distribucién microcandnica puede reemplazarse (si el siste-
ma es macroscopico) por una distribucién canénica donde el pardmetro de
temperatura [ se ajusta para que el valor medio de energfa de dicha distri-
bucion coincida con el valor Ep. Asi, usar una u otra distribucion depende
de las complicaciones matematicas inherentes al problema. Generalmente se
suele utilizar la colectividad candnica por ser mas sencilla desde el punto de
vista matematico.

Es importante resaltar en este punto que la distribucién canénica es valida
incluso si el sistema tiene dimensiones moleculares con tal de que se satis-
faga la aditividad de la energia (o sea, se pueda despreciar la energia de
interaccién entre ambos subsistemas). Lo que ocurre es que en ese caso (don-
de N no tiende a infinito) no es licito establecer una equivalencia entre las
colectividades canénica y microcanonica.

Seguimos ahora calculando los valores medios mds importantes y ex-
presdndolos en términos de la funcién de particién Z(f). Ya vimos antes
que E y (AE)? se pueden escribir como derivadas de Z. Veamos ahora el
valor medio de la fuerza generalizada (Y,) asociada al pardmetro externo
X, Sabiendo que Y, = —0H/0X,, tenemos que

1 oH 1 0 1 1{0lnZ
Y,) = —— [ dqd -ﬂH_———/dd —PH — _ .
o) th/qanae szoxag ) T T\ ),

(2.22)

En particular, en el caso de un sistema termodinamico

_ 1 olnZz
p—B( p )ﬁ. (2.23)

Mostremos ahora una importante propiedad de la funcién de particion
Z. Supongamos un sistema A compuesto por dos subsistemas A; y Ay débil-
mente interaccionantes de modo que el hamiltoniano de interaccion Hyy es
despreciable frente a Hy y Ho:

H(g™,pV,q®,p®?) = Hi(qW,pV) + Hao(¢®,p®). (2.4

La funcién de particion del sistema completo es

7 = ha(fl"'f?)/dq(l)dp(l)/dq@)dp@) o~ BHW pM g p)

= NZy=mZ=Zi+WnZ| (2.25)
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En consecuencia, ya que £ = —0InZ /0B, entonces la energia es aditiva
(E = E1 + E5) como era de esperar.

2.3. CONEXION CON LA TERMODINAMICA

Establezcamos ahora la conexion entre el colectivo candnico y la Termo-
dindmica. Puesto que Z = Z(, X), entonces

olnZ olnZ
dan:( 55 ) s + Z( >5 (2.26)

Supongamos como siempre que la variacion de § y X, se hace de forma
cuasiestatica de modo que el sistema puede considerarse durante la evolucién
siempre en equilibrio y descrito por la colectividad canénica. En este caso,

dnZ =-EdB+ 8 (Ya)dX.

de modo que la derivada de la combinacién In Z + SE se puede escribir como

d(InZ+ BE) = [dE 4 Z } B(dE +aw) = paq. (227)

Es obvio que dado que dS = dQ/T podemos entonces identificar la entropia
como

S=ks(InZ+pE). (2.28)

Sin embargo, de modo anédlogo a como sucede en el colectivo microcandéni-
co, la expresién (2.28) no nos proporciona la dependencia correcta de S con
respecto al nimero de particulas N. Ello llevaria de nuevo a la paradoja de
Gibbs. De ahi que de nuevo tenemos que modificar ligeramente las expresio-
nes de Z o de S para conseguir la aditividad de S. En el caso del colectivo
microcanoénico, introdujimos el factor N! en la definicién de S sin cambiar la
expresién de p (o de I'y ©2). Aqui, lo que vamos a hacer es dejar la expresion
(2.28) para Sy redefinir p y Z como

WN1Z [ dgdp e P

plq,p) = (2.29)
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1
Z(3,X,N) = T / dgdp e~ (2.30)

0

En el caso de tratarse de una mezcla con N; particulas de la especie 1, Ny

particulas de la especie 2, ---, N, particulas de la especie s la expresion de
Z es

206, {N3}) = [y, o

hININ,! .. N,

En este punto es importante preguntarse si la definicién (2.28) de S es
consistente para sistemas macroscopicos con la del colectivo microcanénico
dada por
Q(E,X,N)

NI
De acuerdo con la relacién (2.13) (y teniendo en cuenta la introduccién del
factor N1 en la definicién (2.30) de Z), tenemos la identidad

S(E,X,N) = ksln . (2.32)

7- 1 / dE Q(E)e P ~ @e’@(aAE), (2.33)

N NI

donde en el tltimo paso hemos tenido en cuenta de nuevo que la funcién
Q(E)e‘ﬂE tiene un pico muy agudo alrededor de E. Puesto que a ~ 1,

entonces In(aAF) < an(E) y asi para sistemas macroscopicos

OF) @)
InZ=1In N —fF=|InZ+pfE=In NT (2.34)

lo cual prueba la equivalencia entre las definiciones de entropia en los colec-
tivos microcandnico y candnico.

Veamos ahora que la introduccion del factor N! en Z no altera el hecho
de que la entropia sea aditiva (o equivalentemente, el hecho de que In Z lo
sea). Consideremos dos sistemas abiertos A; y Ay que pueden intercambiar
energia y particulas. Las funciones de particion de ambos sistemas vienen
dadas por

O (B, N _ Oy (Eq, N
WEN) _op g, — i 2B N)

N,y! No!

InZ, =In —BE,,  (2.35)
mientras que la funcién de particién del sistema completo A = A; + Ay se
define como

Q(E, N)

InZ=1I N

BE, (2.36)
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donde E = Ey + Ey y N = N, + N,. En el caso de sistemas débilmente
interaccionantes, demostramos en el capitulo 1 que

N Qu(Ey, N)Q(E — By, N = Ny)

wi(Br, M) = NI(N = Ny)! Q(E,N)

(2.37)

De la condicién de normalizacién, tenemos que

N
O(E,N) = Z e N1 /dElﬁl(El,Nl)Sb(E—EI,N—Nl)

N!
Nll(N - Nl)'
x (apAEy) (ayAN;). (2.38)

12

Ql(E17N1)Q2(E — El, N — ]_Vl)

De acuerdo con (2.38), tenemos finalmente que

QE,N (B, N Qy(Eq, N
ln ( ? ) :hl 1(_17 1) _I_ln 2(_27 2)7 (239)
N! Ny! Ny!
lo cual implica de acuerdo con (2.34) que
InZ=InZ, +InZ,. (2.40)

Introduzcamos ahora la funcién de energia libre o de Helmholtz F':

F(T,X,N)=E-TS=E—-kgT (InZ + SE) = —kgTIn Z(T, X, N),

(2.41)
por lo que
Z=e"F (2.42)
Teniendo en cuenta la relacion termodindmica fundamental
dF = —=SdT — pdV + pdN, (2.43)

podemos definir S, p, y 11 como

oF 0 olnZz
S—-(a—T) —IfB<aTT1HZ> —kBan+kBT< oT ) )
V.N V,N V.N

(2.44)
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oF olnZz
T,N TN
oF 0lnZz
B e ) [
TV TV

2.4. GAS IDEAL MONOATOMICO

Obtengamos las propiedades del gas ideal monoatémico de N particulas
en equilibrio encerradas en un volumen V' y a la temperatura 7" a partir del
colectivo candnico. De acuerdo con la ecuacion (2.30), la funcién de particién
Z viene dada por

7 = h3NN'/d3r1 /d?’rN/d?’pl /d3 Nexp( 62

_ thN'vN{ / dpr e ﬂp#m} . (2.47)

Identificando

(= / d*py P/ (2.48)

como la funcién de particién de una particula, la funcion Z del sistema com-
pleto se puede escribir como

CN

Integrando en el espacio de momentos,

> 3 -3/2

/ Py eRm g / I 2WP<_> ( B > .

0 2/ \2m

Asi, la funcién de particion monoparticular ¢ viene dada por
vV 3/2
(=1 (27rmk;BT) . (2.50)

Es ahora facil probar las siguientes relaciones:

pV =NkgT, E = gNkBT, (2.51)
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5 omrksT)*? (V/N
S = Nkg 5+1n(m7”3h)8 W (2.52)
V/N) (2rmkgT)*?
j= kTt )(Z;”B " (2.53)
0

Los resultados (2.51)-(2.53) coinciden con los obtenidos con la colectividad
microcandnica, lo que confirma la equivalencia entre ambas colectividades a
nivel de valores medios.

2.5. TEOREMA DE EQUIPARTICION GENERALIZADO

Este teorema generaliza el resultado de E = %N kgT obtenido para el gas
ideal. Denotemos aqui por x; cualquier coordenada ¢ o momento p generali-
zado. El objetivo es calcular el valor medio

(552) (254

utilizando la colectividad candnica. Aunque este teorema también se puede
demostrar en el contexto del colectivo microcanénico, la demostracion es mu-
cho mas sencilla a partir del colectivo canénico. De acuerdo con la densidad
de probabilidad (2.29), el valor medio (2.54) viene dado por

OH 1 OH
N - 7 ,—BH
<x28xj> h(J;ZN! /dxl - drgy T o, e P (2.55)
Ahora bien,
OH 1 0 1{ 0 Jz;
o 2. Y BH _ Y . -BH _ -BHZT
xl@xj ‘ sz(%je ﬂ (81‘ij6 ‘ &r])
1{a _ _

Consideremos tinicamente la integracién respecto de z; en (2.55) utilizando
la identidad (2.56):

0H 1
e ,BH o—BH 4 . p—PH
/d:r;j ; 833j€ 5 ({xle Ljioo oij [ dzje ), (2.57)
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donde hemos supuesto variables x; cuyos limites sean +o0o. Esto descarta
por ejemplo a las coordenadas de tipo angular donde estos resultados no son
aplicables. El primer término del miembro de la derecha en (2.57) es nulo ya
que e va a cero mas rdpidamente que cualquiera de las variables ;. Si no
fuera asi la distribucién candnica no estaria normalizada o sus valores medios
no estarfan bien definidos (podrian tender a infinito). Por ello, de acuerdo
con la ecuacién (2.57), el promedio (2.54) resulta ser

0H 1 1
— ) = ——— 0 —BH _ B
<x'8%~> =z | e €T = kel (2.58)

En la deduccién de la ecuacion (2.58) se ha hecho uso de la identidad

_ﬁH _ _
hngN!/ dy..diy e / dgdp p(q,p) = 1.

La ecuacién (2.58) corresponde al llamado teorema de equiparticion genera-
lizado. Como dijimos antes, este mismo resultado puede también obtenerse a
partir del colectivo microcanénico. En el caso de que z; = ; = ¢;, entonces

H
<Qi?)_> = kgT, Teorema del virial. (2.59)
di

Por otro lado, en el caso de que z; = x; = p;, entonces

0H
<pia—> = kgT, Teorema de equiparticion. (2.60)
Di

Veamos el significado fisico en el caso del teorema de equiparticion:

f ol S
Y pim—=) dp=H+L=(T+V)+(T-V)=2T,  (261)
pr0

donde L es el lagrangiano, T' es la energia cinética y V' es la energia potencial.
De este modo,
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es la contribucion a la energia cinética asociada al grado de libertad i-ésimo.
De acuerdo con el teorema de equiparticién (2.60) resulta que

(T) = %i <pig—g> =f (%kBT> . (2.62)

1=1

Asi, en valor medio, la energia cinética se reparte por igual entre todos los
grados de libertad, correspondiéndole a cada uno de ellos un valor de %/{;BT .
Por otro lado, en Mecanica Clésica, el virial se define como

f f

1 0H 1 ,

5 E Qia_q_ =73 § giDi- (2.63)
i=1 ! i=1

El teorema del virial afirma que el virial también se reparte por igual entre
los grados de libertad, correspondiéndole —%szT a cada uno de ellos.

Veamos alguna aplicacion sencilla del teorema de equiparticion generaliza-
do. Por ejemplo, muchos sistemas fisicos admiten una transformacién canéni-
ca en el que el hamiltoniano toma la forma

f f
= Z Aig? + Z Bip;. (2.64)
i-1 i=1

Es el caso por ejemplo de un sistema de osciladores arménicos. A partir de
(2.64) podemos obtener la relacién

f
Z (zaHJrqzaH) 2H,
9g;

por lo que

1 OH OH\\ 1
(H) = 52 (<p18_p,> + <qza—%>> = 5/2ksT = fhsT. (2.65)

i=1

Cada grado de libertad contribuye con kgT a la energia media total. En el

caso del gas ideal,
(H)y=(T) = gk;BT. (2.66)

Este resultado es valido incluso si las moléculas son poliatémicas y tienen
grados internos de libertad.
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2.6.  APLICACIONES A SISTEMAS IDEALES: FUNCION DE
DISTRIBUCION DE VELOCIDADES DE MAXWELL-BOLTZMANN

Veamos ahora algunas aplicaciones sencillas de la colectividad canodnica
a sistemas ideales. Consideremos un gas ideal en equilibrio a la temperatura
T. Supongamos que el gas estd constituido por moléculas (no necesariamente
monoatomicas, por lo que pueden tener grados internos de libertad) de dife-
rentes especies. Consideremos una molécula dada del gas. Llamemos r; y py
a la posicién y cantidad de movimiento de su centro de masas y (¢, pi™) al
conjunto de coordenadas y momentos generalizados asociados a sus grados
internos de libertad (rotacién y vibracion). El hamiltoniano de esta molécula
es

p 1n 1 111
Hy = om L ‘|‘H t(Qltaplt)v (2-67)

donde H™ representa la energfa 1nterna de rotacion y vibracion de los atomos
que componen la molécula respecto de su centro de masas. El hamiltoniano
H"t e independiente de la posicién .

El sistema se encuentra en equilibrio a la temperatura T'. Fijemos nuestra
atencién en una sola molécula. El hamiltoniano completo del sistema es la
suma de cada uno de los hamiltonianos anteriores para todas las moléculas.
Esta aditividad de la energia permite aplicar la colectividad candnica toman-
do la molécula como sistema y el resto de moléculas como foco térmico. Asi,
la densidad de probabilidad en el espacio de las fases de una molécula vendra
dada por A

R N (2.68)
Ahora nos preguntamos cudl es la probabilidad de encontrar el centro de
masas de la molécula entre ry y r; +d°r; y con cantidad de movimiento entre
p1 v pi + d°p1, con independencia de los grados internos de libertad. Esta
probabilidad se obtendra integrando la densidad de probabilidad p; respecto

de (g™, pi™):

P (1'17 Pl) d3r1d3p1

/ dg)™ / dp™ pi(r1, p1, ¢, ) d°rid’py
= Cie” 5p1/2m1d3r1d3p1, (269)

donde C; es independiente de los grados internos de libertad. Si multipli-
camos P(ry, p1)d®rid®p; por el nimero total de moléculas Ny del tipo que
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estamos considerando en el sistema, entonces obtendremos el niimero medio
de moléculas de esa clase que estan en dicho intervalo de posiciones y can-
tidades de movimiento. Suprimiendo el subindice 1, definimos la funcion de
distribucion de velocidades de una molécula f(r,v) como

s f(r,v)d’r d*v = ntmero medio de moléculas cuyo centro de masas
estd entre r y r + d°r y se mueve con velocidad comprendida entre v y
v+ dv.

De acuerdo con esta definicién, f(r,v)d>v es el niimero medio de moléculas
que por unidad de volumen tienen velocidades comprendidas entre v y v +
d3v. A partir de la definicién anterior podemos escribir la identidad

fe,v)dr v = NP(x,v)d’r d®v = Ce P™ 2@y v, (2.70)

donde hemos tenido en cuenta la ecuacién (2.69). La constante C' se puede
determinar por normalizacion:

/d3 /d3vfrv N—=(C=2 (Zf)w. (2.71)

De este modo, la funcion de distribucion de velocidades vendra dada por

2r

flr,v) = f(v) = (mﬁ) _5’”“2/2, (2.72)

donde n = N/V es la densidad numérica de moléculas. La ecuacién (2.72) de-
fine la funcién de distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann (MB).
Esta distribucién no depende de r (homogeneidad o invariancia traslacional)
y depende de v s6lo a través de su médulo (isotropia o invariancia rotacional).

Es importante senalar que la distribucion de MB para una particula no
sélo es vélida para un gas ideal sino también para cualquier otro sistema
homogéneo fluido. Vedmoslo. Consideremos la densidad de probabilidad del
colectivo canénico

—BH

int .int
p({rzapqu ' D }) th'Z

(2.73)

donde .
2 .
H=Y" By () + (g ). 27)
i=1

UEX

71



UEX

72

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

Aqui, V es la energia potencial de interaccion entre las moléculas. La in-
variancia traslacional implica que V ({r;}) = V ({r; + a}), donde a es una
cantidad constante arbitraria. La densidad de probabilidad de una molécula

es
73<I“1;P1) = /d?’rz“'/6131"1\7/613132"‘/dapN/dqim/dpint

Xp( {ri’p“q;m’p;n‘c}) O(eﬁp%/2m/d3r2---/d3rN
(

Xe—ﬁv(rl,rz,w,rzv) 2.75)

)

donde se ha integrado en las coordenadas asociadas a los grados internos de
libertad y en las cantidades de movimiento. Consideremos la integral en las
posiciones

I = /d3r2---/d3rN e BV (rLra,eN) /d3r2---/d3rN

Xe—ﬁV(r1+a,rz+a,~-,rN+a) :/d3r/2"'/d3r§\; e—ﬁV(rl-f—a,r’Q,---,r’N)’
(2.76)

donde ri' = r; + a. De acuerdo con la ecuacién (2.76), es evidente que [
no debe depender de r; para que se verifique dicha igualdad. De ahi queda
probado que P(ry,p;) x e PP1/2m de modo analogo al caso ideal.

La diferencia entre el caso ideal y el general es que en el primero no existen
correlaciones espaciales de modo que

fo(r1, 19, vi,vo) = f(ry,v1) f(rz, v2), (fluido ideal), (2.77)
donde

» fo(ry, Ty, Vi, Vo) dPrydProd®vd3vy = ntimero medio de parejas tales que
una de ellas estd entre r; y r; +d°r; con velocidad entre v; y vq +d°vy,
mientras que la otra estd entre ry y 19 + d’ry y se mueve con velocidad
Vo ¥ Vo + dvs.

En el caso de un fluido no ideal,
fz(rl, 9, Vy, VQ) # f(rl, Vl)f(r2, VQ), (ﬂUIdO no ldeal) (278)

Esta desigualdad es debida a las posibles correlaciones espaciales existentes
en el caso de un fluido real.
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2.6.1. Distribuciones marginales

A partir de la distribucién de MB se pueden obtener otras distribuciones
marginales. Dado que f(v) depende del vector v, podemos en primer lugar
considerar la funcién de distribucién g(v,) asociada a la componente z de la
velocidad. Para ello basta con integrar f(v) para cualquier v, y v,:

+0oo +00
o) = [ do, [ defw)
3/2 . .
_ n<2_5> e—ﬁmv%/?/ dvy 6—ﬁmv§/2/ dUZ e—ﬁmvf/?
T e -

1/2
= n(m—ﬂ> eI/, (2.79)
2m

Obtenemos una distribucion de Gauss centrada en el origen ya que

i) =5 [ o gfan) = (2.80)

o0

Esta integral es cero ya que es el producto de un funcién impar en v, por
una funcién par en v,. Por otro lado,

1 [t kgT
2y = = dv, v2 g(v,) = ——. 2.81
W)= [ atgfe) = 281)

1 2

Este resultado estd de acuerdo con el teorema de equiparticion ya que (3mu;) =

2
skpT. Asi, la varianza de g(v,) es y/kgT/m. Es obvio que el mismo resultado

se obtiene con g(v,) y g(v,). Por tanto, tenemos que f(v) o g(v,)g(vy)g(vs).
Este hecho expresa la independencia estadistica de las componentes de la
velocidad.

Debido a que f(v) depende del vector v sélo a través de su moédulo
|v| = v, resulta interesante obtener la distribucién de médulos de velocidad

F(v):

» F(v)dv = nimero medio de moléculas que por unidad de volumen
tienen una velocidad cuyo médulo esta comprendido entre v y v + dv.

La distribucién F(v) se obtendrd a partir de f(v) integrando para todos los
valores de los angulos polar y azimutal 6 y ¢. Asi, dado que

f(V)dvydv,dv, = f(v)v*dvsinfdfde,
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Figura 2.1: Distribucién adimensional F*(¢) de la distribucién de Maxwell-
Boltzmann del médulo de velocidad ¢ = (m/3/2)"/?v.

entonces
™ 27
F(v)dv :/ sin9d9/ do f(v)vidv = 4mv* f(v)dv.
0 0

De este modo, F(v) viene dada por

3/2
F(v) =4mn (m_ﬁ) v2e I, (2.82)

A efectos de representar la distribucién F(v), es conveniente introducir la
velocidad adimensional ¢ = (mf3/2)"?v. En la figura 2.1 se representa la
distribucién adimensional

2

1/2
m_ﬁ) F(v) = 47~ 2¢% ¢,

F(§) = (

Es claro que el maximo de la distribucién F*(¢) esta en € = 1, lo cual equivale
a que la velocidad mas probable v sea

2T
DRy (2.83)
m
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Ademas, es facil mostrar que la velocidad media y la velocidad cuadratica
media de F'(v) vienen dadas, respectivamente, por

oy =[BT =y (2.8)

De acuerdo con estos resultados, v < (v) < /(v?). De forma més cuantita-

tiva,
4 2 3
@ = \/j ~ 1,128, @ ) = \/j ~ 1,224, (2.85)
v T v 2

2.7.  APLICACIONES A SISTEMAS IDEALES: TEORIA CLASICA DEL
PARAMAGNETISMO

Una sustancia paramagnética es aquella que en presencia de una induc-
cién magnética B adquiere un momento magnético total paralelo al campo.
Ese momento magnético, por unidad de volumen, define la imanacion de la
sustancia M. En ausencia de campo, M = 0. El origen del paramagnetismo
radica en que el campo externo B produce un momento de fuerzas que tiende
a alinear paralelamente los dipolos magnéticos de los atomos o moléculas con
el campo B. La intensidad H del campo se define como

1 1
H=—B-M~—B, (2.86)
o Mo

donde 19 = 1,26 x 107m - Kg - ¢72 es la permeabilidad magnética del vacio.
La ecuacién de estado de la sustancia magnética es una ecuacién de la for-

ma M = M(H,T). Para campos débiles y altas temperaturas (temperatura

ambiente), se observa que la ecuacién de estado toma la forma empirica

H
M=C7 (2.87)

Esta ley empirica es la ley de Curie y C' es la constante de Curie. Nos propo-
nemos aqui obtener la ecuacion de estado de un sistema paramagnético ideal
utilizando el colectivo canodnico.

Consideremos un modelo de gas ideal paramagnético como un conjunto de
dipolos magnéticos iguales, no interaccionantes entre si. Cada dipolo posee
un momento magnético p, siendo todos ellos iguales en médulo. En la figura
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wcos @

Figura 2.2: Orientacién relativa del dipolo magnético p respecto al campo
magnético B.

2.2 se muestra la orientacién del dipolo p respecto al campo magnético B.
En una teorfa clésica (donde todas las orientaciones de p son posibles), la
energia magnética del dipolo en presencia de una induccién magnética B
viene dada por

e=—p-B=—uBcosh. (2.88)

Al despreciar la interaccién entre los dipolos, podemos centrar nuestra
atencién en uno de ellos y considerar al resto como un foco térmico a la
temperatura 1. De esta forma podemos aplicar la colectividad candnica. La
probabilidad P(6, ¢)dS2 de que la orientacién del dipolo g respecto del campo
B esté comprendida dentro del elemento de angulo sélido d€) = sin #dfdy al-
rededor de la direccién (6, ¢) se obtendra integrando la distribucién canénica
respecto de todos los valores de las restantes variables fasicas. De este modo,

P(6, 0)dQ o< e dQ,
por lo que podemos escribir que

1 B
PO, ) = W@”‘"‘OSG, v =PuB = /i;_T' (2.89)

La cantidad N (7) se determina por la condicién de normalizacion:

/ AP0, ) = 1. (2.90)
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Figura 2.3: Representacion grafica de la funcién de Langevin definida en la ecua-
cién (2.94).

La integral angular en (2.90) es

s 2m +1
2 4
/ d@sin@/ dp e7°%? = 27?/ dr e’ = —7T<e7 — e‘”) = —ﬂsinh%
0 0 -1 v v

donde sinhz = (e — e™*)/2. Asi, teniendo en cuenta este resultado, N(7)
viene dada por

4
N(y) = /dQ greost = 1 sinh . (2.91)
v

Notese que la cantidad adimensional 7 es el cociente entre la energia
magnética maxima pB (cuando todos los dipolos estédn orientados paralela-
mente al campo) y la energia de agitacion térmica kgT (en la que los dipolos
estan orientados en cualquier direccién del espacio). Dependiendo de la in-
tensidad del campo y/o la temperatura externa dominard un efecto sobre el
otro.

El valor medio del momento magnético p se puede calcular a partir de la

expresion (2.89) de P(6, ¢):

(py) = pisinfcosp) =0, (p,) = p(sinfsinp) =0, (2.92)

donde se ha tenido en cuenta que B es paralelo al eje z (véase figura 2.2) y
que las integrales en ¢ se anulan por ser funciones impares en sin g y cos ¢.
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La componente z de p viene dada por

Oln N
oy’
(2.93)

donde se ha hecho uso de la primera identidad de la ecuacién (2.91). De

acuerdo a la expresion explicita de N'(), tenemos que

() = leost) = [ 40 cost P09) = £ [ 0 costr=? =

InN = In(47) — Inv + Insinh 1y,

por lo que

1 1
G =gy =eothy - = L0). (299

La funcién adimensional L(7) se denomina funcidn de Langevin. De acuerdo
con las ecuaciones (2.93) y (2.94), llegamos al resultado

(nz) = pL(7). (2.95)

La funcion de Langevin estd representada en la figura 2.3. Estudiemos su
comportamiento para valores grandes (7 > 1) y pequeiios (7 < 1) de 7. En
el primer caso (y > 1), cothy — 1, 1/y — 0, de modo que L(y) — 1. Por
otro lado, cuando v < 1

i coshy 1+~%/24--+ 11+4%2+--
CO = ~ = —
7T Sy T 36+ AL+ 6+
1 1 1
>~ ;(1 +79°/2) (1 = ~?/6) ~ ;(1 + §W2>7 (2.96)

por lo que la funcién de Langevin se comporta como L(y) ~ /3.
La imanacién (momento magnético por unidad de volumen) es

ot

M =n{u,) =nuL (ukB—T> . (2.97)

En el limite de campos magnéticos muy intensos y/o bajas temperaturas
(y>1), L(y) — 1, por lo que

M = np. (2.98)
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Es decir, se alcanza la imanacion por saturacion: todos los dipolos se orien-
tan paralelamente al campo. La energia de agitacion térmica es muy pequena
en comparacion con la magnética y los dipolos se alinean con el campo facil-
mente. El otro limite interesante corresponde a campos débiles y/o altas
temperaturas (y < 1), donde L(7y) ~ /3, por lo que

1 H H
g = O (2.99)

Es decir, se reobtiene la ley de Curie (2.87) con una expresién microscopica
de la constante C dada por

1
C=-Bpe (2.100)
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PROBLEMAS DE EVALUACION

2.1. El objetivo de este problema es demostrar el teorema de equiparticion
generalizado en el colectivo microcanoénico.

a) Para ello, demostrar en primer lugar que

0H 1 9]
<6_> WaoE”

E OH
= E ZS|\E—H .
/0 d / dq dp 8%5{ (%p)}

b) Probar las siguientes igualdades:

siendo

f(E)Z/ dq dp x;— 0 (H-FE)= / dq dp (E — H)d;;
H<E 83: H<E

donde d;; es la delta de Kronecker.

¢) Utilizando la ltima ecuacién en b), probar finalmente el teorema
de equiparticion.

2.2. La funcién de particién de un gas ideal es Z = (¥ /N, siendo ¢ la
funcién de particién de una particula. El potencial quimico se calcula
como p = —kgT(0InZ/ON).

a) Un gas ideal de N dtomos de masa m se contiene en un volumen
V a la temperatura T. Calcular  y p en ese gas.

b) Un gas con N’ particulas débilmente interactivas, adsorbidas en
una superficie de drea A = V?/3 sobre la que pueden moverse
libremente, puede formar un gas ideal bidimensional. La energia
de una particula adsorbida es entonces (p?/2m) — ¢, siendo p su
cantidad de movimiento y €, la energfa de enlace que mantiene a
un atomo sobre la superficie. Calcular la funcién ¢’ y el potencial
quimico p' de este gas adsorbido.
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¢) Estando el vapor tridimensional y el gas bidimensional a la misma
temperatura, aplicar la condicién de equilibrio para determinar el
nimero medio de particulas adsorbidas por drea n' = N'/A en
funcién de Ty n = N/V.

Un gas ideal monoatémico formado por N particulas esta en equilibrio a
una temperatura 7' ocupando un volumen V. En la mitad del recipiente
del sistema las particulas tienen una energia potencial constante U,
mientras que en la otra mitad la energia potencial es nula.

a) Calcular la funcién de particién del sistema.
b) Calcular la energia potencial media por particula.

¢) Calcular la capacidad calorifica a volumen constante. Analizar los
limites de temperatura grandes y pequenas.

Un gas ideal clasico con N particulas de masa m en equilibrio térmico
esta contenido en un recipiente cilindrico infinitamente alto de seccion
o en el seno de un campo gravitatorio uniforme. Calcular la funcién
de particion, energia media, capacidad calorifica y concentracién de
particulas a una altura z (férmula barométrica). ;El resultado coincide
con el dado por el teorema de equiparticién generalizado?

Un gas de N discos duros de didmetro ¢ se mueve en el intervalo [0, 00).
El disco mas a la derecha estda sometido a una fuerza F' dirigida hacia
el origen de coordenadas.

a) Calcular la funcién de particién del sistema.
b) En el limite N >> 1, calcular la capacidad calorifica del gas.
¢) En el limite N >> 1, determinar la posicién media del disco més a

la derecha.

. Qué fraccién de las moléculas de un gas tienen componentes x de la
velocidad comprendidas entre —0 y 40, siendo v la velocidad més pro-
bable de las moléculas? Expresar el resultado con ayuda de la funcién
error Erf(x), definida como

Erf(z) = %/0 dy eV
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Solucién de los problemas de evaluacion

Solucion 2.1

a) Por la definicién de valor medio en el colectivo microcandnico

OH 1 OH
— —G§(E-H
<xzaxj> th(E)/dqdpxza J( )

(p2.1.1)
th 8E/ /dq dp xz . - H).

En la tltima igualdad se ha aplicado la regla de Leibniz para la derivada
bajo el signo integral:

b(x)
[ dusta) = e o)~ .l ate)

B
&
I

/dq dp x—/ dE'§ [E'— H(q,p)]

= / dq dp x;— 0 (H-E). (p-2.1.3)
H<E Oz,

Aqui hemos hecho uso de la propiedad de la delta de Dirac:

/ dr f(x)0(x — o) = { f)sa<a’<b 000

0 en otro caso

Ademis, en la ecuacién (p.2.1.3) se ha tenido en cuenta que J,,F = 0.
Integrando por partes en la ecuacion (p.2.1.3), obtenemos el resultado

F(E) = —/H<E dg dp (H — E)é;j, (p-2.1.5)
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donde se ha supuesto que el hamiltoniano H es cuadratico en ¢ y p de
tal forma que la integral de superficie en la regiéon definida por H < F
se realiza sobre el contorno donde H — E = 0. Insertando de nuevo la
delta de Dirac,

F(B) = / dq dp (E — H)6;; / ’ dE'§(E' — H)
0 (p.2.1.6)

E
= / dE' / dq dp (E - H)5(E' - H)5,;.
0

Recurriendo nuevamente a la regla de Leibniz,

E
%F(E) = /dqdp (E_H)é(E_H)(Sij+/ dE’/dqdp
0

x0(E' = H)8;j = hiT(E)d;. (p.2.1.7)

Finalmente, sustituyendo la identidad (p.2.1.7) en la ecuacién (p.2.1.1),
obtenemos el resultado final

0i

B
Asi, queda demostrado el teorema de equiparticion generalizado en el
colectivo microcanodnico.

Solucién 2.2

a)

Tenemos un gas ideal de N particulas de masa m en equilibrio a una
temperatura T (foco térmico sin intercambio de particulas — colec-
tividad candnica). Sabemos que las particulas en el gas ideal no in-
teraccionan o interaccionan muy débilmente de manera que la energfa
potencial del hamiltoniano puede ser despreciada frente a la cinética.
Esto es, Hy = Y. p2/2m.

En los gases ideales, la funcion de particién puede expresarse de la
forma Z = (¥/N!, donde el factorial refleja que hemos considerado
particulas indistinguibles. Vamos a comprobar este resultado.
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En la colectividad candnica, la funcién de particién para un sistema
de N particulas indistinguibles en un volumen V' a una temperatura T
con hamiltoniano Hy(g,p) viene dada por

Z(T,V.N) = dq dp e (P)

h) N'

h3NN| /d3r1 /dng/dgpl /d3pN€ L 15”"-

(p.2.2.1)

El hamiltoniano y, por lo tanto, el integrando son independientes de las
coordenadas espaciales por lo que la integracién en las mismas resulta
en un volumen V por cada una de las particulas. Esto es,

1 v
ZTVN) = gV [ e [ e 7Sk
O .
1 5 _gr
= W /d pe 2m:|

donde la tltima igualdad puede llevarse a cabo gracias a la forma del
hamiltoniano, es decir, la integracion en el espacio de momentos tam-

(p.2.2.2)
VN

2
bién resulta en el producto de N veces la integral [d*pe%am. Asi
queda demostrado que Z = ¢~ /N!, donde

V 5 _prt
(= h3 /d pe P, (p.2.2.3)
El proximo paso es integrar la funcion de particion monoparticular.
Para ello, consideraremos coordenadas esféricas. En ese caso, como el
integrando depende del vector p solo a través de su modulo p, la integral
se puede escribir como

(= 93 / dp p*e P, (p.2.2.4)

donde Qy = 27%%/T (g) es el angulo sdlido en d dimensiones. Para
continuar con la integral, hacemos el cambio & — Sp?/2m de tal forma
que podamos hacer uso de la funcién gamma de Euler.! Finalmente, la
funcién de particion monoparticular nos queda

'Realmente no es necesario pasar a la funcién I' ya que este tipo de integrales gaussia-
nas suelen estar tabuladas. Sin embargo, conviene saber resolverlas puesto que aparecen
constantemente en Fisica Estadistica.
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Vo fam\P? e .
rrg (7)) [ e

v r2 (om 3/2F 3\ V [2mr\*?
g (5) 1))
Una vez identificada la funcién de particién Z = ¢V /N!, podemos
proceder al calculo del potencial quimico pu:
10z 0 N

Asumiento que tenemos un nimero lo suficientemente grande de particu-
las, aplicamos la formula de Stirling, In N! ~ N'In N — N, para obtener
el resultado

(p-2.2.5)

¢
~ —kgTOn (NInC—NInN+ N)=—kgTln=. 2270
nE ks N (NIn¢ nN +N) pTIn = (p )

Haciendo uso de la expresién obtenida para ¢ en la ecuacién (p.2.2.5),
el potencial quimico viene dado por

<2m7rkBT> 2y

~ —kyT1 -
pr=rel 3 N

(p-2.2.8)

La manera de proceder en este apartado es similar a la anterior. Sin
embargo, ahora el sistema estd sometido a ciertas ligaduras. El hamil-
toniano del gas en este caso viene dado por

(B =

! 4 [ !

,:E — —¢|=) ——N'¢ 2.2.9
N L <2m 0) a 0 (p )
Considerando las particulas como indistinguibles, la funcién de parti-
cién para estas N’ particulas en un area A a una temperatura 7" viene

dada por
]. ! ry!
1(t N —B'H},(¢,p)
Z'(T", A, N") th/!/dqdpe N

1

2
X 7 (ZIN;I %71\[/60)
e .

(p.2.2.10)
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El hamiltoniano y, por lo tanto, el integrando son independientes de las
coordenadas espaciales por lo que la integracién en las mismas resulta
en un area A por cada una de las particulas N':

1 N’ / i AN
7' (T’ A N’) hQNlN”A /d2p1 . "d2p§\76_ﬁ val §m+BNEO

__ L[ [ e 2
T RV P = N

(p.2.2.11)

El siguiente paso es integrar la funcién de particién monoparticular ('.
Como hicimos para el gas tridimensional, consideramos la integracién
en coordenadas esféricas por sencillez

2

A * A R /
(= 292/ dp pe™"'% £ A —2271'66 50/ dp pe® % . (p-2.2.12)
h h§ 0
Realizando nuevamente el cambio de coordenadas & — 3'p?/2m, tene-

mos n o 19
= T e / dée™€ = LT Blen (p.2.2.13)
hy B’ 0

A continuacién, teniendo en cuenta la expresion (p.2.2.7), el potencial
quimico para el gas bidimensional toma la forma

! {ZmﬁkBT A o0 ]

MI = —kBT/ lnﬁ = —kBTll h2 N’ (p2214)

La condicion de equilibrio de dos sistemas que intercambiaban particu-
las entre si es

Bu=p'. (p.2.2.15)
Como las temperaturas Ty T’ son ahora iguales, se tiene que en el

equilibrio p = p/. Por lo tanto, a partir de las expresiones (p.2.2.7) y
(p.2.2.14) podemos despejar n' = N/A en funcién de T'y N/V:

3/2
ol KQmkaT) vl {QmkaT A ﬂm}

02 N 2 N

2k T\ V. _ 2mksT A 4,
h NT T N

(p.2.2.16)
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De acuerdo con esta ecuacion, n’ = N'/A viene dado por

hon BE

Solucion 2.3

a) Tenemos un gas ideal de N particulas indistinguibles en equilibrio a
una temperatura 7'y ocupando un volumen V. Como el sistema esta
en contacto con un foco térmico a la temperatura T'y presenta pare-
des cerradas (no intercambia particulas), consideramos la colectividad
canoénica. A diferencia del problema 2.2, ahora el hamiltoniano presenta
un término adicional al término cinético habitual en gases ideales. En
este caso, ademas, el potencial Vy depende de la posicion de la particu-
la, lo que distingue este apartado del 2.2.b. La dependencia de V; con
las coordenadas de las particulas es

Up st qeR
Vola)=¢ 0 si  q€Ry, (p.2.3.1)
oo sl q; g_ﬁ R1 U RQ

donde R; y R, son las regiones con potencial Uy y 0, respectivamente.
Con el potencial identificado, el hamiltoniano del sistema toma la forma

: 2m
i=1

N 2

p.
B = 3o |25+ 140)|- (0232)
La funcion de particién candnica para un sistema de N particulas in-
distinguibles en un volumen V' a una temperatura 7' con hamiltoniano

Hy(g,p) viene dada por

1
Z(T,V,N) = /dq dp e PHn(aP) (p.2.3.3)

1
= h3NN'/d3r1-~-/d3rN/d3p1--~/d3pN
NN

BN, [%%—Vo(ri)]
1

_ 3 3. BN Vol
- = dr1~~-/drNe =Y o)

7
x/d?’pl-"/d3pN€_ﬂZ£v‘l Im (p.2.3.4)

xXe
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La integral en el espacio de momentos se resolvié en el problema 2.2.a.
El resultado es

? 9 3N/2
/d3p1 .. ./dspNe_ﬁzﬁlin — (%m> . (p235)

Nos centramos en la integral en el espacio de posiciones. Como el po-
tencial Vj es una funcién constante a trozos, integramos por intervalos

/dgrl---/d?’rNeﬁZi]\il%(”) = / d3r1---/d3rN+/ d’r,
Ra Ry

-.:/}FrNe—Nﬁ“x (p-2.3.6)

Por el enunciado sabemos que el volumen de las regiones Ry y Ry es
la mitad del volumen total V. Asi, el resultado final de la integral en
posiciones es

Vv N
/ﬁnm/fmfﬂﬁwm:bﬂ+fwﬂ. (p.2.3.7)

Con esto, la funcién de particion queda

1 [V [2rm\*? N
Z=—= =55 (1+e?)| . 2.3,
wilz(F) 0 238
La energia media del sistema viene dada por
— dlnZ
E=- . 2.3.9
o5 (p-2.3.9)

A partir de la expresion (p.2.3.8) de la funcién de particién Z, obtene-
mos el resultado

_ 2|2t —BU0\ | = N |2 —
E= 5|2 Inf+Nn(l+e ﬂ}_N{#yT+l+€w0.
(p-2.3.10)

Dividiendo por N esta expresion obtenemos la energia media por particu-

la _

E 3 Uy

— = kT + ———. 2.3.11
N 9 B + 1—|—€ﬂU0 (p )

o
M
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Podemos separar en la expresion (p.2.3.11) las contribuciones cinéticas
y potenciales de la energia media €:

e=t+u. (p-2.3.12)

Finalmente, haciendo uso del teorema de equiparticion generalizado, la
energia potencial media por particula queda

_ Uo

Una via alternativa para calcular la energia media por particula es
haciendo uso directamente de la definicion de valor medio

" BU
/dp/dq% 5 1(qp) lequoe 0
C

U= f dqe—ﬁUo
v sUpe -8l
= 2.3.14
%(1—|—eBU0) l—l-eﬁU0 (b )
La capacidad calorifica a volumen constante se define como
OF
Cv=|=—] . 2.3.15
v ( 6’T> y (p )

Teniendo en cuenta la expresién (p.2.3.10) de la energia media E, te-
nemos el resultado

3 kgePlo Uz } [3 ePlo
Cy=N|=kp+ Nk Uy)———=
v 27T (1 4 002 (kpT)? B (80" (1+ 00 )?
(p.2.3.16)

Limites de alta y baja temperatura:

» Para T grande (e’ < 1): Cy ~ %NkB (1+0((BU)?)).
» Para T pequefia (e’ > 1): Cy ~ 3Nkg (14 O ((BUp)%e ).

En ambos casos, Cy ~ 3/2Nkp. La razén es que, para bajas tempe-
raturas, todo el gas estd en la regién de menor energia potencial (gas
ideal convencional) y, para temperaturas altas, el potencial no influye
apenas sobre el movimiento del gas y este se distribuye mas o menos
de manera homogénea.
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Solucién 2.4

La principal novedad de este problema es la aparicién de un término de
energia potencial gravitatoria en el hamiltoniano:

N 2
D
Hy(g.p) = <% —I—mgzi> : (p.2.4.1)

i=1

donde z; hace referencia a la altura de la particula i-ésima. Con este hamil-
toniano, la funcion de particién Z se calcula como

1
hi N1

1
= h3NN'/d3r1---/dSrN/dBpl---/dBpN
0 !

2
BN, [%megzi]
Xe

1
- h3NN'/d3r1---/d3rNe‘5Z£v—lm9“/d3p1-~-/d3pN
NN

2
xe Tl o, (p.2.4.2)

Z(T,V,N) dq dp e PHN(a:p)

La integral en el espacio de momentos se resolvié en el problema 2.2.a. El
resultado es

N P 2mm \ *V/2
/d3 /d3pNe Briciam = < 3 > . (p.2.4.3)

Nos centramos en la integral en el espacio de posiciones. El potencial mgz; es
una funcion unicamente dependiente de la tercera coordenada espacial por
lo que la integracion en x e y nos dara la seccion o del recipiente cilindrico.
De esta manera,

00 N N
/d3r1.../d3rNe—5Z£v1 mgzi _ [O’/ dze—ﬂmgz:| _ ( g > '
0 fmg

(p.2.4.4)
Finalmente, la funcién de particién Z queda

1 (2rm\*"? [ o \V 5N /2
Z=— |- — N 245
Nl( hg > <m9> ’ 249
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Conociendo la funcién de particion Z, podemos calcular facilmente la energfa
media. Esta se define como

— olnZz
E=- . 2.4.6
a5 (p.24.6)
Haciendo uso de la expresién (p.2.4.5), nos queda
— 5 3 D
E = SNkgT = N({I)+ (V) = N ( SkaT + ksT | = NksT, (p247)

donde se ha hecho uso del teorema de equiparticion generalizado en el tltimo
paso. La igualdad (p.2.4.7) prueba la consistencia del resultado con el obte-
nido a partir del teorema de equiparticién generalizado. Una vez tenemos la
expresion para la energfa media F, la obtencién de la capacidad calorifica
(en este caso a seccién constante) es trivial

C, - (8—E> ~ O Nk (p2.48)

Por 1ltimo, solo nos queda calcular la probabilidad de encontrar particulas a
una altura z. Como las particulas son indistinguibles y no interaccionantes,
la concentracién de particulas a una altura z, que denominaremos n(z), serd
igual al nimero de particulas N por la densidad de probabilidad de encontrar
una particula en z. Esta densidad de probabilidad viene dada por

1
P(z) = @/dgp/dx/dye_“h(q’p). (p.2.4.9)

La tnica integral que tiene ¢ que no esta en el numerador de P(z) es la dada
en la ecuacién (p.2.4.4) (a excepcién de la integracién en = e y que resulta
en la seccién ). Por lo tanto, la densidad de probabilidad queda

P(2) = Bmge ™oz, (p-2.4.10)
Asi,

N
n(z) = Kn;geﬁmgz — férmula barométrica. (p-2.4.11)
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Solucién 2.5

a) Tenemos un gas ideal de NV particulas distinguibles en equilibrio. Puesto
que no conocemos la naturaleza de la fuerza que actia sobre el disco
mas a la derecha, para calcular la funcion de particion consideramos
la colectividad candnica. La dependencia de Vjy con las coordenadas de
las particulas es

V] oo stofgi—gj] <o paraalgini # j
Volg:) = { Fox s PN . (p25.1)

Con el potencial identificado, el hamiltoniano del sistema toma la forma

Hy(q,p) = Z [% + Vo(qi)} : (p-2.5.2)

1=1

La funcién de particion canoénica para un sistema de N particulas dis-
tinguibles moviéndose en un intervalo L a una temperatura T' con ha-
miltoniano Hy (g, p) viene dada por

1
ngmzzﬁ/@@awwm
0

1
~ i fane [ o i

7/321 1{ +Vo( 1'1,:|

= /da:l /d.’L’Ne 521 1 Vo(zi) /dpl /de

Xeﬁzfgﬁ (p.2.5.3)

La integral en el espacio de momentos se resolvio en el problema 17.a.
El resultado es

p% 2mm N/2
/dpl.../deeﬂva—lm — <7> . (p.2.5.4)

Nos centramos ahora en la integral en el espacio de las posiciones.
Noétese que el potencial Vj es una funcion que, para la coordenada
i-ésima, depende de las posiciones j = i — 1,7 + 1. Asi, se anula la
posibilidad de tener una particula a menos de un diametro de distancia
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de las vecinas. Por ello, es conveniente integrar por intervalos:

/dml /dee Y Vo(ws) / dml/ / dxy
+o/2 140 N_1+0

xe PFeN (p.2.5.5)

donde se ha considerado que sobre la particula N-ésima actia la fuerza
F. Haciendo las integrales espaciales en (p.2.5.5), obtenemos el resul-
tado

/dml-'-/dee_ﬂzfv—l‘/O(zi)

1
/ dxl/ / dry_ 1_6_/8F((7+93N—1)
+0/2 z1+0 TN-—2+0 ﬁF

1 N-1 o
—BFo dze —BFz1 _ 6—5F0 6_’8F§
(ﬁF > /W 1 GEr )
eiﬁ( 7%)FU

(BE)N

(p.2.5.6)

De este modo la funcién de particion Z se puede escribir como

N2 —B(N-1)Fo N
J = <27kaBT> / e ﬁ(N 2)F — (@) ﬁ_%e_NﬂFU.
N>1

hj (BF)Y hoF’
(p-2.5.7)

b) Para calcular la capacidad calorifica necesitamos conocer la energia
media del sistema. Esta se define como

= InoZ o) 3N
E:—< aﬁ >N’F:—%<—7lnﬂ NﬁFO’)

3
=N <§k’BT + F o) = (energfa cinética) 4 (energfa potencial).
(p-2.5.8)

aE _ 3N

De esta forma,
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¢) Por la definicién de valor medio:

(rn) = %/dﬂil"'dpzv zye PN
10lnZ 10
= ~579F = ap "NWF - N3Fo) (p2510

Realizando la derivada y simplificando se obtiene

kT

(zy) = No (F—O + 1) . (p.2.5.11)

Solucién 2.6

Para encontrar la fraccion de moléculas con componente x de la velocidad
entre —v y v, debemos integrar la distribuciéon marginal g(v,) dada en (2.79)
entre esos limites:

1[0 1/2 1/% ,
P:—/ dv, g(vx):2< m > / dv, e”™2ET (9.2.6.1)
nJ%

donde se ha usado el resultado v = 1/2kgT/m. Realizando el cambio de
variable y = \/m/2kgTv,, obtenemos

1/2 1/2 1 1
2kgT 2 2
P =2 m B / dye_?ﬂ:—/ dy eV
27TkBT m 0 ﬁ 0
Erf(1) ~ 0.843. (p.2.6.2)




CAPITULO 3
COLECTIVIDAD

3.1. COLECTIVIDAD GRAN CANONICA: FUNCION DE PARTICION
GENERALIZADA

La discusion de la paradoja de Gibbs nos ha puesto de manifiesto que una
descripcion completa y consistente de un sistema macroscépico en equilibrio
exige tener en cuenta la dependencia respecto al niimero de particulas. De
este modo conviene generalizar la colectividad canénica al caso de sistemas
abiertos, en los que el numero de particulas del sistema no es fijo y es un
pardmetro estadistico.

Asi pues consideremos un sistema aislado A dividido en dos subsistemas
Ay v Ay. Supongamos que dichos subsistemas pueden intercambiar energia
y particulas. Vimos en la seccion 1.11 del capitulo 1 que la densidad de
probabilidad de encontrar N; particulas cualesquiera en el sistema A; es

N! 1 Oy (E— Hi,N - N)

N- (1) (1) =
pr(Ni; ¢V, pY) NN = Nyl plt Q(E,N)

(3.1)

A partir de dicha densidad de probabilidad se puede obtener la probabilidad
de encontrar el sistema A; con N; particulas cualesquiera y con energia
comprendida entre Fy y Ey 4+ dEy:

NI Q1 (E1, N1 )Q(E - Ey, N — Ny)

B N = ST Q(E,N) - By

Como ya hemos senalado en los temas anteriores, las funciones ;( E;, N;)/N;!
ademas de crecer muy rapidamente con la energia F;, crecen también muy
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rapidamente con el nimero de particulas N;. Por ello, w;(E, Ny) presenta
un maximo muy agudo en £y = E; y Ny = N;. Las condiciones de maximo
llevan a las identidades

J In Oy (Ey, Nh) [0 I Qy(Es, No)
0F; Ny! ~ - 0F, No! _ )
E1=E1,N1=N; Ey=E—FE;,No=N—-N;

(3.3)

8 In Ql(El,Nl) _ 8 In QQ(EQ,NQ)
oN, Ny - - ON, No! - _
Ey=Fy,Ni=N, Ey=E—E;,No=N—N

(3.4)
La identidad (3.3) lleva a que f; = [ mientras que la (3.4) lleva a que
M1 = 2.

Del mismo modo que hicimos en el capitulo 2 para el colectivo canénico,
supongamos ahora que el sistema A; es mucho mas pequeno que el sistema
Ay (f1 < f2), de forma que Fy < Ey ~ E'y Ny < Ny ~ N. Andlogamente a
como razonamos en el caso del colectivo candnico, estamos interesados en es-
tudiar aquellos microestados donde la densidad de probabilidad no es despre-
ciable. Esos microestados estan caracterizados por un niimero de particulas
N; < N y una energia H; < E. De acuerdo con esto, en la ecuacién (3.1),
podemos desarrollar en serie In[Qy(E — Hy, N — Nq)/(N — Ny)!] en potencias
de H; y Ny y quedarnos a primer orden del desarrollo:

Q(E—H,N=N) | (B N)
TV W) - TN

0 By Ny)
_ 1 H
(8E2 " (N—Nl)!> !
Ey=E,Na=N

_( 0 OBy Ny)

1

In ) N+
NAY
ONy (N —Ny)! R

= IHM—BHl—CMNl-F“' (35)

N!
La primera derivada en (3.5) define la temperatura § de Ay, mientras que la
segunda define el pardmetro o = —Bp. En rigor, estas definiciones deberfan
efectuarse para Ny = Ny y Fy = Ej; sin embargo en la practica no existe
ninguna diferencia entre evaluarlas como en (3.5) o hacerlo de forma rigurosa

yaqueszNyE2:E.
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En conclusion, Ay se comporta no sélo como un foco térmico (su tem-
peratura no se ve afectada al ponerse en contacto térmico con otro sistema,
cualquiera que sea la energfa puesta en juego), sino que ademas lo hace como
un foco de particulas (su potencial quimico no cambia cualesquiera que sea
el nimero de particulas intercambiadas). De esta forma, tomando antilogar-
timos en la ecuacién (3.5) tenemos el resultado

QZ(E_ H17N_N1) ~ QQ(EJ N)@—ﬁHNl—aNl

(N—N) NI (36)

donde Hy, corresponde al hamiltoniano asociado a N; particulas. Con el
resultado (3.6), la densidad de probabilidad p(N;q,p) del sistema A; (una
vez que prescindimos del subindice 1) es

1

¢ BUHN=RN) 3.7
hIN'Q (3.7)

p(N;q,p) =

La densidad de probabilidad (3.7) define la colectividad gran candnica (ma-
crocanénica o canénica generalizada). La constante ) se determina por la
condicién de normalizacion

> [ dady p(Nip) =1 (39

lo cual lleva a la expresion

QB a,X) /dqdp e PHN (3.9)

I
]2
% D

ST

La ecuacion (3.9) define la gran funcién de particion (o funcién de particién
generalizada) (). En la expresién (3.9),

e =e =y, (3.10)

donde z es la fugacidad. De este modo,
Q=Y NZy (3.11)

N=0

donde Zy es la funcion de particién de N particulas.
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De la misma forma que en el colectivo canénico, se puede probar a partir
de la definicién (3.7) de p(N; g, p) que la densidad de probabilidad de energia
w(E,N) es

1
WwE,N)=——
(E,N) =5 0
Es claro que w(E, N) presentars un maximo agudo en £ = Ey N = N,
Volveremos sobre este punto mas adelante.

Para finalizar esta seccion, resulta conveniente escribir la expresién de
py @ para el caso de una mezcla de s componentes (s diferentes tipos de
particulas). Las expresiones son

Q(E, N)e AE=N), (3.12)

1 1 .
p<{Ni};q,p> = e e el (3.13)
M- NSREQ
1 & = e il _
Q= 7 Yooy m/dqdpe BHap), (3.14)
0 Ny=0  Ne=0 U s

En estas ecuaciones hay que entender que el hamiltoniano depende del niime-
ro de particulas de cada especie, es decir, H(q,p) = Hy,+..+n.(¢,p) ¥ que

(Q7p> = (q17"' y ANy ANy +15 770 N1+ N AN+ N +15 0 5P 7pN17pN1+17"')7

f=h+fotfe

3.2. CALCULO DE VALORES MEDIOS Y FLUCTUACIONES

Sea An(q, p) una variable dindmica que involucre a N particulas. El valor
medio en la colectividad gran candnica es

(4 = > / dgdp An(q,p)p(N; q,p)

N=0
1

- Sy - / dqdpAy (g, p)e "N eP), (3.15)
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En particular, la energia media y el niimero medio de particulas vienen dadas
por

0 e—oN
(H)=E = —Z /dqdeN g, p)e D)
Q=
= l Z /dqd — e BHn(ap)
Qi
_ ! (%) (aan) , (3.16)
a, X
70¢N
- N — —-BHN(g.p)
(NY=N QZ W /dqdpe

B aQ _ [0l@
_ _§<a_a> __( - ) . (3.17)
B,X B,X

Es importante sefialar que en la ecuacién (3.16) la derivada parcial ha de efec-
tuarse a a constante y no a potencial quimico constante. De modo analogo,
se pueden probar las siguientes relaciones:

1{0ln@
<Y>:§( X )aﬁ, (3.18)
(a%W) o —<(A— (A)) (H - <H>)>, (3.19)
<%<A>>M = ‘<(A —(A) (N - <N>)>- (3.20)

En el caso de que A= H o A= N, tenemos los casos particulares

2 OF _[0°InQ
<AE> __<%)a,X_ ( 862 )a,X7 (321)

O ()= () e
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for-om-m) (%) (%) - (%me).

(3.23)
Vimos en el caso de la colectividad candnica que la ecuacion (3.21) llevaba
a que las fluctuaciones de la energia con respecto a su valor medio tendian a
cero cuando N — oo:

AE_ pvksCx 52,

= = (3.24)

La ecuacién (3.22) nos permitird estimar la magnitud de las fluctuaciones
del numero medio de particulas. Pero antes de hacer esa estimacion conviene
hacer la conexién con la Termodinamica.

3.3.  CONEXION CON LA TERMODINAMICA

Para establecer la conexion con la Termodinamica, calculemos la derivada
del In (@) en el caso de un proceso cuasiestético:

@ = (), 5+ (o), o () 0%

= —Fdf — Nda + pYdX. (3.25)

A partir de esta ecuacién podemos obtener la relacién
d(nQ+pBE+aN) = BdE+adN + Y dX = B(dE - pdN +YdX). (3.26)

Teniendo en cuenta que en el caso de un sistema abierto el intercambio de
energia puede provenir de la realizacion de un trabajo, de un intercambio de
particulas y de una transferencia de calor, entonces

dQ = dE — pdN +YdX = TdsS. (3.27)

Asi, comparando las ecuaciones (3.26) y (3.27), parece logico definir la en-
tropia como

S=kg(InQ+ BE +aN). (3.28)

Podemos facilmente ver que esta identificacion de la entropia es equivalente
a la del colectivo candnico. Para verificarlo, consideremos la expresién (3.11)
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para la gran funcién de particién @). Tomando el ejemplo del gas ideal (Zy =
(N /N!), podemos afirmar que la funcién de particién Zy es una funcién que
crece muy rapidamente con N. De ahi que @ es el producto de una funcién
rapidamente creciente con N (Zy) por otra rapidamente decreciente con N
(e=*N). Por ello presenta un méaximo muy agudo alrededor de N = N~N:

Q ~ e *NZy(aAN), a~1.
Asi, B B
@ ~—-aN+InZy= S=kp (ln Iy + BE) , (3.29)
donde hemos tenido en cuenta la relacién (3.28) en el 1ltimo paso. La expre-
sién (3.29) coincide con la expresion (2.28) del colectivo candnico.

Consideremos ahora la funcion de Gibbs o de entalpia libre G definida

CcOomo . .
G=E-TS+YX. (3.30)

Tomando diferenciales en ambos miembros de (3.30), llegamos a la identidad

dG = dE —TdS - SdT + XdY +YdX
= dE —dE + pdN —YdX — SdT + XdY +YdX
= —8dT + XdY + pudN. (3.31)

De esta ecuacion obtenemos la relacion

p= (2%) - (3.32)

La funcién de Gibbs G(T,Y, N) es una magnitud extensiva. Sin embargo, la
{inica variable extensiva de la cual depende es N. Por ello G ha de ser una
funcién homogénea de primer grado en las variables extensivas independien-
tes de las que depende, es decir, G debe ser una funcién homogénea de N.

Asi, segtin el teorema de Euler, G(AN) = AG(N), por lo que G debe tener
la forma

G="—=N=uN, 3.33
= (3.33)

por lo que p1 = G/N es la funcién de Gibbs por particula. Combinando las
ecuaciones (3.30) y (3.33), obtenemos la llamada ecuacién de Euler:

TS=E-G+YX=E—-uN+YX. (3.34)

UEX

101



UEX

102

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

Aplicando la ecuacién de Euler (3.34) a la ecuacién (3.28), obtenemos la
relacion

E—-puN+YX =kgT (nQ+SE+aN) = |YX =kgTIn Q.| (3.35)

La ecuacién (3.35) permite obtener directamente la ecuacién de estado.

3.3.1. Gas ideal

En el caso del gas ideal,

Q=) zN%zezgﬁanzzCze_aC:@Vy (3.36)
N=0 '

de acuerdo con (3.35). Teniendo en cuenta la expresion (2.50) de ¢, obtenemos
para In () la expresion

_af2mmN\3/2V
mQ(f,a,V) =e (7) o (3.37)
A partir de (3.37), es fécil obtener las siguientes expresiones:

dl1 ~ ~

( “Q> Q= N =InQ =V = NkgT, (3.38)
da /v

dln@Q 3 3— — 3=
=——1InQ =—=-NkgT E = -NkgT. 3.39
((’)B)a,v pp @ =gkl = B =Nk (3.39)

Como era de esperar, las ecuaciones (3.38) y (3.39) son idénticas a las obte-
nidas en los colectivos microcanénico y candnico. Por otro lado, de acuerdo
a la ecuacion (3.28), la entropia S viene dada por

§ = ho(Q+ 9 + N ) = k(N + 2N +aF) = Nho 2 +a). (340)

Dado que el parametro a = —fu esta fijado en el colectivo gran candnico, su
valor viene dado por ejemplo en el colectivo canénico por la ecuacién (2.53):

~ 3/2
o =1 VY (22;” k)™ (3.41)
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Sustituyendo (3.41) en la ecuacién (3.40), obtenemos para S la expresién

(V/N) (2rmkgT)*"?
h3 '

S = Nkg g +1In (3.42)

Esta ecuacion como también era de esperar coincide con la obtenida previa-
mente en los colectivos microcandnico y candnico.

3.4. Fluctuaciones en el niimero de particulas

Veamos primero ahora el potencial termodinamico que esté directamente
relacionado con (). Ninguno de los candidatos usuales es apropiado, ya que

S(E,V,N);E(S,V,N);H(S,p,N); F(T,V,N); G(T,p,N),

mientras que () depende de T,V y pu. Por ello, definimos el gran potencial
termodinamico

B(T,X,u)=F—uN=E—-TS - uN. (3.43)

A partir de (3.43),
dB = dE — SdT — TdS — jdN — Ndy = —SdT — YdX — Ndyu, (3.44)

donde la relacién (3.27) se ha utilizado en la tltima igualdad. La ecuacién
(3.44) nos lleva a las definiciones

0B = 0B — 0B
(), w), (8), e
X, m T.X

De acuerdo con la ecuacién de Euler (3.34), la ecuacién (3.43) se puede
reescribir como

B=E-yN-(E-puN+YX)=-YX=|B=-kThQ.| (346)

La relacién Q = e=?? es andloga a la obtenida en el canénico Z = e=#F.
Ahora ya estamos en condiciones de evaluar la varianza (AN)?. De acuer-
do con la relacion (3.22),

(AN)? = <(N - <N>)2> - —(aa—];[) - k;BT<g—JZ) L (347)
B,V TV
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donde hemos particularizado para un sistema hidrostatico (X = V). El ob-
jetivo es escribir el segundo miembro de (3.47) en términos de magnitudes
fisicas accesibles a nivel experimental. En primer lugar, dado que la derivada
de N respecto a ju se hace con T y V constantes, entonces

N N p
(5),-(3), @), e
# TV P TV a TV

Por otro lado, de acuerdo con la segunda identidad de la ecuacién (3.45),
obtenemos la relacion

i v du\ oV - aV \ du - aV -

Si N = N(T,V,u), como T y p son intensivas mientras que N y V son
extensivas, entonces por el teorema de Euler

(oW N\ N
T,u i

donde n es la densidad numérica de particulas. La otra derivada en (3.48) se
puede obtener a partir de la relacién de Maxwell

ONY (op) (V) _ |
op ov) \oNn) — 7
T,V TN Tp

y de la definicién de compresibilidad isoterma

K S a_v >0
Vvlep | 7
TN

ON ON oV
(?p) =— (W) (8_ﬁ> = nVer. (3.51)
TV TP TN

Combinando las ecuaciones (3.50) y (3.51), obtenemos el resultado final

(8_]\7) = Nnkr, (3.52)
O
v

De este modo,
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por lo que B
(AN)?* = nkgTNer. (3.53)

De este modo, las fluctuaciones en el niimero de particulas relativas a su valor
medio vienen dadas por

AN -
T = nkBTIiTN 1/2. (354)

Asi, en general, AN/N — 0 cuando N — co. Asi, para sistemas macroscopi-
cos, el colectivo gran candnico se hace equivalente al colectivo canénico. Para
ello se necesita que k7 (que es intensivo) sea finito. Vemos ademas como
las fluctuaciones en densidad estan relacionadas con la compresibilidad del
sistema.

Una situacion interesante corresponde a que nos encontremos cerca del
punto critico en la transicion liquido-vapor. En esa region, k7 — oo, y las
fluctuaciones en densidad se hacen muy importantes. Dichas fluctuaciones se
manifiestan a escala macroscopica en fendmenos como la denominada opa-
lescencia critica.
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PROBLEMAS DE EVALUACION

3.1. Considérese el gran potencial termodindmico como B = B(z,T,V)
donde z = e®*. Demostrar las siguientes igualdades:

a) <aB>ZV = —<S+Nk31nz>,

ar/,
) (7). =7
c) <8_5>T,V - _NszT’

3.2. a) Calcular la funcién de particién macrocanénica de una mezcla de
gases ideales clasicos.

b) Obtener la ecuacién de estido para la presion como funcion de las
densidades parciales m; = N;/V (ley de Dalton).

c¢) En el caso de una mezcla binaria, calcular la entropia de mezcla,
es decir, el cambio de entropia al pasar de dos gases separados con
la misma presion p y temperatura 7" a los dos juntos sin variar p
ni T en un volumen V = V] + V4.

3.3. Sea un gas ideal clasico cuya funcion de particién canénica de una
particula puede escribirse como (T, V) = V f(T) siendo f una funcién
independiente del volumen. Expresar en funcién de f(T')

a) La funcién de particién macrocanénica @) y el gran potencial ter-
modindmico B.

b) La ecuacién de estado, la energia libre de Helmholtz, la energia
media, la entropia y la capacidad calorifica.

¢) Demostrar que la probabilidad Py de que el sistema tenga N
particulas sigue una distribucion de Poisson de la forma Py =

e M ARk

d) Particularizar las expresiones encontradas al caso de un gas ideal
no relativista.
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3.4. Calcular la funcién de particién macrocandnica de un gas ideal en el
limite relativista (H = cp). Calcular, asimismo, la ecuacién de estado,
la entropia, la energia libre de Helmholtz, la energia media, la entalpia
y las capacidades calorificas a presion y volumen constantes.

3.5. El hamiltoniano de un sistema de particulas de masa m es
N .
- = -~
H= Z [Qm -I-U(n)}
i=1
El sistema estd en equilibrio a la temperatura 7'y con volumen V.

a) Calcular la funcién de particién macrocandnica @).

b) Demostrar que la ecuacién de estado es la de un gas ideal con
independencia de la forma del potencial U.

Solucion de los problemas de evaluacion
Solucién 3.1

El gran potencial B se define como

siendo F' = E — T'S la energfa libre de Helmholtz. Tomando diferenciales en
ambos miembros de la ecuacién (p.3.1.1) obtenemos la identidad

dB = dE — TdS — SdT — udN — Ndp. (p.3.1.2)

Usando el primer principio de la Termodinamica (dE = TdS —pdV + pdN),
obtenemos la expresion

dB = —SdT —pdV — Nd. (p.3.1.3)
Ahora, expresamos el potencial quimico en términos de la funcién z como
pw="kgTlInz, (p.3.14)

de modo que su diferencial es

kT
dp = kplnz dT + ~2=dz. (p.3.1.5)
z
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Sustituyendo la relacién (p.3.1.5) en la ecuacién (p.3.1.3), obtenemos final-
mente el resultado
— —kgT
dB =~ (S+ Nkglnz)dT —pdV — N—dz (p.3.1.6)

A partir de esta ecuacion se obtienen las identidades

0B — 0B 0B —kgT
— = — Nkgl e =-p o =-N—-.
<8T>z,v (S Nk nZ) 7 <8V>z,T . ( 0z )T,V <

(p.3.1.7)
Para demostrar la ultima igualdad, utilizamos la identidad (p.3.1.7):

d(6B) 0B B 0B ~
(3—B>Z B—I_B(aB)ZV B — T(E)T) =B+TS+TNkplnz

:F—ﬂN+TS+NM:E—TS+TS
(p.3.1.8)

<8(0L53)>z,v -E (p.3.1.9)

De este modo,

Solucién 3.2

a) El hamiltoniano de una mezcla binaria de gases ideales viene dado por

= P L
H(qup) = HNI (QJp) + HN2<Q7p) = 277; 9 : s (p321)
=1 2N 72

donde hemos supuesto que las especies 1 y 2 tienen Ny y Ny particu-
las (indistinguibles), respectivamente. La funcién de particién macro-
candnica para una mezcla binaria viene dada por

Q(T,V, ;) = Z Z D22 (T NV Zy(T, N, V), (p.3.2.2)
N1=0 Na=
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donde z = e’ es la fugacidad de la especie i (i = 1,2) y Z; es la
funcién de particién candnica del gas ideal de la especie 7. Esta funcion
de particion candnica ya se calculd en el problema 2.2.a con el resultado

Z-—w donde = —10 (p.3.2.3)
TN T ks pas

Asi,

= exp [V (Zl/\1_3 + Zg)\2_3)] . (p324)

En general, para k especies

Q= exp

k
5 ziAﬁ] . (p.3.2.5)
=1

b) Para calcular la ecuacién de estado hacemos uso del gran potencial
termodinamico B = —kgT'In (. Con las relaciones que demostramos
en la ecuacién (3.45), obtenemos los resultados

]—9 — _ 8_B — kBTi Vi Z‘)\-ﬁs — kBTi Z‘)\-i?’
av T av L L
i i=1 i=1
— B
Ni:— <6 ) :ZZ'V)\;B.
i ) 1y
(p.3.2.6)
Con todo esto se demuestra que la ecuacion de estado es
k N k
= k:BT;7 = kBT;ni. (p.3.2.7)

¢) Inicialmente, para los dos gases separados

0B, 0B,
S() = Sl + SQ = - <—> - <—> ) (p328)
o ), v o ) v,
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donde se ha hecho uso de la relacién entre el gran potencial y la entropia
demostrada en (3.45). Asi,

5 D
Sy = <_& + kB) Z1V1)\1 <_@ + -kB> ZQVQ)\;%
—_—— 2 ——

T 2 T
N Ny (p-3.2.9)
1 5
T (N1fi1 + Nopi) + §(N1 + Ny)kg.
Finalmente, haciendo uso de la expresion del potencial quimico p; =

kT In(nA?),
5
S() = —ICB [Nl ln(n)\i’) + N2 ln(n)\g)] + 5 (N1 + Ng) kB. (p3210)

En esta tdltima expresion se ha tenido en cuenta que n = ny = ny =
p/kpT al estar los dos gases a la misma presion y temperatura. Para la
entropia de mezcla procedemos de igual manera que con Sy, resultando

, 5
Sy = —kp [Ny In(n{A}) + N In(njA3)] + 5 (N1 + Ny) kg, (p.3.2.11)

donde n; = N;/(V} + V). Asi,
AS = Sf - SO = —]fB (N] hll'l + N2 11’11‘2) R (p3212)
siendo x; = N;/N la fraccién molar de la especie i.

Solucion 3.3

a) La funcién de particién macrocandnica se puede escribir formalmente

Ccomo ~ ~
Q=Y eVz(N)=) NzZ(N), (p.3.3.1)
N=0 N=0

donde z es la fugacidad y Z(N) representa la funcién de particién

E canénica de un sistema de N particulas. Considerando el gas ideal, la
funcién de particién Z(N) se puede escribir como Z(N) = ¢~ /N!. De
esta forma, la ecuacién (p.3.3.1) viene dada por

Q= i LZNCN = i i(z()N = exp(2() (p-3.3.2)

110 N! N! ’

N=0" N=0
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donde la funcion de particion monoparticular ¢ esta definida como

=V (p.3.3.3)
Asi, la funcién de particion macrocandnica y el gran potencial termo-

dindmico B = —kpT In () se pueden expresar como
Q=exp(2Vf(T)), B=—-kgTzVf(T). (p.3.3.4)
Para calcular la ecuacién de estado hacemos uso del gran potencial
termodinamico B = —kgT'In(@. Con las relaciones que demostramos

en la ecuacion (3.45) obtenemos los resultados:
0B
p=—|=— =kgTzf(T
<av> T b f( ) _ NkBT

’ =>p=—". (p.3.3.5)

4

=l

(@)1

La energfa libre de Helmholtz se calcula a partir del gran potencial B
de la forma

F = E~TS=B+uN=—kgT2Vf(T)+ uN

= kgT (—va(T) + ﬁ/“LN) kT < Nn V]f\([T>>

(p.3.3.6)

- Fr (),

donde se ha hecho uso de la relacién N = zV f(T) demostrada en la
ecuacién (p.3.3.5). A continuacién, calculamos la energfa media:

— 9 —dInf(T
E=- ( 5;@)27 - - —];(/3 ) _ VhaT2f(T) = NhyT? ndg( )
(p.3.3.7)

Con la ecuacién (p.3.3.7), la capacidad calorifica a volumen constante
viene dada por

(0B  — din f(T) . ,d*Inf(T)
Cy = <8T>v — Nkg {QT ST (0338)
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Finalmente, mediante la relacion entre el gran potencial y la entropia,
se deduce la expresion

(9B 1= o = [df(T) N
S_—<8—T>W_T(E F)_NkB{T D

— [d N
— Nk Ll—T(Tlnf(T))—anJrl]. -
p.3.3.

¢) La densidad de probabilidad de encontrar N particulas cualesquiera en
la colectividad candnica generalizada es

11
. — _— — ,—B(H(gp)—pN)
(N3 a,p) = = 0 . (p.3.3.10)
Si queremos particularizar para una energia F, tendremos que integrar
la relacién (p.3.3.10) para todos los valores de ¢ y p que hacen H(q, p) =
E. El resultado es

1
w(N, E) = Q(N, E)ée_ﬁ(E_“N), (p.3.3.11)
donde Q(N, E) es el nimero de microestados con energia E'y N particu-
las. Para obtener la probabilidad de que el sistema tenga N particulas,
integramos w(N, E) para todos los valores de la energia. De esta forma,

1 1
Py=—=2" / dE Q(N,E)e™ = "7 (p.3.3.12)
Q Q
Con el dato del enunciado ¢ =V f(T),
1 N
7 =—VNN VN N %
> A = Py = %e—zw = We—N. (p.3.3.13)
= Q = exp(2Vf) | |
d) Para un gas ideal no relativista en tres dimensiones sabemos que
s _ M
112 f=X7 A= (p.3.3.14)

VvV QTI'kaT.
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Asi,

AT )3
F = NkgT [m <%) - 1} ., E= ;mBT (p-3.3.15)

_ _ N3
Cy = =Nkp, S = Nkg |:g +1In < A >:| . (p.3.3.16)

Solucién 3.4

La funcién de particién macrocanénica se puede escribir formalmente como

Q=) eVZ(N)=Y NZ(N), (p.3.4.1)

donde z es la fugacidad y Z(N) representa la funcién de particién canénica
de un sistema de N particulas. Considerando el gas ideal, podemos expresar
Z(N)=(¢"N/N!y, de esta forma, la ecuacién (p.3.4.1) resulta

e e]

Q= Z %ZNCN = Z %(ZON = exp(z(), (p.3.4.2)
N=0

donde la funcién de particién monoparticular ¢ viene dada por?

1 3y 131 p—Bcp v /OO -8
_ o _ "y p
¢ h% d°qd’p e héﬁo dp p“e
VI 0 11 8V
= — | —| —=——. 34.3
e (p343)
A partir de aqui se tiene,
8TV
=exp | ——=2| . 3.4.4
¢ p[(hoﬁfﬁ)3 } (p344)

Para calcular las magnitudes termodindmicas recurrimos al gran potencial
B. Este se define como B B
B=FE-TS—uN. (p.3.4.5)

'Esta integral se resuelve de manera similar a las realizadas en el colectivo canénico.
Aqui utilizamos el “truco” de derivar bajo el signo integral.
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Si comparamos (p.3.4.5) con la expresién para la entropia

S=kp (an—I-ﬁE—BuN)7

se deduce . SV
mVz
B=-——@Q=- - 3.4.6
3 Q (hoc)gﬁ (p-3.4.6)
En el ejercicio 3.2 se comprobd que
dB = —SdT —p — Ndp, (p.3.4.7)
por tanto
(%), (), 5
P v )y, oV ).~ (hec)?  NkeT
’ ’ =>p= . (p.3.4.38)
— <8B> 8tVz 4 v
N=-15- - 3
) 7y (hoc)

Por otro lado, de (p.3.4.7) y de la expresién de N se deduce la ecuacién para
la entropia:

_ 0B 8wV g 8rVe 1 = e
S = (aT)H,V == 4(hOC)3 kBﬁ (hC)S MB kBTQ - 4kBN TN
B (hocB)* N
p=kgTIn < S TV
B (p.3.4.9)
W (hocp)* N
= S =kgN [4 ln< s v (p.3.4.10)

A partir de aqui, la energia libre de Helmholtz, la energia media y la entalpia
se obtienen de manera trivial:

-
F-F-TS=B+uN = —kyIN+ kTN <Mﬁ>
= &t V
jo) . 3N
= kBTN |:hl ((hgcf) V) - 1:| ,(p3411)
E=F+TS =3ksTN, (p-3.4.12)

114 H=E+pV =3kgTN + kgTN = 4kgTN. (p.3.4.13)
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Por tltimo, usando relaciones termodindmicas, obtenemos

OE — 0H =
Cv = <8_T>V = 3]€BN7 Cp = <(9_T>p = 4]CB]V (p3414)

Solucién 3.5

a) La funcién de particién macrocanénica se puede escribir formalmente

como -~ -
Q=Y e NzZ(N) =3z, (p.3.4.1)
=0 N=0

donde z es la fugacidad y Z(N) representa la funcién de particion
canonica de un sistema de N particulas. Considerando el gas ideal,
Z(N) = ("/N!y, de esta forma, la ecuacién (p.3.4.1) resulta

Q= Z %zNCN = Z %(ZC)N = exp(z(). (p-3.4.2)
N=0" " N=0" '

En este caso la funcion de particion monoparticular viene dada por

3/2
(= %/dpe‘ﬁg:z/dre_w(r) = <27Tm];BT> /dre_ﬂU(r),
hy hi

(p.3.4.3)
donde desconocemos la funcién U(r) pero sabemos que la integral en
posiciones debe existir. En el apartado siguiente veremos que no es
necesaria conocer esta funcion para determinar la ecuaciéon de estado.

b) Haciendo uso de la ecuacion (3.35) tenemos

pV =kgTInQ = kgTz( = —B. (p.3.4.4)
Por otro lado, sabemos que
— 0B
N=—-|— = 2(. p.3.4.5
<8N>T,V ( )

De donde se deduce que o
pV = NkgT. (p.3.4.6)

Esta ecuacion es independiente de la forma del potencial U(r).
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CAPITULO 4
ESTADISTICAS

4.1. NOCIONES ELEMENTALES DE MECANICA CUANTICA

Es evidente que en la Mecénica Estadistica juegan un papel muy impor-
tante las leyes que rigen el comportamiento de las particulas. Aunque histéri-
camente la Mecanica Estadistica comenzo su desarrollo partiendo de la base
de que el comportamiento mecanico de las particulas del sistema venia dado
por la Mecénica Clésica, habia fenémenos en la naturaleza que no estaban
bien descritos por la teoria clasica. Sin embargo, a principios del siglo XX
surge la Mecanica Cuantica como consecuencia de las pruebas experimenta-
les de que el movimiento de las particulas elementales no se rige por las leyes
de la Mecanica Clésica. Al desarrollarse esta teoria, la llamada Mecanica
Estadistica Cudntica resolvi6 gran parte de las dificultades anteriores.

Es evidente que aunque en muchos casos la Mecénica Clasica proporciona
una buena aproximacién al problema, la formulacién correcta de la Mecanica
Estadistica debe hacerse en el marco de las ideas mecanico-cuanticas. Con
efectos solo de fijar ideas haremos en lo que sigue una breve revisién de los
postulados de la Mecanica Cudntica.

» Fl estado de un sistema con f grados de libertad esta descrito por una
funcion de onda ¥(qy, o, . qy;t). Estd normalizada a la unidad

/dQ1de H\Ij(qlv(]%'“ 7Qfat)H2 =1,
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donde H\PH2 = UU* es la densidad de probabilidad de que en el instante
t el sistema tenga coordenadas generalizadas entre ¢, y ¢1 + dqq, 2 ¥
G2+dge, -+, g5 y qr+dgy. Ademds, U* denota el complejo conjugado de
V. De esta forma, la descripcion cudntica no es determinista, es decir,
no nos asigna una posicién tnica del sistema sino una distribucién de
probabilidades para las distintas posiciones finales.

A toda magnitud fisica A medible se le asocia un observable /Al, es
decir, un operador lineal hermitico cuyas autofunciones constituyen un
conjunto completo de funciones (base del espacio vectorial). De esta
forma, se define el problema de autovalores a y autofunciones ¥, del
operador A como

AV, = a¥,.

Los tinicos resultados posibles de una medida de la magnitud A son
los autovalores del operador A (cuyo espectro puede ser continuo o
discreto).

Si el sistema se encuentra en el estado representado por la funcion de
onda ¥ y se mide la magnitud A, la probabilidad de que el resultado
de la medida sea el autovalor a es

Pla) = ||(T,|9)]" = H/dQI"'de U (g a3 ) (g, 7(]f§t)H2~

En consecuencia, si ¥ = ¥, es una autofuncién de A, entonces P(a) =
b0, Es decir, sélo en ese caso se sabe con certeza que el resultado de
la medida es a’.

El valor medio de la magnitud A (valor esperado) es
(A) =" aP(a;) = (V| A V) = / dgy - dgp VAU,
Si llamamos (AA)2 = (A?) — (A)? puede demostrarse que
1
AA)'(AB)* > 2(C)?
(A1) (8B)* > Ly

donde C' = —z[//l\, E} Aqui, hemos introducido el conmutador de A y

B: [//1\, B\} = AB — BA. La anterior relacién es la forma general del
principio de incertidumbre de Heisenberg.
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» Dada una magnitud fisica cuya forma clésica es A(r,p;t), el operador
asociado al correspondiente observable cuantico es A= A(r, —1hV,; t),
donde h = h/2m y h es la constante de Planck. Esta es una forma
de expresar el llamado principio de correspondencia. En particular, el
observable que representa el hamiltoniano de una particula es

2

~ h?
H(r,p) = 2p—m+U(r) — H = —%VQ—I-U(r),

donde U(r) es la energia potencial de interaccion.

= La funciéon de onda ¥ evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ecua-
ciéon de Schrodinger

9)
ot
Los estados estacionarios son aquellos descritos por una funcién de
onda de la forma

h—T = 0T,

U= eflEt/h\IjE’

siendo ¥y una autofuncién de . i Uy = EWg. En los estados estacio-
narios los valores esperados de cualquier magnitud no evolucionan en
el tiempo: R R

(A) = (Y|A]Y) = (Vg|A[¥E).

4.2. PARTICULAS IDENTICAS EN MECANICA CUANTICA

En Mecénica Cuantica, debido al principio de incertidumbre que impi-
de conocer con precision de forma simultdnea la posicion y velocidad de
una particula, carece de sentido la identidad individual de cada una de las
particulas. Ello hace que aparezcan hechos especificos muy importantes que
no poseen analogos clasicos. Se trata pues de efectos que son puramente
cuanticos.

Ello lleva a introducir el llamado principio de identidad de particulas:

= En un sistema de particulas idénticas s6lo son posibles aquellos estados
que no cambian cuando se intercambian entre si dos particulas idénti-
cas. En otras palabras, lo que realmente importa no son qué particulas
estan en cada estado de particula sino cuantas particulas hay en cada
estado de particula.
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Veamos las consecuencias de este principio. Consideremos un sistema de
N particulas idénticas. Supongamos que &; representa el conjunto de coorde-
nadas (incluyendo las internas) de la particula i. En otras palabras, &; repre-
senta el estado cudntico de particula i. Como todas las particulas son idénti-
cas, si la particula 1 la coloco en el estado cudntico & y la particula 2 la coloco

en el estado cudntico &, entonces las funciones de onda W(&;, &, -+ ,€n) ¥
(&, &, -+ ,&n) deben diferir solo en un factor de fase ¢:
\I](ﬁlaé%"' agN) :ewa(§27€1,"' 7§N)7 (41)

donde ¢ es real. Si ahora intercambiamos de nuevo las coordenadas (o estados
cudnticos) de 1y 2, tendremos la identidad

\Il(glug%"' ;éN) 262150\11(51’6’2’,,_ >£N)7 (42)

y por tanto
M =1—e¥ =+l (4.3)

Por tanto, hay dos posibilidades ante el intercambio de dos particulas:

V(& &9, En) = V(& &, -+, &) = funcién de onda simétrica| (4.4)

U(&r, &, En) = =V(&, &, -+, &y) = funcién de onda antisimétrica
(4.5)
En 1940, Pauli demostrd que el primer caso (4.4) corresponde a un sistema
de bosones (particulas con espin entero), mientras que el segundo caso (4.5)
corresponde a un sistema de fermiones (particulas con espin semientero).
Consideremos un sistema de fermiones en el que dos particulas (1 y 2)
se encuentran en el mismo estado cuantico (& = &). En ese caso, por ser la
funcion de onda antisimétrica

\I/(gl,&,- " JSN) = _qj(§27§17"' 7&\’) = _\I](€17£2>"' 7§N)7 (46)

por ser & = &. En consecuencia, para un sistema de fermiones

@(51,52,"' 75]\/) :07 si 51 :§2- (47)

El resultado (4.7) constituye el famoso principio de exclusion de Pauli: dos
o mds fermiones no pueden encontrarse en el mismo estado cudntico.
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4.3. ESTADOS ESTACIONARIOS DE UNA PARTICULA LIBRE

Resolvamos la ecuacién de Schrodinger para determinar los estados esta-
ctonarios de una particula libre de masa m encerrada en una caja de aristas
Ly, Ly y L,. Admitamos que la particula sélo posee energia de traslacion. El
resultado que vamos a obtener va a ser utilizado en temas posteriores de ahi
que resulta importante su calculo.

En las condiciones anteriores, la ecuacién de autovalores del hamiltoniano
es 2

—%V2l1/E(r) = EVg(r). (4.8)
La ecuacién en derivadas parciales (4.8) estd sujeta a las condiciones de
frontera

Ug(0,Ly, L,) = Vg(L,,0,L,) = Vg(Ly, Ly, 0) = Ug(Ly, Ly, L) = 0. (4.9)

Apliquemos el método de separacién de variables para resolver la ecuacién
diferencial (4.8). En este caso, suponemos que Wg(r) factoriza en el producto
de tres funciones de la forma

Wy(r) = X(2)Y () 2(2) (4.10)

Al sustituir (4.10) en (4.8) se obtienen tres ecuaciones diferenciales ordinarias
para cada grado de libertad:
h* d*X h d*Y md*Z
A _px, S gy, P02 gz )
2m dx? 2m dy? 2m dz?

donde £, + E,+ E, = E.
La solucién general de la primera ecuacién en (4.11) viene dada por

2mE
X(z) = Asin(k,z) + Beos(kyx), k=4 TZQ - (4.12)

Las condicién de frontera X (0) = 0 lleva a que B = 0, mientras que X (L,) =
0 hace que k,L, = n,m, o bien,

by = ng—, 41
e (119
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donde n, = 1,2,3,... Es claro que si el problema fuera unidimensional, el
espectro serfa no degenerado: fijando el valor (discreto) de la energia E,, la
funcién de onda propia X (z) serfa tnica. Sin embargo, en el caso tridimen-
sional,

Ug(r) = Asin(k,z) sin(kyy) sin(k.2), (4.14)

donde k, = mn,/L,, k, = mn,/L, y k, = mn,/L,. De acuerdo con las
ecuaciones (4.11), la energia total E viene dada por

E=_—kF=—nm2+2Lt+2

h? R Lmi nd o on?
2m 2m (L% L Lg) (4.15)

El espectro de energia es ahora degenerado ya que combinaciones distintas
de los nimeros cudnticos ng, ny, n, pueden llevar al mismo valor de E. De
acuerdo con la ecuacién (4.15), la separacién entre dos niveles de energfa
consecutivos es muy pequena cuando estamos considerando un recipiente
macroscopico.

Planteamos ahora la siguiente pregunta:

» ;Cudntos estados estacionarios existen con una energia comprendida
entre Ey E+ AE?

En realidad el problema consiste en encontrar todos los posibles valores de n,,
ny y 1, que lleven a ese intervalo de energfa. Este es un problema matemética-
mente muy dificil de resolver. Para simplificar el problema, supongamos que
FEy < AE < E, donde Ej es el valor de la energia del estado fundamental.
En ese caso, dado que la separacién entre dos niveles de energia consecutivos
es muy pequena, podemos suponer que tenemos una distribucién continua
de energia. En esta aproximacién, podemos preguntarnos jcuantos estados
estacionarios pueden encontrarse con una energia comprendida entre E y
E+dE?
De la ecuacion (4.15), obtenemos la relacién

2
k2:k2+k2+k2=w2<”—i+@+"—z) (4.16)
P TR ST TR T )

donde k; = 7n;/L;. Dado que n,, n, y n, son enteros positivos, entonces
kz, ky y k. toman valores discretos positivos muy proximos entre si. Por ello,
determinar el niimero de estados estacionarios con energia en un determinado
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intervalo es equivalente a preguntarse en el espacio (k;, ky, k) el nimero de
puntos tales que el modulo £ estd comprendido entre k y k + Ak. Esto en
realidad corresponde a un octante de la corteza esférica comprendida entre
las esferas de radios k y k4 Ak. Asi, por ejemplo fijados n, y n., el nimero
posible de valores de n, entre n, y n, + An, es

An, = EA/{z.
T

De este modo, el nimero posible de valores de los tres niimeros cuanticos n,,
n, y n, en el intervalo comprendido entre k y k + d®k viene dado por
L,L,L, vV .
AngAn,An, = = Ak, Ak, Ak, = —BkQAk; sin 0AGAp. (4.17)
i

3

Si consideramos el paso al limite del continuo (Ak — dk), entonces el nimero
de estados con vector de onda k con médulo comprendido entre k y k4 dk se
obtendra de (4.17) integrando para todo 6 y ¢ y dividiendo por 8 (recordar
que los n; son positivos):
In% 1V
N(k)dk = =—4nk*dk = ~—K*dk. (4.18)
873 272
Ahora sélo nos queda transformar la distribucion en k a distribucién de
energias F. De acuerdo con la relacién (4.15),
2

N(k)dk = N(E)dE, dE = h—kdk;,
m
por lo que tenemos la identidad
h? In%
E)—kdk = = —k*dk. 4.1
N(B) =k = - — (4.19)

A partir de (4.19) obtenemos finalmente la expresion

v
B V2R3

Es importante recordar que en la expresién (4.20) no se ha tenido en cuenta
el grado de degeneracion de cada estado de particula debido al espin. Por
tanto, cuando usemos la expresion (4.20) para fermiones y bosones deberemos
multiplicarla por el factor de degeneracién g = 2s + 1, donde s es el nimero
de espin.

N(E) m32 Y2, (4.20)
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4.4. COLECTIVIDADES CUANTICAS

Los principios generales de la Mecanica Estadistica Clésica siguen siendo
validos cuando la descripcién mecéanica de las particulas que constituyen
el sistema es cudntica. Sin embargo, aparecen ahora peculiaridades en la
construccion de los colectivos que son inherentemente cuanticos. Como hemos
visto anteriormente, uno de ellos es el asociado al principio de identidad
de particulas por lo que sélo son posibles aquellos estados que no cambian
cuando se intercambian entre si dos particulas idénticas. Por otro lado, el
estado del sistema se especifica ahora mediante una funcién de onda en lugar
de un punto del espacio de las fases.

Por otra parte, de modo andlogo a lo que sucede en el caso clasico, el
numero de parametros que definen el estado macroscopico del sistema es
mucho menor que el necesario para definir el estado microscopico. De es-
ta forma, igual que en el contexto cléasico, conocido el estado macroscéopico
existe una infinidad de funciones de onda del sistema compatibles con la es-
pecificacién macroscopica. Ello de nuevo lleva a introducir una colectividad
de sistemas para representar el estado macroscépico.

Por todo ello, en Mecanica Estadistica Cudntica existen dos causas total-
mente independientes que introducen el caracter probabilistico de la teoria.
La primera de ellas es de origen intrinsicamente cuantico y proviene del hecho
de que aunque se conociera perfectamente la funcién de onda del sistema no
sabrfamos con certeza el resultado de la medida sobre el mismo de una cierta
magnitud fisica (a no ser claro estd que la funcién de onda fuera autofuncién
del operador asociado a la magnitud fisica en cuestién). El segundo elemen-
to estocastico de la teoria es el que introducen los propios postulados de la
Mecanica Estadistica.

4.4.1. Colectividad Microcanénica

Sea un sistema aislado en equilibrio con energia comprendida entre E y
E + AE (recordamos que la Mecanica Cudntica impide una especificacién
absoluta de la energfa durante un tiempo de observacién finito). Al igual que
en el caso clasico, el colectivo microcanonico se introduce a partir del postu-
lado de “igualdad de probabilidades a priori”: todos los estados estacionarios
accesibles tienen la misma probabilidad. Como el sistema esta limitado a una
cierta region del espacio, el espectro de energia es discreto por lo que los es-
tados cudnticos accesibles R pueden enumerarse: R = 1,2,... (distribucién
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discreta de probabilidades). A cada estado R le corresponde una energia Fr.
Por tanto, de acuerdo al postulado anterior, la probabilidad de que el sistema
se encuentre en el estado cudntico R es

Q(E)’

L. E<ER<E+AE
PR:{ = SRS B AL (4.21)
0, en caso contrario.

Aqui, Q(F) representa el nimero de estados estacionarios con una energia
comprendida entre £y E 4+ AE. Nétese que no se afirma que todos los
valores de energia son equiprobables, ya que los valores mas probables son
los que tengan mayor degeneracion. Asi, todos los resultados clasicos pueden
trasladarse al caso cuantico mediante el cambio

1
—— [ dgdp —
th!/qp ZR:

De este modo las férmulas de conexién con la Termodindmica siguen siendo
las mismas que en el caso clasico:

1 0In () 1 /0InQ2
b ksT ( OFE >XQ,N7 e B < 0Xa >E,N’ 2
1 /0InQ)
=—— E X, N)=kglnQ(E, X,,N). 4.2
I ﬁ( ON )XQE’ S( y Say ) Bl ( s Aday ) ( 3)

4.4.2. Colectividad Canonica

La colectividad canonica sigue las mismas pautas que en el caso clasi-
co. Es decir, consideremos un sistema aislado formado por dos subsistemas
que estén interaccionando térmicamente. En el equilibrio térmico, aunque la
energia de cada subsistema es un parametro estadistico, en la practica cada
subsistema se encuentra en un estado estacionario (o sea tiene un valor de
energia definido, de lo contrario la probablidad para cualquier otro valor de
la energia es despreciable). Si suponemos que el niimero de grados de libertad
de un subsistema es mucho mayor que el otro (foco térmico) se puede final-
mente obtener la probabilidad Pr de que el subsistema més pequeiio tenga

energia Fg:
R =Y (120
Pp = . Z(B) =) e PER 4.24
" Z(p) .
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donde Z(f3) es la funcién de particién cudntica. La suma anterior se extiende
sobre todos los estados cudnticos y no a los valores de energia (puede haber
degeneracion en la energia).

[gual que en el caso clésico, la conexién con la Termodindmica viene dada
por las relaciones

S=kg(InZ+PE), (4.25)
— olnZz 1 /0lnZ
P-—(% >X7N’ =5 >5,N' (4.20)

4.4.3. Colectividad Gran Canodnica

Razonando de modo anédlogo al caso clasico, la probabilidad de que un
sistema a la temperatura T y con potencial quimico p se encuentre en un
estado R al que corresponden Ny particulas es

¢—Nr—BER

Pp = TR Qla,B) = XR: ¢~ Nr o=BEr (4.27)

donde Q(a, () es la gran funcién de particién cudntica. En la definicién de
@ la suma se extiende a todos los posibles estados con cualquier nimero
de particulas. La conexion con la Termodinamica se lleva a cabo por las
relaciones

S=ks(nQ+BE+aN), pV=kThQ, (4.28)
— dln@Q — 1 (/0@ — dln@Q
< op >X,a’ B( X >a,ﬁ’ < da >,3,X
(4.29)

4.5. GAS CUANTICO IDEAL. FUNCION DE PARTICION

Calculemos en esta seccién la funcién de particién de un gas cudntico
ideal. Van a aparecer aspectos peculiares asociados a la indistinguibilidad de
las particulas. Usaremos por ahora una notacion en la que las letras mayuscu-
las se referiran a propiedades del sistema completo mientras que las letras
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mintsculas se referiran a las propiedades de una particula. De este modo, R
representa el estado cudntico del sistema completo, Er denota la energia del
sistema completo en el estado R y Ny representa el nimero de particulas
del sistema completo en el estado R. De forma analoga, r se refiere al estado
cuantico de una particula, €, es la energia de una particula en el estado r y
N, es el nimero de particulas que se encuentran en el estado r.

Debido al principio de identidad de particulas, el estado cuantico R de
un sistema de particulas idénticas queda totalmente especificado sabiendo el
nimero de particulas n, (nimeros de ocupacién) que se encuentran en cada
estado r. En otras palabras, importa cuantas particulas hay en r y no cuales.
De esta forma,

Ep= Z €., Np= Z Ny (4.30)

Si utilizamos el colectivo canénico, entonces la funcion de particién es

(N)
Zy=) M=) e (4.31)
R ni,ng,

con la condicién de ligadura ) n, = N. Es importante indicar que la suma
se extiende a todos los estados R en los que el sistema tiene N particulas
(conviene recordar que el sistema estd cerrado en dicha colectividad por lo
que el nimero de particulas es fijo). Ese hecho hace complicado el calculo de
Zy debido a la ligadura ) n, = N.

Por todo ello, conviene utilizar el colectivo gran canénico donde no hay
limitacion al nimero de particulas de cada estado R. En este caso,

Q=) eNne i, (4.32)
R

donde ahora el sumatorio se extiende a todos los estados posibles con cual-
quier nimero de particulas. Escribamos la ecuacién (4.32) de forma mds
explicita. Teniendo en cuenta la ecuacién (4.32), la gran funcién de particion
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() puede escribirse como

Q = Z e—azr nr e—ﬁz,. nrér

n1,n2,...
_ Z Z {6*(a+ﬂ61)me*(a+ﬁ€2)n2 .. }
ny g
_ {Z 67(a+[361)n1:| {Z 67(0‘+ﬂ€2)n2}
ni 2
_ [nmax _(a+551)n1} {"méx —(a+,362)”2}
r(=0

El limite superior de la suma para la variable muda ¢ dependera de si el
gas esta constituido por fermiones o bosones. Mientras que en el primer caso
Nmax = 1, en el segundo no hay ningin tipo de limitacion para nyy (o sea,
Nmax = 00).

Antes de particularizar la expresion (4.33) a fermiones o bosones, ob-
tengamos algunas propiedades generales. En particular, el niimero medio de
particulas en un estado r es

1 N
n,) = — E nye OV =PER

1 oS ne B nee 10lnQ
= QZZ...WQ Zsseﬁzsss:_B o (4.34)

ny  n2

Las otras propiedades termodinamicas vienen dadas por

) o1
(N) = (n,) = 52 aI;Q = - 5;@, (4.35)

r

vy = 10m@ %Z dlnQ de. —Z %M’ (4.36)

B 0X de, 0X 0X

r

donde en la ecuacién (4.36) se ha tenido en cuenta que () depende de X a
través de los niveles energéticos €, [véase ecuacién (4.15)].
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Supongamos que la energia de las particulas es inicamente de traslacion.
En ese caso, de acuerdo con la ecuacién (4.15), la solucién de la ecuacién de
Schrodinger es

2

7”‘L27r2<n§3+ Z_I_nz)
ZRNTRNT

€ = anynymz = %
h?m?
2 .2 .2 B

oImV/2/3 (nw Ty, + ”z) o Mg,y m, =1,2,...

(4.37)

donde se ha supuesto una caja ctibica por sencillez (V = L?) ya que las pro-
piedades termodinamicas no dependen de la forma del recipiente. De acuerdo

con la ecuacién (4.37),

Oe, 2¢,

Zr_ o 4.38

av 3V’ (4.38)
por lo que la ecuacién de estado general puede obtenerse a partir de la ecua-
cién (4.36):

P=57 <nr>€T = g_ (439)

4.6. ESTADISTICAS DE FERMI-DIRAC Y BOSE-EINSTEIN

La expresion (4.33) la vamos a particularizar en esta seccion al caso de
fermiones y bosones. En el primer caso nys = 1 mientras que nys = 00 en
el segundo caso.

4.6.1. Estadistica de Fermi-Dirac

En el caso de la estadistica de Fermi-Dirac (FD), la gran funcién de
particion Qpp viene dada por

1

Q=] Y e =] [1 n ef(aww)}? (4.40)

r (=0 r

por lo que
Q=Y In [1 + e—“‘*ﬂfﬂ] (4.41)
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1.0 ————
T>T

0.8+ T,~0 1
T>T
~06F 1

0.5

<n >

04r 1

02r 1

0.0 s
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

g /1

Figura 4.1: Distribucién de Fermi-Dirac para distintas temperaturas. Las tempe-
raturas 11 y Ts estédn definidas de modo que fipp =5y fopr = 3, respectivamente.

El ndmero medio de fermiones en el estado 7 es

10InQrp 1 B 1
B Oe  efatapl eBla—w) 41

(n,) = (442

La ecuacién (4.42) define la estadistica de Fermi-Dirac (FD). De acuerdo
con (4.42), 0 < (n,) <1, como era de esperar de acuerdo con el principio de
exclusion de Pauli.

Si fijamos el nimero medio de particulas, entonces la condicién (N) =
_.{n,) nos puede permitir calcular el potencial quimico p(T). En el contexto
de la estadistica de FD, (7)) se denomina nivel de Fermi y el valor de u en
T =0es u(T =0)= p, y se le denomina energia de Fermi.

En el cero absoluto (f — 00), (n,) = 1 si €, < o mientras que (n,) =0
si €, > po. Ello significa que todos los estados con una energia menor que la
de Fermi () estéan ocupados, mientras que los de energia mayor (e, > jq)
estan vacios. Al pasar a temperatura finita, los niveles con energia menor que
{1 (pero proxima a él) comienzan a despoblarse en beneficio de los que tienen
1

una energfa ligeramente mayor que . Asi, a temperatura finita, (n,) = 5

para €, = j1, de modo que (n,) > 3 si ¢ < py (n;) <3 si e > p. La figura

4.1 muestra la estadistica de FD para distintas temperaturas. Notese que €,
sélo puede tomar valores discretos.
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Figura 4.2: Distribucién de Bose-Einstein para distintas temperaturas. Las tem-
peraturas T y T5 estan definidas de modo que Sip = 5y fopr = 1, respectivamente.

4.6.2. Estadistica de Bose-Einstein

En el caso de los bosones, no hay limite en los valores del ntiimero de
ocupacién. La estadistica resultante es la de Bose-Einstein (BE) y viene
definida por

Qee =[] i e~ lotPer)t, (4.43)
n

ro L

Para un valor dado de ¢,, la suma corresponde a la suma de los términos de
una progresién geométrica indefinida de razén e~ (@t9) = ¢=Ale=#) Dado
que la serie es decreciente, su suma converge si la razon es menor que la
unidad, es decir,

et <1 — e > (4.44)

La condicién (4.44) se verifica para todos los estados 7, ya que de lo contrario
el nimero medio de bosones no estarfa acotado. Ello significa que el potencial
quimico del gas de bosones es inferior a la energia del estado fundamental (es
decir, la energia més baja). Este hecho como veremos en el capitulo 6 tiene
implicaciones fisicas muy importantes.
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La suma de una serie geométrica de la forma Y, 2" con = < 1 es

o0 1

¢
E = <1 4.45
(=0 ' 1—z’ ' ’ ( )

por lo que la expresion (4.43) de Qg puede escribirse como

1
=] = (4.46)
De esta forma, el In Qpg es
Qe = -y In [1 - e*<ﬁ€r+a>} . (4.47)

El nimero medio de bosones en el estado r viene dado por

10lQee 1 fern 1
_B 0@ a El — e*ﬂ(ﬁr*ﬂ) o eﬁ(eTfp) _ 1

(ny) = (448)

De acuerdo con la ecuacién (4.48), vemos que si § = finita (o sea, si T' # 0),
entonces (n,) — oo cuando €, — p. Por otro lado, si T = 0 (f = o),
entonces (n,) = 0y todos los bosones se agrupan en el estado fundamental
(recuérdese que no hay limitacién en cuanto al nimero de bosones que caben
en cada estado de energia). La figura 4.2 muestra la estadistica de BE para
distintas temperaturas.

4.6.3. Expresiones compactas

A la vista de las expresiones derivadas para ambas estadisticas cudnticas,
es claro que dichas ecuaciones se pueden agrupar del siguiente modo:

hQ=+) In {1 + e—ﬁm—ﬂ , (4.49)

1

() = e (4.50)

PV =+kTY In (1 + e_ﬁ(“'_”)) (4.51)
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En las ecuaciones (4.49)-(4.51), los signos superiores (+) corresponden a
la estadistica de FD mientras que los inferiores (—) se refieren a los de la
estadistica de BE. El potencial quimico se determina por la condicion

Ny =" ()= W (4.52)

T T

4.7. LIMITE CLASICO: ESTADISTICA DE MAXWELL-BOLTZMANN

El hecho de que el nimero de estados cuanticos dependa del volumen V'
y de la temperatura T' del sistema permite analizar el comportamiento de
(n,) en dos situaciones limite. Veremos que en ambos casos la conclusién es
que « es grande.

= Supongamos en primer lugar que fijamos la temperatura 7' y el nimero
de particulas del gas (N) pero hacemos tender el volumen V' a infinito.
Es decir, (N) = finito, V' — oo de modo que la densidad numérica
de particulas n = (N)/V — 0. En ese limite, el nimero de estados
cuanticos r de la particula aumenta continuamente. Esto ocurre, por
ejemplo, con el nimero de estados de traslacion de una particula libre
en una caja tridimensional, donde ya vimos que A(€) o< Ve'/2. Por
tanto, como en la ecuacion (4.52) el nimero de sumandos es mucho
mayor que el resultado de la suma (cuyo valor es (N) y es finito),
entonces no le queda mas remedio a cada sumando que ser mucho mas
pequeno que 1. En otras palabras,

() < 1= rta s 1= (n,) ~ e Per—a

» Supongamos ahora que (N) = finito y V' = finito (o sea, la densidad n
es fija), pero aumentamos la temperatura (' — oo 0o § — 0). En este
caso, en la suma de la ecuacién (4.52) los términos que mds dominan
son aquellos en que fe. < a. Por otro lado, al disminuir 5, aumenta
el nimero de esos términos ya que la anterior condicién se satisface
con valores mayores de €,. Légicamente para evitar que la suma exceda
de (N), entonces « ha de ser suficientemente grande para que cada
término sea suficientemente pequeno. Asi, de forma similar al limite
anterior, (n,) ~ e=Per=e,
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Figura 4.3: Comparacién de las distribuciones de Fermi-Dirac, Bose-Einstein y
Maxwell-Boltzmann.

En resumen, en el limite de bajas densidades o temperaturas altas, la
expresién de (n,) es comin en las estadisticas de FD y BE. Esta estadisti-
ca comun se la denomina estadistica de Maxwell-Boltzmann (MB). Se dice
entonces que el gas ideal es no degenerado, mientras que si necesariamente
tenemos que utilizar la estadistica de FD o BE, el gas ideal se dice entonces
que es degenerado. El pardmetro « en la estadistica de MB se determina por
la condicién

(N) =) () =e) e = o (4.53)

De este modo,

6_1657‘
ZT‘ 67557‘ '

La figura 4.3 muestra las graficas de las tres estadisticas de FD, BE y
MB. Es claro que a medida que el parametro « va creciendo las estadisticas
cuanticas de gases degenerados de FD y BE convergen a la estadistica de MB
correspondiente al limite clasico (o gas no degenerado).

() = (V) (454)
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En el limite cldsico, la gran funcién de particién es

mQup =) e, (4.55)

donde se ha tenido en cuenta en la ecuacién (4.49) que In(1 + z) ~ +z si
z < 1. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones (4.49), (4.52) y (4.53),

In QMB = <]\/v>7 ﬁV = <N>I€BT (456)

Este tltimo resultado es idéntico al obtenido en la mecdnica estadistica clasica
(la segunda relacion en (4.56) no es otra cosa que la ecuacién de estado del
gas ideal clésico).

4.7.1. Funcion de particion

Obtengamos la funcion de particién Zy en la estadistica de MB. La fun-
cién de particion de una particula se define como

(=) e (4.57)
La primera relacién en (4.56) lleva a que

00 N
Qup = e = ¢ = Z N (4.58)

donde 2z = e™* es la fugacidad y se ha tenido en cuenta la ecuacién (4.53).
Si comparamos esta expresion con la general

00 (N) 00
Qup = Z e N Z e PER = Z N7y, (4.59)
N=0 R N=0
entonces podemos hacer la identificacién
¢ e,
ZN—m—m{Ze } . (4.60)
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Es interesante ver que la expresion (4.60) es la misma que se obtiene si se
consideran las particulas distinguibles y se divide por N! (paradoja de Gibbs)
en la definicién (4.31) de Zy:

(N)
1 - 1 —B(nie1+naeat...
ZN:_N!E eﬁERZME § ... e Blmertnzert )’ (461)
R

ny n2

donde ) n, = N. Ahora bien, como las particulas son distinguibles, fijados
ni, ng, ..., entonces el nimero de grupos que podemos formar es N!/(ny!ny! . . .)
(factor que tiene en cuenta el hecho de que las particulas son distintas). Por
ello, la ecuacion (4.61) se puede escribir como

]_ N' —Be1 ni ,6271
Dy = i 2 2 e ) (46

ny n2
La suma es el desarrollo de un multinomio, por lo que obtenemos finalmente
NN

1
ZN —<€_Bel—|—€_ﬂ62+"'> _ﬁ

= (4.63)

4.8. GAS IDEAL MONOATOMICO EN EL LIMITE CLASICO

Comparemos ahora las predicciones de la estadistica de MB y las obte-
nidas en la Mecénica Estadistica Clasica en el caso de una gas ideal que
solo tiene grados de libertad de traslacion. En ese caso, las energias de cada
estado cudntico r vienen dadas por la ecuacion (4.37):

R

2m

2 2

2
n, N n;,
(ﬁu—é’w) nainyine =1,2,3,... (4.64)

x Yy z

€ = Enz,ny,nz -

Calculemos la funcién de particion ¢ de una particula. De acuerdo con la
ecuacion (4.57), la funcién (¢ viene dada por

o0 o0 o0
(X e = PP e
I8

ng=1ny=1n,=1

O pr2x? 2 O _Bh2 o O gr2x? 2
— [ Z e omL2 f} { Z e 2mL? y} { Z e 2mL2 Z]
ng=1 ny=1 ny=1
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Veamos como pueden calcularse cada una de las sumas. Consideremos la
primera y calculemos la variacion del exponente al pasar de un término al

siguiente:
A ﬁh%rz[ ng + 1 2_ Ny 2}
2m L, L,
BR2m? 2n, + 1

= _ 4.
2m L2 (4:66)

Hagamos una estimacién de A a temperatura ambiente (7' = 300 K) para
una masa igual a la unidad de masa atémica del orden de 1072 g y una
longitud macroscépica (digamos por ejemplo, L, = 10 cm). Ademas, kg =
1,38x 1073 J/K y h = 1,05 x 1073* J-s. En ese caso, A ~ (2n, +1) x 1072,
Por otra parte, a T ~ 300 K, si utilizamos el teorema de equiparticién para
hacer una estimacion de la energia media por grado de libertad, entonces
h*n2/mL* ~ kgT, por lo que n, ~ 10%. Resulta entonces que A ~ 1072,
por lo que la diferencia en (4.66) entre dos sumandos consecutivos es mucho
mas pequena que cada sumando. De este modo, podemos aproximar cada
sumando en (4.65) por una integral:

= 2 o , 1

Z e~ / dl e = 5\/%@_1/2. (4.67)

=1 0
Asi, de acuerdo con (4.67), la funcién de particion de una particula ¢ en el
limite clasico viene dada por

2 2 _
(= %ﬁ/? (%—nj) 3/2\/ = %(%kaT) 3/2, (4.68)
donde V = L,L,L, y h = 27h es la constante de Planck.
El resultado (4.68) se puede también obtener suponiendo niveles continuos

de energfa (o sea, suponiendo que los niveles discretos de energia estan muy
proximos entre si). En ese caso,

(= Z e P ~ /000 de e "N (e), (4.69)

donde N () = (Vm??//2h*72)e/2. Con esta aproximacion, la expresién de
Ces

Vm?/? o 1% 3/2
C = mﬁ_i;ﬂ/o dx $1/2 et = ﬁ (QkaBT> ) (470)
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donde se ha tenido en cuenta la definicion de la funcion Gamma de Euler
dada en la ecuacién (1.83) y que ['(3/2) = /7/2.

Asi pues, en resumen la funcién de particién Zy resultante en el caso de
un gas ideal en el limite clasico viene dada por

¢ 4

ZN:M’ C:ﬁ

(27rkaT> " (4.71)

Si comparamos dicha expresién con la que obtuvimos a partir del colecti-
vo canénico en la Mecénica Estadistica Cldsica [ecuacion (2.50)], vemos que
dichas expresiones son equivalentes si hy = h. Recuérdese que hq tiene dimen-
siones de momento angular o accién y la introdujimos en el contexto clasico
para dividir el espacio de las fases en celdillas de volumen hg . La necesidad de
introducir hg venia por el hecho de que para sistemas macroscépicos la iden-
tidad InI'(E) ~ In Q(E) del colectivo microcandnico fuera dimensionalmente
correcta.

De acuerdo con la identificacién anterior, las celdillas que introdujimos en
el espacio fasico para contar microestados estan directamente relacionadas
con el principio de incertidumbre de Heisenberg

AxAp, ~ h.

De esta forma, con este razonamiento semiclésico, resulta que la mayor pre-
cisién a la hora de describir el estado del sistema corresponderia a indicar
que dicho estado se encuentra dentro de un volumen del espacio fasico del
orden de h*N. Por ello, resulta que dentro del elemento de volumen dgdp hay

d3r1 . dBI'ngpl . dapN
h3N

estados distintos correspondientes al mismo valor de la energia.

4.9. VALIDEZ DE LA APROXIMACION CLASICA

Escribamos la funcion de particion ¢ de una particula en la estadistica de
MB del siguiente modo

(=—, A= (4.72)
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Es facil ver primero que A tiene dimensiones de longitud:
ML*T! 7
VM2L2T2

Ademés la interpretacion fisica de A también es clara ya que \/kgT/m es
del orden de la velocidad media de una particula. En Fisica Cudntica, una
particula de momento p tiene asociada una longitud de onda de de Broglie
dada por

=

AB > (4.73)
En una descripcion clésica, con sélo grados de libertad de traslacion, p =
v2me donde € es la energfa cinética. De acuerdo con el teorema de equipar-
ticidn, la energfa cinética media por particula es € = 3kgT/2, por lo que en
este razonamiento semiclasico la longitud de onda de de Broglie es

h 2
Mg = ———— =/ =\ 4.74
B v 3mkgT 3 (4.74)

Asi, salvo un factor /27 /3 (que es del orden de la unidad), A and Ag coin-
ciden, o sea, la longitud de onda A es del orden de la longitud de onda de de
Broglie.

Analicemos ahora las condiciones de validez de la aproximacion clésica.
De acuerdo con lo expuesto en la seccién 4.7, las condiciones del limite clasico
llevan a que

gherta > 1,

para todo €,. Para que esta condicion se cumpla basta con exigir que e® > 1,
0 bien, e=® < 1. Por otro lado, de acuerdo con la ecuacién (4.58), In Qyp =
(N) = e 2(, por lo que

o W) _ N s s
e _T_T/\ =n\°, n=(N)/V. (4.75)

De esta forma, la aproximacion clsica se cumple si

(476)

En otras palabras, se cumple cuando el nimero medio de particulas en una
esfera de radio igual a la longitud de onda de de Broglie es mucho menor que
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1. Esto se consigue disminuyendo la densidad y/o disminuyendo A (lo que es
equivalente a aumentar la temperatura). La condicién (4.76) la cumplen to-
dos los gases de moléculas mono y poliatomicas en condiciones que permitan
considerarles como ideales; dejan que cumplirla los gases a densidades donde
las interacciones entre las particulas no pueden despreciarse. Si no se trata
de un gas, sin embargo, la condicién es cualitativamente valida en general y
puede aplicarse este criterio a sistemas tales como el Helio liquido o el gas
de electrones. Dos ejemplos interesantes son los del Helio gaseoso a 20 Ky
los electrones de conduccién de un metal (gas de electrones) a temperatura
ambiente (300 K). Mientras que en el primer caso nA* ~ 1073, en el segundo
caso nA® ~ 10%. Ello significa que mientras el Helio gaseoso a 20 K es no dege-
nerado, el gas de electrones es altamente degenerado incluso a temperaturas
relativamente altas (temperatura ambiente).

Obtengamos la condicién (4.76) desde otro punto de vista. Si considera-
mos valido el teorema de equiparticion, entonces el impetu de las particulas
serd del orden de (mkgT)?2. Entonces, podemos estimar que a cada particu-
la le corresponde un volumen en el espacio de las fases d®rd*p del orden de
V(mkgT)>/. El nitmero de estados por particula es del orden de

V(kaT)?’/Q
h? '

Es de esperar que el limite clasico sea valido cuando ese ntiimero de estados
disponibles por particula sea mucho mayor que el nimero de particulas del
sistema (descripcién continua andloga al espacio fasico) de forma que sea
altamente improbable que dos particulas se encuentren en el mismo estado.
Eso implica que (n,) < 1, por lo que la condicién del limite clasico sera

(kaT)3/2

4 3

> (N) — n\ < 1. (4.77)
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PROBLEMAS DE EVALUACION

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Imaginemos un gas cuantico ideal de particulas idénticas. Supongamos
que el nimero maximo de particulas que pueden estar en el mismo
estado cudntico de particula es m. (En el mundo real, sélo son posibles
los valores m =1 0 m = o0).

a) Obtener la expresion de la gran funcién de particién en funcién
de la temperatura y el potencial quimico.

b) Obtener los nimeros medios de ocupacién de cada nivel energético.

¢) Tomar el limite cldsico en las expresiones anteriores. ;A qué con-
diciones fisicas corresponde dicho limite?

d) Mostrar que en los limites m = 1 y m = oo el resultado del
apartado b) se reduce a las distribuciones de Fermi-Dirac y Bose—
Einstein, respectivamente.

Sea Py la probabilidad de que un gas ideal cuantico en equilibrio se
encuentre en un estado R tal que n; particulas ocupen el estado de
particula 1, ny particulas ocupen el estado 2,..., n, particulas ocupen
el estado 1, ... Partiendo de Py determinar la probabilidad p,(n,) de
que n, particulas ocupen el estado de particula r independientemente
de los numeros de ocupacion de los restantes estados. Particularizar
para las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein, expresando el
resultado en términos del numero medio de particulas en el estado r en
cada caso.

Probar que
d(n,)
de,
Aplicar a las estadisticas de Fermi-Dirac, Bose-Einstein y Maxwell-
Boltzmann.

(An,)? = (n?) — (n,)* = —kpT

T

Considérese un sistema de dos particulas idénticas, cada una de las
cuales puede ocupar uno de tres posibles niveles, cuyas energias son
0,€ y 2¢. El nivel més bajo de energia tiene una degeneracién doble
(g = 2). El sistema se encuentra en equilibrio térmico a la temperatura
T. Con ayuda de un diagrama, enumerar las distintas configuraciones
posibles y calcular la funcion de particion y la energia media si las
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particulas obedecen la estadistica de Maxwell-Boltzmann, Fermi-Dirac
y Bose-FEinstein.

4.5. Imaginemos que se ha descubierto un nuevo tipo de particula indis-
tinguible tal que en un mismo estado puede haber como maximo dos
particulas. Escribir la expresion correspondiente al gran potencial ter-
modindmico B. {Es este resultado equivalente al caso fermiénico en el
que cada nivel de energia €, estd doblemente degenerado?

Solucién de los problemas de evaluacion

Solucion 4.1

a) En el colectivo gran canénico, la funcién de particion viene dada por

0= Ze*aNr e PP (p.4.1.1)
R

donde el sumatorio se extiende a todos los estados posibles con cual-
quier nimero de particulas. Escribamos la ecuacién (4.21) de forma
mas explicita

Q= Z Z B oy Z Z o [efﬁ(frﬂ)nlefﬁ(fzﬂi)"? N ]

ny n2 ny n2

— |:T§( e Bla—pm |:7§( 6—5(62—H)”2] o

ni n2

Nmax

_ H Z e Bler—m)t.

r (=0
(p4.1.2)

En este caso, el limite superior nys viene dado en el enunciado y lo
constituye el niimero m. Este nimero puede tomar los valores 1 o 0o
dependiendo de si el sistema esta constituido por fermiones o bosones,
respectivamente. Realizando la suma en /£, obtenemos el resultado
m
Sm = Z e—ﬁ(er—ﬂ)e =1 + 6—5(57’—#) + 6—25(57—#) + ...+ e—mﬁ(er—#).

(=0
(p.4.1.3)
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Asi,
e’ﬁ(er’“)Sm — o Bler—p) o=2B(er—p) | 4 o= (mAD)Bler—p), (p.4.1.4)

Por lo tanto,

| — o-Bler—p)(m+1)
1-— e*ﬁ(ﬁrﬁu)
(p.4.1.5)

S, — e—ﬂ(fr—u)gm =1 = g~ (m+h)Bler—p) - S, =

Entonces,
1—e¢ —B(er—p)(m+1)

Q= H ——Fe (p.4.1.6)

Usualmente, para hacer la conexién con la Termodindmica, necesitamos
conocer el logaritmo neperiano de la gran funcion de particion Q). Si
hacemos esto, el productorio pasa a ser un sumatorio de logaritmos de
la forma

1 — e~ Bler—p)(m+1)

In@ = Zln T r— (p4.1.7)

De acuerdo con la ecuacién (4.34), el niimero medio de ocupacion en el
nivel r se relaciona con la funcion de particion como

18111@
B O

Sustituyendo la expresion (p.4.1.7) en la ecuacién (p.4.1.8), nos queda

(n,) = (p.4.1.8)

B m+1 1
(n,) =  eBle—p)(mt1) _ + eBler—p) — 1°

(p.4.1.9)

En la seccion 4.7 se concluyé que el limite cldsico venia dado por
aquellos estados donde o = —fpu es lo suficientemente grande. Asi,
si e® > 1, entonces e’ ~#) > 1. De este modo,

(n,) = —(m + 1)e Pler=mnt) L o=ble=h) o =8l « 1. (p.4.1.10)

La conclusién de este resultado es que en el limite cldsico (n,) < 1.
Para alcanzar este limite, o bien la temperatura del sistema debe ser
suficiente alta (a una densidad finita dada) o bien la densidad debe
ser suficientemente baja (a una temperatura finita dada). En el primer
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caso ({(N) y V finitos pero T — 00), teniendo en cuenta que a > 1,
entonces necesitamos que el nimero de estados cudnticos de particula
r aumente continuamente de tal manera que (N) =) (n,) siga sien-
do lo suficientemente grande. Sin embargo, al aumentar el nimero de
sumandos, los nuevos sumandos tendran un €, muy grande y seguiran
siendo despreciables frente a los sumandos con niveles de energias mas
bajas. Para evitar que la suma exceda de (N), entonces o ha de ser
suficientemente grande para que cada término sea suficientemente pe-
queno. En el segundo caso (T = finito, (N) = finito pero V — o),
el nimero de estados cuanticos r de particula aumenta continuamente.
Para que la relacién (N) =) (n,) se siga cumpliendo, entonces cada
sumando debe ser mucho més pequefio que 1. Por esto, (n,) < 1.

d) En las estadisticas de Fermi-Dirac (FD) y Bose-Einstein (BE), el niime-
ro maximo de ocupacion por nivel de energfa es 1 e 0o, respectivamente.
Veamos que nuestros resultados concuerdan con esto:

sm=1
2 1
(Np)me1 = ~ e 1 + o (p4.1.11)
Bler—p) _ 1 1
e -
= Fe ] e — estadistica de FD.
" m =00

(M) m=oo = e P — estadistica de BE. (p.4.1.12)

Solucion 4.2

La probabilidad de que un sistema a la temperatura 7'y con potencial quimi-
co i se encuentre en el estado R al que corresponden N particulas es

—aNr—BER

‘ . siendo Q(a, f) = Z e *Ne=FER (p4.2.1)

=009 .

la gran funcién de particién cudntica. En la ecuacién (p.4.2.1),

Ng = Z n., FEp= Z N6y, (p.4.2.2)

r
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donde n, es el nimero de particulas que ocupan el estado 7 y €, es la energfa
de una particula en dicho estado. De forma mas explicita, la gran funcion de
particion se puede escribir como

Q=YY ... coTn AT me (p4.2.3)

ny n2
y, la probabilidad Pk,
1
Pp = éefaET =3, nrer (p4.2.4)

Asi, la probabilidad de tener n, particulas en el estado r, independientemente
de los numeros de ocupacion de los estados restantes, se obtendra conside-
rando todas las posibles combinaciones de ntimeros de ocupacion para los
estados s # r siempre que tengamos n, en r. Es decir,

pT(nr) - Z Z excluimos nr

niy n2
_ e Bnrer Z Z O‘Z#T "s*ﬂZs#r Msts (p425)

ny n2

Ademas, la funcién de particion () se puede factorizar en sumandos indepen-
dientes de forma que tenemos

Q= Z mome e NN e K eI K e, (p.4.2.6)
ny no
Entonces, la probabilidad p, resulta

6*(0é+5€'r)nr
pr(nr) = anax o—(a+Ber)n,

ny=0

(p.4.2.7)

A continuacién, particularizaremos para las estadisticas de FD y BE tenien-
do en cuenta que el nimero maximo de ocupacién para cada una de ellas es
1 e 00, respectivamente. Teniendo en cuenta esto, obtenemos los resultados:

» Fermi-Dirac:

e*(oﬂ‘ﬂer)nr 67(a+56r)nr

2711 -0 e—(atBer)n, - 1+ eafe

pr(ne) = (p4.2.8)
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Para la estadistica de FD

1 1—(n,)
) = =1 otBer _ = ¥ther — o
e} 1+ eather e (n,) ‘ (n,.)
(p.4.2.9)

De acuerdo con esta relacion, podemos escribir p,(n,.) como

pr(ny) = <1 En:l»)n I+ 11%3) = <1 Y@»)n (1= (n)).
(p4.2.10)

Por lo tanto, el resultado final es

pe(ny) = (n)™ (1= (n,)) " (p.4.2.11)

» Bose—Einstein:

e—(a‘\‘ﬁfr)nT
pr(nr) = ZOO e—(OH-ﬁEr)nr

Np=!

_ 6—(a+ﬁer)nr (1 _ e‘(“"'ﬂer)) . (p,4.2.12)

Para la estadistica de BE
1 1+(n,)

1
LN = 4213
<n > 60&+ﬂ6r - 1 € —I_ <nr> <n,r> (p )

De acuerdo con esta relacion, podemos escribir p,.(n,.) como

pr(ny) = (1 in&”)n <1 - i”<i>> . (p.4.2.14)

Por lo tanto, el resultado final es

pr(ng) = (n)™ (14 (n,))” 0+ (p4.2.15)



INTRODUCCION

Solucién 4.3

La varianza o dispersién para el numero de particulas en un estado r es

(An)* = ((n = (m))") = (]) = 2(n,)* + (m)* = (n)) = (m)*. (p4.3.1)

Aplicando la definicién de valor medio,

2 1 =B nses—ay, ng 11 82
<’HT> = @ Z?’LTB s s = @@@ . (p432)
R T
Ademas,
10
n.) = ———1InQ. p.4.3.
(i) =~ 57 00 (p433)

Insertando las ecuaciones (p.4.3.2) y (p.4.3.3) en la ecuacién (p.4.3.1), la
dispersion resulta

, 1 [ter 1 (0Q)’
Bl = g |qaa Q_<a_>]

1o (1o 1 (00N 1 [9Q\’
- a‘?(@a—@w—(a—) -7 (o) |

(p.4.3.4)

Usando la expresion para el valor medio del ntiimero de particulas dada en
(p.4.3.3), obtenemos finalmente

10
An,) = - 2. 4.3.5
(An ) = =5 50n) (439
Para las estadisticas de FD y BE
1
<’I’lr> = M, (p436)
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donde el signo (+) hace referencia a la estadistica de FD y el signo (—) a la
de BE. De esta forma,

o)

—(n,) = —(n,)2Be*Pr = —B(n,)? ! :
) = =g = =gt (o F1). (pdsd

Entonces, la dispersion en el nimero de particulas viene dada por

(Bn, )" = () F ()2 (p433)
De este modo,
(An,)? FD: la dispersion relativa es pequena si (n,) <1
7«2 = F 1= < BE: la dispersion relativa es grande incluso si
(n:) (n:) (n,) > 1
(p.4.3.9)

Para el limite clasico, donde (n,) < 1,

An)? 1
(An,) = = MB: la dispersin relativa es grande ya que (n,) < 1.

()2 ()
(p.4.3.10)

Solucion 4.4

Los estados de energia accesibles al sistema son: €¢; = €5 = 0, €3 = €y
€4 = 2¢. Asi, son cuatro los estados de energia accesibles a cada particu-
la A y B. Para enumerar las distintas configuraciones posibles, necesitamos
diferenciar cada estadistica en base a sus peculiaridades. En la estadistica
de Maxwell-Boltzmann, donde el nimero de ocupacién puede ser cualquie-
ra, para el célculo de la funcién de particién Z uno puede considerar a las
particulas como distinguibles y dividir por N!; en la de Fermi-Dirac, las
particulas son indistinguibles y el nimero de ocupacién en cada nivel de
energia esta limitado y es, como maximo, uno; para la de Bose-Einstein,
aunque las particulas también son indistinguibles, el niimero de ocupacién es
ilimitado. Asi, el niimero méximo de posibles configuraciones es 4% = 16. De
esta forma, las distintas configuraciones se reflejan en la siguiente tabla:
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NIVELES (e;) Er | ESTADOS (R)
€1 | € | € | € MB | FD | BE
AB| - | - | - 0
- |AB| - | - 0
- | - |AB| - | 2¢
- |AB | 4e
- 0

—_

=l
[

=
(98
2y

|
[ = R

[Reeilesinovii]

ov]

&
e e e e e e e e e e e e el
[« Neoll Nenl Nen] el Nan ) I e N B B B Henl el Nan ) N an)
(e Nenl Nenl Neol Nl Nasl By e e e e N e Rl Bl el

oo N o= B I s I o= B I vl R I oo | I

[Relieclil
== ]
&

Nétese que se ha tenido en cuenta que para las estadisticas de FD y BE, las
particulas A y B son indistinguibles y, por lo tanto, no podemos contar sus
permutaciones como nuevos estados.

De acuerdo con esta tabla, las funciones de particion candénicas

(V)

Zy =Y en (p.4.4.1)
R
para cada estadistica son:

} 1
7B = 5 (4+de P+ 5720 427 4 745
1 1 i ¢y
_ - ~Pe | p=26e\? _ e | =2
=5 2+ e _2@:@ ) = (p4.4.2)
ZRP =14 2P 4 272 4 =3¢ (p.4.4.3)
Z3F =342 437 4 e 7Y (p4.4.4) _
==
Las energias medias 2
1 0Zx
E)=—— 4.4.5
(E) =753 (p-445
para cada estadistica vienen dadas por:
|1 149
(E)vp = 73 (4677 + 10e™% + 6~ + de ™) €, (p.4.4.6)
1
(E)pp = 7 (2677 +de™ 4 3¢9 ¢, (p.4.4.7)
N

[N\ . — i (0,—Be | @, ,—2Be | 9,38 | 4,—4B€\ . (" A A K)
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11

(E)vp = 73 (46’[36 + 106726 4 ge 3% 46’4’36) €, (p.4.4.6)
N
1

(E)pp = 7 (Ze_ﬁ6 + 4e” % 4 36‘3ﬂ6) €, (p.4.4.7)
N
1

(B)op = —— (2677 4 627 + 3735 4 de™H5) . (p4.4.8)
N

Solucién 4.5

La gran funcion de particién cudntica se define como

Q=) e *Nn il (p-4.5.1)
R

De forma mas explicita, sumando sobre el numero de particulas n, en el
estado r para todos los estados R, la ecuacién (p.4.5.1) puede escribirse como
Mmax

Q ZZ 52 U—€r )N _HZ Bu—er)l (p452)

ny n2

En el sistema formado por las particulas del enunciado (ny.x = 2), la expre-
sion de () es
Q=] [1+ o) 4 2] (p-4.5.3)

-
El gran potencial termodindamico B viene dado por

B=—-kgTlQ=—kpT Y In[14eMrme) 4 20l (pa54)

Si ahora consideramos un sistema de fermiones en el que €, esta doblemente
degenerado, obtenemos el resultado

BY = —kpT ) In (14", (p.4.5.5)

donde 7’ indica suma sobre todos los estados independientemente de la de-
generacion en la energia que presente cada uno. Considerando dicha degene-

racién B — —QkBTZIH (1+ eHln=er), (p4.5.6)

donde ahora la suma es sobre los esTtados r tal que los estados degenerados
se cuentan solo una vez. Como podemos comprobar, B # BY y, por lo tanto,
no es lo mismo tener un sistema doblemente degenerado con una particula
como maximo en cada estado a considerar como maximo dos particulas en
cada estado en un sistema sin degeneracion.



CAPITULO 5
GAS IDEAL DE

5.1.  GAS DE FERMI DEGENERADO: EL GAS DE ELECTRONES

En el capitulo anterior vimos que a temperaturas suficientemente bajas
y/o densidades altas, la aproximacién clasica dejaba de ser correcta. En los
préximos capitulos consideraremos gases ideales que estdn en condiciones
tales que deben ser considerados como gases fuertemente degenerados. Sus
propiedades van a ser muy distintas segiin que sean fermiones o bosones de
ahi que los vayamos a estudiar separadamente. Consideraremos en primer
lugar en este capitulo el gas de Fermi o més concretamente, un gas de elec-
trones de conduccién en un metal. Para este tipo de sistemas la degeneracion
es muy fuerte incluso a temperaturas ordinarias (temperatura ambiente), de
modo que sus propiedades sélo pueden describirse utilizando la distribucién
de Fermi-Dirac (FD). Es interesante senalar de que a pesar de ser un mo-
delo muy sencillo es capaz de describir (al menos cualitativamente) hechos
experimentales tales como el efecto fotoeléctrico, el termoionico y el llamado
diamagnetismo de Landau.

La razon por la cual los electrones del metal puedan describirse mediante
un modelo de gas ideal radica en el hecho de que muchas de las propiedades
de los metales son debidas a efectos cudnticos méas que a los detalles de las
interacciones electron-electrén o electron-ion. Ademaés, debido al largo alcan-
ce del potencial de Coulomb, el apantallamiento del potencial efectivo hace
que bajo ciertas condiciones los electrones vean un potencial practicamente
constante.
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1.0 T .

S(®

T>0K
02} 1

0.0 —
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

g/

Figura 5.1: Nimero medio de electrones en funcién de la energfa e escalada con
pparaT =0KyT >0 K. Recordar que p es funcién de la temperatura.

Calculemos el nimero medio de electrones que en un sistema de volumen
V' se encuentran en un determinado intervalo de energia. De acuerdo a los
resultados del capitulo 4, el nimero medio de fermiones en un estado de
particula r viene dado por

1

<nr> = eﬂ(ﬁr—ﬂ) + 1 (51)

Por otro lado, el nimero de estados de traslacion en el intervalo de energia
comprendido entre € y € + de viene dado por

V 3/2
V2R3 "

Sin embargo, este nimero no coincide con el nimero de estados de un electrén
en el intervalo de energia considerado ya que la especificacién del estado del
electrén requiere conocer su estado de espin s (o sea, la orientacién del espin).
En el caso del electrén (s = %), son posibles dos orientaciones o estados de
espin. Como estamos considerando un sistema aislado, la energia del electrén
sera independiente de la orientacion del espin de ahi que por cada estado de
traslacion son posibles dos estados de espin que corresponden al mismo valor
de la energia. Notese que en el caso general, para particulas que tengan espin

61/2.
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s, el nimero de estados de espin por cada estado de traslacién es 2s+ 1. Por
todo ello, el nimero de estados electronicos con energia entre € y € + de es

Vv

322 — 8V’
V21372 h3
donde hemos tenido en cuenta que i = h/(27).

Sea f(€)de el nimero medio de electrones que en el sistema tienen una
energia comprendida entre € y € + de. Esta cantidad viene definida por

N(e) =2 x (2m®) " 2, (5.2)

1% 1/2

€
= )"

f(e)de = (n(e))N (€)de R

(5.3)

En la ecuacién (5.3) hemos considerado una distribucién continua de energfa
debido a la proximidad de los distintos estados de energia de traslacion.

La figura 5.1 muestra la dependencia de f(e€) con la energfa ¢ (escalada
con p) para T =0 Ky T > 0 K. Es importante recordar que el nivel de
Fermi p es funcién de la temperatura, de ahi que la anterior figura es sélo
ilustrativa. A T'=0 K, u(T = 0) = po es la llamada energia de Fermi. En el
cero absoluto (f = oc), entonces f(€) o /e sie/p < 1, mientras que f(e) =0
sie/p>1. Asi, en T = 0 K todos los estados con energia menor que fig estan
ocupados, mientras que los de energia mayor que i estan vacios. Para T > 0
K, los estados préximos a p pero por debajo se van despoblando de modo
que los estados proximos a p por arriba se van poblando con los electrones
que provienen de los estados anteriores. Mds alla de esta regién entorno a
u, la distribucién de electrones a T' # 0 K précticamente coincide con la de
T =0 K, como se puede apreciar en la figura 5.1.

5.2. CALCULO DE LA ENERGIA DE FERMI
El nimero medio de electrones que constituyen el sistema viene dado por

o0 Vv 00 1/2
<N> = Z <nr> ~ /0 de f(E) = W (2m3)1/2/0 dﬁeﬁ(EiTH, (54)

T

donde se ha supuesto una distribucién continua de energia en la segunda
identidad. La integral (5.4) es en general muy complicada de evaluar debido
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al hecho de que p depende de la temperatura T'. Por otro lado, la energfa
media es

3/2

(B)= Y fuer [ dee 1o = s ) | ey 69

r 0

Consideremos las ecuaciones (5.4) y (5.5) en el caso particular de 7' = 0
K. Ello nos permitird determinar la energia de Fermi pug. A T = 0 K, de
acuerdo con la figura 5.1, la ecuacion (5.4) lleva a que

1% 3\1/2 Ko 1/2 2V 3\1/2 3/2

De la ecuacién (5.6) podemos obtener iy como'

h* (3N\2/3
Ho=7 2m< 4 ) ' (57)

La energia media en 7' =0 K es

vV 12 M 3
<E> = W (2m3) / / de 63/2 = ENMO (58)
0

Por otro lado, de la relacién general obtenida en el capitulo 4 (pV = %E)
para bosones o fermiones, resulta ahora la identidad

- (5.9)

pV = -Npg, poc—ppx

2 N (N)5/3
) V )

Ademas, en T' = 0 K, por existir sélo un estado accesible es facil ver que la
entropia es nula:

S = ks (nQ+5E — BNp)
1 1

_ 2 3
- V4+E—Nug) == [ “Nug+=Nug— Nug ) = 0. (5.10
T(p + 1) T<5 o+ =N g ,Uo> (5.10)

1En lo que sigue sustituiremos N por N y P por p para agilizar la notacién.
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5.3. Temperatura de Fermi

Vamos ahora a considerar algunos valores numéricos de las expresiones
obtenidas a fin de ver los 6rdenes de magnitud de las cantidades involucradas
en la teorfa. Veamos por ejemplo la temperatura que debiera tener un gas
ideal clasico para que su energia media por particula fuera la misma que la
del gas de Fermi en el cero absoluto.

En el contexto clasico, de acuerdo con el teorema de equiparticion, la
energia media por particula es igual a %kBT. Por otra parte, de acuerdo con
(5.8), la energfa media de un electrén de conduccién a ' = 0 K es % to- De
este modo, igualando ambas energias, obtenemos la relacion

kT =g — T ==-2 =T 5.11
9 B 5“0 5kB 5 F ( )
donde
T, = K0 (5.12)
kg

es la temperatura de Fermi.

Hagamos una estimaciéon de Ty. Calculemos primero la energia de Fermi
o en el caso de que cada atomo contribuya con un electrén de conduccion.
Consideremos el cobre por ejemplo. En este caso, su densidad es de 9 g/cm?
mientras que su peso atémico es 63,5 g/mol. Entonces, como en 1 mol de
cobre hay 6,023x 10% 4tomos de cobre, resulta que

N g 1 mol X 6.023 X 1023.&itomos Cu

y o2 electrones
Vo Temd3 T 635 g '

=85x1

mol cm3

La masa del electrén es m=9,11x1073! Kg v i =1,05x1073* J-s, entonces
fio =~ 1,12 x 10718 J ~ 7 eV (1 J=6,24x 10" eV). La correspondiente tempe-
ratura de Fermi es aproximadamente Tr ~ 8,12x10* K. Andlogamente, en el
caso de la plata g ~5,6 eV y para el sodio py ~3,1 eV. Los valores tipicos
de 4o oscilan entre 1y 10 eV, mientras que los de Ty son del orden de 10° K.

Los valores tan altos de la temperatura de Fermi hacen que los resulta-
dos anteriores obtenidos a 7' = 0 K sean aplicables incluso a temperatura
ambiente. Veamoslo. Si nos fijamos en la figura 5.1 (o en la figura 4.1 para la
distribucién de FD), a una temperatura dada la distribucién de Fermi sélo
difiere de la correspondiente a T'= () K en una regién alrededor del nivel de
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Fermi del orden de unas pocas unidades de kgT'. Asi, por ejemplo, si toma-
mos un intervalo de 5kgT" a ambos lados de p, de acuerdo con la ecuacién
(5.1), obtenemos que si €, = u + 5kpT, entonces

(n,) ~ 0,007,
mientras que si €, =y — bkgT', entonces
(n,) ~0,993.

O sea, a una temperatura 7" > 0 K, la distribucién de Fermi difiere de la
correspondiente a T" = 0 K sélo en una region de unas pocas unidades de
kgT alrededor de p.

Dado que las expresiones (5.7) y (5.8) las obtuvimos integrando entre 0
v po v ademéds tomando (n,) = 1, entonces para T' > 0 K, el error relativo
cometido al reemplazar la integral que define N y E por la correspondiente
al cero absoluto es entonces del orden de

T T
po  Tr

Como los valores de Ty son del orden de 10° K, entonces el cociente T'/Tr es
despreciable a temperatura ambiente (7' = 300 K) y los resultados obtenidos
en T'= 0 K proporcionan una descripcién bastante precisa de las propiedades
de un gas de electrones a T > 0 K.

Veamos que la condicién de T' < T es precisamente la contraria a la de
gas no degenerado. En efecto, teniendo en cuenta las expresiones (5.12) de
la temperatura de Fermi y (5.7) del nivel de Fermi, tenemos que

L« (5.13)
nA3 ’ '

T  kgT _4/32kaT< Vv >2/3
S . 1 —
v e e \ay) <

donde A es la llamada longitud de onda térmica definida en el capitulo 4. De
este modo, de acuerdo con (5.13), contrariamente a lo que ocurre en un gas
clasico, la condicion de sistema ideal se verifica tanto mejor cuanto mayor es
la densidad del gas debido al hecho de que pg ox n?/® por lo que T/Ty — 0.
Vamos a razonar algo maés esta sorprendente conclusion.

Supongamos que cada atomo contribuye con v electrones de conduccion,
de manera que la carga de cada ntcleo es —ve, siendo e la carga del electron.
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La energia de interaccién entre un electrén y un nicleo (que es del mismo
orden que la energfa electron-electrén) es del orden de

V€2

d Y
donde d es la distancia media entre un electrén y un ntcleo. Hagamos una

estimacion de la distancia d. Si hay N electrones de conduccién, habra N/v
nucleos. Luego, si d es del orden de la distancia entre dos ntcleos, entonces

- (Niu) 1/3'

—B~V, d~
v

Por tanto, la energfa potencial de interaccién ntcleo-electron serd del orden

de

ve? of N3
T Gr)
La condicién de gas ideal se verifica siempre que esta energia potencial sea
mucho menor que la energia cinética media del electrén. Segin la ecuacién
(5.8), la energfa cinética media del electron es del orden de 1. De esta forma,
la condicion para que al gas de electrones se le pueda considerar como un gas

ideal es )
ve

7<</L0:>V6

Reagrupando estos términos obtenemos la condicion

2 q
o) <)

2m

ey

7 > w (5.14)

La condicién (5.14) se cumple mejor a altas densidades.

5.4. CAPACIDAD CALORIFICA DEL GAS DE ELECTRONES

En esta seccion evaluaremos una propiedad muy importante del gas de
electrones: su capacidad calorifica Cy, definida como

Cy = (g—§>v. (5.15)
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Si utilizaramos la aproximacién de T = 0 K, entonces E no depende de T
por lo que Cy = 0. Dado que la anterior aproximacién es bastante buena, es
de esperar que Cy debe ser muy pequeno y tender a cero en el limite T — 0.
En todo caso, es claro que debemos ser més precisos a la hora de determinar
la energia media a T'# 0 K.

Es importante recordar que al pasar de T =0 K a T # 0 K, los tnicos
electrones que modifican su energia son aquellos cuyas energfas son proximas
a uy por lo tanto tinicamente estos electrones son los que contribuyen a
Cy. De ahi que al objeto de calcular con mayor precisién Cy es necesario
considerar los electrones con energias cercanas a j, ya que de hecho son los
tinicos que modifican su energia al variar la temperatura 7.

5.4.1. Estimacion cualitativa de C,

Hagamos en primer lugar una estimacién cualitativa de Cy. Sea N’ el
nimero de electrones que se encuentran en estados con energias proximas a
tto (que suponemos del orden de ). Las energias de estos electrones difieren
de pp una cantidad del orden de kgT'. Por otro lado, si hay N electrones
con energias comprendidas entre 0 y pg, el nimero medio de electrones por
unidad de intervalo de energia es N/pg. De este modo, ya que N’ se extiende
sobre un intervalo de energia del orden de kgT', entonces

N~ (ﬁ)kBT.
Ho
Cada uno de esos electrones modifica su energia una cantidad del orden de
kgT por ser este el orden del intervalo de energia que separa su estado en
T =0 K y su estado actual a T'> 0 K. Asi, el aumento de la energfa del gas
de electrones al variar la temperatura es del orden de

— N
AE ~ N'kgT ~ m (ksT)* . (5.16)
0

De este modo, teniendo en cuenta (5.16), la capacidad calorifica puede ser
estimada como

NEAT T
i = Nkp—

Cy ~ )
Y o Ty

(5.17)
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5.4.2. Estimacion cuantitativa de C,

Calculemos ahora Cy de una forma maés precisa. Para ello partamos de
las expresiones que definen el niimero de electrones N y la energia media E:

N= /O " de N(©)n(e), (5.18)

E= /000 de N'(€)e(n(e)). (5.19)

Calculemos ahora la derivada de las ecuaciones (5.18) y (5.19) con respecto
al:

0= /000 de N(e)%(n(e)), (5.20)

gg) _ /0 " e N(e)ea%m(e)). (5.21)

La diferencia entre las ecuaciones (5.21) y (5.20) (multiplicada por u) lleva
a la identidad:

Cv =

Cy = /000 de N (€) (e — ) a%(n(e» (5.22)
De acuerdo con la ecuacién (5.1),
o) ap o 1 0
G = Grasm(e) =~ g inie)
B 1 o eBle—n)
g e

Para evaluar la integral de la ecuacién (5.21) hacemos el cambio de variable
x = ((e — p). En términos de la variable adimensional z, la expresién (5.23)
de Cy puede escribirse como

_ 11 *© T @ er
Cy = e /_ﬂud:rx/\f<u+ﬁ> ( B ﬁ) @1 (5.24)

Es obvio que esta integral es muy complicada de evaluar. Por ello, determi-
nemos su valor en el cero absoluto (7' — 0). En ese caso, § — oo, p1 — po,

y

—528—“ __Lom - 0. (5.25)
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Este ultimo resultado lo comprobaremos después por consistencia. Con todo
ello, la ecuacion (5.24) en T = 0 K se convierte en

+00 x
Cy = KATN / R — 5.26
v = kTN (o) . (" +1)° (5.26)
Esta integral no es nada elemental pero esta tabulada y el resultado es
+00 z 2
/ R —— (5.27)
-0 (ex + 1) 3

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacién (5.2),

14 12 12 3N

—— (9m3 =_— 2
'N’(:U'O) h3772 ( m ) Ho 2,&07 (5 8)
donde hemos hecho uso de la ecuacién (5.6) en la dltima identidad. Asi,
teniendo en cuenta las ecuaciones (5.27) y (5.28), la capacidad calorifica Cy
en el orden mas bajo viene dada por

™ NEAT — «2 T
=— = —Nkp—. 5.29
2 Mo 2 BTF ( )

Cv

Comparando (5.29) con la estimacién cualitativa (5.17) vemos que esta ultima
estimacién difiere de la anterior s6lo en un factor 72 /2.

5.4.3. Algunas propiedades termodinamicas del gas de electrones

Es evidente que la expresién (5.29) no nos garantiza que dicha expresion
de Cy sea realmente el primer término de un desarrollo en serie en potencias
de T'/Tp. Sin embargo, desarrollos mds sistematicos y mds complicados que
los expuestos aqui muestran que la energia de Fermi p(7') y la energia media
E pueden escribirse como

A, (5.30)

(5.31)
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A partir de la ecuacién (5.30), es facil ver que

<§;>T 0 =0,

lo cual prueba el resultado (5.25) en el orden lineal en T//Tf. Por otro lado,
Cy puede calcularse a partir de (5.31) como

0E 1 T 72 T
oy =) =N =D Nkp— 4+ . 5.32
v <8T)V 2 7”“’T?Jr 5 VBT T (5.32)

donde en la tltima identidad hemos tenido en cuenta que py = kgTf. La
comparacién de las ecuaciones (5.32) y (5.29) muestra la consistencia de
los resultados a primer orden en T/Ty. La ecuacién de estado del gas de
La entropia S viene dada por

electrones es
2
Lo 52 [ T N
T TF .
S = ks (th-l-ﬁE— NBM)

= kp <§5E+5E—Nﬁu> = % <2E+E—Nu>

2 2
_ N 1_|_57r T N ) (T N
- oM o\ T el T
- T

= TNk + .. (5.34)
2 F

2E 2N

P=3y =5y

(5.33)

Vemos que en primera aproximacion la entropia coincide con la capacidad
calorifica a volumen constante. En esa misma aproximacion, las capacidades
calorificas C,, y Cy también coinciden entre si. Vamos a verlo.

La relacion de Mayer generalizada

Cp—Cv = T<8a_§1>v<g_¥>p’

combinada con la relaciéon de Maxwell

(50 )2 ) () =
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nos lleva a la relacion

()]
ar
C,— Cy = -T———. (5.35)
®)
v )
La ecuacién (5.35) puede hacerse mas explicita teniendo en cuenta por un
lado la ecuacién (5.33) y por otro lado que g oc V= y p oc V=573, De este
modo,
<c’)p> _mNpg T .
or/v 3 v 12 7

()= Sel ) =)

Teniendo en cuenta estos resultados, la ecuacién (5.35) se puede escribir como

7T2 N2M2/V2T2/T4
C,—Cy = —T—2 T4 .
peo 9" ZNp/V?

3
i T
= —Nkpg| — 5.36
6 B(TF> + (5.36)

Es decir, la diferencia entre C), y Cy es de dos érdenes de aproximacion
superiores a los propios valores de C, y Cy (que son lineales en T'/T). De
ese modo se concluye que C, = Cy en primer orden de aproximacion.
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PROBLEMAS DE EVALUACION

5.1.

5.2.
9.3.

5.4.

3.5.

Utilizar el resultado matemético

0 F I 2
/0 de ﬁ - /0 de Fle)+ 528 () +0(67),

siendo F(e) una funcién cualquiera tal que la integral converge, para
obtener los primeros términos del desarrollo del nivel de Fermi p y de
la energia media (E) de un gas de Fermi en potencias de T/Tp.

2

) en un gas de Fermi en el cero absoluto.

Calcular (v,) y (v

Consideremos un gas de electrones fuera de un metal en equilibrio
térmico a la temperatura T con los electrones de conduccion del metal,
cuya energia de Fermi y funcién trabajo son pg y ¢, respectivamente.
A temperaturas ordinarias (kg1 < ¢), la densidad de electrones en el
exterior del metal es suficientemente baja como para que el gas pueda
considerase como no degenerado. Determinar dicha densidad igualando
los potenciales quimicos para los electrones dentro y fuera del metal.

Supoéngase que en una cierta muestra la densidad de estados de los
electrones N (€) es igual a la constante Ny para cualquier ¢ > 0. En
estas condiciones,

a) Calcular la energia de Fermi p.

b) Tomar el limite de gas no degenerado y obtener la densidad de
electrones en ese limite. Probar que la condicion de no degenera-
cién equivale a kgT > 1.

A grandes densidades, los efectos relativistas son importantes en un gas
de Fermi. Consideremos un gas de Fermi completamente degenerado (es
decir, T = 0) en condiciones tales que la energia de las particulas es
grande comparada con la energfa en reposo me (limite ultrarrelativista).
En ese caso, la energia ¢ de una particula libre esta relacionada con
su cantidad de movimiento p por € = ¢p. Teniendo en cuenta esto y
recordando que el nimero de estados de una particula con numero de
onda comprendido entre k y k +dk es N'(k)dk = g(V/27?)k*dk (donde
g es la degeneracion debida al espin), calcular para un gas ideal de
Fermi tridimensional en el limite ultrarrelativista a T = 0:
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a) La energia de Fermi en funcién de la densidad.
b) La energia media del gas.

¢) La presién en funcién de la densidad.

Solucion de los problemas de evaluacion
Solucién 5.1

El ntimero de electrones que constituyen el gas viene dado por

N:/Ooode f(e):/ooodeeﬁ(& (p5.1.1)

€r—pt) + 17

siendo
74

_ 3\1/2 1/2
F(e) = 55 (2m’) 212, (p.5.1.2)

Utilizando el resultado matematico del enunciado, la relacién (p.5.1.1) viene
dada por

Y § O L SIS B
~ e 0 ‘o 6" 2 ' o

Teniendo en cuenta la definicién de la energia de Fermi

3 mh N
= 0.1.4
la ecuacién (p.5.1.3) puede escribirse como
2 3 2 4 T 5l
gy L T g2 5.15
o =gk BT (p-5.1.5)

En la seccién 5.4 se ha visto que el cociente T'/Tp < 1, por lo que parece
razonable expresar £ como un desarrollo en serie de potencias entorno 7' = 0.
Esto es,

p=po(1+af 40872+, (p.5.1.6)

donde los coeficientes a y b deben determinarse consistentemente.
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Por lo tanto,

pto= o (a8 )"
= @ (L +af™)" +nl+a™ )" b2 40). (p5.LT)

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie para p, la ecuacién (p.5.1.5) puede
expresarse como

2 2 3
2= Lk ((1 +ap )+ SVi+ad! b+ >

3" 3"

2
+ %%”ZW (1+ap) 24+ )+0(8™).  (p5.18)

Para que se cumpla la identidad en la ecuacién (p.5.1.8), los pardmetros a y

b deben ser
7'('2

a=0, b= _EMO . (p.5.1.9)

Asi, sustituyendo en la ecuacién (p.5.1.6), obtenemos la expresion

T\
= 1—— (= e 511
I Mo( D <TF> + ) (p-5.1.10)

4 1/2 3/2
F(e) = 73 ——(2m?)1 /232, (p.5.1.11)
De esta forma, haciendo nuevamente uso de la ecuacién (p.5.1.7), obtenemos
(E) en potencias de T'/T:

Para (E),

4 3y1/2 | 2 W 4 2,12 4
(E) = W(Qm) b 5 *
3. =322 5 5 T ’
_ 2y - - 22 () o
p ' Ho {5“0 u" \1) T

T —2 1/2
+ Zﬁ Ko+

S L 2+
12 \ Ty

= Nug

5.1.12
- (p )
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Soluciéon 5.2

Sea

B v 12 /2

el nimero medio de electrones que en el sistema tienen una energia compren-
dida entre € y € 4+ de y sea F(v)dv el nimero de electrones por unidad de
volumen con médulo de velocidad entre v y v 4+ dv. Teniendo en cuenta que
la distribucién f(e)de estd calculada tinicamente para estados de traslacion
y que € = %va, la relacién entre ambas distribuciones es

Flo)do = %f(e)de:F(v):%f(e) %
mu (2me)"*
= 7f(e) =~ f(e). (p.52.2)

Teniendo en cuenta la ecuacién (p.5.2.1), la funcién de distribucién de velo-
cidades F'(v) viene dada por

m? v?

Ahora, asumiendo isotropia espacial, el nimero medio de electrones por uni-

dad de volumen con velocidad entre v y v + d*v viene dado por
F(v) 2m? 1
TV =i = T8 e 1
drv h3 ePlemn) 41

Asi, para T' = 0, la ecuacién (p.5.2.4) se transforma en una funcién definida
a trozos de la forma

(p.5.2.4)

omd
flv) = { B zi ‘ i Zz . (p.5.2.5)
A partir de la ecuacién (p.5.2.5), obtenemos que
(v;) =0 (p.5.2.6)
por simetria de la funcion de distribucion, y
W) = 300 =g [P

1 VR oms 8 3
= —47r/ do vt = ST s (p.5.2.7)
0
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Por tltimo, teniendo en cuenta que mvg = 2y y la condicion de normaliza-
cién

R 2m3 16 m 1/2 3/2
n= 47T/0 dv UZF =3 (2m?) ul?, (p-5.2.8)
obtenemos que (v2) puede escribirse como
2 o
2
=—-—. 0.2.9
) = 20 (2529

Solucién 5.3

Supongamos que la energia de los electrones de conduccién W es constante.
Justo por encima de esa energia, los electrones se encuentran en el exterior
del metal, es decir, suficientemente cerca a escala macroscopica pero a una
distancia relevante a escala microscopica. Definamos ¢ como la energia nece-
saria para arrancar un electron del metal o la energia necesaria para mover
un electron desde el nivel de energia de Fermi hasta el exterior. Entonces,
¢ =W — g, donde pyg es la energia de Fermi. Por lo tanto, g =W — ¢.

La funcién de particiéon monoparticular para los electrones fuera del metal
(no degenerados) es

V V

(=Q2s+1)5= Qﬁ(%kaT)W, (p.5.3.1)
donde se ha tenido en cuenta que para particulas que tengan espin s, el nime-
ro de estados de espin por cada estado de traslacion es 2s + 1. El potencial

quimico para los electrones fuera del metal vendra dado por

2 .
= —kgT[In¢—InN) = —kgTln {W (27rkaT)“/1 (p5.3.2)

Este calculo se ha realizado tomando el origen de energias en el nivel funda-
mental de los electrones fuera del metal. Si queremos igualar los potenciales
quimicos, debemos trasladar el origen al nivel de energia de los electrones de
conduccién del metal. Entonces,

o=+ W==CC"=y=p+rw (p.5.3.3)
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Igualando los potenciales quimicos para electrones dentro y fuera del metal,
llegamos a la expresion:

2
o= —kBTln{ 3 (27kaBT) :|+W:,UJ0:W—¢

= In [7513 (2rmkp T)B/Q} po

= 2rmkpT)*? = . (p.5.3.4)

h3(

Asi, la densidad de electrones en el exterior es

2
=5 (2amkpT)*? . (p.5.3.5)

Solucion 5.4

a) El nimero de electrones que constituyen el sistema viene dado por

N = /000 def(e), (p.54.1)

donde f(€)de
F(e)de = N(e){n(e)) = Nofnle) (p542)

es el numero medio de electrones que en el sistema tienen una energia
comprendida entre € y € +de. En el cero absoluto (8 — o0), (n(e)) =1
si € < o mientras que (n(e)) =0 si € > pig. De esta forma,

(n(e)) = O(po — €), (p.5.4.3)

donde © es la funcién escalén de Heaviside. De este modo, a partir de
la ecuacion (p.5.4.1) podemos deducir la energfa de Fermi:

N = / def(e) = No/ de = Nopio = 1o = N (p-5.4.4)
0 0
b) En general, para T' # (

* M
N = /O dﬁm. (p545)
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En el limite de no degeneracion

¢*>1= N e“/\/o/ de e = e *NokpT. (p.5.4.6)
0
Asi, la densidad de electrones en ese limite es
N No
— =e *—kgT. bAT
7 T (p-5.4.7)
Por otro lado,
al kT (p.5.4.8)
N, B Ho p
De esta manera, la condicion de no degeneracion equivale a
kgT
¢ = :; > 1= kT > . (p.5.4.9)
0

Solucién 5.5

El nimero de estados con vector de onda k con médulo entre k y k + dk es

N(k)dk = g2—v2/<:2d/<; (p-5.5.1)

Al pasar a la distribucion de energias,
N(k)dk = N(e)de = N(e)chdk

= N(e)= V1o Lzm (p.5.5.2)

92 B3¢ Bh3
donde se ha tenido en cuenta que € = ¢p y se ha utilizado la relacién de de
Broglie p = hk.

a) El nimero de fermiones que constituyen el sistema es

47rV °° ¢
SiT=0 5 — 00):
4V 9 4V
= g(hc)3 /0 de € = g3<hc)3u0. (p.5.5.4)

De la ecuacién (p.5.5.4) podemos obtener iy como

3 1/3 N 1/3 3 1/3
== ) he= (-2 V3pe.
1 <47rg> <V> ‘ <4ﬂ9> e

—~

p.5.5.5)
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b) La energia media en T' = 0 resulta

47V [Ho TV 3
<E> = W/O de 63 = QW'M% = L_LN'MO (p556)

¢) En el limite relativista la ecuacién de Schrodinger debe ser modificada
para ser compatible con la relatividad especial. Ello lleva a la ecuacion
de Dirac, cuya resolucion queda por supuesto fuera del objetivo del
presente curso. Sin embargo, a efectos del calculo de la presién para
el gas ideal de Fermi tridimensional, suponemos que la solucion a la
ecuacion de Schrodinger de la particula libre no relativista en una caja
de volumen V' sigue siendo una buena aproximacién. En ese caso, la
energia €, viene dada por

r = Cngnygn, — om Lg Lg Lg
h2r?
= 2mv2/3 (ni—l_nz—l_nz) y o Ny Ny, Ny = 1,2(p557)

donde se ha supuesto una caja ctibica por sencillez (V = L?) ya que las
propiedades termodinamicas no dependen de la forma del recipiente.
De este modo, la presion media es

I YRy IREL:
1/3
_ §<_5> _ % (%) n*3he. (p.5.5.8)
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CAPITULO 6
GAS IDEAL DE

6.1. GAS DE BOSE-EINSTEIN DEGENERADO

Consideremos un gas de Bose-Einstein (BE) degenerado. En este caso, el
nimero medio de bosones en el estado de particula r viene dado por

1

() = Sz (6.1)

De acuerdo a lo que vimos en el capitulo 4 sobre las estadisticas cuanticas,
el potencial quimico u del gas de Bose es siempre menor o igual a la energia
del estado fundamental. Ello implica que

1< e

para cualquier r. Si suponemos que las particulas s6lo poseen energfa de tras-
lacién, entonces la energfa més baja del estado de traslacién es ey oc V=2/3.
Asi, ¢g — 0 cuando V' — o0, lo cual es cierto para un sistema macroscopico.
Por todo ello, podemos concluir que

para un gas de Bose.
Procedemos ahora de modo andlogo a como lo hicimos en el gas de elec-
trones. La idea esencial es considerar un sistema macroscépico (V' — 00)
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de modo que podemos suponer una distribucion continua de energfa. En ese
caso, el numero medio de bosones viene dado por

N= E em—lm_l ~ / " de N () (n(e)). (6.2)

0

En el caso de los bosones,

vV

N(e) = —m3/261/2, 6.3
=075 63
donde g = 2s+1 es el factor de degeneracion asociado al nimero de espin s.
Por tanto, el potencial quimico y(T') lo determinamos a partir de la condicién
de normalizacion:

N g 3/2 /°° €l/2
—_—=— de————. 6.4
V \/§h3772m 0 6eﬁ(f—u) -1 (6.4)

Supongamos que fijamos la densidad del gas N/V'y vamos disminuyendo
la temperatura (de modo que 5 aumenta). Es obvio que € — p(T') debe dismi-
nuir para que la integral (6.4) pueda conservar su valor. Como e —p = e+ |,
resulta que al disminuir la temperatura disminuye el valor absoluto del po-
tencial quimico p, o sea, p aumenta. En resumen, si T disminuye entonces
p aumenta. Podemos ver esto con algo mas de detalle si derivamos ambos
miembros de la ecuacién (6.4) con respecto a 3. En ese caso, obtenemos la

identidad .
o0 g/eeblet 0
/ de—2<e—u—6—ﬂ>20,
0 l:eﬁ(f_#) — ]_:|

lo que implica que
o
B
Por todo lo dicho anteriormente, si vamos disminuyendo progresivamente
la temperatura se debe alcanzar una temperatura 7Tj para la cual p tome el
valor maximo posible, que es p = 0. Calculemos Ty y veamos que es finita.
Si hacemos = fy y u =0 en la ecuacién (6.4), tenemos la identidad

B (e+ |ul) > 0. (6.5)

E _ g m3/2 /oo i 61/2
V \/553772 0 eboe _ 1

m3/2 L [ L1172
— g /0 e (6.6)
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donde en el 1ltimo paso hemos hecho el cambio de variable fye = x. Para
el calculo de la integral introducimos la llamada funcion zeta de Riemann (,
definida como

o0 1 00 I'S_l
=N ke i 1. .
;k’ F(s)/o dx = 57 (6.7)

De esta forma, de acuerdo con la definicién (6.7),

/Owdx i _p@)g(%):g (), com=amm 8

et —1 2 2

Asi, teniendo en cuenta la ecuacion (6.8), la relacién (6.6) viene dada por

N 32\/_ —3/2
v fh“ P22=C(3/2) o (6.9)

De la ecuacién (6.9) podemos calcular Tj, cuya expresion es finalmente

E ] 2/3
V¢ (3/2)

2R
m

ksTy = (6.10)

En conclusion, la ecuacion (6.4) carece de sentido si 7' < Tjy ya que entonces
no existe ningin valor de (7)) que la satisfaga.

Podemos interpretar el resultado anterior de otro modo suponiendo que
ahora fijamos la temperatura T'y aumentamos el nimero de particulas (para
un valor dado de V). En este caso, de acuerdo con (6.4), un aumento de N
exigira una disminucion de e®=# o mejor dicho de e = ™8l por lo
que |p| debe ir disminuyendo. ;jHasta cuando puede aumentar (disminuir)
v (|p])? Hasta su valor limite, 4 = 0, en donde N toma su valor maximo
N = Ny Ese valor maximo Ny, se determina a partir de (6.4) haciendo
MZOYN:Nméx:

Mg ()" o

De acuerdo con esto, el numero de bosones tiene una cota superior propor-
cional a T%/2. En particular, en el limite T — 0, no podrfa existir un gas ideal
de bosones. Sin embargo, esto esta en contradiccion con el hecho de que en
el cero absoluto uno espera que todos los bosones se encuentren en el estado
fundamental. Entonces, ;dénde esta el origen de esta paradoja?
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6.1.1. Resolucion de la paradoja

El origen de esta paradoja radica esencialmente en el paso de la distri-
bucién discreta de niveles energéticos a la distribucion continua. Ello hace
que

N(e) x /2 =0, si e—0,

por lo que

f(e)zN(e)(n(e))ocm—)O, sie—=0.

En otras palabras, estamos admitiendo implicitamente que el nimero medio
de particulas en estados con energia ¢ — 0 es nulo. Este error no es rele-
vante en la estadistica de Fermi (donde como méximo habra un fermién)
o en la de Bose a altas temperaturas, pues en ambos casos el nimero me-
dio de particulas con energfas nulas es mucho menor que el nimero total de
particulas.

Sin embargo, en el gas de BE a bajas temperaturas, tener en cuenta la
poblacién de particulas en el nivel fundamental (e — 0) es muy importante ya
que precisamente los bosones tienden a agruparse en dicho nivel energético
a temperaturas muy bajas. Por todo ello, a efectos de tener en cuenta el
nimero de bosones N en el estado fundamental, conviene escribir el niimero

de particulas N como
N=Ny+ N (6.12)

donde N’ representa el niimero de bosones en estados excitados. Entonces,
de acuerdo con (6.1), Ny viene dado por

g

mientras que para estados de energias €, > 0, podemos suponer la distribu-
cién continua (6.2) y escribir N” en la forma

1/2

1 % * €
’ ~ 3/2 -
N - Z eﬁ €r— # — 1 \/—hBﬂ-Qm /0 deeﬂ(fr_u) - 1 (614)

El estudio de las propiedades del gas de Bose degenerado en todo el
rango de temperaturas es muy complicado ya que requiere el empleo del
calculo numérico. En lo que sigue haremos un estudio cualitativo del llamado
fenémeno de condensacién de BE.
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6.2. CONDENSACION DE BOSE-EINSTEIN

Es evidente que los razonamientos que hemos hecho antes para N pueden
perfectamente trasladarse ahora a N'. Asi, el valor mdximo de N’ a una
temperatura 1" dada viene dado por

kT 32
mB). (6.15)

mix = V9C (3/2) <W

Por otro lado, si mantenemos la definicion de la temperatura Tj, tenemos
que

mk:BTo 3/2
N= ) (S2) 1
Ve 3/2) (5 (6.16)
De acuerdo con las ecuaciones (6.15) y (6.16), tenemos la relacién
N’ . T\3/2
= =) . 6.17
v = (z) 017

Veamos ahora los distintos regimenes en los que nos podemos encontrar.

» Supongamos el gas de Bose a una cierta densidad N/V y a temperaturas

suficientemente altas (T > Tp). En ese caso, de acuerdo con (6.17),
N4 > N. En consecuencia, todas las particulas se encuentran en
estados excitados, lo que corresponde a |u| > 0y Ny < 1. En otras
palabras,

T>Ty=N~N= N, <N, |u>0 (6.18)

» Seguimos disminuyendo la temperatura, pero manteniendo N/V cons-

tante. Entonces al alcanzar la temperatura T° = Tj, de acuerdo con
(6.17), N! .. = N. Ahora bien, este hecho no significa que p = 0.
Ambas cosas eran equivalentes cuando considerdbamos (erréneamente)
el estado fundamental. Asi, aunque N;, = N, el potencial quimico es

pequefio pero no es ahora nulo. Como y # 0, tenemos que N' < N/ .
y

an

En otras palabras, empieza a haber un nimero relevante (no despre-
ciable) de bosones en el nivel fundamental.
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Figura 6.1: Variacién del numero relativo de bosones Ny/N en el estado funda-
mental de energfa frente a la temperatura T'/Tp.

= Si seguimos disminuyendo la temperatura por debajo de Ty (T' < Tp),
entonces N/ . continuard disminuyendo (N! .. < N) y en consecuencia

méx

el numero de bosones en el nivel fundamental Ny ird aumentando. Para

T < Ty, N'~ N/ . (porque |u| ~0), por lo que
T\ 3/2
NO:N—N’:N—NI’néX:N[l—<T> } (6.20)
0

A estas temperaturas el potencial quimico es practicamente nulo. Cuan-
to mas se disminuye la temperatura, mas y mas particulas se agrupan
en el nivel fundamental de energia.

El comportamiento de Ny/N frente a T/Tj se representa en la figura 6.1.
El fenémeno asociado a la acumulacién de particulas en el estado fundamental
(con € = 0) es el conocido como el fenémeno de la condensacion de BE, siendo
15 la temperatura de condensacion.
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6.3. PROPIEDADES TERMODINAMICAS DEL GAS DE BOSONES

6.3.1. Propiedades termodinamicas del gas de bosones por debajo de la
temperatura de condensacion (T < T,)

Como dijimos antes, el estudio de las propiedades termodinamicas del gas
de Bose en todo el rango de temperaturas es muy complejo debido al hecho
de que el potencial quimico p es en general una funcion de la temperatura
T. Sin embargo, por debajo de la temperatura de condensacién (T < Tp),
se puede llevar a cabo un estudio cualitativo algo mas preciso ya que en esa
regién y es muy pequeiio por lo que podemos tomarlo como cero (=~ 0).
Teniendo en cuenta esta aproximacién, la energia media (F) para T' < Tj
podemos obtenerla como

(B) = Nyx0+ /O " de N ()eln(e))

=9 ’ m3/2/oode .
\/thﬂ ) efe 1

= o (5)4(5)

_ g§<g>gV<2:;_LZ>3/2<kBT>5/2, C(5/2) ~ 1,341, (6.21)

Al deducir la ecuacién (6.21) se ha tenido en cuenta que I'(5/2) = 3y/7/4.
La expresion (6.21) se puede reescribir en términos de la temperatura de
condensacién cuando se considera la definicién (6.10) de Ty. En ese caso, la
ecuacién (6.21) se puede escribir como

3¢(3) T\3/2 T\3/2
(E) NkBT<:F> :0,770N/<:BT<—> . (6.22)

IO g

A partir de la ecuacién (6.22) podemos calcular el calor especifico a vo-
lumen constante Cy y la presién p:
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Oy = (@) _ E@N@(%)m ~ 1,925Nk3<%>3/2, (6.23)
\%4

pv = §<E> - (3) NkBT<£>3/ g g(%) gV(#)wQ <k:BT>5/2. (6.24)

De acuerdo con (6.24), como V' # 0, entonces

r=d(3)olar) ()" (629

En otras palabras, p es independiente del volumen. Esto esta ligado al hecho
de que las particulas que se encuentran en € = ( carecen de cantidad de mo-
vimiento, por lo que no contribuyen a la presion. De hecho, s6lo contribuyen
a la presién las N’ particulas con energfas ¢ > 0. Asi, al duplicar el volumen
por ejemplo, la presién no disminuye (como sucede en un gas ideal cldsico)
porque también aumenta N’ (N’ o« V).

6.3.2. Gas de bosones débilmente degenerado para T > T,

Para poder dibujar (al menos cualitativamente) la dependencia de (E)
y Cy con T debemos determinar el comportamiento de dichas magnitudes
en el rango T > Tg. Dado que el célculo es muy complejo en ese rango de
temperaturas, una posibilidad es considerar un gas débilmente degenerado,
es decir, un gas donde e™® es muy pequeno. Es importante recordar que el
pardmetro de degeneracién y = nA* (donde A = h/y/2rmkgT) nos determina
el nivel de degeneracion del gas. En particular, las estadisticas cuanticas de
Fermi-Dirac y Bose-Einstein convergen a la estadistica clasica de Maxwell-
Boltzmann en el limite y — 0.

Sin embargo, para obtener las propiedades del gas de Bose mas alla de
la estadistica cldsica, podemos suponer una degeneracién débil (e=® < 1),
desarrollar In () en potencias de e™® y retener sélo la primera contribucién
al In Q) distinta de la asociada a la aproximacion clasica. Asi, en el caso de
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un gas débilmente degenerado de bosones, e™ < 1y In @) puede escribirse

en la forma
nQ ~ Z ~(Berta) 4 — Z 2perta), (6.26)

donde hemos tenido en cuenta que In(1 — z) ~ —x — 5:5 cuando r < 1. En

el caso de un gas monoatémico (cuyos tnicos grados de libertad son los de
traslacion), tenemos que en el limite cldsico

V h
R DI T S p—— 6.27
¢ - ¢ A3 V2rmkgT (6.27)

De acuerdo con la relacién (6.27),

kgT\3/2 vV
—28er _ Bler _ B -3/2
E e E e =43 (27rm—2 ) =2 /—)\3, (6.28)

donde 8" = 2f. Por consiguiente, de acuerdo con las ecuaciones (6.27) y
(6.28), In @ se puede escribir como

V Y 672&
IHQZF(Q + 25/2>. (6.29)

A partir de la expresion (6.29) podemos obtener (N) y (E):

e K e
B, - e
_ 3/<:BTAV3( o ;2) (6.31)

En esta tltima expresién hemos tenido en cuenta que A= o« 73/, por lo

que
0 3N
Oy 327 (6.32)
ap 2 p
De acuerdo con (6.31), se obtiene que In Q) = (2/3)3(E), como era de esperar.
Queremos escribir las expresiones (6.30) y (6.31) de forma algo més

explicita. Para ello queremos eliminar el término e~® entre las dos ecuaciones

UEX

179



UEX

180

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

anteriores. De hecho, la ecuacién (6.30) permite expresar e~ en funcién de
(N) mediante una ecuacién de segundo grado. En lugar de resolver dicha
ecuacion de forma exacta, vamos a obtener las propiedades termodinamicas
del gas como un desarrollo en potencias de e™®. En particular, en primera
aproximacion (estadistica de Maxwell-Boltzmann), sabemos que

e = @/\3 =n\ =y,
donde como hemos dicho anteriormente y es el parametro de degeneracion.
Cuando y < 1, suponemos que e~* se puede desarrollar en potencias de
y. Teniendo en cuenta sélo los dos primeros términos, e~ se puede escribir
como

e =y +ay’ (6.33)

donde el coeficiente a debe obtenerse de modo consistente. Para determinar
a, escribamos la ecuacion (6.30) en la forma

< N> 67204

—3: :7C¥
V)\ y=e —|—23/2‘

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie (6.33), la ecuacién (6.34) se puede
reescribir como

(6.34)

y=y+ay’+273%F — a=-272 (6.35)

donde se han despreciado términos de tercer orden y superiores en y. Susti-
tuyendo en la ecuacién (6.31) de la energia, podemos escribir el resultado

3 1
(E) = SN kT <y _ 92y 9siz2 ) (6.36)
por lo que a primer orden en y, (E) viene dado por
3
(E) = 5<N>kBT<1 - 2_5/2y>. (6.37)

De la ecuacién general del gas cudntico ideal pV = (2/3)(E), obtenemos la
ecuacion de estado

pV = <N>kBT<1 - 2-5/2y>. (6.38)
A partir de (6.36), el calor especifico viene dado por
O(E) 3 _
= (S21) = Sk (142772, .
- (), Jomfrr)] e
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Figura 6.2: Energia de un gas ideal de Bose en funcién de la temperatura relativa
T/Ty. ParaT < Ty, la energia media es proporcional a T5/2. Para T > T, la energia
media se aproxima al resultado cldsico [E/(3/2)NkgTy = T/Tp] de acuerdo con la

ecuacion (6.37).
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Figura 6.3: Capacidad calorifica a volumen constante de un gas ideal de Bose en
funcién de la temperatura relativa T'/Ty. Para T < Ty, la capacidad calorifica es
proporcional a T%2. Para T > Ty, la capacidad calorifica se aproxima al resultado
clésico (Cy/Nkg = 3/2) de acuerdo con la ecuacién (6.39).

UEX

181



UEX

182

GARZ0, GOMEZ GONZALEZ

10

VIN

Figura 6.4: Tsotermas de un gas ideal de Bose a dos temperaturas distintas T, > T7.

6.3.3. Propiedades del gas ideal de Bose en todo el rango de temperaturas

Una vez obtenidas las propiedades termodinamicas del gas ideal de Bose
para T < Ty y T > Ty (en este rango de forma muy cualitativa a partir de los
resultados del gas débilmente degenerado), es interesante mostrar algunas
graficas ilustrativas al respecto. En primer lugar, la figura 6.2 muestra la
dependencia de la energia media del gas de Bose con la temperatura. Cuando
T < Ty, (E) o %/ mientras a temperaturas altas (T >> Ty) la energia media
tiende a su valor clasico ((E) = NkgT).

Como complemento a la figura 6.2, la figura 6.3 muestra la capacidad
calorffica Cy, donde Cy o< T%/2 para T > Ty, tendiendo al valor clésico de
nuevo (Cy = %ng) para T > Ty. En particular, a T = Ty, Cy ~ 1,925Nkg,
de acuerdo con la ecuacién (6.23). Un punto importante a resaltar es que la
derivada de C'y respecto de T presenta un salto discontinuo, como puede verse
en la figura 6.3. Calculos més precisos muestran que este salto discontinuo
es finito y su valor es

(%%>T:T; _ @%)T:% - —3,665NTIZB. (6.40)

Es importante senalar que la figura 6.3 para Cy es muy similar a la que
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se obtiene experimentalmente para el He? liquido. Ello llevé a sugerir a F.
London en 1938 que la transicién de fase que presenta el He* liquido a una
temperatura aproximada de 2,17 K podia estar relacionada con el fenémeno
de la condensacion de Bose-Einstein. Dicha temperatura critica esta asociada
al fenémeno de la superfiuidez (capacidad del liquido a fluir sin viscosidad).
Asi, si se sustituyen los datos del He* (g = 1, m = 6,64x107* g, y una densi-
dad p = 0,146 g/cm?) en la ecuacion (6.10), se obtiene un valor de Ty = 3,13
K. Este valor es del mismo orden de magnitud que el obtenido experimental-
mente. En todo caso, no era de esperar mejor acuerdo ya que el liquido He*
no se puede tratar como un gas ideal de bosones ya que en la aparicién de
la superfluidez juegan un papel muy importante las interacciones entre los
atomos del liquido. Lo que tal vez si es factible admitir es que la superflui-
dez es una manifestacion macroscépica del fenémeno de la condensacién de
Bose-Einstein.

Una grafica interesante es la de las isotermas de un gas ideal de Bose.
De acuerdo a la ecuacién (6.25), la presion p es independiente del volumen
a temperaturas por debajo de la de condensacion. El cambio en la forma de
las isotermas tiene lugar cuando la densidad ha aumentado lo suficiente para
que el correspondiente valor de T supere al de la temperatura en cuestion. Si
extrapolamos los resultados al limite 7' — Tj al objeto de hacer estimaciones,
tenemos que para T = T,

—kpTy. (6.41)

Dado que Ty oc (N/V)?/3, entonces p o< (N/V)*/3 en T = Ty. Por ello, la
ecuacion de las isotermas en T' = Tj es

Po (%)5/3 = cte, (6.42)

donde pg y Vj son la presion y volumen, respectivamente, a T" = Tj. La
ecuacion (6.42) sigue siendo valida cuando se realizan calculos mas exactos.
La figura 6.4 ilustra (de modo cualitativo) el comportamiento de las isotermas
del gas ideal de Bose. Asi, a una cierta temperatura 77, cuando la densidad del
gas es tal que T7 < Tj entonces la presion es una constante independiente de la
densidad. Sin embargo, si seguimos disminuyendo la densidad (aumentamos
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V/N), entonces conseguimos primero cruzar la isoterma de T = Ty [dada
por (6.42)] para después (T} > Tp) tener un comportamiento dado por la
ecuacion (6.38) (al menos para un gas débilmente degenerado).

Aunque el fendmeno de la superfluidez evidencia de forma indirecta la
existencia del fendmeno de la condensacion de Bose-Einstein, no fue hasta
el afio 1995 donde un grupo de investigadores dirigidos por E. Cornell y C.
Wieman (Universidad de Colorado, EE. UU.) obtuvieron la primera prueba
experimental directa de la condensacion de Bose-Einstein. El experimento
se llevé a cabo en un gas diluido de &tomos de rubidio Rb®" (4tomos que
son bosones). La condensacién de Bose-Einstein aparece a la temperatura
T~170 nK (1 nK=10"" K) y con una densidad de particulas n = N/V ~ 10'2
cm 3. Esta es realmente una densidad muy pequefia que hace que la distancia
media entre dtomos sea mucho mayor que el rango efectivo de las fuerzas
interatémicas. En estas condiciones resulta una muy buena aproximacién
considerar al gas como un gas ideal de bosones.



INTRODUCCION

PROBLEMAS DE EVALUACION

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Mostrar que en un gas bidimensional de Bose-Einstein no existe con-
densacion de Bose.

Consideremos un gas de Bose-Einstein altamente degenerado en condi-
ciones tales que los efectos relativistas son importantes. En estas con-
diciones la energia e de una particula libre estd relacionada con su
cantidad de movimiento p por € = ¢p. Teniendo en cuenta que el niime-
ro de estados de una particula con nimero de onda comprendido entre

ky k+dk es N'(k)dk = Ak*dk, donde A es una constante, determinar:

a) La temperatura de condensacion 7 en el caso de que dicho sistema
presente el fenémeno de la condensacién de Bose-Eistein.

b) La energia media del sistema para temperaturas T' < Tp.

Un gas de N bosones se encuentra encerrado en un volumen V = L4
en un universo de d dimensiones. Teniendo en cuenta que los niveles
energéticos de traslacion de una particula en una caja de arista L son
e = (72 )2mL?*)(n? + n + -+ n?), con n; = 1,2,... Probar que:

2

a) La densidad de estados N (e) es proporcional a Vel®™2/2 en el

limite de voliimenes grandes.

b) La temperatura de condensacion Ty depende de la densidad N/V/
como Ty o (N/V)/,

¢) Determinar asimismo a que potencia de la temperatura es propor-
cional la energfa media por unidad de volumen (E)/V si T' < T,

Consideremos un gas ideal de Bose formado por particulas que tienen
grados internos de libertad. Supongamos que los niveles de energia
asociados con grados internos estan tan separados que a temperaturas
no muy altas es suficiente considerar sélo los dos niveles de energia mas
bajos 0 y €1, siendo no degenerados. Por otro lado, supongamos que €;
es mucho mayor que los posibles valores de energia correspondientes a
los estados de traslacion. Razonar si la temperatura de condensacion
que se obtendria serfa mayor o menor que la correspondiente a cuando
no hubiera grados internos. Determinar explicitamente la temperatura
de condensacién del gas en cuestién. Comprobar que el resultado es
consistente con lo concluido anteriormente.
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6.5. Un sistema estd constituido por particulas de espin 3/2 débilmente in-
teractuantes. La densidad del sistema es de 10%" partfculas/m3, y la
temperatura es tal que la cantidad de movimiento de una particula
tipica es del orden de 10722 Kg-m/s. ;Es absolutamente necesario des-
cribir el sistema mediante una de las estadisticas cudnticas? ;Cudl? Si
las particulas tuvieran espin 1 y se hallaran a la misma densidad y
temperatura, jaumentarfa o disminuirfa la presién? (h = 6,631 x 10
Js).

Solucién de los problemas de evaluacion
Solucidn 6.1

En primer lugar, habra que calcular los estados estacionarios de una particula
libre encerrada en una caja bidimensional de lados L, L, y de masa m.
Admitamos que la particula sélo posee energia de traslacion. En este caso,
la ecuacion de autovalores del hamiltoniano es

h?

HUp(r) = Butbp(r) = =5 V2u(r) = Eop(r), (p6.1.1)
con condiciones de contorno
r=0,L,
VYg(r) =0, si . (p.6.1.2)
Y= 07 Ly

Para resolver la ecuacién (p.6.1.1) aplicamos el método de separacién de
variables: ¥g(r) = X(2)Y(y). De esta forma,

P& X(x) = B,X(z)

T 2mda?

~ELY(y) = B,Y(y)

La solucion general de la primera ecuacion es

E,+E,=E. (p.6.1.3)

X(z) = Asink,x + Bcosk,z, (p.6.1.4)

2mkE,
ke =4/ et (p.6.1.5)

donde el nimero de onda
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Aplicando a la solucién (p.6.1.4) las condiciones de contorno dadas en la
ecuacién (p.6.1.2) obtenemos

X(0) = 0= B=0,

X(L,) = 0= kL, =n,m, M:Lz“jm:m%.
’ (p.6.1.6)
Por tanto, la funcion de onda bidimensional resulta ser
Vg(r) = Asin(k,z) sin(k,y), (p.6.1.7)
siendo - .
k, = nmL—I, k, = nyL—y. (p.6.1.8)

De acuerdo con la expresién (p.6.1.7), el autovalor de la energfa en dos di-
mensiones se puede expresar como

B2 12 2 2
[ w%%+%>. (p.6.1.9)

"t T \B L2

Por tanto, el espectro de energfa es degenerado. Si los nimeros (L, L,) son
muy grandes, los posibles valores de la energia estdn muy proximos entre si.
Por esta razon, al plantearnos cuantos estados estacionarios existen con una
energia comprendida entre E'y £+ AFE, podemos suponer que, siendo Ej el
estado fundamental, By < AFE < E. Asi, podemos suponer una distribucién
continua de energia.

A continuacién, consideremos los estados que existen con k, entre k, v k, +
dk,. Para un valor de n,:

Ly
dn, = —dk,. (p.6.1.10)
m
Considerando las dos componentes:
L,L
7rdekwd/gy: dn,dn,. (p.6.1.11)

Asi, para cualquier valor del angulo polar 6, el numero de estados con vector
de onda k con médulo entre k v k 4 dk es

N (k)dk = Ll

4 72

2rkdk, (p.6.1.12)
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donde hemos dividido por 4 para tener en cuenta el cuadrante de superficie

donde k, > 0, k, > 0. Al pasar a la distribucién de energfas,

L,L,m
Sk

N(k)dk = N(E)dE = N(E ) kdk:>N( )= (p.6.1.13)
donde hemos hecho uso de la relacién E = h?k?/2m. En el limite de voliime-
nes grandes y despreciando el efecto de la pared, es de esperar que el resul-
tado sea independiente de la forma geométrica del sistema. En el caso de los
bosones,
L,Lym

o h2’
donde g = 2s + 1 es el factor de degeneracion asociado al espin s.

N(E) = (p.6.1.14)

Una vez calculados los estados estacionarios de una particula libre en una
caja bidimensional, procedemos a comprobar si existe o no condensacion de
Bose. Para ello, debe existir alguna temperatura finita Ty para la que p = 0.

El ntimero de bosones que constituyen el sistema es

* L,Lym [* 1
[ Mo = o [ e s
L,L,m [* e—Ble—n)
97 | de——F5—
2r h? 1 — e Blen)

— LLmZ/ de e~ Ple=mt
T

= 27 k:BTZ , (p.6.1.15)

N

—al __ e’
Y et= S (p.6.1.16)
(=1
Sip=0,
=1
Ny - 6.1.17
; 7 (p-6.1.17)
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Sin embargo, cuando ¢ — oo, tenemos que

5000 1 50000 1
Z ~ 0,00450, ~ ~ 11,3970, 6.1.18
; ; ; ; (p )

es decir, la serie no converge. Por tanto, si y = 0, para que N esté acotado
(nimero de particulas dado), necesariamente 5 — oo o, equivalentemente,
T = 0. Asi, no existe ninguna temperatura finita T, para la que u =0y, en
consecuencia, no existe condensacién de Bose-Einstein en dos dimensiones.

Solucién 6.2

El nimero de estados con vector de onda k con médulo entre k y k + dk es
N(k)dk = AK*dk. (p.6.2.1)

Al pasar a la distribucion de energias,

N (k)dk = N(e)de = N (e)chdk = N (e) = 1462L (p.6.2.2)

3h3

donde se ha tenido en cuenta que € = ¢p y se ha utilizado la relacién de de
Broglie p = hk.

a) El nimero de bosones que constituyen el sistema es

V= [ deln(eNe = [ de - © 6.2.3
- [ ettt = 5 [ e w623y

SIM:O(ﬂ—)ﬁg)

A 00 €2 BOE =T

N= A, 66506—1:

ﬁodﬁ =dx

A1 [ 72 A1
= ——=— de —— = ——=T ) .6.24
g |t = e po2a

Despejando en la ecuacién (p.6.2.4), concluimos que la temperatura de

condensacion es s
ch N
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b) Si T < Tp, || ~ 0, y la energia media resulta

o0 A 00 63
(E) =Ny x 0 —I-/0 de(n(e))N (e)e = a5, de pr—t (p.6.2.6)
Realizando el cambio fe = z,
A1 [* z?
\E) = _m_/ & T
Al A 17
= B (4)C(4) = BT (p.6.2.7)

Solucién 6.3

a) Tenemos un gas de bosones en d dimensiones. Los niveles energéticos

de traslacién de una particula en una caja d-dimensional de arista L
son h2 h2 2 2
n n
—k = L+ 2 4 6.3.1
“Tom” Tom” <L2+L2+ +L2>’ (p.6:3.)
donde

ﬂnl

Z k2 k= (p.6.3.2)

Los estados que existen con ki entre k; y k; + dk;, fijados los valores de
N+ SON

L;
T
Para las d componentes:
L\?
<—> dkldkg A dkd B dnldng . dnd. (p634)
T

De esta manera, pasando a coordenadas hiperesféricas y consideran-
do isotropia espacial, el nimero de estados con vector de onda k con
modulo entre k v k + dk es

N(k)dk o< Lk*dk = VK™ 'dk. (p.6.3.5)
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Al pasar a la distribucion de energias,

N(k)dk = N(e)dez/\/‘(e)gk’dk

1
= N(e) Vk‘HE = VET2 x V=272,
(p.6.3.6)

donde se ha tenido en cuenta que € = h%k?/2m. En el limite de voltime-
nes grandes y despreciando el efecto de la pared es de esperar que el
resultado sea independiente de la forma geométrica del sistema.

El ntiimero de bosones N que constituyen el sistema viene dado por

0 0 1 .
N:A MMWN@&A e VIR (063

SIMZO(ﬁ%ﬁo)

N o d-2)2 Boe=1x
<
0

JR— 6 =
Boe _
4 e =1 g de = do
1 % (d—2)/2
~ g 2)/2/ de T (p.6.3.8)
0 0 et —1
Concluimos que
N A\ 2/
7 & By P = Ty <V> : (p.6.3.9)

SiT < Tp, || ~ 0,y la energia media resulta

(ld-2)/2+1

. (p6.3.1
w1 (p6310)

(E) = Ny x 0+ /OOO de(n(e))N (e)e V/OOO de

Realizando el cambio fe = x, podemos calcular la dependencia de la
energia media por unidad de volumen con la temperatura:

(E) ~15-(d-2)/2-1 /OC
Tl Bp i dz )

£(d-2)/2+1

x [ @ o T2, (p.6.3.11)
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Solucién 6.4

El nimero de bosones que constituyen el sistema sin grados de libertad in-
ternos es

00 00 E1/2
N = /0 de N(e)(n(e)) = A/O de m, (p641>
donde A es una constante. Si p =0 (8 = fp):
foe=1
N = A/ ﬂo 1
e ﬁode =dx

. -3/2 Z/ —3/2 3 3
= Ap, /0 dx oy = Af, <2> ¢ <§> . (p6.4.2)

Asi, de acuerdo con (p.6.4.2), la temperatura de condensacién Tj resulta

_1
O_kB

2/3
N 1

AT (3 3 :
AT (3)¢(3)

Si hay grados de libertad internos, existen mas estados disponibles por particu-
la. Veamos de forma cualitativa que consecuencias tiene este hecho. Fijado

N:
1 1
N = Z hoer _ 1 Z B _ 1’ (p.6.4.4)

donde 7 se refiere a estados de particula cuando no hay grados internos de
libertad mientras que r’ se refiere a aquellos estados donde las particulas
presentan grados de libertad internos. Entonces como N es fijo, puesto que
r' > r, se tiene que cumplir que

By > Bo = Ty < To. (p.6.4.5)

(p.6.4.3)

Entonces, la temperatura de condensacion con grados internos de libertad
debe ser menor con respecto a la que solo considera energia de traslacion.
Comprobemos esta afirmacion analiticamente.

Considerando un espectro continuo en la energia de traslacion

1/2

1=0,1
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donde el indice i hace referencia a los grados de libertad internos. Para cal-
cular la temperatura de condensacion, hacemos = 0y 8 — f. De este
modo,

o 1/2
N =4 Z /0 dey ebolecte) — 1

1=0,1
o t t
= A/O dﬁt —'Gt + A/O dét —eﬁ(/)(fﬁ‘el) _ 1 (p647)

Calculemos cada una de las integrales por separado. En primer lugar,

0 1/2
€ _ 3 3
dee ——— = g0 (2 ¢ (2 648
/o “ B 1 0 2)¢\3) (p-6.48)

donde se ha hecho uso del resultado dado en (p.6.4.2). Como € es mucho
mayor que los posibles valores de energia correspondientes a los estados de
traslacion, entonces

e > kpT) = ehleta) 5 1, (p.6.4.9)

De este modo, la segunda integral en la ecuacién (p.6.4.7) resulta

~ o s [ g 12 -8
t ~ - [/J‘E1 - (/JEt
/0 de; Tt 1 e /0 dey €€

3

= ¢ <§> . (p.6.4.10)

Fijado el ntiimero de bosones N,

0 ¢(3/2)

VoA QETEE ) g e
;x( ) 14

N = AT () "¢ (3)

o1 /kB T -2/3
Como €; > kgTyj,
Ty ~Tp [1 - 2@} : (p.6.4.12)
3((3/2)
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Esta ecuacién se puede resolver numéricamente para obtener ;). Una solucién
analitica aproximada se puede obtener si se aproxima en la ecuacion (p.6.4.12)
Tt por Ty en la exponencial (Tj ~ Tp). En ese caso,

) efl/kBTO
3((3/2)

Comprobamos efectivamente que Tj < Tj, es decir, la temperatura de con-
densacion del gas de Bose formado por particulas con grados de libertad
internos es menor que aquel donde sélo se tienen en cuenta los estados de
traslacion.

T, ~ T, [1 } =Ty [1 - 0,255 e/ksT] (p.6.4.13)

Solucién 6.5

La aproximacion clasica se cumple cuando

n\’ < 1, (p.6.5.1)
donde
h h h h
A= = o~ =, (p.6.5.2)
\/QTI'kaT \/27Tm2 (%) \/mQU(Q) D
siendo vy la velocidad media de una particula. Asi,
n = 10%" particulas/m’ h
p=10"2 kg -m/s > =-=663x10"2m
h=6,63x1073J s P
= y=aN=3x10"< 1. (p.6.5.3)

Por lo que, ademas de poder describir el sistema con la estadistica de Fermi—
Dirac por estar éste constituido por particulas de espin semientero (3/2),
también se puede emplear la estadistica de Maxwell-Boltzmann. La respues-
ta, por lo tanto, a la necesidad de describir el sistema con una de las es-
tadisticas cudnticas es NO.

Consideramos ahora particulas de espin 1 de tal manera que debemos emplear
la estadistica de Bose-Einstein. En la seccién 6.3, se demostro que la ecuacion
de estado para un gas de bosones débilmente degenerado (A < 1) es

p=nkgT (1-27"y). (p.6.5.4)
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Para poder comparar las presiones al considerar espin entero o semientero,
vamos a obtener la expresién andloga a la expresion (p.6.5.4) para el caso de
fermiones. En un gas de Fermi débilmente degenerado, In () viene dado por

1
InQ ~ Z e Berta) _ 3 Z e~ 2Berta) (p.6.5.5)

T

En el caso de un gas monoatémico (cuyos grados de libertad son los de
traslacion), tenemos que en el limite cldsico

eV
(=) efr= v (p.6.5.6)

De acuerdo con (p.6.5.6),

“28er 032V
(=), e r=27rg, (p.6.5.7)

por lo que In () puede escribirse como
V(. _, e
InQ ~ e (e - W) : (p.6.5.8)

De acuerdo a la expresion (p.6.5.8) del In @, (N) y (E) vienen dados por

0ln V —2a
V
dl1 3 V 2o
<E> = — < anﬁQ> g = ékBTﬁ (6_a — %) . <p6510)

Con el objetivo de escribir las expresiones (p.6.5.9) y (p.6.5.10) de forma
algo mas explicita, eliminamos el término e~ entre las dos ecuaciones. Para
ello tenemos en cuenta que e < 1 y que para la estadistica de Maxwell-
Boltzmann v

et = %/\3 =n\ =y. (p.6.5.11)

De esta forma, podemos expresar e~® en potencias de y:

e~y + ay?, (p.6.5.12)
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donde sélo términos hasta segundo orden en y han sido incluidos. El coefi-
ciente a debe obtenerse de modo consistente. Haciendo uso de la ecuacion

(p.6.5.9),

N —2a
%/\3 =y=e" ‘ (p.6.5.13)

©93/2°
De acuerdo con el desarrollo en serie (p.6.5.12), el término de la derecha en
la ecuacion (p.6.5.13) puede expresarse como

y=y+ay’ -2 5 a=27%"2 (p.6.5.14)

donde se han despreciado términos de tercer orden y superiores en y. Sus-
tituyendo en la ecuacién (p.6.5.10) para la energia, tenemos finalmente la
expresion
3 1 -3/2,2  o-5/2 2
(E) = §<N>kBT§ (y+27°%" =27 4 )
3

= S(N)ksT (1+ 275%y) (p.6.5.15)

Finalmente, a partir de ecuacién general del gas cudntico ideal
2
pV = §<E>7 (p.6.5.16)
obtenemos la ecuacion de estado
p=nkgT (1+ 2_5/23;) . (p.6.5.17)

Si comparamos la ecuacién (p.6.5.17) con la ecuacién de estado (p.6.5.4)
para los bosones, podemos comprobar que, aunque inapreciable, en caso de
tratarse de bosones, la presion seria menor.



CAPITULO 7
RADIACION

7.1.  GAS DE FOTONES EN EQUILIBRIO: LA DISTRIBUCION DE PLANCK

La radiacion es una de las posibles formas de propagacion de la energfa.
Sabemos que la teoria clasica considera que la radiacién esta constituida
por ondas electromagnéticas (transversales) que obedecen las ecuaciones de
Maxwell. Esta teoria se basa en el hecho de que las ondas electromagnéticas
se propagan a la velocidad de la luz y no necesitan medios materiales pa-
ra propagarse. La teoria clasica de la radiacién explica fendmenos como la
interferencia y la difraccién. Antes de pasar a una descripcion cuantica de
la radiacién, recordemos en primer lugar los resultados obtenidos desde el
punto de vista de la Mecdnica Estadistica Clasica.

Consideremos la radiacion contenida en un recinto en equilibrio a la tem-
peratura T'. Sea E(w) la densidad espectral de energia, es decir, E(w)dw es
la energia media asociada a las ondas electromagnéticas cuya frecuencia esta
comprendida entre w y w + dw. De acuerdo con esta definicion, la energia
media total de la radiacién contenida en el recinto es

Etotal = /OO dw E(w) (71)

Desde el punto de vista de la Mecanica Estadistica Cléasica y utilizando sus
técnicas, Rayleigh y Jeans obtuvieron la expresion

kT
E(w) = V%W .

(7.2)
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Para valores pequenos de la frecuencia w, la ecuacién (7.2) estd de acuer-
do con los datos experimentales. Sin embargo, para valores grandes de w,
Fiotal — 00. Es la conocida “catastrofe ultravioleta”; la Mecanica Clasica es
incapaz de dar una interpretacion correcta de la radiacion en todo el rango
de frecuencias.

Por ello debemos acudir a la teorfa cudntica donde se le asigna a la ra-
diacién un doble caracter, en virtud de la cual presenta tanto propiedades de
particula (efecto fotoeléctrico y efecto Compton) como ondulatorias (difrac-
cién). Consideremos una onda plana electromagnética de vector de onda k y
frecuencia w = ke (¢ =~ 300.000 km/s es la velocidad de la luz en el vacio).
La parte eléctrica de la onda sera de la forma

€ = €gpexp z(k-r—wt)}. (7.3)
Como la onda es transversal, €y L k. Si e; y e; son dos vectores unitarios
mutuamente ortogonales y perpendiculares a k, entonces €y = gg1€1 + €pa€s.
De ese modo, existen dos direcciones de polarizacién independientes.

La solucion de la catastrofe ultravioleta viene de la mano de la Mecanica
Cuéntica, segun la cual la radiacién esta constituida por fotones. Desde este
punto de vista, mientras que en la descripcién ondulatoria el campo electro-
magnético es una superposicién de ondas planas, en la descripcion corpuscu-
lar el campo electromagnético estd compuesto por fotones. Cada foton esta
caracterizado por su cantidad de movimiento p y su estado de polarizacién
(dos polarizaciones posibles). La relacién entre la energfa € y la cantidad de
movimiento p del fotén con la frecuencia w y el vector de onda k de la onda
plana correspondiente viene dada por

‘5:77@, p ="hk — ¢ =ypc, (7.4)

donde se ha tenido en cuenta que k = w/c. Las expresiones (??) se conocen
como las relaciones de Einstein y de Broglie que relacionan propiedades de
onda con propiedades de particula. Asi, a cada onda plana independiente se
le asocia un estado de fotén independiente. La amplitud de la onda mide el
nimero de fotones que se encuentran en el estado asociado. En particular, a
cada p corresponden dos estados de foton independientes.

Las propiedades del sistema de fotones son:

1. Son particulas idénticas e indistinguibles (las ondas planas también lo
son).
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2. Son bosones de espin igual a 1. De este modo, el nimero de fotones
en un estado dado es arbitrario (las amplitudes de las ondas electro-
magnéticas son también arbitrarias).

3. Los fotones (al igual que las ondas electromagnéticas) son absorbidos y
emitidos por la materia por lo que su numero no es constante, incluso
en un sistema cerrado.

4. Los fotones no interaccionan entre si, por lo que constituyen un sistema
ideal. Esta es una consecuencia del principio de superposicion de ondas
electromagnéticas (las cuales obedecen una ecuacién lineal) y que hace
que cuando dos ondas planas se encuentran en una region del espacio
no se distorsionan y actian aditivamente.

En conclusion, el gas de fotones constituye un gas ideal de Bose.

7.2.  DISTRIBUCION DE PLANCK

Consideremos un gas de fotones en equilibrio en el interior de un recinto
de volumen V' a la temperatura T. Dicho gas se denomina radiacion del
CUETPO Megro.

El hecho de que el nimero de fotones varie en funcion del proceso que
tenga lugar en el interior de dicho sistema y no de la posible interaccion
con otro sistema hace que el gas de fotones sea un caso muy especial de
un gas de bosones. Debido a este hecho, el nimero medio de fotones N
no es una variable independiente sino que sera funcion de las condiciones
externas. En el colectivo candnico, estas condiciones externas son el volumen
y la temperatura. En el equilibrio, siendo V' y T constantes, la energfa libre
(dF)yr =0, ya que en general se tiene que dF = —SdT —pdV . Supongamos
que modificamos el nimero de particulas pero manteniendo fijos V' y T. En
ese caso,

ar = <2_]€7>V,TdN'

Ahora bien, para un gas en el equilibrio, dF' = 0, por lo que

(aF =0 — p=0. (7.5)

8_N> VTN
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El potencial quimico de los fotones es cero. Esta es una caracteristica muy
especial del gas de fotones. Por ello, si la energia de un fotén en un estado r
es €, = hw, entonces el numero medio de fotones en un estado r es

(n,) = eﬁerl_ T (7.6)

Obtengamos la expresién (7.6) a partir del colectivo candnico (sin limita-
cién del nimero de fotones ya que N no es constante). En estas condiciones,
la funcién de particién Zg (que en el caso de los fotones es equivalente a la
gran funcién de particién Q) viene dada por

QF =Zp = Z efﬂER = Z Z o e*ﬁ(m€1+n252+~-~)
R

= (X )X ) =Tl 00

donde hemos tenido en cuenta que Y., 7 =1/(1 —r) con r < 1. A partir de
(7.7),
Inz 1

InZ = —Z In (1—6_’8€T) = (n,) = R R —

(7.8)

r

El siguiente paso es determinar los estados cuanticos accesibles de un
foton. El estudio es andlogo al realizado en el calculo de los estados de trasla-
cién de una particula encerrada en una caja tridimensional. Vamos a suponer
en primer lugar que la mayor de las longitudes de onda relevantes es mucho
menor que las dimensiones del recinto (A < L), con lo que podemos despre-
ciar los efectos de las paredes y escoger las condiciones en los limites mas
convenientes para nuestros calculos. Por ejemplo, si suponemos que impone-
mos condiciones de contorno periddicas, entonces,

s(x,y7z) = E(l' + Lﬂmyvz) = e(x,y + Ly’ Z) = e(m,y, zZ+ LZ) (79)

De acuerdo con la ecuacién (7.3), la condicién (7.9) lleva a que

elkmLm — elkyLy — elksz — 1’ (710)
por lo que kg, k, y k, deben cumplir las condiciones
21 2 2
]fm = L—xnw, I{Jy = L—yny, kz = L—an, (711)
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1.5

1.0+

n/e-1

0.5F

0.0

Figura 7.1: Representacion grafica de la funcién /(e — 1).

donde n,,,, = 0,41, £2,... Asi pues, el nimero de ondas planas con vector
de onda k comprendido entre k y k + dk es

L, L L, V
N(K)dPk = 2An,An,An, = 2(%61/%) (2—;dky> <%dk> —9 (%)Bdi%k,
(7.12)
donde se han tenido en cuenta las dos direcciones independientes de polari-
zacién de una onda plana. A partir de (7.12) podemos determinar el nimero
de ondas planas con vector de onda k tales que su médulo esté comprendido

entre k y k + dk:
N(k)dk = 4k’ N (k)dk = KQdek. (7.13)
m

Por tanto, el nimero de estados cudnticos de fotén con frecuencia w = kc
comprendida entre w y w + dw es

N(w)dw = N (k)dk = Kw—2dw. (7.14)

w23

Combinando las ecuaciones (7.6) y (7.14) podemos obtener el nimero
medio de fotones con frecuencia comprendida entre w y w + dw:

Fw)d = N@) () = ~—— (7.15)

w23 eflw — 1
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La distribucion espectral de energia resulta finalmente

B(w)dw = hwf(w)dw = V—hw—gdw. (7.16)

723 efhw — 1

La ecuacién (7.16) suele denominarse formula de Planck para la distribucion
espectral de energia de la radiacion del cuerpo negro. En términos de la va-
riable adimensional 7 = hw/kgT, la formula de Planck puede reescribirse
cOmo vh ;

¥ -4 7

E(w)dw = h~

(W =~ (B0~ T

La figura 7.1 muestra la funcién 7*/(e” —1). Dicha funcién presenta un méxi-
mo en 7] ~ 2.8214. Ademés para valores grandes de n, i°/(e" — 1) ~ p’e .

dn. (7.17)

T3

7.2.1. Casos limite

Estudiemos ahora el comportamiento de la expresion (7.16) en distintos
casos limite. En primer lugar, a una temperatura dada, en el limite de bajas
frecuencias (w — 0) se tiene que Aw/kgT < 1, por lo que

w? w? w?

o1 14 B+ . —1 hf

Asf, de acuerdo con la relacién (7.16), E(w) se comporta como

- Vh w? Vo,

La expresion (7.18) no es otra que la formula cldsica de Rayleigh-Jeans.

Consideremos ahora el limite de frecuencias suficientemente altas a una
temperatura dada. En ese caso, fiw/kgT > 1, por lo que e’ — 1 ~ e/ y
E(w) toma la forma

7 VI 5 bkt
E(w) ~ —aWe B (7.19)

Es decir, en el limite de frecuencias altas E(w) presenta un decrecimiento
exponencial, lo cual estd de acuerdo con los resultados experimentales. La
expresion (7.19) se suele denominar fdrmula de Wien.
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Volvamos ahora a la expresion general (7.16). La frecuencia w para la que
FE(w) presenta un maximo es

~ ksT_
=—rnxT.
w rall x

De acuerdo con este resultado, se cumple la relacion

W, Wy
— = 7.20
7T (7.20)

Es la ley del desplazamiento de Wien: al aumentar la temperatura la frecuen-
cia w que hace maxima la distribucién de Planck se desplaza hacia valores
mas altos (fenémeno denominado corrimiento hacia el azul).

La energia total es

= [ =, . Vh kgT\* [* 773_' Vh kT4
= [T = o5 (50) [ g =5 ().
(7.21)

donde la funcién zeta de Riemann ( (s) estd definida en la ecuacién (6.7). La
expresién (7.21) puede reescribirse como

— 4
F=-"yT, (7.22)
c
donde
772k4B 8 3 4
o= 02 567 x 107° Kg-s7° - K™, (7.23)

La ecuacién (7.22) es la famosa ley de Stefan—Boltzmann correspondiente a
la energia media de un gas de fotones en equilibrio a la temperatura 7.

7.3.  PROPIEDADES TERMODINAMICAS

Calculemos en primer lugar el niimero medio de fotones N = (N). Como
siempre hacemos, para el calculo de las propiedades termodindmicas, susti-
tuiremos la suma sobre todos los estados r por una integral (extendida a
todas las frecuencias posibles) de la densidad de estados f(w). Asi, el valor
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medio (N) viene dado por

(N):Z(nr>:/oodwf(w) _ WVTZ(%TTY/OOOCM ennil

. 0

Vh (kgT\3
~ 24041 <—> , 724
w23\ h (7.24)
donde se ha tenido en cuenta que 2((3) ~ 2,4041. De esta forma,
(N) _20) (kBT>3 3
— = — T°. 2
V 2 \en ) > (7.25)
Se puede comprobar facilmente que
Etotal
= 2,70. 7.26

Calculemos la gran funcién de particion @ del gas ideal de fotones (o
funcién de particion Zp dada la equivalencia entre Qp y Zp ya que no hay
ninguna restriccién sobre el numero de particulas atin siendo un sistema
cerrado). De acuerdo con la ecuacién (7.7),

ar = -5 ni- s [ wrm(-o)

0

— —% Oodw w?ln <1—€_ﬁhw)
0
= —WQLCB (hﬁ) - /000 dn n*In (1 — 6_77)- (7.27)

Integremos por partes esta ultima integral:

00 B 1 B 50 1 00 773
itn(i-c) = [l -3 [
/0 U G T ) T3, e

= T =T (7.9

Con este resultado, In Qr puede finalmente escribirse como

w2V (B >3_4 oT?

IDQF = Eﬁ =-V——. (729)
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La ley de Stefan-Boltzmann (7.22) puede reobtenerse facilmente a partir de
la relacion general E' = —0z1In Qp.
Calculemos otras magnitudes termodindmicas:

PV = kTl Qp = Z; 3‘;13 (kBT> - é(E), (7.30)
S = kg (nQp + FE) = gET?’ + VCUT3 ??Ti” - g@ (7.31)
Oy = (%}TC))V = 16ET“ 38. (7.32)

La funcion de energia libre de Gibbs
G = (E)+pV —TS = <E>+%<E> _ §<E> ~0. (1)

Este es el resultado esperado ya que G = uN = 0, para el gas de fotones
(1 = 0). Por otra parte, en un proceso cuasiestético y adiabdtico, S = cte.,
por lo que de acuerdo con la expresion(7.31), VT® = cte. Ademds, de acuerdo
con (7.30), pV o« VT, con lo que la ecuacién de las adiabéticas de un gas
ideal de fotones viene dada por

pV*? = cte. (7.34)

7.4. ESTUDIO DE LA RADIACION EMITIDA POR UN CUERPO

Todo cuerpo es al mismo tiempo un emisor y un receptor de radiacion.
Definamos algunas magnitudes que caracterizan las propiedades del cuer-
po en cuanto a la emision de radiacion. Consideremos en primer lugar las
propiedades del cuerpo como emisor.

» EMISIVIDAD e(f, w)dwdS2: es la potencia emitida por unidad de area
en forma de radiacion de frecuencia comprendida entre w y w + dw y
en una direccion dentro del elemento de angulo sélido df? alrededor de
una direccién de angulo polar 6.
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» PODER EMISIVO ESPECTRAL:
e(w) = / dQ e(f,w).
O<m/2

» PODER EMISIVO TOTAL:

e= /dw e(w).

Consideremos ahora las propiedades del cuerpo en cuanto a la absorcién
de radiacién:

» INTENSIDAD DE RADIACION INCIDENTE: i(0,w)dwdS) es la po-
tencia que incide sobre la unidad de area en forma de radiacién de
frecuencia comprendida entre w y w + dw y en una direccién dentro
del elemento de angulo sélido df? alrededor de una direccién de angulo
polar 6.

» INTENSIDAD ESPECTRAL:

i(w) = /9<7T/2 dQi(6,w).

i= /dw i(w).

El poder absorbente o coeficiente de absorcion a(f,w) de un cuerpo se define
como el cociente entre la intensidad de radiacién absorbida [que se define
de manera andloga a i(f,w)] y la radiacién incidente i(f,w). Por tanto, la
intensidad de radiacién absorbida es a(f,w)i(6,w).

Supongamos que el cuerpo se encuentra a la temperatura T' en equilibrio
con la radiacién que lo rodea. En ese caso, es claro que la potencia neta ab-
sorbida por el cuerpo debe ser igual a la potencia neta emitida. Si admitimos

» INTENSIDAD TOTAL:

E que el cuerpo refleja la radiacion sin variar el angulo € ni la frecuencia w, y
que no existe radiacion transmitida, podemos aplicar el principio de balance
detallado: e(6,w) = a(f,w)i(0,w). Asi,

: e(f,w)
206 i(0,w) = 20.0) (7.35)
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La intensidad de radiacién incidente i(6, w) no depende de la naturaleza del
cuerpo, sino de la temperatura del gas de fotones. Asi pues, el cociente e/a
tampoco dependerd de la naturaleza del cuerpo. Es decir, si un cuerpo es
un buen emisor de radiacion, entonces es también un buen absorbente, y
viceversa (ley de Kirchhoff).

Aunque los razonamientos anteriores se hayan hecho en el equilibrio, las
conclusiones obtenidas se refieren a propiedades intrinsecas del cuerpo y, por
consiguiente, vélidas fuera del equilibrio. Por otro lado, se dice que un cuerpo
es negro cuando absorbe toda la radiacién que incide sobre el mismo. Por
tanto, en el caso de un cuerpo negro el coeficiente de absorcién a(f,w) = 1.
Dicha propiedad es valida sea cual sea el angulo de incidencia y la frecuencia
de la radiacion. Este es un concepto ideal y que se puede llevar a cabo con
una muy buena aproximacion en el caso de una cavidad con un pequeno
orificio y cuyas paredes internas sean de un material buen absorbente.

7.5. LEYES DE LAMBERT Y STEFAN-BOLTZMANN

Consideremos un cuerpo radiante en equilibrio a la temperatura T con
el gas de fotones que le rodea. El objetivo es determinar la intensidad de
radiacién que incide sobre él, i(6,w). Sea f(k)d’k el nimero de fotones con
vector de onda k comprendido entre k y k + d°k. Esta magnitud la podemos
determinar a partir de f(w)dw definida en la ecuacién (7.15). Por isotropia
(equilibrio), f(k) sélo puede depender del médulo de k. Por tanto, se tiene
la relacion

fk)drk*dk = f(w)dw, w = ke — dw = cdk,

por lo que

C V 1

fk) = 5 fw) = 5w (7.36)

El nimero de fotones por unidad de volumen con vector de onda entre k y
k + d°k que inciden sobre el elemento de drea dS durante un intervalo de
tiempo dt es (ver figura 7.2)

3
%c dt cosf dS. (7.37)

Cada uno de estos fotones lleva consigo una energfa Aw. Por tanto,

k)d*k k
i(0,w)dwd) = m%c cosf = hw%c k* cos 0 dQdk, (7.38)
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cdt

v

Figura 7.2: Flujo de fotones que inciden sobre dS formando un dngulo 6 con la

vertical en un intervalo de tiempo dt.

donde se ha tenido en cuenta que d°k = k*dkd). Pero, dk = dw/c, por lo

que obtenemos las expresiones

i(f,w) = ngcos@ f(k),

c2

3

e(f,w) = a(&w)% cosf f(k).

(7.39)

(7.40)

Si admitimos que el cuerpo absorbe energia de forma isétropa, el coeficiente
de absorcién a(f,w) no depende de 6, por lo que e(f,w) o cosf. Llegamos

entonces a la ley de Lambert,

e(fh,w) cost

e(fy,w)  costy’

(7.41)
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Si suponemos que a(f,w) = a(w), entonces podemos calcular el poder emisivo
espectral e(w):

hw3 /2
e(w) = / dQ e(0,w) = a(w) (k)27r/ dfsinf cosf
O<m/2 Ve 0
Thw? h w?
= (I((A)) Vc2 f(k) = (I(W)meﬁhw—_l (742)

En el caso particular de un cuerpo negro a(w) = 1, la ecuacién (7.42) viene
dada por

h w3
S v

(7.43)

Esta ecuacion recibe el nombre de ley de Planck para la distribucion espectral
del cuerpo negro. Por otro lado, si comparamos (7.15) con (7.42), obtenemos
la relacién

1f(w)

e(w) = a(w )4_170 hw (7.44)

Si el coeficiente de absorcién no depende tampoco de la frecuencia, a(w) =
a, el poder emisivo total sera

e= /000 dw e(w) = aﬁ /000 dw f(w)hw = a%(E} = aoT?, (7.45)

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (7.22). Si a = 1 (cuerpo negro),

(7.46)

Esta ecuacion no es mas que la ley de Stefan—Boltzmann para la radiacién
del cuerpo negro.
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PROBLEMAS DE EVALUACION

7.1.

7.2.

7.3.

74.

7.5.

En un gas de fotones p = zu(T), donde u(T) es la energla media de la
radiacién por unidad de volumen u(T) = (E)/V.

a) Aplicando la relacién termodindmica TdS = d(E) + pdV/, calcular
(05/0T)v y (95/0V ).

b) Obtener la ecuacién de Stefan-Boltzmann (u oc T*) a partir de la
identidad matemdtica (92S/0VIT) = (9*S/9TIV).

Calcular las fluctuaciones del ntimero de fotones contenidos en un re-
cinto de volumen V' y en equilibrio con el mismo a la temperatura 7.

Consideremos un gas ideal de fotones en donde las posible energias de
una particula estan acotadas por € y el nimero total de estados accesi-
bles por particula es N. En el limite de temperaturas altas (kgT > €),
calcular la capacidad calorifica a volumen constante.

Obtener la gran funcién de particién (S, «) para un gas de fotones
admitiendo, por el momento, que el potencial quimico no es nulo (« #
0). Obtener (N) y (N?) — (N)? a partir de Q(f3, a), haciendo o = 0 al

final de los cdlculos.

En nuestro mundo tridimensional, la densidad de estados de frecuencia
w de la radiacién contenida en una cavidad es N'(w) o< Vw?, siendo y =
2, y la energfa por unidad de volumen de la radiacién es proporcional
a 1%, siendo a = 4. Obtener los valores de 7 y a en un universo de n
dimensiones.

Solucién de los problemas de evaluacion

Solucion 7.1

De acuerdo con la ecuacién (7.30), la presion de un gas de fotones viene
dada por pV = 3(E). Si reescribimos esta relacién en funcion de la energfa
media de la radiacién por unidad de volumen u(T) = (E)/V, obtenemos
simplemente la relacion

p=-u(T). (p.7.1.1)
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Insertando la ecuacién (p.7.1.1) en la relacién termodinamica T'dS =
d(E) 4 pdV, llegamos al resultado
1

_ P
dS_T<E>+TdV

1

lu
T (udV + Vdu) + gid‘/, (p.7.1.2)

donde se ha tenido en cuenta que d(E) = d(uV'). Como la densidad
de energfa u sélo depende de la temperatura (u = u(7T)), la relacién
(p.7.1.2) se puede escribir de forma més conveniente como

1 du 1u
ds = T (udV + Vd—TdT> + §Tdv' (p.7.1.3)

De esta forma,
0S8 V du a5 4u
Z) === — ] =-—. 7.1.4
<8T>V TdT’ (av)T 3T (p-7:14)

A partir de las derivadas parciales dadas en la ecuacién (p.7.1.4), resulta
inmediato el clculo de las derivadas cruzadas. Esto es,

(p.7.1.5)

ovVoT Tdl'  9ToV 3T \dl T

028 1 du 028 4 (du u
dar T)°

Asi, por el teorema de Schwarz o teorema de la igualdad de las derivadas

cruzadas,
du 4 (du wu
—=-—=-=. 7.1.6
T~ 3 (dT T> (p-7:1.6)
Agrupando términos,
d d dT
Aol S T o y™ o e =dln T (p.7.L.7)

drr T u T

Finalmente, tomando antilogaritmos en la expresién (p.7.1.7) se obtiene
la ecuacion de Stefan—Boltzmann

uoc T, (p.7.1.8)
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Solucion 7.2

Imaginemos que el nimero de fotones contenidos en un recinto de volumen V'
es un parametro determinista que se puede expresar en funcién del nimero
de fotones en un estado de energia 7:

N=Y n,. (p.7.2.1)

De acuerdo con la ecuacién (p.7.2.1), uno podria pensar que el cuadrado del
numero de fotones se obtiene simplemente a través la relacién

N? = an (p.7.2.2)

Sin embargo, afirmar la validez de la relacion (p.7.2.2) resulta tan falso como
admitir que (a+b)? = a*+b*. Es decir, el cuadrado del nimero de particulas
N? vendra dado por los productos cruzados del nimero de particulas n,
contenidas en cada estado r. Esto es,

N? = anns. (p.7.2.3)

Considerando nuevamente la naturaleza probabilistica de N,

De esta forma, las fluctuaciones del niimero de fotones resultan
(AN)2 = (N%) — (N)? = Z [(nyns) — () (ng)] . (p.7.2.5)

Ahora bien, el nimero medio de fotones en un estado r es

1

(n,) = e 1 (p.7.2.6)

De acuerdo con la relacién (7.8), la funcién de particién Z viene dada por

mZ=-) (1-e’). (p.7.2.7)
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De la ecuacion (p.7.2.7) podemos obtener los valores medios que necesitamos.
Estos son,

my _ lomzo 110702
)= B O ATt B2 72 B¢, Oe,’
1 11 9
[ —ﬁzR”RER:__
(n,ng) 7 %:nrnse B 7000, Z. (p.7.2.8)

Por lo tanto,

1 [1 0°Z 1 07207
<'n/rns> - <nr><ns> — E [Eaﬁraés Z aET aes:| (p729)
Reagrupando los términos dentro del corchete,
1 0 0ln Z
_ ; R Z 3 865 (p.7.2.10)

Si la energfa de un fotén en un estado r es €, = hw,, entonces las fluctuaciones
del nimero de fotones son

(ANY = =) 22—, (p.7.2.11)

donde se ha tenido en cuenta que d(n,)/de; = 0 si r # s.

Para calcular las propiedades termodindmicas, sustituimos la suma sobre
todos los estados r por la integral de la densidad de estados f(w). Asi, el
valor de las fluctuaciones (AN )2 resulta ser igual a

2 — — —_—
(AN)" = zﬁaer T = ﬁ/ o N(w h@weﬁﬁw—

1V 1 /Oo
= ———— W w?
pr?he? J, &u eﬁﬁ“ -1

3
o0 0 1
— 2 7.2.12
h)/o LA vy (p.7.212)

donde se ha hecho uso de la variable adimensional 7 = fiw/kgT. Resolviendo
la integral en 7,

oV (kgT\> [* o (kgT\’
(AN)2:2—<BT> /O dy en”_l: <2> C(2). (p.7.2.13)

w2c3 m2c3

[
S
VR
ond
[y
~
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Teniendo en cuenta la ecuacién (7.25) del nimero medio de fotones (N),
podemos expresar (AN)* como

AN =L (p.7.2.14)
=—-——(N), p.7.2.
6¢(3)
donde hemos hecho uso del resultado ((2) = 72/6. Finalmente, llegamos a la
expresion para la dispersion relativa

N = (N2
T_Ln(m /2, (p.7.2.15)

Solucién 7.3

Sea N (€)de el niimero de estados cuénticos de fotén con energia € = hw
comprendida entre € y € + de. El nimero medio de fotones (n,) en un estado

r viene dado por
1
r) = e 731
() = (p73.1)

Por otro lado, el nimero medio de fotones con energia comprendida entre €
y €+ de es

f(e)de = N(e)(n(e))de = e’g{(j)l de. (p.7.3.2)
La energfa total viene dada por
Fiotal = /oo de eN(e)(n(e)) = /60 de Z\/i, (p.7.3.3)
0 0 ePe—1

donde se ha tenido en cuenta que N(€) =0 si € > €.
En el limite de temperaturas altas:

€ €
T>—=¢c*~1
> ¢ KT

(p.7.3.4)

y la energia total se reduce a

kgT

Etotal = /EO de EN(G)T = kgT /60 de N(E) = ./\”fBT7 (p735)
0 0

donde o
N:/ de N(e) (p.7.3.6)
0
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es el nimero medio de estados accesibles por particula. En estas condiciones,
la capacidad calorifica a volumen constante es

i)
C\/ = <8_T>V = N]CB (p737)

Solucién 7.4
De acuerdo con la ecuacién (4.47),

mQ(B,a) = —Zln e~ fer=)

12

—/ dw N(w)In (1 — e @)

0

Vo[ e
= —% dw w21n(1—e ﬁm’)
= _% (hB)~ / dn n*In (1- e_a_”) , (p.74.1)

donde se ha hecho uso de la variable adimensional 7 = fiw/kgT.

El objetivo del problema es obtener (N) y (N?) — (N)? a partir de Q(5, a).
La conexién con la Termodindmica se lleva a cabo utilizando las mismas
relaciones que para gases clasicos. En el caso del niimero de particulas, estas
expresiones son las dadas por las ecuaciones (3.22) y (4.29). Es decir,

PmQ(B,a)
a2

Por lo tanto, el siguiente paso sera realizar las correspondientes derivadas de

la integral contenida en la ecuacién (p.7.4.1):

E /OO dn nZ In (]_ — e_a_n) = /Oo dn nZi
da J 0 1 —e o

> 1
= /0 dn 1’ e (p.7.4.3)

<N>:—%f’a)7 (N*) — (N)? = (AN)* = . (p.7.4.2)

O > a 1

— dyn*ln(1—e @) = dn n*=—

8062/0 nn n( € ) /(; nn aaea+n_1
> Ja 1

= dn n*=—

/0 nn@ne‘””—l

- n
= —2/0v dT] ot 1 (p744) 215
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En el tltimo paso se ha tenido en cuenta que
U .2

m = lim
n—00 eatn — 1 n—00 eatn

=0, (p.7.4.5)

donde se ha aplicado la regla de L'Hopital dos veces. Por 1ltimo, insertando
las ecuaciones (p.7.4.3) y (p.7.4.4) en la ecuacién (p.7.4.2) y haciendo o = 0
al final de los célculos, obtenemos para el gas de fotones los resultados

<N>:_%ff’a)ao ;‘; <’“’ZT> ), (0.7.4.6)
_ ﬁ@ o
= G =N (p74T)

Solucién 7.5

El ntimero de ondas planas con vector de onda k comprendido entre k y
k + d®k contenidas en una cavidad de volumen V es (en tres dimensiones)

L, L L,
2 —dk, | | Zdk, ) | =dk,
27 2 27
V
= 2 Pk, 751
o) (p.7.5.1)
donde se han tenido en cuenta las dos direcciones independientes de polari-

zacién de una onda plana. Generalizando la relacién (p.7.5.1) para n dimen-
siones, tenemos el resultado

L Ly L, 4%,
N(K)d"'k =2 [ =dk dk ik, | =2 d"k 7.5.2
o= (2 ) (2] - (G10m) =2 0752

donde V™ denota el volumen del sistema en un espacio de n dimensiones.
A partir de la ecuacion (p.7.5.2) podemos determinar el nimero de ondas
planas con vector de onda k tales que su mddulo esté comprendido entre k

v k+ dk:

N(k)d’k = 2An,An,An,

kN )k = v Bk (p.7.5.3)
r (%)  on-2p(nt1)/2 (% _ 1)! . p.(.0.

N (k)dk =
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De este modo, el niumero de estados de frecuencia w = ke de la radiacién
contenida en la cavidad es

N(w) oc VWt = g = — 1, (p.7.5.4)

Combinando las ecuaciones (7.6) y (p.7.5.4), podemos obtener el nimero
medio de fotones con frecuencia comprendida entre w y w 4 dw. Es decir,

n—1
Con todo esto, la distribucion espectral de energfa resulta
— n w”
E(w)dw = hwf(w)dw oc V )eﬁﬁ“ — (p.7.5.6)

Finalmente, la energia media total de la radiacién se consigue integrando la
ecuacion (p.7.5.6) en todo el espectro de frecuencias:

— o N(w) * w"
Etotal = /O dw hweﬁﬁw—l X V/O dweﬂﬁw——l

T = ﬁhw 00 n
_ =V (hB)""* / dv — (p.7.5.7)
dz = Bhduw oo
Por lo tanto, B
E
;;tal xT" = a=n+l. (p.7.5.8)
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CAPITULO 8
TEORIA CINETICA

8.1. INTRODUCCION

En los temas anteriores hemos desarrollado la Mecénica Estadistica de
sistemas macroscépicos en equilibrio. Hemos estudiado dichos sistemas tanto
desde el punto de vista de la Mecanica Clasica como la Mecanica Cuantica.
Uno de las conclusiones ha sido que en el equilibrio toda la informacion fisica
relevante del sistema estd contenida en la funcién de particién Z (o en la
gran funcién de particion @ si el sistema es abierto). A partir de Z o Q)
se pueden en principio determinar todas las propiedades macroscdpicas (o
termodindmicas) del sistema.

En este capitulo nos vamos a ocupar de sistemas que estan fuera del
equilibrio, por lo que la densidad de probabilidad en el espacio de las fases no
es estacionaria. Es importante indicar en este punto que en la actualidad no
existe una teorfa mecanico-estadistica general para estados de no equilibrio.
Dicho de otra forma, no existe en el estado de no equilibrio ninguna funcién
analoga a la funcién de particién que nos permita obtener las propiedades
fisicas de interés.

Una posibilidad serfa integrar formalmente la ecuacion de Liouville, que
es la ecuacion que proporciona la evolucion temporal de la densidad de pro-
babilidad. Sin embargo, integrar dicha ecuacién resulta matematicamente
muy complicado y ademés existen en la actualidad todavia muchas dificulta-
des conceptuales para entender la irreversibilidad inherente de sistemas ma-
croscopicos a partir de una ecuacién puramente mecénica como es la ecuacion
de Liouville.
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Por todo ello, como introduccién a la descripcién mecanico-estadistica
de sistemas fuera del equilibrio adoptaremos en este capitulo el punto de
vista de la llamada Teoria Cinética: en lugar de considerar una colectividad
de sistemas, tomaremos uno en particular y seguiremos con cierto detalle la
dindmica de sus particulas, es decir, sus movimientos e interacciones.

El caso més sencillo de aplicacion de la Teoria Cinética es el de un gas
diluido (densidad muy baja) con particulas que interaccionan mediante fuer-
zas de corto alcance (siendo 7y el alcance del potencial). Supondremos que
las particulas no poseen estructura interna y la descripcion es clasica (con lo
cual podemos hablar de trayectorias de particulas). Con todo ello, hacemos
las siguientes hipotesis:

= Suponemos que la mayor parte del tiempo cada particula se encuentra
suficientemente alejada de las demds para no notar su influencia. De
este modo, la mayor parte del tiempo la particula se va a mover como
una particula libre (en linea recta si no existe ningtin campo externo).
Asi, la interaccién entre las particulas se reduce a colisiones bien lo-
calizadas en el espacio y en el tiempo de modo que el tiempo medio
entre colisiones es (en valor medio) mucho mayor que la duracién de
una colision. Todo ello hace que podamos suponer que las colisiones
son instanténeas.

= La probabilidad de que mas de dos particulas se acerquen lo suficien-
te para poder colisionar simultaneamente es despreciable frente a la
probabilidad de que sélo dos particulas interaccionen. Asi pues en la
dindmica de colisiones solo consideraremos colisiones binarias.

En las colisiones binarias se conserva la cantidad de movimiento y la
energia total del sistema. En el caso de dos particulas de igual masa, se
deben cumplir las condiciones

/ / 2 2 '2 '2
Vit Vve=vi+vV,y, v]+U, =0+,

donde (vy, v) son las velocidades antes de la colisién y (v}, v4) las velocida-
des después de la colision.

De esta forma, las particulas experimentan variaciones de velocidad en
modulo, direccion y sentido debido a las colisiones. Es evidente también que
las propiedades del sistema dependeran del nimero de colisiones que se pro-
duzcan. Dichas colisiones son el mecanismo mediante el cual las particulas
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intercambian energia y cantidad de movimiento. En el caso de que el sistema
esté inicialmente fuera de equilibrio y dejemos que evolucione libremente, las
colisiones son las responsables de llevar al sistema hacia la situacion final de
equilibrio donde la funcién de distribucién de velocidades es la de Maxwell-
Boltzmann. Las colisiones generan un mecanismo similar al de la propagacién
de informacién de unas partes del sistema a otras.

Un ejemplo de lo anterior corresponde a la situacion en que unas par-
tes del gas se mueven con respecto a otras porque el gas se encuentra entre
dos paredes plano paralelas que estan en movimiento relativo. En esa situa-
cién, las colisiones son las responsables de que haya una transferencia neta
de cantidad de movimiento de unas partes a otras de manera que se tiende
a igualar la velocidad macroscopica del gas en todos los puntos del sistema.
Otro ejemplo es el caso en que esas paredes estén en reposo pero a distinta
temperatura. Debido a ello la energfa cinética media (temperatura) no es la
misma en todas las partes del gas. Las colisiones son las responsables de que
exista una transferencia de energia que tiende a igualar las temperaturas de
cada una de las partes del gas. Estos dos ejemplos son ejemplos tipicos de
procesos de transporte, los cuales son disipativos e irreversibles. Las propie-
dades microscépicas caracteristicas de cada sustancia que miden la velocidad
a la que se desarrollan estos procesos son los coeficientes de transporte. En los
ejemplos anteriores, son los coeficientes de viscosidad tangencial y conducti-
vidad térmica, respectivamente, los caracteristicos de este tipo de situaciones
de no equilibrio.

8.2. FRECUENCIA DE COLISION Y RECORRIDO LIBRE MEDIO

El estudio de los fendmenos de transporte es en general muy complicado
y va mas alla del presente manual. En este capitulo vamos a hacer una des-
cripcién muy elemental basada en la introduccion de algunas magnitudes que
dan cuenta del efecto medio de las colisiones. Consideremos una particula de
velocidad v. Llamemos

» P(t) = probabilidad de que la particula no colisione durante un interva-
lo de tiempo t desde la tltima colisién (probabilidad de supervivencia).

» vdt = probabilidad de que la particula sufra una colisién (como maxi-
mo) en el intervalo de tiempo comprendido entre ¢ y ¢ + dt.
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Noétese que en la primera definicién no se presupone que la particula colisione
o no con otra particula después del intervalo t. Con respecto a la segunda
definicion, estamos implicitamente admitiendo la existencia de un intervalo
de tiempo dt tal que cada particula colisione como méaximo una vez (gas sufi-
cientemente diluido). De este modo, v representa la probabilidad por unidad
de tiempo de que la particula sufra una colisién (frecuencia de colision). En
rigor, v depende de la historia pasada de la particula. Sin embargo, para un
gas muy diluido, podemos suponer que v no depende de cuando sufrié la
particula su ltima colisién, por lo que v # v(t) aunque si v = v(v).
Veamos la relacion existente entre v y P(t). La independencia estadistica
de las colisiones nos permite afirmar que la probabilidad de que una particula
no colisione entre ¢ y t + dt es igual a la probabilidad de que no colisione en
un intervalo de tiempo ¢ multiplicada por la probabilidad de que no lo haga
en un intervalo de tiempo posterior dt. Por ello, P(t + dt) podré escribirse
como
P(t+dt) = P(t)P(dt) = P(t) (1 — vdt). (8.1)

Es importante notar que en la relacién (8.1) estamos suponiendo que v es
independiente de la historia anterior de la particula por lo que las sucesivas
colisiones de la particula son sucesos estadisticamente independientes. De la
relacién (8.1) podemos escribir que

P(t +dt) — P(t)
dt

= —vP(1)

o equivalentemente, en el limite en que dt — 0

1dP

- — —vt
5o = V=P =" (8.2)

Aqui hemos supuesto que P(0) = 1.
Definamos ahora

= P(t)dt =probabilidad de que una particula esté un intervalo de tiempo
t sin colisionar y experimente una colisién en un dt posterior.

De acuerdo con la definicién de P(t) se tiene la identidad

P(t)dt = P(t)vdt = ve "dt. (8.3)




INTRODUCCION

y&?

l<

v

blanco
Figura 8.1: Dispersién de una particula que se mueve con velocidad V por una

particula blanco.

A partir de la distribucién de probabilidad P(t) se pueden definir sus mo-
mentos o valores medios:

_fdter () [Tdttr el

t" =—. 4
) JdtP(t) Jydtertwm (84)
En particular,
1

es el tiempo medio entre colisiones. Es del orden del tiempo necesario para que
el sistema relaje al equilibrio. De acuerdo con (8.5), v representa el nimero
medio de colisiones que experimenta una particula por unidad de tiempo. De
ahi su nombre de frecuencia de colisién. Por otro lado, para una particula de
velocidad v, la distancia media recorrida entre dos colisiones consecutivas es

el recorrido libre medio
(8.6)

8.3. SECCION EFICAZ DE DISPERSION

En el estudio mecénico de los procesos de colision resulta muy 1til la
introducciéon del concepto de seccién eficaz de dispersion. Consideremos una
particula blanco que esta en reposo en un cierto sistema de referencia. Sobre
esa particula incide un haz de particulas con velocidad relativa V, las cuales
no interaccionan entre si (véase Fig. 8.1 donde b es el pardmetro de impacto en
el caso de una tnica particula dispersada por la particula blanco). Llamemos
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® al flujo de particulas incidentes (nimero de particulas que atraviesan la
unidad de area perpendicular a la direccion de propagacion por unidad de
tiempo).

La direccién de dispersion esta caracterizada por los angulos polar 6 y
azimutal ¢. Sea dN () el nimero de particulas incidentes que son dispersadas
por unidad de tiempo con velocidades comprendidas dentro del elemento de
angulo sdlido df? alrededor de la direccién definida por los dngulos (6, ¢). En
estas condiciones, se define la seccién eficaz diferencial de dispersién o(V, )
como

dN(Q) = da(V, 0)dS. (8.7)

La magnitud o tiene dimensiones de superficie y queda totalmente determi-
nada por el potencial de interaccién entre la particula incidente y la blanco
y por el mddulo de la velocidad relativa |V|. El nimero total de particulas
dispersadas por unidad de tiempo es

N / AN(Q) = Do, (8.9)

donde

0y = /dQ a(V,0) (8.9)

es la seccion eficaz total de dispersion. En particular, en el caso de esferas
duras de didmetro d, oy = 7d>.

Con todo lo anterior, resulta instructivo hacer una estimacién cualitativa
de las relaciones entre seccién eficaz, frecuencia de colision y recorrido libre
medio. Por sencillez, en lugar de hacer el célculo para la velocidad v, lo
hacemos para la velocidad media caracteristica (v). Denotemos por (V) al
valor medio de la velocidad relativa entre dos particulas. El flujo de particulas
que incide sobre una particula viene aproximadamente dado por

o =n(V). (8.10)
El nimero de colisiones por unidad de tiempo es entonces
v = ®gy = n(V)oy, (8.11)

por lo que

(8.12)
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Calculemos el cociente (v)/(V). Para ello, tenemos en cuenta que
VZVl—V2—>V2=U%+’U§—2V1°V2.

Si suponemos un medio isétropo (todos los dngulos entre vy y vy son posi-
bles), entonces

(V%) = (o) + {u3) = 2(") — (V) = V2(v),

donde en este 1ltimo paso hemos hecho las aproximaciones /(V?2) ~ (V) y
\/(v?) =~ (v). De acuerdo con (8.12), obtenemos el resultado final

1
B \/57100.

Como ejemplo ilustrativo, en el caso de un gas a temperatura ambiente,
presion atmosférica y suponiendo un potencial de esferas duras con d = 2
Angstroms, se tiene que £ ~ 10~"m ~ 103d. O sea, dado que la distancia
media entre colisiones es del orden de unas mil veces el didametro de las
esferas, entonces el gas anterior se puede admitir que esta en condiciones de
gas muy diluido.

¢ (8.13)

8.4. COEFICIENTES DE TRANSPORTE

En lo que sigue, vamos a llevar a cabo un estudio elemental de los fenéme-
nos de transporte. El objetivo es obtener expresiones sencillas para algunos
coeficientes de transporte. La Teoria Cinética que vamos a desarrollar se basa
en una serie de hipotesis que vamos a enumerar a continuacion:

» El gas es lo suficientemente diluido como para que el recorrido libre
medio £ > ry, donde ry es el alcance del potencial de interaccion. Por
ello s6lo se consideran colisiones binarias.

» El gas es lo suficientemente denso como para que { < L, donde L es
la dimension lineal caracteristica del sistema. Por tanto, las colisiones
entre las particulas son mucho mas frecuentes que las colisiones de éstas
con las paredes del sistema.
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» Las magnitudes locales densidad numérica de particulas n(r; t), tempe-

ratura T'(r;t) y velocidad media U(r;t) varfan muy suavemente sobre
una distancia del orden del recorrido libre medio ¢. Ello hace que tenga
sentido hablar de gradientes espaciales de dichas magnitudes.

Aunque el sistema visto en conjunto no esté en equilibrio, en cada punto
r la distribucién de velocidades es préxima a la del equilibrio (local)
con los valores de densidad, velocidad media y temperatura locales
(hipétesis de equilibrio local). De acuerdo con esta hipGtesis, f(r, v;t) ~
fen(r,v;t) donde

3/2
fen(r,vit) = n(r;t) (#W)
xexp{ - #(r;t) (v — Ulr; t))? (8.14)

es la distribucion de equilibrio local de Maxwell-Boltzmann. La idea
fisica detras de esta hipdtesis es admitir la existencia de dos etapas en
la relajacion hacia el equilibrio. En la primera etapa, el efecto dominan-
te es el de las colisiones entre particulas que ocupan la misma regién
del espacio. Ello da lugar a que se alcance una situacién de equilibrio
particular, con una distribucion cercana a la de equilibrio local. En una
segunda etapa, las particulas procedentes de distintas regiones colisio-
nan entre si, lo que lleva a que se igualen los valores de n, U y T en
cada uno de los puntos del sistema de forma que f tienda a la funcion
de distribucion de equilibrio total de Maxwell-Boltzmann.

CONDUCTIVIDAD TERMICA

8.5.1. Analisis macroscépico

Supongamos un sistema gaseoso limitado por dos paredes planas paralelas

que estan a temperaturas T} y Ty (véase Fig. 8.2). Estas paredes las supon-
dremos infinitas a fin de evitar efectos de frontera. La experiencia muestra
que después de un transitorio el sistema alcanza un estado estacionario donde
la temperatura 7'(z) varfa en la direccién z (dado que el gradiente de tempe-
raturas es en la direccién z). Debido a la existencia de un gradiente térmico
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Figura 8.2: Flujo de energia (o calor) en un sistema gaseoso limitado por dos placas
planas paralelas mantenidas a la temperaturas T» y T7. La figura corresponde al
caso en que Tp > T7.

debe aparecer un flujo macroscépico de energia (o calor) g, que trata de resta-
blecer el equilibrio. Ese flujo de calor ¢, (energia que en la unidad de tiempo
atraviesa la unidad de area perpendicular a la direccién de propagacion) va
dirigido en el sentido negativo del eje z.

Como dijimos antes, si se mantienen constantes las temperaturas de las
paredes, el sistema alcanza un estado estactonario de no equilibrio, lo cual
es logico ya que el sistema no estd aislado. Es facil ver que en el estado
estacionario, ¢, = cte. Para razonarlo, supongamos que consideramos un
elemento de fluido de espesor dz = (z 4+ dz) — 2. Si q,(z + d2) # ¢.(2),
entonces entrarfa mas energia en una porcién del sistema de la que saldria
(o viceversa), por lo que la temperatura de esa porcién variarfa en el tiempo
y el estado no seria estacionario.

El problema consiste en determinar el flujo ¢, en funcién del gradiente
de temperatura 07'/0z. Si el gradiente 0T/0z = 0, entonces ¢, = 0 ya que
la temperatura es uniforme y el sistema estaria en equilibrio. Ahora bien, si
el mddulo del gradiente térmico |07 /02| no es excesivamente grande, es de
esperar que con buena aproximacion ¢, o< 9T'/dz, es decir,

or
G: = —H——. (8.15)

El coeficiente « es el denominado coeficiente de conductividad térmica. La
relacién fenomenoldgica (8.15) es la llamada ley de Fourier. El signo menos
en (8.15) se introduce para que el coeficiente x sea definido positivo.

Es importante senalar que el flujo de calor (8.15) no estd asociado con un
flujo neto de particulas, ya que esto implicaria que el estado no fuera estacio-
nario. La contribucion al flujo de calor debido al movimiento macroscépico
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Figura 8.3: Las particulas que cruzan el plano z = cte han experimentado por
término medio su tltima colision en los planos z+£ y z —£. Né6tese que la figura no
esta a escala ya que el espesor del gas considerado debe ser mucho mas pequeno
que la separacién entre las paredes de modo que se puedan despreciar los efectos
de pared.

de unas partes del sistema con respecto a otras es el conocido fendmeno de la
conveccion. Aqui el flujo de energia estéd asociado inicamente a la conduccion
térmica. La ecuacién de Fourier (8.15) es un ejemplo de ley fenomenoldgica,
es decir, basada en la observacion ya que no esté obtenida a partir de primeros
principios. El coeficiente k es un ejemplo de coeficiente de transporte.

Debe notarse que k puede depender de la temperatura y no valer lo mismo
en todo el sistema. En ese caso, si k # ctey ¢, = cte., entonces de acuerdo con
(8.15), 0T /0= # cte. Sin embargo, si el gradiente térmico es muy pequeno, la
variacion de la temperatura es muy pequena de un punto a otro del sistema,
de modo que k puede considerarse constante. En ese caso, 0T /0z = cte.

8.5.2. Analisis microscopico

Efectuemos ahora un analisis microscopico del anterior problema en el
caso de una gas diluido. Como dijimos también antes nuestro estudio esta
basado en una Teorfa Cinética elemental. Consideremos un plano arbitrario
2z = cte. Supongamos dos planos separados del anterior por arriba y por
abajo una distancia igual al recorrido libre medio ¢ (véase Fig. 8.3). El flujo
de particulas ®y que atraviesa el plano z es el mismo que el que atraviesa
los planos z £ ¢. Sin embargo, el flujo de energia no es el mismo en ambos
sentidos ya que las particulas procedentes de las capas superiores tienen en
promedio un mayor energia que las que provienen de las capas inferiores.
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Es importante notar que la hipétesis de equilibrio local la utilizamos al
dividir el sistema en capas horizontales muy delgadas a cada una de las cuéles
les corresponde aproximadamente una temperatura constante 7'(z).

Podemos suponer que, por término medio, las particulas que cruzan el
plano z = cte. han sufrido su ultima colisién a una distancia ¢ del mismo.
Los flujos ascendente y descendente de particulas son

o7 = %n(z OBz 40, O = }Ln(z _OB(z—0),  (8.16)

donde v(z £ ¢) es el valor medio de la velocidad de las particulas en z + ¢.
En el estado estacionario, el flujo neto de particulas es cero, por lo que

Dy = &f = By = }ln(z)ﬁ(z). (8.17)

La ecuacién (8.17) muestra claramente que n(z) # cte.
Cada uno de los flujos de particulas lleva asociado un flujo de energfa.
Asi, los flujos ascendentes y descendentes de calor son

¢ = DoE(z+10), ¢ =Poe(z—1), (8.18)

donde €(z) es la energfa media de las particulas que se encuentran en z. Si la
dependencia de € con z es muy suave, entonces podemos desarrollar en serie
de potencias de ¢ la funcién €(z + ¢) y quedarnos a primer orden. En esta
aproximacion, €(z £ /) viene dado por

0¢(z)
0z

€z +0) ~e(z) + l.

De esta forma, el flujo neto de calor es
g:=q; —q. = %[E(Z—@) —E(Z+f)}

0e(2) %(z)
—220! 0z +O< 023 >

0e(2)
: 8.19
3 (8.19)
Por otro lado, sabiendo que € = E/N (N es el ntimero de particulas), por la
hipdtesis de equilibrio local tenemos que

X

~ —(I)QQE

0z 0T 0z
10EOT CyoT 0T

NoTo: - No: o (8.20)
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donde ¢, es el calor especifico por molécula. Substituyendo (8.20) en la ecua-
cién (8.19), reobtenemos la ley de Fourier (8.15) donde el coeficiente de con-
ductividad térmica viene dado por

K= %cﬂn(v) (8.21)

La ecuacién (8.21) proporciona k en términos de pardmetros moleculares.
Para dar una expresion mas explicita de x, podemos considerar la relacién
(8.13) para ( y calcular (v) a partir de la distribucién de Maxwell-Boltzmann:

<v>:\/ﬁ.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (8.21), obtenemos finalmente

el resultado
8kgT 2
= (2B (8.22)
2\/50'0 mm

Una conclusién importante, de acuerdo con (8.22), es que k no depende de
la densidad n, sino tan solo de la temperatura. Esta conclusion esta muy
de acuerdo con datos experimentales en el caso de un gas muy diluido. Por
otra parte, en el caso de un gas de esferas duras (oo = const.), k oc v/T. En
general, 0y tiende a disminuir al aumentar la temperatura, por lo que x crece
con T més rapidamente que T2,

8.6. VISCOSIDAD TANGENCIAL

8.6.1. Analisis macroscopico

Una distribucién no uniforme de velocidades U(r;t) en un fluido origi-
na un flujo de cantidad de movimiento. Consideremos un gas limitado entre
dos placas planas paralelas, una de las cuales esta en reposo mientras que
la otra se mueve con la velocidad constante Uy (véase Fig. 8.4). La expe-
riencia muestra que si Uy no es excesivamente grande, el flujo es laminar
(v no turbulento), de manera que el campo de velocidades es estacionario y
aproximadamente lineal. Macroscépicamente, es como si las capas de fluido
deslizasen unas sobre otras sin mezclarse.
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Figura 8.4: Gas entre dos placas planas paralelas en movimiento relativo: la placa
situada en z = L se mueve a Uy mientras que la situada en z = 0 estd en reposo.
Sobre el eje Z se muestra la distribucién de velocidades Uy (z) en el régimen laminar
(la linea discontinua se muestra para indicar el perfil lineal de velocidades).

UEX

Figura 8.5: Fuerzas tangenciales que sobre una capa de fluido de espesor dz ejerce
el resto del mismo.
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En esta situacién, cada capa del fluido (de espesor dz, véase Fig. 8.5)
ejerce una fuerza negativa en el sentido del eje X sobre la capa inmediata-
mente superior. Lo que hace el fluido situado debajo de z es tratar de frenar
dicha capa. Llamamos

» P,(z) = fuerza que por unidad de drea en la direccion X ejerce el
fluido situado por debajo del plano Z sobre el que esta situado por
encima del mismo.

Como el fluido de las capas inferiores se mueve mas despacio, tiende a frenar
al que estd por arriba y asi P,, tendra el sentido de la figura 8.5. Por el
principio de accién y reaccion es claro que el fluido que esté por arriba de
z + dz ejercerd una fuerza —P,,(z + dz). Como el estado es estacionario, la
fuerza neta sobre cada capa debe ser nula:

P,.(2) = P.y(z 4 dz) = cte.

La magnitud P,,, que tiene dimensiones de presion, es un elemento del lla-
mado tensor de presiones. Esta magnitud también puede interpretarse como
el flujo de la componente z de la cantidad de movimiento a lo largo de la
direccion z. Para gradientes de velocidad pequenos, la ley fenomenoldgica de
Newton es

v,
naz,

donde 7 es el coeficiente de viscosidad tangencial.

sz:

(8.23)

8.6.2. Andlisis microscépico

Hagamos ahora un calculo microscépico sencillo del elemento P,, del ten-
sor de presiones. El calculo es muy analogo al que hicimos para el flujo de
calor ¢,. En el caso de la situacion descrita en la figura 8.4 habra que conside-
rar el flujo de la componente z de la cantidad de movimiento en la direccién
z. De acuerdo con la ecuacién (8.19), el flujo de cantidad de movimiento
vendra dada por

P, = ®g\muy(z =€) —mv,(z+ 1)

1 v, ouU,
—Zn@)m% 5, = | 5

12

(8.24)
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donde en el 1ltimo paso hemos identificado v, = U,, donde U, es la com-
ponente x de la velocidad macroscépica local. Asi, la expresién microscopica
del coeficiente de viscosidad tangencial 7 es

n = =n{v)ml. (8.25)

Dicha expresion puede ser mas explicita teniendo en cuenta la ecuacion (8.13)
y que (v) = /8kgT/(mm). En ese caso,

1/2
mkpT
e

Como en el caso del coeficiente k, n no depende de la densidad y es propor-
cional a v/T para esferas duras. Por otro lado, nétese que el cociente

(8.26)

K

nes/m B

1 (8.27)

no depende de la temperatura. Dicho cociente define el llamado nimero de
Prandt] Pr. Aunque los valores experimentales de Pr son superiores a la
unidad, varfan sin embargo muy poco con la temperatura. Ello prueba de
nuevo que los resultados obtenidos a partir de la Teoria Cinética elemental
son cualitativamente correctos.
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PROBLEMAS DE EVALUACION

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

a) (Cudl es la probabilidad P(r) de que una particula recorra una
distancia r sin colisionar?

b) La seccién eficaz de dispersion total para una colision electrén-
molécula de aire es aproximadamente 1071 m? ;A qué presién
del aire alcanzarédn a un énodo el 90 % de los electrones emitidos
por un catodo situado a 20 cm de distancia? Suponer que cualquier
electrén dispersado fuera del haz no alcanza el dnodo.

Un ion de masa m y carga e se mueve en un gas diluido de moléculas
con las que choca. El tiempo medio entre las colisiones que sufre el ion
es 7. Supongamos que se aplica un campo eléctrico uniforme € en la
direccién .

a) (Cuél es la distancia media (x) que recorre el ion entre colisiones
si parte de una componente z nula de la velocidad después de cada
choque?

b) (En qué fraccién de casos recorre el ion una distancia menor que
(z) antes de colisionar?

Suponer que la fuerza central de interaccion entre las moléculas de un
gas depende de la distancia r de acuerdo con la expresion F(r) = kr=*,
siendo k y s constantes positivas.

a) Utilizar razonamientos de andlisis dimensional para obtener c6mo
depende la seccion eficaz de dispersion total o de k, la masa
molecular m y la velocidad relativa V.

b) {Como depende el coeficiente de viscosidad 7 de este gas de la
temperatura 17

Calcular el coeficiente de autodifusion D de un gas diluido en una
mezcla de gases idénticos utilizando para ello la ley de Fick. La ley de

Fick viene dada por
8”1

0z

donde J, es el flujo de particulas de la especie 1.

J.=-D
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8.5. a) Los coeficientes de viscosidad de dos gases a la misma presién y
temperatura son 7y y 1o, respectivamente. Sus pesos moleculares
son M; gz M,. Calcular los cocientes entre las secciones eficaces

1) /ol 0y ), las conductividades térmicas (k1 /ks) y coeficientes de
autodlfusmn D1 /Dy de ambos gases.

b) Las viscosidades a 300 K del Ar y el He son, respectivamente,
n = 2,105 x 10~ poise y 1, = 1,87 x 1074 poise. Utilizar esta
informacion para calcular los valores aproximados de las secciones
eficaces. Si se considera que los dtomos se dispersan como esferas
duras, estimar los diametros d; y dy de los atomos de Ar y He.

8.6. Determinar el recorrido libre medio de un gas de esferas duras en equi-
librio. Para ello utilizar la funcion de distribucion de velocidades de
Maxwell-Boltzmann fyg(v).

Solucion de los problemas de evaluacion

Solucién 8.1

a) La probabilidad de que una particula no colisione durante un intervalo
de tiempo ¢ desde la tltima colisién viene dada por la ecuacién (8.2):

Pt)y=e¢"" (p.8.1.1)

Ahora bien, para una particula de velocidad v, la distancia media reco-
rrida entre dos colisiones consecutivas es el recorrido libre medio ¢ = vr.
De este modo,

P(t) = ™", (p.8.1.2)

Teniendo en cuenta que la distancia recorrida por una particula con
velocidad v en un tiempo t es r = vt, entonces

P(r)y=e"/" (p.8.1.3)

es la probabilidad de que una particula recorra una distancia r sin
colisionar.
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b) Suponiendo que cualquier electrén dispersado no alcanza el anodo, en-
tonces se tiene que el 90 % de los electrones alcanzardn el &nodo cuando
no hayan sufrido una colisién en el recorrido hacia el mismo. Es decir,
este porcentaje se alcanza cuando

P(r)=0)9. (p.8.1.4)
De acuerdo con la ecuacién (8.13),

1
V2nay,

donde se ha hecho uso la ecuacion de estado para el gas ideal

[:

= kgTV2po, (p.8.1.5)

pV = NkgT. (p.8.1.6)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (p.8.1.4) y (p.8.1.5),

efe ro 10 kT 10
e =09=>-=In—=—V2poy = p= In—. (p.8.17
(g T Y rs a iy (pALT)

Particularizando para las condiciones del problema y suponiendo que
la temperatura es la del ambiente (7" = 300 K), obtenemos finalmente
el resultado

1,38 x 1073 %x 300, 10 N

N
= — —=154x10"2% —.
P 0,2¢/2 x 1019 Ty T m?2

(p.8.1.8)

Solucién 8.2

a) Sea F = e€ el mddulo de la fuerza eléctrica que se aplica sobre el ion
de carga e en la direccién x. Entonces

UEX

— 1%#

:E_Qm

(p.8.2.1)
es la distancia recorrida en un tiempo t cuando se parte de una com-
ponente z nula de la velocidad. Si definimos (¢*) como el segundo mo-
mento de la probabilidad P(t)dt de que una particula esté un tiempo
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t sin colisionar y colisione en un dt posterior, obtenemos la distancia
media recorrida entre colisiones:
le€
) =-——/(t%). 8.2.2
(@) =5 #) (p822)
Por otro lado,

Cdt 2P [ dt et 2
<t2> _ fooo _ fooo — = (p.8.2.3)
Joode Pty [T dte v

Asi,
e€
(x) = =72
b) En este caso queremos calcular la probabilidad de que el ion recorra
una distancia x < (z) antes de colisionar. Es decir,
1e€ e€

r< ()= =< =P =t <Vor (p.8.2.5)
2m m

— (p.8.2.4)

De esta forma, debemos calcular la probabilidad PJt < v/27]. Esta se
define como la funcién de distribucion acumulada para la probabilidad

P(t):

T =1vt

V2T
P(V2r) = / dt ve ™' =
0

dx = vdt
V2
= / dre*=1-¢">=0,76. (p.8.2.6)
0
Solucion 8.3
a) Para analizar la dependencia de o con las variables k, m y V del gas,

suponemos una dependencia arbitraria de la forma

oo o k*Vm®, (p.8.3.1)

UEX

donde a, by ¢ son exponentes desconocidos. Para determinarlos, com-
paramos las dimensiones a ambos lados de la ecuacién (p.8.3.1):

K] = [Frd) = MLT2L2 = ML*HT2 [V] = LT,
o, oz 08 2y
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De este modo,
L* = Mepaethp-2apbp=byre, (p.8.3.3)

Comparando los exponentes a cada lado de la igualdad:
a+c=0

20+b=0
b+a(s+1)=2

(p.8.3.4)

Por lo tanto, volviendo a la ecuacién (p.8.3.1)

L\ 2+
0y X < > . (p.8.3.5)

mV?

b) La expresién microscépica del coeficiente de viscosidad tangencial n
dado en la ecuacion (8.25) es

n= %n(v)mf i) (p.8.3.6)

a9

Teniendo en cuenta que (v) = /8kgT/(mm), entonces

T1/2 543
n« m =T2-1, (p837)

Solucion 8.4

La difusién consiste en el fluyjo de particulas de una especie de zonas
del sistema de mayor concentracién a las de menor en una mezcla de dos
gases. Para simplificar el estudio, consideramos una mezcla binaria de gases
mecanicamente equivalentes. Ello significa que los gases sélo se distinguen
por una marca o etiqueta. Es lo que ocurre, por ejemplo, en una mezcla
de atomos en estados excitados o con ntcleos radiactivos. En este caso, el
problema de difusion se reduce al de la autodifusion.

Sea n; el nimero de moléculas marcadas por unidad de volumen y n la
densidad numérica total, que supondremos constante. Siny(z) no es uniforme,
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existe un flujo de particulas marcadas J, de la especie 1. Si el gradiente de

concentracion 0,n; es pequeno, la ley de Fick establece una relacion lineal
entre el flujo y el gradiente:

anl
J,=—-D— 8.4.1
5 (p-8.4.1)
donde D es el coeficiente de autodifusion.
Para un gas diluido, el flujo de particulas serd la diferencia entre los flujos

ascendentes y descendentes. Asi, segiin la ecuacion (8.16), tenemos la relacién
1 1
Jz = (I)ar — (I)a = an(z — 6)6 — an(z + K)U, (p842)

donde se ha considerado a la velocidad media v constante por ser uniforme la
temperatura. De acuerdo con la ecuacion (8.19), el flujo de particulas vendra
dado por

1
J, = —1<v> (2 +0) —ny(z = 0)]
1 8n1 8711
~ ——(2U—=-D—. 8.4.
72t 5 (p-8.4.3)
Asi, la expresion microscopica del coeficiente de autodifusion D es
1

donde el recorrido libre medio sigue siendo el mismo ya que las moléculas
marcadas colisionan entre si y también con las demés y todas son mecani-
camente equivalentes. La expresion (p.8.4.4) puede escribirse de forma méds

explicita teniendo en cuenta la ecuacién (8.13) y que (v) = /8kgT'/(mm).

De esta forma,
1 (kgT\"?

A contrario que el caso de los coeficientes x y 7, D depende de la densidad
del gas y, ademas, es proporcional a /T para esferas duras. Por otro lado,

se cumple que el cociente

D
g (p.8.4.6)
0

no depende de la temperatura. Este resultado esta cualitativamente de acuer-
do con los datos experimentales donde (Dmn/n ~ 1,5).
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Solucién 8.5

a) La relacién entre el coeficiente de viscosidad y la seccién eficaz viene

dada
m(v) m(v) 1
~ nml{v) ~ = 0y~ ~—_— 8.5.1
Ui < > o0 0 n \/mn (p )
Por otro lado,
el ) (p.8.5.2)
o) noy

De este modo,

U(()l) _ <M2>1/2 e Ko Dy U(()l) <M2>1/2 _ Myn (p-8.5.3)
M, m ko Di g\ M, Mym P

b) De acuerdo con la ecuacién (8.26)

(mkpgT)/? mkpT 1
1 Vo 7 T ® )

Particularizando para cada uno de los gases:

o \/40 X 1,67 x 10-27 x 1,38 x 10-28 x 300

N=m=0y" =
s
1
—————— =446 x 107" m?
2105 x 104 oo
B ) 4 2,105 B
n=m-= 0(()) = 01 ZOW = 1,59 x 10 20 m2. (p855)
=]
— Considerando esferas duras,
) 5@
di=1"=1194, dy=1/->=071A. (p.8.5.6)
s ™
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Solucidon 8.6

v—v|dt

Figura p.8.6.1: Cilindro de colisién de particulas con velocidad v; con un blanco
de velocidad v.

Consideremos una particula con velocidad v. Calculemos cuantas particulas
con velocidad comprendida entre v, y vy 4 dv; colisionan con la anterior en
un intervalo de tiempo dt. Para ello habra que cuantificar el nimero medio
de particulas con velocidad v; que hay dentro del cilindro de colisién (véase
figura p.8.6.1). De este modo se obtendrd el nimero de colisiones (medio)
que experimenta cada particula de velocidad v con particulas con velocidad
vy en dt. Es decir, el numero de particulas con velocidad comprendida entre
Vi y vi + dvy que colisionan (se dispersan) con cada particula de velocidad
v en un intervalo dt es:

Naisp = 0o(v = v1) [v = v1| f(r, vi; t)dPvy, (p.8.6.1)

donde ay(v—vy) es la seccién eficaz de dispersion. En el caso de esferas duras
de didmetro d, oy = wd?* (la seccidn eficaz no depende de la velocidad relativa
de las particulas que colisionan). Admitimos que por término medio:

= Fl gas es lo suficientemente diluido como para que dentro de cada
cilindro de colisién haya como méximo una particula con velocidad v;.

= Todas las particulas contenidas en el cilindro de colisién colisionan con
el blanco.
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El niimero total de colisiones que sufre la particula de velocidad v por unidad
de tiempo se obtiene integrando para todas las velocidades vy:

v(r,v;t) = /d3V1 00|V —vi| f(r,vi;t). (p.8.6.2)

Integrando para todas las velocidades v que puede tener la particula blanco
se obtiene el valor medio de la frecuencia de colision:
1
v(r;t) = (v(r,v;t)) = —/d3v v(v)f(r,v;t), (p.8.6.3)
n
donde se ha hecho uso de la condicién de normalizacién definida en la ecua-
cién (2.71). De este modo, el recorrido libre medio es

v

= (p.8.6.4)

v
En el caso del calculo elemental realizado en la seccion 8.3 se obtuvo que el
recorrido libre medio venfa dado por £ = 1/(v/2n0y). Vamos a reobtener este
resultado en el caso de un gas de esferas duras que se encuentra en equilibrio.
En ese caso, la funcién de distribucién f es la de Maxwell-Boltzmann definida
como

3/2
fus(v) =n (?—f) e P2, (p.8.6.5)

El objetivo, por tanto, serd el cilculo de la integral (p.8.6.3) considerando
ahora un sistema homogéneo e independiente del tiempo. Teniendo en cuenta
la ecuacion (p.8.6.2), la frecuencia de colisién media v(v) viene dada por

o
7= go/digv/d?’vl [v —v1| fus(V) fus(v1). (p.8.6.6)
La integral 7 puede ser calculada mediante los cambios de variables
1
V=v-v;, W= §(v+v1), (p.8.6.7)

realizdndose una transformacion canénica ({VdW = dvdv;). De acuerdo con
las relaciones (p.8.6.7), las variables v y v; se pueden expresar en términos

de V .y W como

1 1
v=W+ §V, vi=W-— §V' (p.8.6.8)
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De esta forma, la frecuencia de colisién media 7 viene dada por

3
= _ m 3 3 7%(2W2+%V2)
v n<27rkBT> Uo/dW/dVVe B

o (4m)* / dw / av WAyse mer V) (869
0 0

donde se ha tenido en cuenta el valor del angulo sélido de una superficie
tridimensional Q3 = 2732 /[T (3/2)] = 47 y la relacién

1 1 1
v 4ol = W2+ZV2+W-V+W2+ZV2—W-V = 2W2+§V2. (p.8.6.10)

Para resolver la integral (p.8.6.9), hacemos uso del resultado

0 s 1 1
I(TL) — / dr e~ = T <n+ > a—(n+1)/2’ (p8611)
0 2 2
1
1(2) = \/T%of?’/ Lo IB) =50 (p.8.6.12)

Haciendo uso de las ecuaciones (p.8.6.11) y (p.8.6.12), la frecuencia de colisién
se reduce a

kT
7 = ndog\ | —— = v/2noy0, (p.8.6.13)

™
donde se ha tenido en cuenta que 7 = /8kgT/(mm). Asi, segiin la definicién
(p.8.6.4) de ¢, obtenemos el resultado final

1
- \/émfo-
Este resultado (vélido para un gas de esferas duras en equilibrio) coincide

con el resultado general obtenido en la ecuacion (8.13) mediante argumentos
mas elementales.

/€:

]I <l

(p.8.6.14)
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