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Resumen En el articulo anterior se han calculado las pdésnde los nimeros naturales sumando
nameros impares. En dicho trabajo, se fijaba ebeapte y se modificaba la base. En
este nuevo articulo se hace un estudio similag pbora se considera fija la base y se
modifica el exponente, calculando todas las possnce cada uno de los ndmeros
naturales mediante suma de nimeros impares. Ademés misma forma que se hizo en
el primero, se estudia una distribucién de los mds@npares, utilizados en cada suma,
y también de los no utilizados, en figuras y cusrpeométricos.

Palabras clave  Divulgacion, Aritmética, Nimeros impares, Destre&escundaria.

Title Odd numbers and the powers of natural numbers ||

Abstract In the previous article, powers of natural numbegese calculated adding odd numbers.
In that article, the exponent was fixed and theebaas modified. In this new article, a
similar study was done, but now the base was fixed the exponent was modified,
calculating all the powers of each natural numiultirg odd numbers. Furthermore, in
the same way as it was done in the first articldis&ribution of odd numbers that were
used in each amount was studied, and other distibwf those unused numbers in
geometric shapes was studied as well.

Keywords Divulgation, Arithmetic, Odd numbers, Skills, Sedany.

1. Introduccién

En (L. Barrios, 2015, pp. 55-74) se expone la fodaaobtener las potencias de los nimeros
naturales como suma de numeros impares consecuBvogada uno de los apartados del citado
articulo, se fija el exponente y se modifica laehamlculando todas las potencias de los nimeros
naturales de cualquier base y de dicho exponentemAs se vio que los numeros impares utilizados
en cada suma se pueden distribuir en figuras yposageométricos.

En este nuevo articulo se utilizan las formulaswoidas en el primero, pero agrupandolas de
forma diferente, ahora se fija la base y se magigicexponente. Asi que, en cada uno de los apartad
que siguen, figura la forma de obtener todas lésnp@as naturales de un mismo ndmero natural y su
relacién con ciertos objetos geomeétricos.

Pero, ademas, se pondra de manifiesto que, coasttteragrupadas por parejas consecutivas

disjuntas todas las sumas que permiten obtenepdsicias de un determinado nimero natural,
pueden observarse regularidades curiosas. Asi, lpabmse 2, las sumas consecutivas presentan
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nameros repetidos cuya suma, a su vez, se calcaldadbase es 3, los niUmeros que integran la suma
de la segunda potencia son los consecutivos dgusiparecen en las sumas de la primera; y, & parti
de base 4, entre ese Ultimo sumando y el primeda dama de la potencia consecutiva, queda una
cantidad cada vez mayor de nimeros impares sinantdobre los que también se efectuara alguna
observacion y se calculara su suma.

Cada apartado finaliza con la generalizacién déleasulas obtenidas en los casos particulares.

Se ha considerado conveniente omitir algunas deati@bes rigurosas para aligerar en lo
posible el contenido del articulo.

Hay que indicar que se trata de un estudio origt@itinuacion de (L. Barrios, 2015, pp. 55-
74), por lo que no ha sido posible encontrar bisifia, ni referencias en internet, sobre el tehea.

ha intentado buscar algun articulo relacionado pardrastar lo que aqui se expone, pero no se ha
conseguido encontrar ninguna referencia.

2. Potencias de base 2

Observamos las sumas obtenidas paga2.

2

1+3=4=3 Z(Zk—1)=4=22
k=1
3

3+5=8=3 Z(Zk—1)=8=23
k=2

En ambas sumas coincide uno de los sumandos, ite éepuimero 3. La suma de los nimeros
repetidos es 3. Se verifica que:

3_22+23
T4

Para obtener*3d 2°, los nimeros impares se disponen formando cuaslrado

13 *
- Z(Zk—1)=16=24
307 =i
517 6

(2k—1)=32=25
9|11 kzzg

Coincide la mitad de los sumandos en las dos sumalsas sumas tienen 2 nimeros iguales, el
5y el 7. La suma de estos nimeros es 123: Se verifica que:
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_24+25
T4

12

Para obtener® 2’, hay que distribuir los nimeros impares en cubos.

A en cada capa se colocan
8
113 0|11 2(2k—1)=64=26
k=1
317 13|15

en cada capa se colocan

12

9|11 17]19 Z(Zk—1)=128=27
k=5

13|15 21|23

También coincide la mitad de los sumandos en lassdmas. Ambas sumas tienen 4 nimeros
repetidos, desde el 9 hasta el 15. La suma de m&tasros es 48 =*23. Se verifica que:

_2‘5+27
T4

48

Para las siguientes ya no es posible una distdhude los nlimeros impares en objetos
geométricos. Las potencia$y22° se obtienen como:

16
1+-4+154+17++31= ) (2k—1) =28
k=1

24
17 + -+ 31+33+---+47=Z(2k—1) =2°
k=9

Coincide la mitad de los sumandos en las dos sumalsas sumas tienen 8 nimeros repetidos,
desde el 17 hasta el 31. La suma de estos ninei@e - 3.

28 4+ 2°
192 =

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas:

32 48
Z(Zk— 1) = 210 z (2k — 1) = 211
k=1 k=17
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Una vez mas coincide la mitad de los sumandos ®£mda sumas. Ambas sumas tienen 16
ndmeros repetidos, desde el 33 hasta el 63. La daraatos nimeros es 768%=3

210 + 211

768 =
4

2.1. Cualquier potencia de base 2. Expresiéon genéra

Para las potencias de exponente par:

Zm
Y@k-n=22m
k=1

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma dérnménos de una progresion aritmética:

2]’)’1
(@-1-1D+(@-2m-1)).-2m 2.2m.2m

2k — 1 = 22m
( ) 5 3

k=1
Para las potencias de exponente impar:

2M4pm-1
2

(2k — 1) = 22m-1
k=2m—2;"—1+2
Teniendo en cuenta que:

am—pmty2 2mt.(2-1)+2 2mt42
2 B 2 2 =2rol

2m 4 2m-1 _ 2m71.(2+1) _ 2m-1.3

=3.2m2
2 2 2

la férmula queda de la forma:

3-2Mm-2
(2k — 1) = 22m~1

k=2m-241

También la demostracion se puede hacer con la slamkps términos de una progresion
aritmética.

El nidmero de términos es:

3.2m2— (2M241)+1=22Mm"2=2m"1
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y la suma de los términos:

3.2Mm~2
(@-@"*+1D-1D+@2-3-2m2-1))-2m

(2k—-1) = > =

k=2m=241

(@™ '42-146-2m2-1).2m7t  (Qml46.2m2). pml
B 2 B 2

_2m2.(246)-2m1

=4. 22m—3 — 22m—1
2

Aunque este apartado se centra en la obtencidesdeotencias de 2, se puede apreciar también
una regularidad con los numeros impares que stenegi cada pareja de sumas.

2.2. Los numeros impares repetidos y su suma

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, cqmirizera se obtiene una potencia de
exponente par:

Zm
Y@k-n=22m
k=1

y con la segunda se obtiene la potencia de expenemar siguiente, que se obtendria
cambiando m por m+1 en la suma correspondientéeaq@as de exponente impar.

3.2(m+1)-2 3.om-1
(Zk _ 1) — Z (Zk _ 1) — 22(m+1)—1 = p2m+1
k=2(m+1)-24q k=2M-"1+1

Como 2! es la mitad de™ en ambas sumas coincideéh'2érminos, desde™+1 hasta 2. Su
suma es:

2m

. (7pm-1 _ .om __ . om—1
(2k—1)=((2 (2m-14+1) 1)2+(2 2m—1))-2 _

k=2m-141

(@™ 42-142m —q).2m7t (Qm 4 pmily. pm-l
B 2 B 2

_2m.(1+42)-2m71 32201

=3. 22m—2
2 2

También se podia haber obtenido esta féormula cotrdarelacion utilizada:
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22m + 22m+1 3 22m(1 + 2)

=3. 22m—2
4 4
3. Potencias de base 3
Observamos las sumas obtenidas pasa3.
3
1+3+5=9=3 Z(Zk—1)=9=32
k=1
6
7+9+11=27=3% Z(Zk—1)=27=33
k=4

Los numeros impares de ambas sumas son consecutivos

Para obtener*3/ 3, los nimeros impares se disponen formando cuaslrado

11315 ,
719 |11 Z(Zk—1)=81=34
13| 15|17 =t
192123 "
2527129 2(2k—1)=243=35
31[33(35 fe=10

Los numeros impares de ambas sumas también soecthinss.

Para obtener®3/ 3', hay que distribuir los nimeros impares en cubos.

en cada capa se colocan

5 192123 |37]39]41
11| |25(27|29| |43 45|47
13[15(17| |31]33|35| [49|51|53
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27

Z(Zk— 1) = 729 = 36

k=1

en cada capa se colocan

T3\ 75|77 91193 | 95
63|65 79 81|83 971 99 (101
676971 85| 87|89 103| 105|107

LA
LA
LA
-]
LA
o

O
—

54
z (2k — 1) = 2187 = 37
k=28

Los numeros impares de ambas sumas son consecutivos

Para las siguientes ya no es posible una distdbude los numeros impares en objetos
geométricos. Las potencia$y33’ se obtienen como:

162

81
2k —1) = 38 2k —1) = 3°

Y de igual forma sucede con las siguientes parBja 3’y 3'-

243 486
Z(Zk— 1) = 310 Z (2k — 1) = 311
k=1 k=244

También los nimeros impares de cada pareja de Sumeonsecutivos.

3.1. Cualquier potencia de base 3. Expresiéon genéra

Para las potencias de exponente par:

3m
Y@k-n=3r
k=1

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma dérnménos de una progresion aritmética:
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3]’11
(2-1-1)+(2-3m-1))-3m 2.3m.3m
2k—1) = = - 32m
( ) > 5
k=1
Para las potencias de exponente impar:
3m43m-t
2
(2k— 1) = 32m-1
k:3m—32m—1+2
Teniendo en cuenta que:
3m—3m-142 3m1.3-1)+2 3™1.242
= ( ) = = 3m_1 + 1

2 2 2

3m43mt 3ml.(341) 3.4
2 B 2 )

la férmula queda de la forma:

2:.3m-1

(2k — 1) = 32m-1

k=3m"141

También la demostracion se puede hacer con la slens términos de una progresion
aritmeética.

El nimero de términos es:
2.3m"1—_@m141)4+1=3m"1
y la suma de los términos:

2.3m-1
(-@"'+1)-1D+2-2-3m1-1)).3m1

(2k—1) = > _

k=3m"141

C(2-3™7142-1+44-3m71-1).3m71  (2.3m71 4 4.3m71). 3mo1
= - = - =

6 - 3m—1 . 3m—1

=3. 32m—2 — 32m—1
2

Cambiando en esta Gltima formula m por m+1, obtersem
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2.3(m+1)—1 2.3Mm
(2k—1) = z (2k — 1) = 32m+1
k=3(Mm+1)-141 k=3M+1

En la suma para obtener la potencid @ limite superior es™ En la suma para obtener la
potencia 3™ el limite inferior es 3+1. Por tanto, los nimeros impares utilizados ersiamas para
obtener las potenciad™y 3™ son consecutivos.

4. Potencias de base 4

Observamos las sumas obtenidas pasa4i.

4

1+3+5+7=16=%4 Z(Zk—1)=16=42
k=1
10

13+ 15+ 17 + 19 = 64 =4 Z(Zk—1)=64=43
k=7

Entre ambas sumas quedan 2 numeros impares, eel91§. La suma de estos numeros
intermedios es 20 =5.

A

=4+4°
4

20

Para obtener'4y 4°, los nimeros impares se disponen formando cuasirado

LY ] =t
(-
(-
=t
Ll
[
Lh

16
Z(Zk— 1) = 256 = 4*
k=1

[—
LN |
[—
WO
[
[
[
Lad

25(27(29]31

49 (51]53155

57(59| 61|63 20
Z(Zk—1)=1024=45

65| 67|69 |71 e

73|75\ 77| 79

Entre ambas sumas quedan 8°-n@meros impares, desde el 33 hasta el 47, quedséap
colocar formando medio cuadrado anterior. La suenastios nimeros es 320 %3
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4* + 4°
320 = =43 4 4%
33(35(37(39 24
z (2k — 1) = 320
41(43]45 (47 =

Para obtener’4y 4’, hay que distribuir los nimeros impares en cubos.

en cada capa se colocan

113|537 3335|3739
9 111(13|15 4114314547
711912123 491515335
5127(29]31 5759|6163

65676971 97 99|101|103
T3(T75|77(79 105(107)109(111
81|83 (85|87 113|115117|119
899119395 121(123)125(127

en cada capa se colocan

193(195(197(199 225
201|203(205|1207 233
209|1211(213|215 241

| ]
]
-]
]
]
]
]
[
(=

et
Lad
LA
-]
Lad
=]
ot
[
]

]
e
Ll
b
=N
LA
tet
FEN
|

265|267(269|1271 297|299(301|303
273|1275(277|1279 305|307|309(311
281|283|285|287 313|315|317|319
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160
2 (2k—1) = 16384 = 47
k=97

Entre ambas sumas quedan 32 a@meros impares, desde el 129 hasta el 191, qoedstan
colocar formando medio cubo. La suma de estos raseer 5120 ='2.5.

46 4 47

5120 = =45 4 46

129|131(133(135 161|163|163|167
137|139(141{143 169|1171|1173|175
145|147|1149(151 177|179|181|183
153|155157|159 185|187)189|191

96

z (2k — 1) = 5120

k=65

Para las siguientes ya no es posible una distdhude los nimeros impares en objetos
geométricos. Las potencia$y4’ se obtienen como:

256 640
Z(Zk—1)=48 Z (2k —1) = 4°
k=1 k=385

Entre ambas sumas quedan 128 sm@neros impares, desde el 513 hasta el 767. La siem
estos nimeros es 81920 % 8.

48 + 49

81920 = =47 + 48

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas:

1024 2560
Z(Zk—1)=41° 2 (2k — 1) = 411
k=1 k=1537

Entre ambas sumas quedan 512 a@neros impares, desde el 2049 hasta el 3071urha de
estos nimeros es 13107202 3.

10 +411
1310720 = — = 49 4 410
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4.1. Cualquier potencia de base 4. Expresion genéra

Para las potencias de exponente par:

4m
D@k-1n=am
k=1

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma dérnminos de una progresion aritmética:

4m
2:-1-1)+(2-4M™—=1))-4™ 2-4M.4M
(Zk - 1) = (( ) ( )) = = 42m
2 2
k=1
Para las potencias de exponente impar:
4M44m—1
2
(2k — 1) = 42m-1
k=4m—4;"—1+2
Teniendo en cuenta que:
gm—gm-l 42 4m 1. (4-1)+2 4m1.342
= ( ) = =3.22m3 41

2 2 2

47+ 4t 4 (441) 415

— £ .722m-3
2 2 2 52

la férmula queda de la forma:

5.22m—3

2k — 1) = 42m-1
k=3-22Mm-341

También la demostraciébn se puede hacer con la slenlps términos de una progresion
aritmética.

El nidmero de términos es:
5.22m=3 _ (3 .p2m=3 4 1) 4+1=2.22m=3 = p2m=-2 _ ym-1

y la suma de los términos:

5.22771—3

_(@-(B3-22m34+1)—1)+(2-5-22m3 1)) . 22m2
2k—1) = > =

k=3-22M=341
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_(6-22M3 4214102273 —1).22m2  (16-22M3).22m2
= > = - =

=8. 24m—5 — 24m—2 — 4_2m—1

Aunque este apartado se centra en la obtenciGsdmtencias de 4, se puede apreciar también
una regularidad con los niUmeros impares no utitigad

4.2. Los nimeros impares intermedios y su suma

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, cqmirf®era se obtiene una potencia de
exponente par:

4m
Z(Zk —1) = 4?m
k=1

y con la segunda se obtiene la potencia de expenempar siguiente, que se obtendria
cambiando m por m+1 en la suma correspondientéeagias de exponente impatr.

5.p2(m+1)-3 5.p2m-1
(2k—-1) = Z 2k-1) = 4_2(m+1)—1 = 42m+1
k=3-22(m+1)-3 41 k=3.22m~141

Desde el limite superior de la primera sunfa, #asta el limite inferior de la segunda suma,
3-2™4+1, hay:

— 3 1 _ , .
3.22m-1 _gm = > 22m _ p2m — > 22m = 22m=1 n(meros impares.

La suma de estos numeros impares es:

3.p2m-1

(2k—1)=((2'(4m+1)_1)+(2-3-22m_1—1)).22m—1=
2

k=4m+1

C(2-4M42-1+46-22M71 7). 22m1  (2.22m 4 6. p2m-1). p2m-1
= - = . =

B (2 . 22m +3- 22m) . 22m—1 3 5. 22m . 22m—1

=5.24m-2 _ g, 42m-1
2 2
También se podia haber obtenido esta féormula cotrdarelacion utilizada:

42m + 42m+1

2 — 42m—1 + 42m — 42m—1 . (1 + 4) =5. 42m—1 =5. 24m—2
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5. Potencias de base 5
Observamos las sumas obtenidas pasa®.

5

1+3+5+7+9=25=% Z(Zk—1)=25=52
k=1
15

21+23+25+27+29=12525 }:Qk—1)=125=53
k=11

Entre ambas sumas quedan otros 5 nimeros impasate @l 11 hasta el 19. La suma de estos
nameros es 75 = 3.5

_52+53

75
2

Para obtener'sy 5°, los nimeros impares se disponen formando cuasirado

103|579
17|19 .
27129 2(2k—1)=625=54
31[33(35[37(39 =t

41(43[45(47|49

(-
[
[e—
Ll
[e—
Lh

ted
[
[t
Lad
[t
Lh

101]103|105|107|109
111]113[115(117|119 e
121]123]125(127|129 Z(Zk—1)=3125=55
131|133(135]137|139 f=st

141]143| 145|147 149

Entre ambas sumas quedan 25°=Bmeros impares, desde el 51 hasta el 99, quedsép
colocar formando otro cuadrado. La suma de estoeras es 1875 = 345

54 455

1875 =
2
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51(53(55(5759
61|63 |65|67|69 -

71|73 |75 |77 | 79 Z(Zk—1)=1875
81|83 |85 (87|89 fe=26

9193 [95(97 |99

Para obtener®sy 5', hay que distribuir los nimeros impares en cubos.

1|3 5]|7|9 51 |53|55(57|59 101|103|105{107(109
11{13]15(17]19 61 6365|6769 1111113|115{117(119
21(2325(27]29 TL 7375|7779 1211123)125{127(129
31(33|35(37]|39 81 |83|85|87 |89 131|133|135({137(139
41143 (45|47 (45 91 (9395|9799 141|143]|145({147(149
151(153(155(157(159 201|203)|205|207|209
161|163(165(167(169 211|213|215|217|219
171(173(175{177(179 221|223|225|227|229
181(183(185[187(189 231|233)|235|237|239
191(193(195({197(199 241|243)|245|247|245

125
Z(Zk— 1) = 15625 = 56
k=1
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Lh
=
[y
Lh
=
Lad
Lh
=
L
Lh
—
|
Lh
=
WO
Lh
Lh
—
L
Lh
1
Lh
Lh
Lh
Lh
Lh
=]
LA
LA
WO

601|603|605(607/609
611|613|615/617/619
621|623|625(627/629
631|633|635(637|639
641|1643|645/647/649

L
[
L
[
Lid
L
[
L
LN
=]
LA
[a—
o
LA
=)
(=
L
(=
Lad
LN
(=
LA
LA
=)
|
LA
=1
Y]

LN
tad | =
[
LA
]
Y]
LA
]
LA
LA
[ =
]
LA
o]
Y]
LA
|
(=
LA
]
14
LA
]
LA
LA
|
e |
LA
=]
(Y]

LA
[}
[
LA
(%]
(%}
LA
(%}
LA
LA
1
-]
LA
(%]
Y]
LA
e ]
(=
LA
]
Ld
LA
]
LA
LA
[a]
|
LA
]
]

Lh
NEN
[
LA
NEN
Ld
LA
NEN
LA
LA
.
|
LA
.
Y )
LA
Y )
—
LA
o
[
LA
o
LA
LA
Y )
|
LA
=)
)

651 (653|655|657/659 T01|703{705|707(709
661|663|665|667|669 T111713|715|717|719
671(673|675|677/679 121|725|725|727(729
681 |683|685|687/689 T31|733|735|737(739
691|693|695|697|699 741743745747 745

375
z (2k — 1) = 78125 = 57
k=251

Entre ambas sumas quedan 125 nmeros impares, desde el 251 hasta el 499, quedstan
colocar formando otro cubo igual a los anteriok@ssuma de estos nimeros es 46875 & 3.5

250
z (2k — 1) = 46875 =
k=126

56 4+ 57

Para las siguientes ya no es posible una distdhude los nimeros impares en objetos
geométricos. Las potencia$ys5’ se obtienen como:

625 1875
Z(Zk—1)=58 z (2k—1) = 5°
k=1 k=1251
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Entre ambas sumas quedan 625 aimeros impares, desde el 1251 hasta el 249rha de
estos nimeros es 1171875 =%3.5

58 4+ 59

1171875 =

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas:

3125 9375
Z(Zk—1)=51° 2 (2k—1) = 511
k=1 k=6251

Entre ambas sumas quedan 3125 adEneros impares, desde el 6251 hasta el 12498urha
de estos nimeros es 29296875 2%.5

510 + 511
29296875 =

5.1. Cualquier potencia de base 5. Expresiéon genéra

Para las potencias de exponente par:

51’]’1
Z(Zk —1) = 52m
k=1

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma dérnminos de una progresion aritmética:

5m
(2-1-1)+(2-5m-1))-5m 2.5m.5m
2k—1) = = — §2m
( ) 5 5
k=1
Para las potencias de exponente impar:
5M45m-1
2
(2k — 1) = 52m~1
k=5m—5;"—1+2
Teniendo en cuenta que:
sm—_sm-142 5m1.(5-1)+2 5m1.442
= ( ) = =2-5m141

2 2 2

5m45mt 5mol.(541) 5m71.6
2 N 2 2
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la férmula queda de la forma:

3-.5m-1
(2k — 1) = 52m~?
k=2-5M"141

También la demostracion se puede hacer con la slamkps términos de una progresion
aritmética.

El nimero de términos es:
3-5mt—(2-5" T+ 1) +1=5""
y la suma de los términos:

3.5m~1
(@-@-5™t'+1) -1+ (2-3-5™1—1))-5m71

(2k—1) = - —

k=2-5M"141

_(4-5™'42-1+46-5m"1—1).5m"1 10.5m"1.5m-1
= - = - =

= §5.52m-2 _ g2m-1

Aunque este apartado se centra en la obtenciGsdmtencias de 5, se puede apreciar también
una regularidad con los numeros impares no utitigad

5.2. Los nameros impares intermedios y su suma

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, cqmirf®era se obtiene una potencia de
exponente par:

5m
Y @k-n=5r
k=1

y con la segunda se obtiene la potencia de expenemar siguiente, que se obtendria
cambiando m por m+1 en la suma correspondientéeagias de exponente impatr.

3_5(m+1)—1 3.5™M
(Zk -1) = 2 (Zk _ 1) = 52(m+1)-1 _ 52m+1
k=2.5(m+1)-141 k=2.5M+1

Desde el limite superior de la primera sunfa, Basta el limite inferior de la segunda suma,
2-8™+1, hay:

2 - 5™ — 5™ = 5™ nimeros impares.
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La suma de estos nimeros impares es:

2.5m
(@ G"+ 1D -1+ (2-2-5m—1))-5m
_ : _

2k — 1)

k=5M+1

_(2-5™+2-1+44-5M—1)-5™ (2-5M44-5m).5™
= > - . =

_6-5m.5m

=3.52m
2

También se podia haber obtenido esta féormula cotrdarelacion utilizada:

52m + 52m+1 3 52m(1 + 5)

=3.52m
2 2

6. Caso general. Potencias de base n

En (L. Barrios, 2015, pp. 55-74) se dedujo la fodeacalcular cualquier potencia de exponente
par de los numeros naturales, con la férmula:

nm

Z(Zk — 1) =n2m )

k=1
siendo n y m numeros haturales.

Y también la forma de calcular cualquier poten@agponente impar de los nimeros naturales,
con la formula:

nM4nm-1
(2k—-1) = n2m-1 2)

_nM-—nm-142

k 73

con n'y m nameros naturales y m>1.

6.1. Los numeros impares intermedios

Las parejas disjuntas de potencias considerada&s amiculo habian de tener, en este orden,
exponente par y exponente impar, esto?y la primera, yn?™*1 |a segunda, con m>1.

La formula (1) del apartado anterior recoge untaggotencias que nos interesan. Para obtener
la formula de ™, basta que sustituyamos en (2) m por m+1. Asineoes:
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n(m+1)+n(m+1)_1 nm+1+nm
2 2
2k—1) = z (2k — 1) = n2m+1 3)
n(m+1) _p(m+1)-1,49 nm+li_nmyo
= 2 S —

En el sumatorio (1), el limite inferior de la supml y el limite superior eg". Este sumatorio
tiene, por tantop™ sumandos.

m+1 m
En el sumatorio (3), el limite inferior de la suma— y el limite superior es—".
El nimero de sumandos de este sumatorio es:

nmtl ppm pmtl om0 2n™m — 2
> — > +1:—2 +1=n"-141=n"

Ambos sumatorios tienen el mismo ndmero de sumandos

Para n=2 el limite superior del sumatorio (1)2&sy el limite inferior del sumatorio (3) es
m+1_-om m,o_-m m
2 22 +2 _ 2 222 +2=22+2=2m_1+1.

Param > 1 se verifica qu&™1 + 1 < 2™, por lo que ambas sumas tienen términos comunes.
La cantidad de numeros impares repetidos es:

nmtl —n™m 4 2 N 3n n™*1  n™(3-n)
2 2 2

nm —

2m*l —2m 42
M+ 1=2" - @M D+ 1= 2" 2 =

Para los distintos valores de m, se tiene la sbigedi, 2, 4, 8,... ,"2", ... La cantidad de
ndmeros impares repetidos en las dos sumas coicoidé&a mitad de los ndmeros utilizados en cada

- 1
una de ellas, pugd"—1 = = 2m,

Para n=3 el limite superior del sumatorio (1)3&sy el limite inferior del sumatorio (3) es
3m+1—3m+2 _3™3-3M+2 _ 2:3M+2

= 3™ 4 1. Los ndameros impares utilizados en ambas sumas son
consecutlvos no hay sumandos repetidos ni sumanomedios.

Para valores de n mayores que 3, el limite supdebsumatorio (1) es™ y el limite inferior

mtl_pMmyr m my2 m 1)+2 1
del sumatorio (3) e&———="—"——-=" ("2 W2 _gpgm . 2ly g

Si n> 3, se verifica quen™ - — ly1> n™, (basta darle valores a n). Por tanto, quedan

nameros impares intermedios entre ambos sumatdtdosantidad de nimeros impares que hay entre
ambas sumas es:

nmtl —n™m 42 n™tl —3p™m  nM(n - 3)
—am 1= - 4
2 " 2 2 )
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Cuando n=4, la cantidad anterior-;es4m y, como la cantidad de sumandos de (1) y (3) es

n™ = 4™ volvemos a encontrar que la cantidad de numenpares intermedios es la mitad de
sumandos del sumatorio (1) o del (3) que nos dpectivamente, los valores4fé* y 42m+1,

Al variar m se obtiene la sucesion 2, 8, 32, 128,47, ..., que nos va dando la cantidad de
impares consecutivos no utilizados en la obtend@®nada pareja sucesiva de potencias de 4.

Si n=5, la cantidad de nameros impares intermediada por (4), e8™, que coincide con la
cantidad de sumandos de (1) o de (3) que"es- 5™. Al variar m se obtiene la sucesién 5, 25, 125,
625, ... ,5™, ..., que nos va dando la cantidad de impareseooitivos no utilizados en la obtencién
de cada pareja sucesiva de potencias de 5.

Para n=6, la cantidad de nameros impares interragdada por (4), ezfs6m, luego el nimero
de impares intermedios son los tres medios dentideal de sumandos de (1) o de (3) que'es @".
Al variar m se obtiene la sucesion 9, 54, 324, 19.4,4%-6‘“, ... que nos va dando la cantidad de
impares consecutivos no utilizados en la obtendeénada pareja sucesiva de potencias de 6.

Cuando n=7, la cantidad de ndmeros impares inteasiedada por (4), €3-7™, esto es, el
doble de la cantidad de sumandos de (1) o de @egquf = 7™. Al variar m se obtiene la sucesion
14, 98, 686, 4802, .2,- 7™... , que nos va dando la cantidad de impares cotigesuno utilizados en
la obtencion de cada pareja sucesiva de potenei@s d

Y asi concluimos que, para> 3, la cantidad de nimeros impares intermedios dégdreumas
dadas por las expresiones (1) y (3), viene dadéamrcesion:

oqm o Z.ogma=gm Z.gm C.gm=p.7m 2.gm no3 m
2 ) ) 2 15 Yy e ey y e

6.2. Suma de los nimeros impares intermedios

La suma de todos los numeros impares intermedios es

et <(2 M+ 1) - 1) + (2 -—"m+12_ n”_ 1)) .—“m(nz— 3)

2k —1) = : =

k=n"+1

@ +2-140™—n" - 1) "0 -3) @™ +n™).n™-(n-3)
= Z = Z =

n™-(1+n)-n™-(n-3) (+1)-(n—-3) n’"
4 B 4

Al sustituir n por 2, 3, 4 y 5 se obtiene el valerla suma calculada en los anteriores apartados.

Para n=2, en el numerador el factor es "3-n" earldg "n-3" y se obtiene:
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m+1)-GB-n)-n®™ (2+1)-(3-2) 22"
4 B 4

=3. 22m—2

Para n=3, no hay términos repetidos ni intermedibsustituir en la férmula se obtiene 0 en
todos los casos.

Para n=4, se obtiene:

(m+1)-(—3)-n®" (4+1)-(4—3)-4"™
4 B 4

=5. 42m—1

Para n=5, se obtiene

(m+1)-(—-3)-n* (5+1)-(5-3) 5™
4 B 4

=3.52m

Coincide el valor de cada una de las sumas coal@ gbtenido en el apartado correspondiente.

A continuacion de la bibliografia, figuran dos &bkton un resumen de las sumas de numeros
impares vistas en los dos articulos, para obtesgrdtencias de los numeros naturales.
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