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Resumen En el artículo anterior se han calculado las potencias de los números naturales sumando 
números impares. En dicho trabajo, se fijaba el exponente y se modificaba la base. En 
este nuevo artículo se hace un estudio similar, pero ahora se considera fija la base y se 
modifica el exponente, calculando todas las potencias de cada uno de los números 
naturales mediante suma de números impares. Además, de la misma forma que se hizo en 
el primero, se estudia una distribución de los números impares, utilizados en cada suma, 
y también de los no utilizados, en figuras y cuerpos geométricos. 

Palabras clave Divulgación, Aritmética, Números impares, Destrezas, Secundaria. 

 

Title Odd numbers and the powers of natural numbers II 

Abstract In the previous article, powers of natural numbers were calculated adding odd numbers. 
In that article, the exponent was fixed and the base was modified. In this new article, a 
similar study was done, but now the base was fixed and the exponent was modified, 
calculating all the powers of each natural number adding odd numbers. Furthermore, in 
the same way as it was done in the first article, a distribution of odd numbers that were 
used in each amount was studied, and other distribution of those unused numbers in 
geometric shapes was studied as well. 

Keywords Divulgation, Arithmetic, Odd numbers, Skills, Secondary. 

1. Introducción 

En (L. Barrios, 2015, pp. 55-74) se expone la forma de obtener las potencias de los números 
naturales como suma de números impares consecutivos. En cada uno de los apartados del citado 
artículo, se fija el exponente y se modifica la base, calculando todas las potencias de los números 
naturales de cualquier base y de dicho exponente. Además se vio que los números impares utilizados 
en cada suma se pueden distribuir en figuras y cuerpos geométricos. 

En este nuevo artículo se utilizan las fórmulas obtenidas en el primero, pero agrupándolas de 
forma diferente, ahora se fija la base y se modifica el exponente. Así que, en cada uno de los apartados 
que siguen, figura la forma de obtener todas las potencias naturales de un mismo número natural y su 
relación con ciertos objetos geométricos. 

Pero, además, se pondrá de manifiesto que, considerando agrupadas por parejas consecutivas 
disjuntas todas las sumas que permiten obtener las potencias de un determinado número natural, 
pueden observarse regularidades curiosas. Así, para la base 2, las sumas consecutivas presentan 
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números repetidos cuya suma, a su vez, se calculará; si la base es 3, los números que integran la suma 
de la segunda potencia son los consecutivos de los que aparecen en las sumas de la primera; y, a partir 
de base 4, entre ese último sumando y el primero de la suma de la potencia consecutiva, queda una 
cantidad cada vez mayor de números impares sin utilizar sobre los que también se efectuará alguna 
observación y se calculará su suma. 

Cada apartado finaliza con la generalización de las fórmulas obtenidas en los casos particulares. 

Se ha considerado conveniente omitir algunas demostraciones rigurosas para aligerar en lo 
posible el contenido del artículo.  

Hay que indicar que se trata de un estudio original, continuación de (L. Barrios, 2015, pp. 55-
74), por lo que no ha sido posible encontrar bibliografía, ni referencias en internet, sobre el tema. Se 
ha intentado buscar algún artículo relacionado para contrastar lo que aquí se expone, pero no se ha 
conseguido encontrar ninguna referencia. 

2. Potencias de base 2 

Observamos las sumas obtenidas para 22 y 23. 

1 + 3 = 4 = 22 ��2k � 1� � 4 � 2




��
 

3 + 5 = 8 = 23 ��2k � 1� � 8 � 2�
�

��

 

En ambas sumas coincide uno de los sumandos, se repite el número 3. La suma de los números 
repetidos es 3. Se verifica que: 

3 � 2
 � 2�4  

Para obtener 24 y 25, los números impares se disponen formando cuadrados. 

 

��2k � 1� � 16 � 2�
�

��
 

 

��2k � 1� � 32 � 2�
�

���
 

Coincide la mitad de los sumandos en las dos sumas. Ambas sumas tienen 2 números iguales, el 
5 y el 7. La suma de estos números es 12 = 22·3. Se verifica que: 
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12 � 2� � 2�4  

Para obtener 26 y 27, hay que distribuir los números impares en cubos. 

 

en cada capa se colocan 

 

��2k � 1� � 64 � 2�
�

��
 

 

en cada capa se colocan 

 

��2k � 1� � 128 � 2�



���
 

También coincide la mitad de los sumandos en las dos sumas. Ambas sumas tienen 4 números 
repetidos, desde el 9 hasta el 15. La suma de estos números es 48 = 24·3. Se verifica que: 

48 � 2� � 2�4  

Para las siguientes ya no es posible una distribución de los números impares en objetos 
geométricos. Las potencias 28 y 29 se obtienen como: 

1 �⋯� 15 � 17 �⋯� 31 � ��2k � 1� � 2�
�

��
 

17 �⋯� 31 � 33 �⋯� 47 � ��2k � 1� � 2�

�

���
 

Coincide la mitad de los sumandos en las dos sumas. Ambas sumas tienen 8 números repetidos, 
desde el 17 hasta el 31. La suma de estos números es 192 = 26·3. 

192 � 2� � 2�4  

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas: 

��2k � 1� � 2�
�


��
 ��2k � 1� � 2

��

���
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Una vez más coincide la mitad de los sumandos en las dos sumas. Ambas sumas tienen 16 
números repetidos, desde el 33 hasta el 63. La suma de estos números es 768 = 28·3. 

768 � 2� � 24  

2.1. Cualquier potencia de base 2. Expresión general 

Para las potencias de exponente par: 

��2k � 1� � 2
�

�

��
 

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma de los términos de una progresión aritmética: 

 �2k � 1� � !�2 " 1 � 1� � �2 " 2� � 1�# " 2�2 � 2 " 2� " 2�2 � 2
�

�

��
 

Para las potencias de exponente impar: 

� �2k � 1� � 2
�$

%&
%'(


��
%$
%'(&


 

Teniendo en cuenta que: 

2) � 2)$ � 22 � 2)$ " �2 � 1� � 22 � 2)$ � 22 � 2)$
 � 1 
2) � 2)$2 � 2

)$ " �2 � 1�2 � 2)$ " 32 � 3 " 2)$
 
la fórmula queda de la forma: 

� �2k � 1� � 2
�$
�"
%'*

��
%'*&
 

También la demostración se puede hacer con la suma de los términos de una progresión 
aritmética. 

El número de términos es: 

3 " 2)$
 � �2)$
 � 1� � 1 � 2 " 2)$
 � 2)$ 
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y la suma de los términos: 

 �2k � 1� � !�2 " �2�$
 � 1� � 1� � �2 " 3 " 2�$
 � 1�# " 2�$2 �
�"
%'*

��
%'*&
 

� �2�$ � 2 � 1 � 6 " 2�$
 � 1� " 2�$2 � �2�$ � 6 " 2�$
� " 2�$2 � 

� 2�$
 " �2 � 6� " 2�$2 � 4 " 2
�$� � 2
�$ 
Aunque este apartado se centra en la obtención de las potencias de 2, se puede apreciar también 

una regularidad con los números impares que se repiten en cada pareja de sumas. 

2.2. Los números impares repetidos y su suma 

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, con la primera se obtiene una potencia de 
exponente par: 

��2k � 1� � 2
�

�

��
 

y con la segunda se obtiene la potencia de exponente impar siguiente, que se obtendría 
cambiando m por m+1 en la suma correspondiente a potencias de exponente impar. 

� �2k � 1� � � �2k � 1� � 2
��&�$
�"
%'(

+�
%'(&
� 2
�&

�"
�%,(�'*

��
�%,(�'*&
 

Como 2m-1 es la mitad de 2m, en ambas sumas coinciden 2m-1 términos, desde 2m-1+1 hasta 2m. Su 
suma es: 

 �2k� 1� � !�2 " �2�$ � 1� � 1� � �2 " 2� � 1�# " 2�$2

%

��
%'(&
� 

� �2� � 2 � 1 � 2�& � 1� " 2�$2 � �2� � 2�&� " 2�$2 � 

� 2� " �1 � 2� " 2�$2 � 3 " 2
�$2 � 3 " 2
�$
 
También se podía haber obtenido esta fórmula con la otra relación utilizada: 
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2
� � 2
�&4 � 2
��1 � 2�4 � 3 " 2
�$
 

3. Potencias de base 3 

Observamos las sumas obtenidas para 32 y 33. 

1 + 3 +5 = 9 = 32 ��2k � 1� � 9 � 3

�

��
 

7 + 9 +11 = 27 = 33 ��2k � 1� � 27 � 3�
�

���
 

Los números impares de ambas sumas son consecutivos. 

Para obtener 34 y 35, los números impares se disponen formando cuadrados. 

 

��2k � 1� � 81 � 3�
�

��
 

 

��2k � 1� � 243 � 3�
�

���
 

Los números impares de ambas sumas también son consecutivos. 

Para obtener 36 y 37, hay que distribuir los números impares en cubos. 

 

en cada capa se colocan 
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��2k � 1� � 729 � 3�

�

��
 

 

en cada capa se colocan 

 

��2k � 1� � 2187 � 3�
��

��
�
 

Los números impares de ambas sumas son consecutivos. 

Para las siguientes ya no es posible una distribución de los números impares en objetos 
geométricos. Las potencias 38 y 39 se obtienen como: 

��2k � 1� � 3�
�

��
 ��2k � 1� � 3�

�


���

 

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas. Para 310 y 311:  

��2k � 1� � 3�

��

��
 � �2k � 1� � 3

���

��
��
 

También los números impares de cada pareja de suma son consecutivos. 

3.1. Cualquier potencia de base 3. Expresión general 

Para las potencias de exponente par: 

��2k � 1� � 3
�
��

��
 

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma de los términos de una progresión aritmética: 
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 �2k � 1� � !�2 " 1 � 1� � �2 " 3� � 1�# " 3�2 � 2 " 3� " 3�2 � 3
�
��

��
 

Para las potencias de exponente impar: 

� �2k � 1� � 3
�$
�%&�%'(


���%$�%'(&


 

Teniendo en cuenta que: 

3) � 3)$ � 22 � 3)$ " �3 � 1� � 22 � 3)$ " 2 � 22 � 3)$ � 1 
3) � 3)$2 � 3

)$ " �3 � 1�2 � 3)$ " 42 � 2 " 3)$ 
la fórmula queda de la forma: 

� �2k � 1� � 3
�$

"�%'(

���%'(&
 

También la demostración se puede hacer con la suma de los términos de una progresión 
aritmética. 

El número de términos es: 

2 " 3)$ � �3)$ � 1� � 1 � 3)$ 
y la suma de los términos: 

 �2k � 1� � !�2 " �3�$ � 1� � 1� � �2 " 2 " 3�$ � 1�# " 3�$2 �

"�%'(

���%'(&
 

� �2 " 3�$ � 2 � 1 � 4 " 3�$ � 1� " 3�$2 � �2 " 3�$ � 4 " 3�$� " 3�$2 � 

� 6 " 3�$ " 3�$2 � 3 " 3
�$
 � 3
�$ 
Cambiando en esta última fórmula m por m+1, obtenemos: 
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� �2k � 1� � � �2k � 1�

"�%

���%&
	� 3
�&


"��%,(�'(

����%,(�'(&
 

En la suma para obtener la potencia 32m el límite superior es 3m. En la suma para obtener la 
potencia 32m+1 el límite inferior es 3m+1. Por tanto, los números impares utilizados en las sumas para 
obtener las potencias 32m y 32m+1 son consecutivos. 

4. Potencias de base 4 

Observamos las sumas obtenidas para 42 y 43. 

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42 ��2k � 1� � 16 � 4

�

��
 

13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 43 ��2k � 1� � 64 � 4�
�

���
 

Entre ambas sumas quedan 2 números impares, el 9 y el 11. La suma de estos números 
intermedios es 20 = 22·5. 

20 � 4
 � 4�4 � 4 � 4
 
Para obtener 44 y 45, los números impares se disponen formando cuadrados. 

 

��2k � 1� � 256 � 4�
�

��
 

 

��2k � 1� � 1024 � 4�
��

��
�
 

Entre ambas sumas quedan 8 = 23 números impares, desde el 33 hasta el 47, que se podrían 
colocar formando medio cuadrado anterior. La suma de estos números es 320 = 26·5. 
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320 � 4� � 4�4 � 4� � 4� 

 

��2k � 1� � 320

�

���
 

Para obtener 46 y 47, hay que distribuir los números impares en cubos. 

 

en cada capa se colocan 

 

��2k � 1� � 4096 � 4�
��

��
 

 

en cada capa se colocan 
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��2k � 1� � 16384 � 4�
��

����
 

Entre ambas sumas quedan 32 = 25 números impares, desde el 129 hasta el 191, que se podrían 
colocar formando medio cubo. La suma de estos números es 5120 = 210·5. 

5120 � 4� � 4�4 � 4� � 4� 

 
 

��2k � 1� � 5120
��

����
 

Para las siguientes ya no es posible una distribución de los números impares en objetos 
geométricos. Las potencias 48 y 49 se obtienen como: 

��2k � 1� � 4�

��

��
 � �2k � 1� � 4�

���

�����
 

Entre ambas sumas quedan 128 = 27 números impares, desde el 513 hasta el 767. La suma de 
estos números es 81920 = 214·5. 

81920 � 4� � 4�4 � 4� � 4� 
Y de igual forma sucede con las siguientes parejas: 

��2k � 1� � 4�
�
�

��
 � �2k � 1� � 4


���

�����
 

Entre ambas sumas quedan 512 = 29 números impares, desde el 2049 hasta el 3071. La suma de 
estos números es 1310720 = 218·5. 

1310720 � 4� � 44 � 4� � 4� 
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4.1. Cualquier potencia de base 4. Expresión general 

Para las potencias de exponente par: 

��2k � 1� � 4
�
��

��
 

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma de los términos de una progresión aritmética: 

 �2k � 1� � !�2 " 1 � 1� � �2 " 4� � 1�# " 4�2 � 2 " 4� " 4�2 � 4
�
��

��
 

Para las potencias de exponente impar: 

� �2k � 1� � 4
�$
�%&�%'(


���%$�%'(&


 

Teniendo en cuenta que: 

4) � 4)$ � 22 � 4)$ " �4 � 1� � 22 � 4)$ " 3 � 22 � 3 " 2
)$� � 1 
4) � 4)$2 � 4

)$ " �4 � 1�2 � 4)$ " 52 � 5 " 2
)$� 
la fórmula queda de la forma: 

� �2k � 1� � 4
�$
�"
*%'/

���"
*%'/&
 

También la demostración se puede hacer con la suma de los términos de una progresión 
aritmética. 

El número de términos es: 

5 " 2
)$� � �3 " 2
)$� � 1� � 1 � 2 " 2
)$� � 2
)$
 � 4)$ 
y la suma de los términos: 

 �2k� 1� � !�2 " �3 " 2
�$� � 1� � 1� � �2 " 5 " 2
�$� � 1�# " 2
�$
2 �
�"
*%'/

���"
*%'/&
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� �6 " 2
�$� � 2 � 1 � 10 " 2
�$� � 1� " 2
�$
2 � �16 " 2
�$�� " 2
�$
2 � 
� 8 " 2��$� � 2��$
 � 4
�$ 

Aunque este apartado se centra en la obtención de las potencias de 4, se puede apreciar también 
una regularidad con los números impares no utilizados. 

4.2. Los números impares intermedios y su suma 

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, con la primera se obtiene una potencia de 
exponente par: 

��2k � 1� � 4
�
��

��
 

y con la segunda se obtiene la potencia de exponente impar siguiente, que se obtendría 
cambiando m por m+1 en la suma correspondiente a potencias de exponente impar. 

� �2k � 1� � � �2k � 1� � 4
��&�$
�"
*%'(

+��"
*%'(&
� 4
�&

�"
*�%,(�'/

���"
*�%,(�'/&
 

Desde el límite superior de la primera suma, 4m , hasta el límite inferior de la segunda suma, 
3·22m-1+1, hay: 

3 " 2
)$ � 4) � �
 " 2
) � 2
) � 
 " 2
) � 2
)$  números impares. 

La suma de estos números impares es: 

 �2k� 1� � !�2 " �4� � 1� � 1� � �2 " 3 " 2
�$ � 1�# " 2
�$2
�"
*%'(

���%&
� 

� �2 " 4� � 2 � 1 � 6 " 2
�$ � 1� " 2
�$2 � �2 " 2
� � 6 " 2
�$� " 2
�$2 � 

� �2 " 2
� � 3 " 2
�� " 2
�$2 � 5 " 2
� " 2
�$2 � 5 " 2��$
 � 5 " 4
�$ 
También se podía haber obtenido esta fórmula con la otra relación utilizada: 

4
� � 4
�&4 � 4
�$ � 4
� � 4
�$ " �1 � 4� � 5 " 4
�$ � 5 " 2�)$
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5. Potencias de base 5 

Observamos las sumas obtenidas para 52 y 53. 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52 ��2k � 1� � 25 � 5

�

��
 

21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 125 = 53 ��2k � 1� � 125 � 5�
�

��
 

Entre ambas sumas quedan otros 5 números impares, desde el 11 hasta el 19. La suma de estos 
números es 75 = 3·52. 

75 � 5
 � 5�2  

Para obtener 54 y 55, los números impares se disponen formando cuadrados. 

 

��2k � 1� � 625 � 5�

�

��
 

 

��2k � 1� � 3125 � 5�
��

���
 

Entre ambas sumas quedan 25 = 52 números impares, desde el 51 hasta el 99, que se podrían 
colocar formando otro cuadrado. La suma de estos números es 1875 = 3·54. 

1875 � 5� � 5�2  
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��2k � 1� � 1875
��

��
�
 

Para obtener 56 y 57, hay que distribuir los números impares en cubos. 

 

 

 

��2k � 1� � 15625 � 5�

�

��
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� �2k � 1� � 78125 � 5�
���

��
�
 

Entre ambas sumas quedan 125 = 53 números impares, desde el 251 hasta el 499, que se podrían 
colocar formando otro cubo igual a los anteriores. La suma de estos números es 46875 = 3·56. 

� �20 � 1�

��

��
�
� 46875 � 5� � 5�2  

Para las siguientes ya no es posible una distribución de los números impares en objetos 
geométricos. Las potencias 58 y 59 se obtienen como: 

��2k � 1� � 5�
�
�

��
 � �2k � 1� � 5�

���

��
�
 



Los números impares y las potencias de los números naturales (II) 
L. Barrios Calmaestra 

 
 

 
 
 103Sociedad Canaria Isaac Newton 

de Profesores de Matemáticas 
Vol. 89  julio de 2015 

Entre ambas sumas quedan 625 = 54 números impares, desde el 1251 hasta el 2499. La suma de 
estos números es 1171875 = 3·58. 

1171875 � 5� � 5�2  

Y de igual forma sucede con las siguientes parejas: 

��2k � 1� � 5�
�
�

��
 � �2k � 1� � 5

����

���
�
 

Entre ambas sumas quedan 3125 = 55 números impares, desde el 6251 hasta el 12499. La suma 
de estos números es 29296875 = 3·510. 

29296875 � 5� � 52  

5.1. Cualquier potencia de base 5. Expresión general 

Para las potencias de exponente par: 

��2k � 1� � 5
�
��

��
 

Para demostrarlo, se puede aplicar la suma de los términos de una progresión aritmética: 

 �2k � 1� � !�2 " 1 � 1� � �2 " 5� � 1�# " 5�2 � 2 " 5� " 5�2 � 5
�
��

��
 

Para las potencias de exponente impar: 

� �2k � 1� � 5
�$
�%&�%'(


���%$�%'(&


 

Teniendo en cuenta que: 

5) � 5)$ � 22 � 5)$ " �5 � 1� � 22 � 5)$ " 4 � 22 � 2 " 5)$ � 1 
5) � 5)$2 � 5

)$ " �5 � 1�2 � 5)$ " 62 � 3 " 5)$ 
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la fórmula queda de la forma: 

� �2k � 1� � 5
�$
�"�%'(

��
"�%'(&
 

También la demostración se puede hacer con la suma de los términos de una progresión 
aritmética. 

El número de términos es: 

3 " 5)$ � �2 " 5)$ � 1� � 1 � 5)$ 
y la suma de los términos: 

 �2k � 1� � !�2 " �2 " 5�$ � 1� � 1� � �2 " 3 " 5�$ � 1�# " 5�$2 �
�"�%'(

��
"�%'(&
 

� �4 " 5�$ � 2 � 1 � 6 " 5�$ � 1� " 5�$2 � 10 " 5�$ " 5�$2 � 
� 5 " 5
�$
 � 5
�$ 

Aunque este apartado se centra en la obtención de las potencias de 5, se puede apreciar también 
una regularidad con los números impares no utilizados. 

5.2. Los números impares intermedios y su suma 

En cada pareja de sumas que se ha utilizado, con la primera se obtiene una potencia de 
exponente par: 

��2k � 1� � 5
�
��

��
 

y con la segunda se obtiene la potencia de exponente impar siguiente, que se obtendría 
cambiando m por m+1 en la suma correspondiente a potencias de exponente impar. 

� �2k � 1� � � �2k � 1� � 5
��&�$
�"�%

+�
"�%&
� 5
�&

�"��%,(�'(

��
"��%,(�'(&
 

Desde el límite superior de la primera suma, 5m , hasta el límite inferior de la segunda suma, 
2·5m+1, hay: 

2 " 5) � 5) � 5)  números impares. 
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La suma de estos números impares es: 

 �2k� 1� � !�2 " �5� � 1� � 1� � �2 " 2 " 5� � 1�# " 5�2

"�%

���%&
� 

� �2 " 5� � 2 � 1 � 4 " 5� � 1� " 5�2 � �2 " 5� � 4 " 5�� " 5�2 � 
� 6 " 5� " 5�2 � 3 " 5
� 

También se podía haber obtenido esta fórmula con la otra relación utilizada: 

5
� � 5
�&2 � 5
��1 � 5�2 � 3 " 5
� 

6. Caso general. Potencias de base n 

En (L. Barrios, 2015, pp. 55-74) se dedujo la forma de calcular cualquier potencia de exponente 
par de los números naturales, con la fórmula: 

��2k � 1� � n
�
2�

��
															�1� 

siendo n y m números naturales. 

Y también la forma de calcular cualquier potencia de exponente impar de los números naturales, 
con la fórmula: 

� �2k � 1� � n
�$														�2�
3%&3%'(


��3%$3%'(&


 

con n y m números naturales y m>1. 

6.1. Los números impares intermedios 

Las parejas disjuntas de potencias consideradas en el artículo habían de tener, en este orden, 
exponente par y exponente impar, esto es n
�, la primera, y n
�&  la segunda, con m>1.  

La fórmula (1) del apartado anterior recoge una de las potencias que nos interesan. Para obtener 
la fórmula de n2m+1, basta que sustituyamos en (2) m por m+1. Así obtenemos: 
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� �2k � 1�
3�%,(�&3�%,(�'(


��3�%,(�$3�%,(�'(&


� � �2k � 1�
3%,(&3%


��3%,($3%&


� n
�&															�3� 

En el sumatorio (1), el límite inferior de la suma es 1 y el límite superior es 4). Este sumatorio 
tiene, por tanto, 4) sumandos. 

En el sumatorio (3), el límite inferior de la suma es 
3%,($3%&


  y el límite superior es 

3%,(&3%

 . 

El número de sumandos de este sumatorio es: 

4)& � 4)2 � 4
)& � 4) � 22 � 1 � 24) � 22 � 1 � 4) � 1 � 1 � 4) 

Ambos sumatorios tienen el mismo número de sumandos. 

Para n=2 el límite superior del sumatorio (1) es 2) y el límite inferior del sumatorio (3) es 
%,($
%&


 � 
%"
$
%&

 � 
%&

 � 2)$ � 1.  

Para 5 6 1 se verifica que 2)$ � 1 7 2), por lo que ambas sumas tienen términos comunes. 
La cantidad de números impares repetidos es: 

4) � 4)& � 4) � 22 � 1 � 34) � 4)&2 � n��3 � n�2  

2) � 2)& � 2) � 22 � 1 � 2) � �2)$ � 1� � 1 � 2) � 2)$ � 2)$ 
Para los distintos valores de m, se tiene la sucesión: 1, 2, 4, 8,... , 2m-1, ... La cantidad de 

números impares repetidos en las dos sumas coincide con la mitad de los números utilizados en cada 

una de ellas, pues 2)$ � 
 " 2). 
Para n=3 el límite superior del sumatorio (1) es 3) y el límite inferior del sumatorio (3) es �%,($�%&


 � �%"�$�%&

 � 
"�%&

 � 3) � 1. Los números impares utilizados en ambas sumas son 

consecutivos, no hay sumandos repetidos ni sumandos intermedios. 

Para valores de n mayores que 3, el límite superior del sumatorio (1) es 4) y el límite inferior 

del sumatorio (3) es 
3%,($3%&


 � 3%"3$3%&

 � 3%"�3$�&

 � 4) " 3$
 � 1 . 

Si 4 6 3, se verifica que 4) " 3$
 � 1 6 4), (basta darle valores a n). Por tanto, quedan 

números impares intermedios entre ambos sumatorios. La cantidad de números impares que hay entre 
ambas sumas es: 

4)& � 4) � 22 � 4) � 1 � 4)& � 34)2 � n��n � 3�2 															�4� 
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Cuando n=4, la cantidad anterior es 


 ∙ 4) y, como la cantidad de sumandos de (1) y (3) es 4) � 4), volvemos a encontrar que la cantidad de números impares intermedios es la mitad de 

sumandos del sumatorio (1) o del (3) que nos dan, respectivamente, los valores de 4
) y 4
)&. 
Al variar m se obtiene la sucesión 2, 8, 32 , 128, ... , 

�%

 , ... , que nos va dando la cantidad de 

impares consecutivos no utilizados en la obtención de cada pareja sucesiva de potencias de 4. 

Si n=5, la cantidad de números impares intermedios, dada por (4), es 5), que coincide con la 
cantidad de sumandos de (1) o de (3) que es 4) � 5). Al variar m se obtiene la sucesión 5, 25, 125, 
625, ... , 5), ... , que nos va dando la cantidad de impares consecutivos no utilizados en la obtención 
de cada pareja sucesiva de potencias de 5. 

Para n=6, la cantidad de números impares intermedios, dada por (4), es 
�

6�, luego el número 

de impares intermedios son los tres medios de la cantidad de sumandos de (1) o de (3) que es nm = 6m. 

Al variar m se obtiene la sucesión 9, 54, 324, 1944, ..., 
�

·6m, ... que nos va dando la cantidad de 

impares consecutivos no utilizados en la obtención de cada pareja sucesiva de potencias de 6. 

Cuando n=7, la cantidad de números impares intermedios, dada por (4), es 2 ∙ 7), esto es, el 
doble de la cantidad de sumandos de (1) o de (3) que es nm = 7). Al variar m se obtiene la sucesión 
14, 98, 686, 4802, ..., 2 ∙ 7)… , que nos va dando la cantidad de impares consecutivos no utilizados en 
la obtención de cada pareja sucesiva de potencias de 7. 

Y así concluimos que, para 4 6 3, la cantidad de números impares intermedios entre las sumas 
dadas por las expresiones (1) y (3), viene dada por la sucesión: 



 " 4)  ,   




 " 5) � 5)  ,   

�

 " 6) ,   

�

 " 7) � 2 " 7)  ,   

�

 " 8) ,  . . . ,   3$�
 " 4) ,  . . . 

6.2. Suma de los números impares intermedios 

La suma de todos los números impares intermedios es: 

� �2k � 1� �
3%,($3%


��3%&

:�2 " �4) � 1� � 1� � ;2 " 4)& � 4)2 � 1<= " n
��n � 3�2

2 � 

� �2 " n� � 2 � 1 � n�& � n� � 1� " n��n � 3�4 � �n� � n�&� " n� " �n � 3�4 � 

� n� " �1 � n� " n� " �n � 3�4 � �n � 1� " �n � 3� " n
�4  

Al sustituir n por 2, 3, 4 y 5 se obtiene el valor de la suma calculada en los anteriores apartados. 

Para n=2, en el numerador el factor es "3-n" en lugar de "n-3" y se obtiene: 
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�n � 1� " �3 � n� " n
�4 � �2 � 1� " �3 � 2� " 2
�4 � 3 " 2
�$
 
Para n=3, no hay términos repetidos ni intermedios. Al sustituir en la fórmula se obtiene 0 en 

todos los casos. 

Para n=4, se obtiene: 

�n � 1� " �n � 3� " n
�4 � �4 � 1� " �4 � 3� " 4
�4 � 5 " 4
�$ 
Para n=5, se obtiene 

�n � 1� " �n � 3� " n
�4 � �5 � 1� " �5 � 3� " 5
�4 � 3 " 5
� 
Coincide el valor de cada una de las sumas con el valor obtenido en el apartado correspondiente.  

A continuación de la bibliografía, figuran dos tablas con un resumen de las sumas de números 
impares vistas en los dos artículos, para obtener las potencias de los números naturales. 

Bibliografía 

Barrios, L. (2015). Los números impares y las potencias de los números naturales. Números. 88. 

Luis Barrios Calmaestra. I.E.S. José de Mora, Baza, Granada. Natural de Torredonjimeno, Jaén. 
Profesor de Secundaria y Bachillerato. Colaborador con el Proyecto Descartes. Tiene varias publicaciones 
de materiales didácticos para el Proyecto Descartes y algunas unidades didácticas con calculadoras 
gráficas CASIO. 
Email: luisbarrioscalmaestra@gmail.com 

  



Los números impares y las potencias de los números naturales (II) 
L. Barrios Calmaestra 

 
 

 
 
 109Sociedad Canaria Isaac Newton 

de Profesores de Matemáticas 
Vol. 89  julio de 2015 

Lo
s 

nú
m

er
os

 im
pa

re
s 

y 
la

s 
po

te
nc

ia
s 

de
 e

xp
on

en
te

 p
a

r 
de

 lo
s 

nú
m

er
os

 n
at

ur
al

es ��
2k�
1��
n


3 ��
 

��
2k�
1� �
n�

2* ��
 

��
2k�
1� �
n�

2/ ��
 

��
2k�
1� �
n�

2> ��
 

��
2k�
1� �
n�

2? ��
 

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
n
�

2� ��
 

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

.  

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
5


� ��
 

��
2k�
1� �
5�


� ��
 

��
2k�
1� �
5�


� ��
 

��
2k�
1� �
5�

�
� ��
 

�
� 2k
�1
� �
5�

�

�

��
 

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
5
�

�� ��
 

��
2k�
1� �
4


� ��
 

��
2k�
1� �
4�

� ��
 

��
2k�
1� �
4�

�� ��
 

��
2k�
1� �
4�


�� ��
 

�
� 2k
�1
� �
4�

�

�

��
 

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
4
�

�� ��
 

��
2k�
1� �
3


� ��
 

��
2k�
1� �
3�

� ��
 

��
2k�
1� �
3�


� ��
 

��
2k�
1� �
3�

� ��
 

��
2k�
1� �
3�


�� ��
 

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
3
�

�� ��
 

��
2k�
1� �
2



 ��
 

��
2k�
1��
2�

� ��
 

��
2k�
1� �
2�

� ��
 

��
2k�
1� �
2�

� ��
 

��
2k�
1� �
2�

�
 ��
 

. 
. 

. 

��
2k�
1� �
2
�


� ��
 

  



Los números impares y las potencias de los números naturales (II) 
L. Barrios Calmaestra 
 
 

 
 

 110 NÚMEROS Vol. 89  julio de 2015 

Lo
s 

nú
m

er
os

 im
pa

re
s 

y 
la

s 
po

te
nc

ia
s 

de
 e

xp
on

en
te

 impa
r 

de
 lo

s 
nú

m
er

os
 n

at
ur

al
es 

�
�2k
�1
��
n�

3* &
3 


��3
* $3
&
 


 

�
�2k
�1
��
n�

3/ &
3* 


��3
/ $3
* &
 


 

�
�2k
�1
��
n�

3> &
3/ 


��3
> $3
/ &
 


 

�
�2k
�1
��
n�

3? &
3> 


��3
? $3
> &
 


 

�
�2k
�1
��
n

3@ &
3? 


��3
@ $3
? &
 


 

. 
. 

. 

�
�2k
�1
��

3%
&3%
'(



��3
% $
3%
'( &





 

�n

�
$  

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

. 

. 
. 

.  

. 
. 

. 

�
� 2k
�1
� �
5�

� ��


 

�
� 2k
�1
� �
5�

�� ���


 

�
� 2k
�1
� �
5�

��� ��

�

 

�
� 2k
�1
� �
5�

��
�

��

�

 

�
� 2k
�1
� �
5

���
�

���

�

 

. 
. 

. 

�
�2k
�1
�

�% &
�%'
(




���
% $
�%'
( &




 

�5

�
$  

��
2k�
1� �
4�

� ���
 

�
� 2k
�1
� �
4�

�� ��

�

 

�
� 2k
�1
� �
4�

�� ���
�

 

�
� 2k
�1
� �
4�

��� ���
��

 

�
� 2k
�1
� �
4


��
�

��
���

 

. 
. 

. 

�
�2k
�1
�

�%
&�%
'(



���
% $
�%'
( &




 

�4

�
$  

��
2k�
1� �
3�

� ���
 

�
�2k
�1
��
3�

� ��
�

 

�
� 2k
�1
� �
3�

�� ��

�

 

�
� 2k
�1
� �
3�

�
 ���



 

�
� 2k
�1
� �
3

��� ��

��

 

. 
. 

. 

�
�2k
�1
�

�% &
�%'
(




���
% $
�%'
( &




 

�3

�
$  

��
2k�
1� �
2�

� ��

 

��
2k�
1��
2�

� ���
 

��
2k�
1� �
2�


 ���
 

��
2k�
1� �
2�


� ���
 

�
� 2k
�1
� �
2

�� ��
�

 

. 
. 

. 

�
�2k
�1
�


% &

%'
(




��

% $

%'
( &




 

�2

�
$  


