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Resumen El proposito de este trabajo consiste en identificar algunos aspectos didacticos que se
pueden obtener con base en el analisis de una red conceptual cuyo eje es la relacion que
existe entre las variaciones locales y la variacion global de los elementos de una sucesion
finita de numeros reales, a la cual denominamos Relacion Fundamental del Calculo
Leibniziano. Desde una perspectiva historica-epistemologica, se identifican algunos
elementos conceptuales que aparecen al analizar una red de conceptos, que se derivan del
principio de identidad, considerado por Leibniz como el origen de las matematicas.
Argumentamos que la Relacion Fundamental constituye un referente epistemoldgico
importante, ya que es una idea que permite articular y extender algunas propiedades de
los nimeros para comprender las ideas centrales del calculo diferencial e integral.

Palabras clave Principio de identidad, Referente epistemologico, Didactica, Conocimiento matematico
para la enseflanza, Calculo diferencial e integral

Title Historical aspects of the Leibnizian Calculus: Incidence and Applications in
Mathematics Education

Abstract The aim of this paper is to identify some didactical aspects that can be obtained based on
the analysis of a conceptual network around the relationship between local and global
variations of elements of a finite sequence of real numbers, which we call the
Fundamental Relation of Leibnizian Calculus. From a historical-epistemological
perspective, we identify some conceptual elements that are derived from the principle of
identity, which was considered by Leibniz as the origin of mathematics. We argue that
the Fundamental Relation is an important epistemological referent, since it is an idea that
can articulate and extend some properties of numbers to understand the main ideas of
differential and integral calculus.

Keywords Principle of identity, Epistemological referent, Didactic, Mathematical knowledge for
teaching, Differential and integral calculus

1. Introduccion

El conocimiento matematico para la ensefianza (CME) es una clase particular de conocimiento
pedagogico del contenido (Shulman, 1986) que va mas alla del contenido disciplinar y esta integrado
por los saberes que distinguen al profesor de otros profesionales que hacen uso de las matematicas. Es
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el conocimiento acerca de la disciplina que el profesor necesita para ensefar, pero que muchos adultos
u otros profesionales no necesitan regularmente; por ejemplo, el conocimiento de por qué funcionan
los algoritmos usuales para sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros enteros o racionales; la
capacidad para analizar como los estudiantes entienden la relacion entre el perimetro y area (Ball,
Thames y Phelps, 2008), o el conocimiento acerca de como diversos contenidos matematicos se
articulan y conectan.

El CME incluye formas de representar a las ideas matematicas de modo que éstas sean
comprensibles para otros, asi como un entendimiento de aquello que hace que el aprendizaje de un
concepto o procedimiento matematico sea facil o dificil para los estudiantes. Es decir, el CME esta
integrado por los conocimientos y habilidades ttiles para la ensefianza de las matematicas,
entendiendo por ensefianza todo aquello que un profesor hace para favorecer el aprendizaje de los
estudiantes durante los procesos de planeacion, interaccion en el aula y evaluacion (Ball, Thames y
Phelps, 2008).

En este contexto, argumentamos que el conocimiento de referentes epistemologicos (RE), asi
como del analisis de la red de ideas en torno a los mismos, constituyen un elemento central del CME
que debieran incluir en su formacion los profesores de matematicas. En este trabajo, referente
epistemolédgico se entiende como una idea o concepto matematico que constituye la base para
establecer nuevos conocimientos, o bien, ideas o conceptos que pueden extenderse a otros ambitos,
integrando de esta forma una red conceptual de significados. Un referente epistemoldgico se puede
pensar como el centro de un entramado en el cual se sustenta la estructura de conceptos construida en
torno a ese elemento central. O bien, en otro sentido, el referente epistemologico es de origen un saber
sabio a través del cual se va entretejiendo una red de saberes ensefiables.

Un ejemplo claro de referente epistemologico es el Teorema de Pitagoras, dado que este
teorema es la base para el desarrollo de la geometria, la trigonometria y la geometria analitica. En esta
ultima area de las matematicas las ideas centrales se construyen a partir del concepto de distancia entre
dos puntos, el cual a su vez se basa en este teorema. Decimos entonces que el teorema de Pitdgoras es
un referente epistemoldgico para la geometria analitica, o que la geometria analitica tiene como
referente epistemoldgico al Teorema de Pitdgoras. Otro ejemplo de referente epistemoldgico lo
constituye la relacion entre lados de un triangulo y muchas ideas andlogas a la desigualdad del
tridngulo para mimeros reales (Figura 1). Los &mbitos de desarrollo de la desigualdad del tridngulo son
muy amplios, en la figural se muestran ademas, la desigualdad entre las normas de vectores y la que
corresponde a desigualdad de integrales definidas de funciones continuas.

b b b
[ 1@+ gwlax < [ @i+ [ lg@lax

£, g funciones reales continuas

f

O’

IE+ 31 < IF -+ 1y la + bl < |al + |b]
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V espacio vectorial

Figura 1. Red de conceptos en torno a una relacion entre los lados de un triangulo.
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El objetivo de este articulo consiste en mostrar que la Relacion Fundamental del Calculo
Leibniziano (abreviada en adelante como RFCL) es un referente epistemoldgico para el calculo
diferencial e integral, mediante una reflexion de las implicaciones didacticas de este resultado apoyada
en una perspectiva historica-epistemologica.

Adoptar una perspectiva histdrica para llevar a cabo una reflexion didactica resulta relevante, ya
que la historia de las matematicas juega un papel de gran importancia dentro de la educacion
matematica (Fauvel, 1991; Laubenbacher y Pengelley, 1996; Rickey, 1997), porque entre otros
aspectos, puede apoyar a una mejor comprension de los conceptos o ideas, ademas de situar a los
nuevos conocimiento en el contexto amplio de la disciplina (Rickey, 1996) y en el de la cultura
humana. Por otra parte, la historia de las matematicas puede ensefiarnos como ensefiar (Avital, 1997) y
por esta razon los profesores deberian ser capaces de analizar el desarrollo histérico de las
matematicas, en busca de ideas de alto valor pedagogico.

En este contexto, consideramos que la RFCL es una idea de gran valor pedagdgico, como
trataremos de mostrar en este trabajo. Baron (2003) y Serfati (2014) refieren que Leibniz derivo la
RFCL a partir de la idea de que “cada cosa que posee magnitud es igual a si misma”, es decir, A=A, la
cual es denominada la propiedad de identidad, que para Leibniz es “el origen de los origenes”. Este
principio de identidad, desde el punto de vista 16gico podria parecer irrelevante o trivial, sin embargo,
la genialidad de Leibniz radica en que a partir de este hecho pudo extraer consecuencias matematicas
no triviales, de la siguiente forma:

A=A
A-A=0
A-A+B-B+C-C+D-D+E-E=0
A+(B-AYHC-B)yHD-C)+E-D)-E=0
(B-A)+(C-B)+(D-C)+(E-D)=E-A

Con base en este desarrollo algebraico, Leibniz hace ver que dada una sucesion finita de
magnitudes, la suma de las primeras diferencias de términos consecutivos de la sucesion original es
igual a la diferencia entre el tltimo y el primer término de la sucesion. No cabe duda de que una vez
extraida e identificada la relacion fundamental, ésta se convierte en el eje central de la construccion
que Leibniz hace del célculo, viéndose reflejada en muchos de sus desarrollos matematicos, es decir
que el calculo de Leibniz tiene su origen en la teoria de las sucesiones numéricas. Entonces, los
conceptos fundamentales del calculo infinitesimal desarrollado por Leibniz pueden entenderse como
una extrapolacion al ambito de lo infinito de los conceptos y resultados obtenidos a partir del analisis
de las sucesiones finitas (Bos, 1974; Mancosu, 1996; Bos, 1980; Serfati, 2010, 2014).

En otros términos, la RFCL expresa que dada una sucesion finita de numeros reales
a,,a, a,,--;a, la suma de todas las diferencias d, =a, —a,,, es igual a la diferencia entre los
términos extremos de la sucesion original, es decir:

n
de =a,—4a;-
=1
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De acuerdo con Bos (1980), esta es una de las dos ideas fundamentales en las que se basa el
calculo de Leibniz, junto con el estudio geométrico de las curvas. Como el mismo Leibniz sefiala, la
consideracion de diferencias y sumas en sucesiones numéricas le permitio darse cuenta que las
diferencias corresponden a las tangentes y las sumas a las cuadraturas.

Mihi consideratio Differentiarum et Summarum in seriebus Numerorum
grimam lucem affuderat, cum animadverterem differentias tangentibus, et
summas puadratuuris respondere. (Leibniz, 1697; citado en Bos, 1974, p. 13).

2. La RFCL y la nocion de variacion

Dada una sucesion finita de nimeros, se pueden calcular, a la manera como lo hizo Leibniz, las
primeras diferencias de la sucesion de niameros, es decir, la diferencia de un término con el que le
precede. Se obtiene entonces otra sucesion, en la cual cada uno sus cuyos términos representa una
variacion local de la sucesion original.

Sea q.a, a,,--;a, la sucesion finita de nameros, entonces la sucesion de primeras
diferencias de términos consecutivos esta dada por d,,d,, d,,---,d, , donde:

dl =a, —4a,,
dz a, —a,

dn = an - anfl'

Se puede observar que la suma de la sucesidon de diferencias, estd dada como la diferencia entre
el valor final y el valor inicial de la sucesion original, es decir:

n
E d,=a,—a,-
k=0

En esta ultima igualdad aparecen dos tipos de variaciones, (i) la local, que compara dos estados
contiguos, representada por d, =a, — a,_,, y (i) la global, dada por @, — a,. En otras palabras, la
acumulacion de las variaciones parciales es igual a la variacion total. Este resultado que
matematicamente es muy simple, conceptualmente tiene un gran valor en términos didacticos ya que
permite, a partir del andlisis local, obtener informaciéon acerca del comportamiento global de la
sucesion numérica. Es importante hacer notar que de origen este resultado estd en el ambito de lo
discreto, aunque posteriormente se puede extender al ambito de lo continuo al considerar a los
nameros a,,a,, d,,**+,a, como puntos en una recta, de forma que las diferencias d, =aq, — a, |

representan las longitudes de los segmentos determinados por los puntos a, y a«,,, . Entonces la
RFCL expresa que la suma de los segmentos de longitud d, es igual a la longitud total del segmento

a, a, (Figura 2).
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Figura 2. Interpretacion en el ambito de lo continuo de un resultado discreto.

La ensenanza tradicional del calculo se basa esencialmente en la algebrizacion de las ideas de
variacion y cambio, esto significa que existe una conexion indirecta entre la aritmética y el calculo a
través del algebra (figura 3a), sin embargo, argumentamos que el establecimiento de una relacion
directa entre las ideas aritméticas y del calculo resulta relevante en términos didacticos (figura 3b),
porque las propiedades de los numeros y las operaciones aritméticas pueden extenderse de tal manera
que permitan la compresion de las ideas fundamentales del calculo como lo hizo Leibniz. En otras
palabras el sustento aritmético de la sumas de diferencias, resulta relevante en términos didacticos para
entender mejor como esta sustentado el calculo diferencial, particularmente para entender la relacion
que existe entre los operadores de derivacion e integracion, de forma analoga a como la version
infinitesimal de la relacion entre las sumas de diferencias de una sucesion ayud6 a que Leibniz
identificara las caracteristicas esenciales del calculo.

Calculo Calculo

Diferencial
e Integral

Diferencial
e Integral

Figura 3a. Relaciones en la aproximacion Figura 3b. Propiedades de los nimeros como
didactica clasica al calculo. apoyo didactico en el entendimiento de las ideas
del célculo.

Una variante de la RFCL, se puede expresar como:

Aparentemente la relacion anterior es una simpleza de despeje algebraico, sin embargo, este
cambio es relevante en términos epistemoldgicos y didacticos, ya que expresada de esta manera la
RFCL resalta una forma de prediccion, dado que el ultimo valor de la sucesion se puede obtener a
partir del valor inicial y la suma o acumulacion de las diferencias o variaciones locales.

A Sociedad Canaria Isaac ],Ve.awton Vol. 89 + julio de 2015 | 59
de Profesores de Matematicas



Aspectos Historicos del Calculo de Leibniz: Incidencia y Aplicacion en la Didactica de las
Matematicas
C. Rondero, A. Reyes, J. A. Acosta

3. Red de conceptos e ideas en torno a la RFCL

Otro ambito en que aparece la RFCL es el triangulo aritmético (también conocido como
triangulo de Tartaglia o de Pascal) cuando al sumar n términos de una diagonal, los cuales son
diferencias de términos consecutivos de la siguiente diagonal (vistas de izquierda a derecha), se
obtiene el término n-ésimo de la segunda de esas diagonales. Por ejemplo, el resultado de la suma
1+3+6+10+15 = 35 (Figura 4).

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 6 10 10 6 1
1 6 15 [20] [1s] [ 1
1 7 21 . 3| |21 7 1

Figura 4. Triangulo aritmético.

En la construccién del tridngulo aritmético aparece de manera reiterada la relacion fundamental
(RFCL). En este tridngulo aparecen los numeros triangulares, 1, 3, 6, 10, etcétera. Se puede observar,
por ejemplo, que el cuarto nimero triangular (10) es el resultado de sumar los cuatro primeros
numeros de la diagonal anterior, es decir, los primeros cuatro numeros naturales: 1+2+3+4=10.
También aparecen los niimeros tetraédricos en la cuarta diagonal del tridngulo aritmético, los cuales
son sumas de numeros triangulares (Figura 5). Por otra parte, los ntimeros tetraédricos estan
relacionados con sumas de los cuadrados de los nimeros pares y los niimeros impares (Althoen y
Lacampagne, 1991).

Figura 5. Primeros cuatro numeros tetraédricos.
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Una de tantas aplicaciones de la RFCL es un método para calcular sumas de potencias de los
primeros n nimeros naturales (Spivak, 2010). Para calcular la suma de los cuadrados de los primeros n
numeros naturales se parte de la expresion:

(k+1) —k* =3k> + 3k +1

Particularizando la suma para k =1,2,3,...,n y sumando verticalmente se obtiene:

20 -1 =3(1) +3(1)+1
3 -28=3(2) +3(2)+1
4 =33 =3(3) +3(3)+1

(n+1)3 -n’ :.3(71)2 +3(n)+1

(n+1)3—13=3(12+22+--~+n2)+3(l+2+---+n)+n

Con base en la igualdad anterior se obtiene que la suma de los cuadrados de los primeros n
nimeros naturales se expresa de la siguiente forma:

12+22+32+...+n2 (n+1)3_1_n_3(1+2+3+...+n)

3

n’ +3n2+3n+l—l—n—3M
- 3

n® +3n? +2n—(3n2 +3nJ

2
- 3
_Zn3 +6n” +4n-3n* —=3n
- 6
_2n3+3n2+n
=T
B n(n+l)(2n+l)
6

Un procedimiento analogo se puede aplicar para obtener la suma de potencia m-ésimas de los

. , . ., m+1 m+1 . .,
primeros n niimeros naturales, a partir de la expresion (k + 1) — k™", conociendo la expresion para

la suma de las potencias anteriores. Por ejemplo, la suma de los cubos de los primeros » numeros
naturales se puede obtener como:
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24 1 =4(1) +6(1) +4(1)+1
3424 =4(2) +6(2) +4(2)+1
4* —3* =4(3) +6(3)° +4(3)+1

(n + 1)4 -n' : 4(71)3 + 6(}1)2 + 4(n)+ 1

(n+1)" -1* =4(13 +2° +3° +-~+n3)+6(12 +2° +~‘~+n2)+4(l+2+~~+n)+n

:4(13 +2°+3° +_”+n3)+6[11(11+1)(2n+1)j+4[n(n+1))+n

6 2

Se tiene entonces que:

E +23_i_33_i_m_i_n3:(n-|-l)4—l—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1)—n
4

_(n4 +4n’ +6n° +4n-|—1)—1—(2n3 +3n® +n)—(2n2 +2n)—n
4

_n4+2n3+n2

=

_n2(n2+2n+1)

=

_n2 (n+1)2

=

{42

Otra aplicacion de la RFCL, consiste en obtener sumas de nimeros de una sucesidén que pueden
escribirse como las diferencias de los términos de una sucesion bien conocida, por ejemplo, dada la
sucesion de los cuadrados de enteros consecutivos a,: 1, 4, 9, 16, 25, ..., n%, 1a sucesion de diferencias
es,dy: 1,3,5,7,9, 11, ..., n*~(n-1)

Considerando la RFCL:

se tiene que:

Dd, =143+5+7+9+..+2n—1=n’

k=1
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Con base en los resultados que se pueden derivar de la RFCL, se puede decir que ésta es un
referente epistemologico, en el sentido de que constituye la base para establecer un nuevo
conocimiento o bien para extender a otros ambitos ese conocimiento previo. Particularmente la RFCL,
es un referente epistemologico para calcular sumas de potencias de numeros naturales, lo que
posteriormente se convierte en un método de calculo. Un analisis detallado de este método da lugar a
establecer relaciones entre diversas ideas matematicas, entre las que se encuentran las sumas
telescopicas, la consideracion de casos particulares, identificacion de patrones, y la recursividad, entre
otras.

Es importante resaltar que Leibniz utilizé la RFCL para resolver un problema propuesto por

Huygens en 1672 (Bos, 1980), el cual consiste en encontrar la suma infinita de los reciprocos de los
numeros triangulares: 1+1/3+1/6+ 1/10+ ... .

Leibniz resolvio el problema notando que el reciproco de cualquier nimero triangular

t+1)
se puede escribir como la diferencia 2 il Entonces, aplicando la RFCL se obtiene el siguiente
t t+
resultado:
o2 2
=2-——-:.
=t(t+1) n+l

A continuacién Leibniz extrapola las propiedades de las sucesiones finitas a lo infinito, el
establecer que cuando el valor de n se incrementa, el término 2/n+1 se vuelve infinitamente pequefio o
nulo, por lo que la serie de los reciprocos de los nimeros triangulares es igual a 2. De acuerdo con
Mancosu (1996), el considerar las ideas anteriores en un contexto geométrico, permitiéo a Leibniz
explicarse como es que los problemas de calculo de tangentes y de areas son problemas inversos.

La resolucion del problema propuesto por Huygens motivo a Leibniz para estudiar un esquema
amplio de sucesiones de sumas y diferencias, que organizo en el llamado tridngulo armoénico (Figura
6). En este tridngulo las diagonales son sucesiones decrecientes de diferencias sucesivas que
convergen a cero (Bos, 1980; Serfati, 2014).

1
1 1
2 2
1 1 1
3 6 3
1 1 1 1
3 12 12 4
1 1 1 1 1
5 20 30 20 3
1 1 1 1 1 1
6 30 60 60 30 6
1 1 1 1 1 1 1
7 42 105 140 105 a2 7
1 1 1 1 1 1 1 1
8 56 168 280 280 168 56 8

Figura 6. Triangulo armdnico.
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Solo que en este caso Leibniz obtiene un resultado para las series infinitas de manera que, para
la sucesion infinita dada, by, by, by, bs,. . ., by, . . ., ahora se puede formar una sucesion de diferencias,
las que se estructuran con cada término menos el que le sigue, esto es:

dlzbO'bl, d2:b1-b29 d3:b2'b19 ceey dn:bn-l'bm LIRS

de manera que la suma de diferencias queda expresada como:

Sd, =b,~b,,
i=1

es decir, la n-ésima suma parcial queda expresada como la diferencia entre el término inicial y el
término n-ésimo de la sucesion original, lo cual representa una variante de la RFCL. Si adicionalmente
se cumple la condicion de que la sucesion es convergente a cero, esto es:

lim b, =0,

n—>o0
entonces la serie infinita de las diferencias converge a b,.

Es de hacerse notar que el desarrollo del triangulo armoénico se puede extender tanto como se
quiera, de tal manera que los términos de cualquier diagonal forman una sucesion infinita. La
presencia de una sucesion infinita conlleva a preguntarse sobre la convergencia o divergencia de la
misma. Por otra parte, si se observan cada uno de los renglones o de las diagonales, se puede ver que
para cada uno de ellos se cumple la condicion:

lim b, =0.

n—>0

Partiendo del resultado general que hemos obtenido con anterioridad, Zd,. =b,, pero

i=1
ubicandolo dentro del tridngulo armoénico, se cumple entonces que la suma infinita de los términos de
cada diagonal, es igual al primer elemento de la diagonal precedente. De donde se desprenden algunos

resultados como los siguientes:

T+ -+ o+ ot =1
6 12 20
12 30 60 2
1 1 1 1 1
—+ —+ —t+ =
20 60 140 3
Zw:ak zglzlc (bo _bn):bo _ilzﬁ b,,
k=0

donde los términos de la sucesion infinita b, corresponden a los de la diagonal anterior en el tridngulo
armonico, siendo by, el primer término y b, el n-ésimo término.
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Es posible identificar varias relaciones entre los tridngulos aritmético y armonico. Los
denominadores de cada elemento de la n-ésima diagonales del triangulo armonico se obtienen al
multiplicar por n, los respectivos elementos de la n+1-¢sima diagonal del triangulo aritmético.

Ambos triangulos tienen ambitos epistemologicos que son muy enriquecedores para la
didactica. El analisis de los patrones que aparecen en el triangulo armoénico, constituyen un
antecedente 1til previo al estudio formal de la convergencia o divergencia de las series infinitas. Una
vez mas es de resaltar que las propiedades de los numeros naturales y sus reciprocos son importantes
para entender algunas de ideas centrales del calculo. Es por ello que es importante rescatar el vinculo
entre lo aritmético y las ideas del calculo, lo que es sumamente enriquecedor para la didactica ya que
permite evitar las dificultades de entendimiento que se han reportado acerca de las ideas algebraicas
para del calculo.

Gran parte de lo aqui mencionado respecto a la RFCL, esta enmarcado dentro de lo discreto, sin
embargo vale aclarar que este referente epistemoldgico es el sustento que le permite a Leibniz hacer el

transito a lo continuo. Es decir, pasar de la RFCL, Z":dk =a, —aq, » a larelacion Idyz ¥y, que esta
k=0
expresada en el ambito de lo continuo.

4. Reflexiones finales

El analisis de una de las ideas centrales del Calculo de Leibniz han permitido identificar a la
RFCL como un referente epistemoldgico trascendente para el Calculo, ya que es un saber que propicia
la articulacién y la ampliacion de algunas propiedades de la suma de diferencias numéricas que
pueden extenderse al ambito de lo continuo como un medio para entender diversas ideas
fundamentales en esta area de las matematicas. Es un hecho que estas ideas estan plasmadas en los
desarrollos matematicos que aparecen en los libros de historia de las matematicas, sin embargo, la
riqueza conceptual del andlisis emerge cuando se lleva a cabo una reflexion didactica con el proposito
de identificar el valor pedagogico de tales ideas y su posible impacto en los procesos de aprendizaje.

En una sociedad de la informacion como la actual, el adquirir conocimiento factual, es decir la
memorizacion de hechos o resultados matematicos, asi como el desarrollo de habilidades algoritmicas
ya no son actividades tan relevante como en el pasado, dada la cantidad de informacién que se puede
obtener a través de medios como internet o el creciente desarrollo de herramientas (apps) que permiten
realizar operaciones aritméticas o resolver ecuaciones mediante un teléfono celular (La aplicacion
Photomath, 2014). En este contexto, algunas de las competencias que mas se valoran actualmente en el
mundo del trabajo son la creatividad y la capacidad de innovacion.

El curriculo mas que la memorizacion de hechos y la mecanizacion de procedimientos, deberia
ofrecer oportunidades a los estudiantes para desarrollar una actitud inquisitiva, es decir una
disposicion para formular preguntas sistematicamente y para resolverlas. En otros términos, el
curriculo de matematicas en una era de la informacion, debiera fomentar ambientes que permitan a los
estudiantes desarrollar capacidades para movilizar un pensamiento critico y analitico durante la
resolucion de problemas, en otras palabras promover la construccion de habilidades para innovar
(Berger, 2014).

El andlisis y estructuracion de las redes de ideas y conceptos alrededor de un referente
epistemolégico, puede permitir a los profesores el disefiar rutas potenciales de instruccion (Simon y
Tzur, 1994) y determinar diversos niveles o ciclos de entendimiento (Hiebert et al., 1997), que
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permitan a los estudiantes abordar los contenidos con diferentes niveles de profundidad. Ademas,
conocer la estructura que subyace alrededor de diversos referentes epistemologicos puede constituirse
en una herramienta clave para reestructurar el curriculo escolar, lo que propiciaria un cambio de
paradigma (Diaz-Barriga y Lugo, 2003) desde un curriculo en los que los contenidos se encuentran
agrupados de forma lineal a un curriculo con estructura de red, alrededor de uno o varios elementos
centrales, donde se identifiquen diversos ciclos de entendimiento o niveles de profundidad en cada uno
de los niveles escolares. Argumentamos que, en términos cognitivos, conocer estos esquemas de
articulacion, de esta segunda perspectiva, tiene una gran incidencia ya que permite construir formas
estructuradas de pensamiento, en lugar de promover la adquisicién de un conjunto de ideas sueltas, de
un conjunto de conocimientos factuales desarticulados.

Consideramos que un curriculum organizado con base en referentes epistemolédgicos puede
apoyar para que los estudiantes vean en las matematicas una disciplina en constante crecimiento y
cambio, producto del esfuerzo y perseverancia humanos, cuyos resultados emergen de un trabajo que
parte de la exploracion de relaciones, continia con la formulacion de conjeturas, asi como con la
justificacidon y comunicacion de resultados, para pasar a la generalizacion o planteamiento de nuevos
problemas, actividad que abre nuevas rutas de indagacion.

[ Teorema del binomio ] [ Numeros figurados

7

N Numeros Nimeros
WS triangulares tetraédricos
combinatorios
[ Tridngulo arménico N[

Triangulo aritmético .
series

ey

Series telescopicas

Convergencia de ]

Sumas de potencias

de nimeros
naturales

Variacion ]

[ Fracciones parciales ]

—/

[ Prediccion

Explorar

relaciones Generalizar

resultados

Calculo
Diferencial e
Integral

Identificar
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Actitud
inquisitiva

Figura 7. Red de conceptos en torno a la RFCL.

En referencia a la formacion de profesores, el acercamiento a una reflexion en torno a los
referentes epistemologicos puede promover en los profesores el desarrollo de una actitud inquisitiva,
es decir la habilidad para hacerse preguntas, tanto matematicas como didacticas, y buscar informacion
pertinente para resolverlas.
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En futuros estudios es importante indagar en qué medida cursos de matematicas o programas de
formacion para profesores organizados con base en alglin referente epistemologicos, inciden realmente
en las caracteristicas del conocimiento que estudiantes y profesores construyen. Es decir, si la
organizacion en torno a referentes epistemologicos puede apoyar la construccion de un aprendizaje
con entendimiento y al desarrollo de la creatividad matematica.
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