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Abstract

It’s sure that, nowadays, Statistics is one of the most applicable areas in Math-
ematics. Because of that, it’s so important to study new methods to allow as to
improve this important discipline. So this research work borns from the neccesity

of predicting future events, under the knowledge of past events.

First, it will be introduced some definitions and results about Bayesian Statistics
and Markov chains. This will be shown in a discrete way, althought we will use

them in continuous form.

Talking about the algorithm, it will be presented how it works, and what prop-
erties it follows, seeing that it generates a Markov chain, and some variants. We’ll
see that this algorithm is the one to be used to simulate samples from unknown
distributions.

Later, it’ll be introduced the Gibbs sampler, that will be used to simulate sample
from that functions that, ones you fixed their values, we’ll obtain easy simple

forms.

Then, we will learn something about other methods like slice sampling or

Hamiltonian dynamics.

At last, we’ll be into a real-life example. It’s about studying the number of
electric failure happened in a set of trains from 1992 to 1998, in order to calculate
predictions about what number of failures will take place in a future. It well be

seen, Bayesian Statistics will be used to estimate futures failures.
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Resumen

Sin lugar a dudas, hoy en dia la estadistica es una de las ramas de las matema-
ticas que mds aplicaciones tiene. De ahi, el porqué investigar en métodos y proce-
dimientos que permitan mejorar la disciplina es tan importante. Asi, este trabajo
comienza con la necesidad de predecir fendmenos futuros, bajo el conocimiento de

fendmenos pasados.

En primer lugar se desarrollardn algunas definiciones y resultados sobre esta-
distica bayesiana y cadenas de Markov. Se desarrollardn en su version discreta para

su mejor compresion, aunque serdn utilizados en su forma continua.

Sobre el algoritmo de Metropolis-Hasting, se conoceran tanto su funcionamien-
to como algunas propiedades, teniendo en cuenta que genera una cadena de Markov

y algunas de las variantes que presenta el algoritmo.

A continuacion, se tratard el muestreo de Gibbs, que se utilizard para simular
muestras para aquellas funciones que, una vez fijados los distintos pardmetros, se
obtienen funciones de distribucién condicionadas conocidas y con formas senci-

llas.

Casi en dltima instancia, se puntualizaran otros métodos como son el slice sam-

pling y la dindmica hamiltoniana.

Por ultimo, se abarcard un ejemplo de la vida real. Se trata de estudiar el ni-
mero de fallos de tipo eléctrico que se producen en una serie de trenes estudiados
de 1992 a 1998, con el fin de calcular predicciones sobre qué cantidad de fallos
podrian ocasionarse en un futuro cercano. Como se verd, se utilizard la inferencia
bayesiana, ya que, bajo el conocimiento de los fallos de afios anteriores, se estima-

rén los posibles fallos que se cometeran en los afios siguientes.
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Conceptos previos

1.1 Inferencia Bayesiana

Hasta ahora, los procedimientos utilizados en la estadistica (de aqui en adelante, denomi-
nada como clésica), llevan a conocer el comportamiento de alguna variable aleatoria, o bien
a trabajar datos muestrales en funcién de uno o varios parametros fijos. Ahora bien, si lo que
se quiere es determinar el pardmetro, no como valor fijo, sino como variable con distribucién
propia, se estd hablando de estadistica bayesiana.

De manera algo mas formal, en estadistica cldsica se tiene como objetivo aproximar un
parametro 6 fijo. Dada una poblacién descrita por una variable aleatoria X dependiente del
pardmetro 6, se extrae una muestra aleatoria X1, ..., X, y se hace inferencia del pardmetro
en funcién de la misma. En contrapartida, en el enfoque bayesiano 6 es una variable aleatoria
que puede ser modelada con su propia distribucién de probabilidad. Esta distribucion, que
se denomina distribucion a priori, se estima antes de observar la muestra. Después, una vez
observada, la distribucidn a priori se actualiza con esa nueva informacion y se obtiene, mediante
el Teorema de Bayes, la denominada distribucion a posteriori.

A continuacid, se indagara de forma mds detallada en los conceptos basicos de la estadistica
bayesiana, como pueden ser la distribucion a priori, la nocién de funcién de verosimilitud y la

distribuacién a posteriori.
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1.1.1 Distribucion a priori y funcion de verosimilitud

Sea X una variable aleatoria, con X ~ f(x|6), siendo f la funcién de densidad con 6 €
© CR™ m >1.Asi,0 = (0y,...,0,) es una variable aleatoria en si misma, sobre la cual se
propone la llamada distribucién a priori 7(6), con soporte ©. Esta contiene el conocimiento
previo a la observacién de los datos de la muestra.

Si X1,..., X, es una muestra tomada de X, se dice que la funcién de verosimilitud es
aquella funcién de densidad conjunta de esa muestra, denotada por f(z|0) = f(z1,...,x,|0).
Si la muestra es una muestra aleatoria simple, x1, /dots, =, son independientes e identicamente

distribuidas, por lo que

flay,. o xal0) = [ £(x:10)

=1

Como transicién entre la distribucién a priori junto con la funcién de verosimilitud y la

distribucién a posteriori, se aplica el Teorema de Bayes.

Teorema 1.1. Teorema de Bayes (Bayes, |1765)
Sea Ay, ..., A, un conjunto de sucesos exhaustivoy completo, es decir, que cumple lo siguien-

te:

y sea B un suceso tal que P(B) > 0, se cumple que

P(A;)P(B|A;)
> P(A;)P(B|A;j)

Jj=1

P(A|B) =
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1.1.2 Distribucion a posteriori

Abhora se procede a definir la distribucién a posteriori, que es una distribucion del pardmetro

6 dada la muestra, denotandose por
W(m&) = 7-"((9|xl7 s 7xn)'

Aplicando el Teorema de Bayes para el caso continuo, se tiene que

T (0lz) = fa:0) _ =(6)f(z]6)

m(z) m(z)

donde
e 7(0) es la distribucién a priori,
e f(z;0) es la funcién de densidad conjunta de (z, 6)

e y m(z) la densidad marginal de la muestra, que se define por
mi) = [ 1000 = [ 7(0)f(alo)as.
Al no depender m(z) del parametro 6, se puede concluir que
m(0]z) o< w(6) f (z]0).

Ademads, se podran hacer predicciones de futuro con lo que se define como densidad pre-
dictiva. A partir de p observaciones y = (y1,...,¥,) independientes de z = (z1,...,%,), se

calcula como

m(ylz) = /@ ©(0]z) f (y|0)do.
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Se clarifican a continuacidn las nociones de este capitulo con un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ Ber(p), con 0 < p < 1 siendo p la

proporcién de éxitos. Por tanto, la funcion de probabilidad correspondiente serd
f(zlp) =p*(1 —p)'™* paraz=0,1.

Se supone una muestra aleatoria simple X1, ..., X, de X. Asi, se denota Y como el nimero

de éxitos en n pruebas Bernouilli. Por tanto la funcién de verosimilitud sera
A\ k n—k
P[Y:k|p]:(k>p(1—p) , k=0,1,...,n,

donde k es el nimero de éxitos observadose Y = > X.
i=1
Ahora, el caso concreto serd siguiente conjunto que contiene los valores de éxito, es decir,
(0.01,0.02,0.03,0.05,0.08,0.10) > p.

Como distribucién a priori, se toman los valores (0.15,0.10,0.01,0.27,0.34,0.13).

o
| [ | I [
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

valores distribucion a priori
0.00 010 0.20 0.30

valores de p

Figura 1: Distribucién a priori

Se genera una muestra de cardinal 7 de X, teniéndose que Y ~ B(7,p), por lo que la
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funcidn de verosimilitud quedaria

7 .
PlY = klp| = (k>pk(1—p)7 fok=0,1,...,7.

Se calcula para cada uno de los valores de p su imagen mediante la funcion de verosimilitud.

Con eso, se calcula la distribucidn a posteriori de cada uno de los valores.

S
5 o o
0 N
g o
© o
cC
© v
o
a2 ° °
s — o
T
n 9
0 o
o o)
© I I I I I
>
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
valores de p

Figura 2: Distribucién a posteriori

Se pueden ver todos los valores recogidos en la siguiente tabla:

p  priori verosimilitud  posteriori
0.01 0.15  0.9320653  0.20709505
0.02 0.10 0.8681255  0.12859220
0.03 0.01 0.8079828  0.01196835
0.05 0.27  0.6983373  0.27929367
0.08 034 05578466  0.28094790
0.10 0.13  0.4782969  0.09210284

Con esto, si se quisiera calcular la densidad predictiva, se procederia de la siguiente manera:
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Sea Z una observacién de la muestra a calcular. Al ser una observacién Z ~ Ber(p), esto

es Z € {0,1},luego P[Z = 0|p] =1 —py P[Z = 1|p] = p. Por tanto
P[Z =0lz] =Y 7(pilz)P[Z = 0|pi] = > _ w(pilz)(1—p;) = 0.20709505-(1—0.01)+- - - = 0.9493474

P(Z =1|z] = w(pl|z)P[Z = 1p)] =Y w(pilz)(p:) = 0.20709505-01+- - - = 0.05065264

Se puede ver la codificacion de este ejemplo en el Apéndice

1.2 Resultados basicos de cadenas de Markov

A la hora de implementar inferencia bayesiana, a menudo se necesita el uso de métodos
computacionales de simulacién. En concreto, son de especial interés aquellos basados en el
muestreo de valores de Monte Carlo, que se generan de una distribucién a posteriori normal
multivariante h(0|z), § € © C R*. El uso de los métodos basados en simulaciones es una
de las maneras de tratar las formas analiticas, a veces complejas, de la inferencia bayesia-
na. Dependiendo de la complejidad de la distribucion a posteriori A(-), la evaluacién de los
sumatorios a posteriori como F[g(f)|z] puede realizarse por métodos de Monte Carlo (MC)
clasicos, generando muestras independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) de la propia
distribucién objetivo, o de alguna distribucion apropiada utilizando muestreo de importancia,
cuya construccion involucre a la distribucidn objetivo.

Para problemas complejos se ha vuelto comin, especialmente desde el afio 1990, usar
los métodos MC generales basados en la simulacién de una cadena de Markov (homogé-
nea) construida para tener una distribucién 7(6) ergddica similar a la distribucién objetivo,
7(0) = h(6|z). Estos métodos, conocidos como Métodos de Monte Carlo basados en Cade-
nas de Markov (MCMC), utilizan muestras dependientes de e implican también resultados
asintdticos complejos y la necesidad de una simulacion de muestras de tamafios mas grandes
en comparacién a los métodos MC clasicos.

El redescubrimiento de los métodos de MCMC por los estadisticos durante la década de

1990 llevé a progresos considerables en la simulaciéon basada en los métodos inferenciales vy,
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en particular, andlisis bayesianos para modelos que eran demasiado complejos para los métodos
anteriores.

Dada la naturaleza de los métodos MCMC, es esencial entender el conocimiento de resulta-
dos basicos para cadenas de Markov, que se resumen en el siguiente apartado. Por simplicidad,
se utilizard notacién genérica para los estados de una cadena. Se describirdn algunos métodos
a lo largo del escrito, incluyendo las cadenas junto a Metropolis-Hasting, muestreo de Gibbs,
slice sampling, y el método hamiltoniano de Monte Carlo.

En primer lugar, antes de desarrollar los diferentes algoritmos, se exponen diferentes defini-
ciones y resultados indispensables para la construccion de las sucesivas secciones. Este capitulo
se centrard en el estudio de los procesos estocasticos, cadenas de Markov y propiedades de es-

tas.

1.2.1 Definiciones y resultados

Para comenzar, se define la nocién més bdsica necesaria para el desarrollo del tema: el

concepto de proceso estocastico.

Definicion 1.1. Un proceso estocastico es un conjunto de variables aleatorias que estan defi-
nidas sobre un mismo espacio de probabilidad {U(t),¢ € T'}, donde T" es un subconjunto de R
que, sin pérdida de generalidad, puede ser considerado como un conjunto de indices tempora-

les.

Cuando este conjunto 7" es de la forma 7" = {0,1,2,...}, el proceso estocdstico suele
escribirse como {U,,,n > 0}. El conjunto U de valores de las variables U,, es conocido como
el espacio de estados.

Tener conocimiento sobre los estados pasados y presentes de un proceso normalmente in-
forma sobre el comportamiento de los estados futuros. Cuando se condiciona sobre un estado
presente dado y el comportamiento de los estados futuros no depende del pasado, se dice que
ese proceso posee una dependencia de Markov. Un proceso {U;,t > 0} con la propiedad de
condicionalidad independiente es conocida como cadena de Markov, y puede definirse de la

siguiente forma:
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Definicion 1.2. Una cadena de Markov es un proceso {U;,t > 0} con la propiedad de con-
dicionalidad independiente, cumpliéndose que la probabilidad de paso del estado anterior al

estado actual, s6lo depende de este ultimo y no de los anteriores. Esto es,

P(Ut—i-l = Uy & A|U0 = Up, - - .,Ut = UZ) = P(Ut+1 = Uy < A|Ut == U,Z) = Pt(ui,uj),

para todos los sucesos Ay n > 0.

La probabilidad P;(u;, u;) es conocida como probabilidad de transicién o funcién de
transicion del estado u; al estado u; en el tiempo ¢, y una cadena particular puede ser definida
enteramente por ella. Esta serd la probabilidad de que el proceso pase de un estado a otro en un

unico paso.

Cuando la funcién de transicién es invariante con respecto a t, se escribe P(u;, u;) y la
cadena de Markov es llamada homogénea. En lo siguiente, unicamente se tratardn cadenas de

Markov homogéneas, por lo que se supondrin de esta manera.

Para un espacio de estados discreto, la cadena de Markov estd enteramente definida por las

probabilidades condicionales P(u;|u;), i.e.

P(Un—i-l = Uj|U0 = UQy ..., Un = UZ> = P(Un+1 = U3|Un = UZ> = p(UZ‘,Uj),

para todo n > 0, u;, u; € U.

Ademas, se denotard la probabilidad de que una cadena esté en la posicién ¢ en el momento
t + 1 como

7Tz(t + 1) = P(Ut+1 = UZ>

Esta probabilidad viene dada por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, la cual suma la pro-
bailidad de estar en una posicidn concreta en el momento actual y la probabilidad de paso desde

dicha posicion hasta la posicion u;. Como consecuencia directa del teorema de la probabilidad
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total se tiene la siguiente expresion:

7Tz(t + 1) = P(Ut+1 = Uz)
= ZP(Ut—H = 5i|Ut = Sk)
k

= Z};P(ui,uk)ﬂk(t).

Compactificando la ecuacion de Chapman-Kolmogorov se puede expresar la misma en for-

ma matricial.

Definicion 1.3. Se define la matriz de probabilidad de transiciéon o de paso como la matriz

cuyo elemento ij-ésimo viene dado por P(u;, u;).

Por tanto, la ecuacién de Chapman Kolmogorov se escribe como
w(t+1)=n(t)P,

siendo P la ya nombrada matriz de probabilidad de paso, la cual existe siempre y cuando el
espacio de estados sea finito.

Y gracias a la iteratividad de la misma, es inmediato que
7(t) =n(t —1)P = (n(t —2)P)P = n(t — 2)P*.

De esta forma, finalmente

n(t) = n(0)P".

Concretamente, denotando pg‘)

como la probabilidad de pasar del estado u; al estdo u; en n
pasos, es decir,

PZ(;L) = P(Uppn = u;|U; = w;),

se tiene que es el elemento ¢7-ésimo de la matriz P".

Por otro lado, cuando U es infinito no numerable y F'(u,v) es absolutamente continua, la
OF (u,v)

funcién de transicion puede definirse por la densidad p(u, v) = 5
v
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De momento, se supone una cadena de Markov discreta. Se tiene que
P(Ups1 =v) =Y P(Up = u)p(u,v) = Y P(Up = u)p"(u,0),

donde p"(u,v) = P(U, = v|Uy = u) = >, p" '(u,2)p(z,v),n > 1 define la funcién
de transicion de n pasos (en forma matricial del producto P™). La construccién de una cadena
de Markov estd por tanto completamente determinada por la funcién de transicion, siempre y

cuando se dé una distribucion inicial.

Definicion 1.4. Se dice que una distribucién de probabilidad 7 (u), u € U es una distribucién
estacionaria si 7(v) = ) 7(u)p(u,v). En particular, una distribucién inicial P(Uy = u) =
7(u) es estacionaria si y solo si la distribucion marginal de U,, es invariante sobre n, i.e. P(U,, =

u) = 7(u),¥n > 0.

La existencia y unicidad de las distribuciones estacionarias dependen de ciertas caracteris-

ticas de la cadena, conocidas como irreducibilidad y recurrencia.

Definicion 1.5. Una cadena es irreducible si puede alcanzar cualquier estado dentro de un

ndmero finito de transiciones, comenzando en el estado inicial.

Definicion 1.6. Una cadena se dice recurrente si vuelve infinitas veces a cualquier estado
inicial. Se dice que es recurrente positiva si el tiempo esperado del primer regreso a cualquier

estado u es finito para todos los estados u.
Proposicion 1.1. La irreducibilidad implica recurrencia positiva si U es finito.
Se ilustra a continuacion, estas ultimas nociones con un ejemplo.

Ejemplo 1.2. Se supone el siguiente espacio de estados (Lluvioso, Soleado, Nublado) y que
el tiempo sigue un proceso de Markov. Asi, la probabilidad del tiempo que va a hacer mafiana
unicamente depende del tiempo de hoy, y no del tiempo de dias anteriores. En este caso, la
observacion de que llueva durante tres dias seguidos no altera la probabilidad del tiempo de

mafiana en comparacion con la situacion de que llueva hoy, pero estuviera soleado la semana

10
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pasada. Se supone que la probabilidad de transicién de que hoy llueva a los siguientes estados

viene dada por:

P(Llueva mafiana | Llueva hoy)=0.5,
P(Soleado manana | Llueva hoy)=0.25,

P(Nublado mafiana | Llueva hoy)=0.25.

Este primer vector de la matriz de probabilidad de transicién sera (0.5, 0.25,0.25). Supo-
niendo que el resto de la matriz de transicion es la dada a continuacién, donde el elemento

17-€simo denota la probabilidad de que mafiana haga el correspondiente tiempo

0.5 0.25 0.25
P = 05 0 05
0.25 0.25 0.5

Notesé€ que esta cadena de Markov es irreducible, ya que todas las posiciones se comunican
entre ellas.
Suponiendo que hoy esta soleado, ;como se espera el tiempo dentro de dos dias? ;Y siete

dias? Al ser en este caso w(0) = (0 1 0) se tiene que
7(2) = 7(0)P? = (0.375 0.25 0.375) y (7) = 7(0)PT = (0.4 0.2 0.4).
Por el contrario si hoy llueve, es decir 7(0) = (1 0 0), el tiempo esperado serd
7(2) = (0.4375 0.1875 0.375) y (7) = (0.4 0.2 0.4).

Se observa asi en este ejemplo que después de una cantidad de tiempo suficiente, el tiempo
esperado (7 dias en este caso) es independiente del valor inicial. En otras palabras, la cadena
ha alcanzado una distribucion estacionaria, donde el valor de la probabilidad es independiente

del valor inicial actual.
O

Proposicion 1.2. Una cadena irreducible y recurrente (con U finito) tiene una vinica distribu-
cion estacionaria. Por otro lado, si hay una distribucion estacionaria (v) tal que lim,, ., p" (u,v) =

7(v), entonces la distribucion estacionaria es unica y lim,,_,o, P(U,, = v) = m(v).

11
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Por tanto, la convergencia a la distribucidn estacionaria m no estd garantizada para una
cadena irreducible y recurrente positiva. Sin embargo, existe una condicién adicional que si

que lo garantiza:

Definicion 1.7. Se dird que un estado de una cadena de Markov es aperiédico si min{n > 1 :
p™(u,u) > 0} = 1. Si todos los estados de dicha cadena cumplen esta propiedad, la cadena se

dird aperiddica.

Definicion 1.8. Se dird que un estado de una cadena de Markov es un estado ergddico si es
recurrente, no nulo y aperiddico. Una cadena cuyos estados cumplan la citada condicion, se

denominard cadena ergodica.

Las cadenas ergddicas tienen un comportamiento limite tal que
p"(u,v) — w(v), Yu,vel,

lo cual asegura la convergencia de P(U,, = u) a w(u), Vu.

Ademis, si g(U) es una funcion definida en el espacio de estados de una cadena de Markov

ergddica con una esperanza finita menor que 7(u) Yu entonces se tiene que
1 n
— Zg(Ut) — E[g(U)] casi seguro.
n —1 n—oo

Esto es comtinmente conocido como teorema ergodico, que generaliza la ley fuerte de los
grandes nimeros para las cadenas de Markov con las caracteristicas indicadas.

Cuando los estados de una cadena son variables aleatorias absolutamente continuas, la de-
finicion de las propiedades descritas necesitan modificarse para referirnos a los sucesos A C U
en lugar de estados individuales, similares a la definicién de funcion de transicidn, y estidn
sujetos a algunos detalles técnicos de la teoria de la medida. Se exponen algunos de ellos a

continuacion.

Definicion 1.9. Una medida probabilistica II se dice que es estacionaria si para cualquier
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1.2 Resultados basicos de cadenas de Markov

suceso A,

TT(A) /u Plu, AYTI(du),

que en términos de densidad corresponde a

Los resultados de convergencia para cadenas con espacio de estados infinito no numerable
son andlogos a los enunciados anteriores, con la diferencia de que estos necesitan condiciones
mads fuertes, como se puede ver en (Paulino, Amaral Turkman, Murteira y Silva, 2018)).

Otra propiedad de las cadenas de Markov que es de gran importancia en el andlisis de los

comportamientos limite es la reversibilidad de las dindmicas probabilisticas.

Definicion 1.10. Una cadena se dice reversible si para algin suceso A y estado u en el espacio

de estados U (discreto o no),

P(Un+1 =0V Ec A‘Un = U) = P(Un+1 =0V E A’Un+2 = U)

En concreto, la reversibilidad de una cadena con funcién de transicién p(-, -) y distribucién

estacionaria 7(+) es equivalente a
r(w)p(u, v) = w()p(o,u), Yu,v €L

Esta dltima condicién es conocida como ecuaciéon de balance. Puede interpretarse como
un equilibrio implicito en la cadena en el sentido de que estar en u y pasar por v es igualmente
plausible que estando en v se haya pasado por u, para cualquier par (u,v) de estados. En
particular, una cadena que satisface esta condicién para una densidad de probabilidad 7 no es

solo reversible, sino también tiene la misma distribucidn estacionaria 7.
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1.3 Procesos de Poisson

Como ejemplo de proceso estocdstico concreto, se va a introducir la definicion del proceso
de Poisson, asi como un caso particular del mismo, que serd de gran utilidad para algunos de

los ejemplos posteriores.

Definicion 1.11. Un proceso de Poisson es un proceso estocastico de tiempo que consiste en
el conteo de “sucesos raros” que ocurren a lo largo del tiempo. Se denotara por /N, al nimero

de eventos que tienen lugar en el intervalo [0, ¢].

Concretamente, los ejemplos venideros, utilizardn el conocido como Proceso de Poisson no

homogéneo.

Definicion 1.12. Un proceso de Poisson serd no homogéneo para N, con ¢ > 0 e intensidad

A(t) siy sélo si
1. Ny =0.

2. Es un proceso con incrementos independientes, es decir, para cualquier £ > 2y 0 <
to < t1... < t; las variables aleatorias Ny, — N, Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, son

independientes.

3. P(ntdmero de sucesos en (t,t + h) < 2) = o(h), donde o(h) representa un infitésimo en

h.
4. P(ntmero de sucesos en (¢,t + h) = 1) = A(t)h + o(h).

Se dird entonces, que un proceso de Poisson es homogéneo si \(¢) = t para todo t € T.
Ademds, se denominard power law process a aquel proceso de Poisson no homogéneo que

cumpla que ) es de la forma

At|0) = MBt°~',  parad = (M,B) € R" x RT.

14



Métodos de Monte Carlo: Algoritmo de
Metropolis-Hasting

2.1 Motivacion historica

Los métodos de Monte Carlo se basan en el uso del método mediante las cadenas de Markov
(MCMCO). Estos métodos estadisticos son no deterministas, es decir, no llevan a una Unica
solucidn, sino que un mismo valor inicial finaliza con varios resultados posibles. Se utilizan
para aproximar expresiones complejas y dificilmente evaluables de forma exacta.

Este método se desarrollé formalmente en la década de 1940 y debe su nombre al Casino
de Montecarlo situado en Moénaco. Fue Stanislaw Marcin Ulam el que comenz6 su desarrollo.
Tal y como Ulam (Ulam, 1991) puntualiza en su libro autobiogréfico: “La idea de lo que lla-
maria luego el Método de Monte Carlo se me ocurrio mientras estaba haciendo un solitario
durante mi enfermedad. Me di cuenta de que, para tener una idea de la probabilidad de que
salga un solitario (... ), era mucho mds prdctico echar las cartas, o experimentando con el pro-
ceso y observar cuantas veces sale, que trata de calcular todas las combinaciones, que crecen
exponencialmente de tal manera, que, salvo casos muy elementales, no pueden estimarse”.

Como menciona (Higuera de Frutos,|2017), Ulam trabajé durante Segunda Guerra Mundial

en el Proyecto Manhattan en Los Alamos, Nuevo Mexico. Este proyecto, desarrollado por el
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2. METODOS DE MONTE CARLO: ALGORITMO DE
METROPOLIS-HASTING

Gobierno de Estados Unidos en colaboracion con Reino Unido y Canadd, tenia como objetivo
la creacion de la primera bomba atémica, con intencién de que saliera a la luz antes que Rusia
y Alemania. Aunque Ulam consigui6 aplicar su teoria a las ecuaciones diferenciales que mo-
delaban la difusion de neutrones, no se tuvo en cuenta su idea. Fue afios méas tarde cuando se
aplic6 el método para investigaciones en el campo de la fisica.

Ulam trabajé en su método junto al matematico John Von Neumann, sin embargo, fue pos-
teriormente con Nicholas Constantine Metropolis con quien alcanz6 mejores estimaciones, co-
mo se puede ver en (Mackayl, |1986). La primera publicacién que se realiza sobre el método se

publica en 1949 junto a Metropolis, que es visible en (Ulam y Metropolis, [1949).

2.1.1 Integracion de Monte Carlo

Como se ha nombrado, el método de Monte Carlo encontr6 su aplicacion en la resolucion de

ecuaciones diferenciales dificilmente resolubles, es decir, en cdlculo de integrales complejas.

Supdngase que se quiere calcular la siguiente integral:

/:n q(z)dz.

Si se descompone en el producto de una funcién f y una funcion de densidad p en el

intervalo (1, x,) en cuestion, se tiene que

‘fhwwthmwwm:@@wmx

asi se expresa la integral como la esperanza de f(x). Tomando una muestra independiente
e idénticamente distribuida z; < 2z < ... < x,, se puede expresar lo que se denomina

integracion de Monte Carlo:

Tn 1 n
quﬁﬁggﬂm-

Se expone un ejemplo a continuacion que ilustra el concepto.
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2.1 Motivacion historica

Ejemplo 2.1. Se quiere calcular el valor de la siguiente integral:

/°° r+3 d
r—————r 4
oo Bt 2?41

Es decir, el area bajo la curva que aparece en la siguiente figura:

o_
o
= _]
ﬂ'-\N
x |
=
o
S =
=
o_
S

T 1 T T 1
-10 -5 0

w
—
=

X

Figura 3: Area a calcular.

Mediante la integracion de Monte Carlo, cuya codificacién se puede observar en el Apén-
dice [A.2] se generan 1000 y 10000 simulaciones que aproximan el valor de la integral. Estos
valores se muestran en la siguiente figura en rojo y morado respectivamente, donde la linea

horizontal negra representa el valor real de la integral.

43 44 45 46 47 48 49

Figura 4: Rrepresentacion de las simulaciones para 1000 y 10000 elementos.

Asi, se puede observar que para un nimero suficientemente grande de simulaciones, la

muestra se acerca en mayor medida al valor real de la integral.
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Se pueden encontrar mas ejemplos en (Main Yaque, Navarro Veguillas y Morales Fernan-

dez,[2019), y el cédigo que genera el ejemplo en el Apéndice

2.2 Algoritmo de Metropolis-Hasting

El algoritmo de Metropolis-Hasting nace de la necesidad de los fisicos-matemadticos de

integrar funciones muy complejas mediante un muestreo aleatorio.

En esta ocasion, se tratardn cadenas de estados multivariantes, por lo que se cambiard el
indice temporal por un superindice para los vectores aleatorios, esto es U("). Se reserva entonces

el subindice para los elementos del vector, es decir, U J@ .

Supdngase que el objetivo es obtener muestras de alguna distribucién p(#) donde p() =
m(0)/K, siendo K una constante que puede no ser conocida, y a menudo muy dificil de
calcular. El elemento fundamental del algoritmo es trabajar con una distribucién condicio-
nal q(a|u) = q(u|t) que juega el papel de generador de valores simulados. El requerimiento
basico necesario para ¢(-|-), referida como la distribucion propuesta, de salto o candidato-
generadora, es una generacion de variables aleatorias manejables. Los valores u que son ge-
nerados de la distribucidn estdn sujetos a inspeccion estocastica, basada en ¢(-|-) y otra funcién
7(+), que determina si & es aceptado o rechazado, refiriéndose el rechazo como el reemplazo

del valor por el aceptado mads reciente.

El algoritmo de Metropolis genera una secuencia de muestras de la distribucién objetivo

siguiendo el siguiente esquema.

Seau®, cont =0,1,2,... los estados de la cadena que genera el algoritmo.
1. Se toma u® tal que 7(u(®) > 0.

2. Se escoge como candidato @ de la llamada distribucion de salto ¢(u|a), la cual es

la probabilidad de obtener @ dado u previamente.
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2.2 Algoritmo de Metropolis-Hasting

3. Dado el candidato u, se calcula el siguiente cociente:

siendo evidente que la constante de normalizacién puede obviarse.

4. Siel cociente es mayor que 1, se acepta el candidato en cuestién por lo que u(*1) =
u 'y se retorna al paso 2. En el caso de que el salto disminuya la densidad, es decir,
que el ratio sea menor que 1, se rechazaria el candidato con probabilidad « y se

vuelve al paso 2.

Este algoritmo se puede resumir en el cdlculo de

[ m(a)
o = IMin {m, 1} s
aceptando al candidato @ con probabilidad «. Este proceso genera una cadena de Markov donde
las probabilidades de transicién de u® a u(*+1) tan sélo dependeran de «(*), y no del resto de
estados anteriores.
Hastings (Hastings, |1970) generaliz6 este algoritmo utilizando la siguiente probabilidad de

aceptacion, o lo que se denominard a partir de ahora como Cociente de Metropolis-Hasting

Por tanto, este serd llamado el algoritmo de Metropolis-Hasting. Cabe destacar que si la

distribucidn propuesta ¢(+|-) fuera simétrica, se volveria al algoritmo de Metropolis.

Algunas notas sobre el algoritmo:

1. Soporte de 7. La probabilidad de aceptacién de w en la iteracién ¢ + 1 requiere que
7(u®) > 0. Esto estd garantizado V¢ € N si el valor inicial u(®) de la cadena lo satisface,
ya que todos los valores simulados con 7 (@) = 0 serdn rechazados por ser o (u*), @) = 0.

Se establece R(u,u) = 0 cuando (@) = 0 = 7(u). Luego, una vez dentro del soporte
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de 7, la cadena no sale del mismo casi con total seguridad.

. Constantes de normalizacién. La naturaleza del ratio M-H muestra que el algoritmo
puede implementarse cuando 7(-) y ¢(-|u) son conocidas salvo las constantes de norma-
lizacién, esto es, los factores que no involucran u en el caso de ¢(-|u). Por otro lado,
los valores de % con 7(@)/q(@|u'?) mayores que el mismo cociente que para el valor

anterior, 7(u®)/q(u'?|), son siempre aceptados, ya que al(u®, @) = 1.

. Repeticiones. Una cadena {u")} generada por este algoritmo puede incluir repeticiones,
y es un caso especial de una cadena de Markov, ya que la distribucién de U**) con-
dicionada a todos los valores anteriores depende solo de U"). La convergencia de esta
cadena a la distribucién objetivo 7(u) depende, como se puede esperar, de la distribucién

propuesta.

. Funcion de transicion. Como este es el caso mas comun en las aplicaciones, se considera
Unicamente el caso absolutamente continuo (con respecto a la medida Lebesgue) con
un nimero infinito no numerable de estados, en cuyo caso 7(u) es la densidad de la
distribucion estacionaria. Se denota (-, -) a la funcién de transicién de una cadena de
Markov, con densidad ¢(-, -), esto es, Q(u, du) = q(u|u)du. En este caso, el paso 3 del

algoritmo M-H define una funcién de transicién
P(u,di) = P [UY € da|U" = u] = a(u, @)q(ilu)di + r(u)d,(di),

donde 6, (du) denota la medida de Dirac en da y r(u) = 1 — [ a(u,a)q(u|u)da es la
probabilidad de que la cadena permanezca en u. La funcién de transicién anterior estd

caracterizada por la densidad de transicion
p(u,u) = a(u, u)q(afu) + r(w)d.(a),
donde, por la definicién de « y d,,, se satisface la condicién de balance detallada con T,

7(u)p(u,w) = m(u,u). En consecuencia, una cadena M-H es reversible con una distri-
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2.2 Algoritmo de Metropolis-Hasting

bucidn estacionaria precisamente igual a la distribucion objetivo deseada 7.

5. Convergencia. La convergencia en una cadena de Markov aplicando el algoritmo de
M-H a la distribucion estacionaria m depende de las condiciones de regularidad que se
han expuesto en el apartado anterior. Sea § = {u : m(u) > 0} la notacién que se va
a utilizar para el soporte de 7. El uso de la distribucién propuesta ¢(-, -) con (@, u) >
0,V(u, ) € 8 x 8§ garantiza que la cadena {U®} es irreducible con respecto a . Al ser 7
una distribucién estacionaria para la cadena M-H, esta es recurrente positiva, y se aplica

el teorema ergddico, como se puede ver en (Robert y Casella, 2004).

En resumen, para una cadena M-H que converge a la distribucion objetivo 7, los esta-
dos de la cadena hasta un tiempo concreto pueden considerarse como simulaciones apro-
ximadas de 7, incluso si en la implementacion estuvieran generados de la distribucion
propuesta. Esto implica que los balances de 7 pueden ser determinados empiricamente

desde una muestra (generada computacionalmente) por dicha cadena.
A continuacién, se muestra un ejemplo que ilustra el funcionamiento del algoritmo de M-H.

Ejemplo 2.2. Sea 6 > 0. Se considera

p(0) = C-07% - cap (7).

que se distribuye segiin una distribucién x? invertida con pardmetros a > 0y n > 2 grados
de libertad paran € Z*.

Se quieren simular muestras de la distribucién con n = 5y a = 4 utilizando el algoritmo
de M-H.

Tomando como distribucién propuesta una distribucién uniforme (0, 100), se inicia el algo-

ritmo.

1. Se toma 6y = 50 como valor inicial, que verifica p(1) = 0.1353353 > 0.

2. Se genera un candidato de forma aleatoria de la distribucion propuesta, en este caso,

supéngase que devuelve 6* = 55.5852.
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3. Se calcula el ratio como sigue

* . 2 -2.5 -2 . 2
p(0") _ (55.5852)"" - exp(~2/55.5852) _ ) 103004

p(6o) (1)72% - exp(—2/2)

4. Se calcula

o = min (w, 1) = 0.0003094
P(90>

5. Se genera un valor aleatorio v de una distribucion uniforme (0, 1), en este caso se obtiene

u = 0.7253844, y se compara con «. Al ser
U = 0.7253844 > o = 0.0003094,

el candidato no se acepta y se vuelve al punto 2.

Siguiendo el algoritmo con una segunda iteracion, se obtiene que 6* = 18.6883394 y

, (p(18.6883394)
ag=mm\ ————

= min (0.75292, 1) = 0.004397285.
p(1) ) ( )

Como u aleatorio se obtiene 0.003093487, porque u < « 'y el candidato 6* se aceptaria.
Se puede ver en el Apéndice[A.3|una generacién del algoritmo con 5000 iteraciones en la

que se aceptan 372 valores.

g

La caracteristica quizds més atractiva del algoritmo de M-H es su versatilidad, consideran-

do los pocos y débiles requerimientos que se necesitan imponer sobre 7 y ¢ para garantizar
la convergencia de la cadena a 7. Noétese, sin embargo, que la convergencia no implica que el
algoritmo sea eficiente logrando una convergencia practica en un nimero relativamente peque-
fo de iteraciones. Es decir, no necesariamente describe una rdpida convergencia de la cadena
de Markov. Una distribucion propuesta bien elegida deberia generar valores que cubran el so-
porte de la distribucién objetivo en un nimero razonable de iteraciones. Estas caracteristicas
estdn relacionadas con la dispersion de la distribucion propuesta que genera los valores simula-

dos. Especificamente, si ¢ estd demasiado dispersa en relacion con 7, los valores propuestos se
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2.2 Algoritmo de Metropolis-Hasting

rechazardn frecuentemente, y el soporte de 7 solo puede ser representativamente muestreado
después de muchas iteraciones, implicando una convergencia mas lenta. En el caso opuesto de
la dispersion reducida, solo un pequefio subconjunto § es visitado a través de muchas iteracio-
nes, con un ratio alto de aceptacion que puede ser falsamente interpretado como convergencia
rdpida, cuando de hecho es necesario un gran niimero de iteraciones adicionales para explorar
otras partes de 8. Por esto, es conveniente comenzar con un andlisis preliminar de 7, tal que ¢

se elija para aproximar la distribucién objetivo de la mejor manera posible.

Ejemplo 2.3. Supéngase que se quiere utilizar una distribucién y* como densidad candida-
ta mediante una muestra simple de una distribucién y? independiente de la posicién actual.

Renombrando = ~ 2, se tiene

n2=le=w/2 45 ().

g(x) x x
mirar Asi, ¢(z,y) = g(y) = C - y*/* e ¥/2. Nétese que g(x,y) no es simétrica, ya que
q(y,z) = g(x) # g(y) = q(z,y). Por tanto, se debe utilizar el muestreo de Metropolis-Hasting,

con la probabilidad de aceptacion

p(y)aly, z) 1} , [p<y)$n/2_16_”/2 ]

ozx,y:ml'n{ ) = min —, 1
() =m0 (o) Py e

Recurriendo al Ejemplo donde se simula p(z) = C - 72572/ 1a probabilidad de

rechazo sera

[
OZ(SL’, y) = min [($—2.56—2/a:)(yn/Q—le—y/Q)7 1

Si se genera una muestra con dos distribuciones propuestas, en este ejemplo X2 y x3,. Se
puede ver en las representaciones como la generada por X3 tiene una varianza menor y asi
una probabilidad de aceptacién mayor, es decir, habrd més valores aceptados con respecto a la

generada por . En el Apéndice se puede ver el codigo que genera estas gréficas.
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Figura 5: Muestra generada con distribucién propuesta x3 con 1000 iteraciones. Elaboracién pro-

pia.
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Figura 6: Muestra generada con distribucién propuesta X3, con 1000 iteraciones. Elaboracién
propia.

2.3 Técnica de burn-in en el muestreo

El problema principal en una buena implementacién del método de Metropolis-Hasting o
cualquier otro muestreo de MCMC, es el nimero de iteraciones necesarias hasta que la cadena
alcance estacionariedad. Normalmente, los primeros 1000 a 5000 elementos son eliminados, y
después se utiliza algun test de convergencia para evaluar si se ha alcanzado.

Una mala eleccion de los valores inicializadores y/o de la distribucién propuesta pueden

incrementar gravemente el tiempo requerido de burn-in, 1o que provoca que actualmente se
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estudie si es posible encontrar un valor inicial y una distribucién propuesta 6ptimos. Por ahora,
s6lo se pueden dar algunas reglas basicas. Una sugerencia para el valor inicial es empezar la
cadena con un valor lo mas cercano posible al centro de la distribucién, por ejemplo, tomando
un valor cercano a la moda.

Una cadena se dird que es poorly mixing si estd en pequeiias regiones del pardmetro du-
rante largos periodos de tiempo, en oposicion a estar well mixing, la cudl parece explorar el
espacio. Una cadena poorly mixed puede originarse ya que la distribucién objetivo es multimo-
dal y nuestra eleccién de valores iniciales estard cerca de una de esas modas. Lo més sencillo
es usar valores iniciales muy dispersos para empezar diferentes cadenas, como se observa en

Geman(Geman y Geman, |1984)).

2.4 Muestreo de Metropolis-Hasting como cadena de Markov

Para demostrar que el muestreo de Metropolis-Hasting genera una cadena de Markov
cuya densidad de equilibrio es la candidata p(x), es suficiente con probar que el kernel de
transicién de Metropolis-Hasting satisface la ecuacién de balance con p(z).

Bajo el algoritmo de Metropolis-Hasting, se muetrea desde ¢(z,y) = P(z — ylq) y se
acepta el movimiento con probabilidad a(z, y), asi que el kernel de la probabilidad de transi-

cion estd dado por

P(x = y) = q(z,y)alz,y) = q(x, y) - min |2 @.1)

Asi, si el kernel de Metropolis-Hasting satisface P(z — y)p(z) = P(y — x)p(y), o bien

q(z,y)a(z, y)p(z) = q(y, )y, z)p(y), paratodo ,y,

entonces la distribucion estacionaria de dicho kernel corresponde a muestras de la distribucion
objetivo. Se puede observar que, en efecto, la ecuacion de balance se satisface con este kernel

considerando tres posibles casos para cualquier par z, y.

L. q(z,y)p(x) = q(y, z)p(y). Asi, a(z,y) = a(y, x) = 1, lo cual implica que
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P(z,y)p(r) = q(z,y)p(x) 'y Py, 2)ply) = q(y, 2)p(y),

y por tanto, P(x,y)p(x) = P(y,z)p(y), demostrando que, para este caso, se cumple la

ecuacion de equilibrio.

2. q(x,y)p(x) > q(y,x)p(y), en cuyo caso se tendria que

Por tanto,

P(z,y)p(r) = q(z,y)a(z,y)p(z),

3. q(z,y)p(z) < q(y,z)p(y). Asi,

y a(z,y) =1

Luego,

P(y,z)p(y) = q(y,x)a(y, z)p(y),

Dada la naturaleza general del algoritmo M-H, se describen a continuacion dos de los casos

mads usados. Para otros casos, se puede consultar (Givens y Hoetingl 2005)).
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2.5 Algoritmo Metropolis-Hasting independiente

2.5 Algoritmo Metropolis-Hasting independiente

Como indica el nombre del algoritmo, la distribucidn propuesta es independiente del estado

actual, esto es, ¢(u|u) = g(@). Esto implica que la probabilidad de aceptacién es

a(u @) = min M }
(™, @) {W(u(t))q(ﬂ)’l , t>0.

De forma similar a lo que se especificé sobre el algoritmo M-H general, la ergodicidad de
la cadena {U®} requiere que el soporte de la distribucién propuesta g, ahora sin condicionar,

contenga al soporte de 7.

Por ejemplo, considerando la simulacién de una distribucién a posteriori, esto es,
7(0) = h(0|x) o< L(O|x)h(0),

donde h(0) es la distribucién a priori, L(0|z)la funcién de verosimilitud y los estados
{U® = 9®}. Una particularizacién de una cadena M-H independiente en este contexto es
el caso especial en el que se tome ¢(#) = h(6). En ese caso, el soporte de ¢ cubre el soporte de

7, incluso si las dos distribuciones fueran muy diferentes. También, en este caso, el ratio M-H
L(a|z)

se reduce al ratio de verosimilitud R(6®), @) = L0
x

2.6 Algoritmo Metropolis-Hasting de camino aleatorio

Este algoritmo estd definido por la distribucién propuesta U = U® +¢,, donde &, es un error
aleatorio con distribucién ¢* independiente de U("). Esto define un camino aleatorio con densi-
dad de transicién g(@|u) = ¢*(@ — u). Las elecciones usuales para ¢* incluyen distribuciones
uniformes en una bola centrada alrededor del origen, distribuciones gaussianas y distribuciones
t de Student. Nétese que si la distribucién propuesta es simétrica, esto es, q(u|u) = q(u|a),
el ratio M-H se simplifica a R(u, @) = %, destacando que la distribucion objetivo necesi-

ta solo ser conocida, salvo por la constante de normalizacién. La simetria tiene lugar cuando

q*(y) depende de y s6lo mediante |y|. Cuando una cadena se basa en un camino aleatorio
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2. METODOS DE MONTE CARLO: ALGORITMO DE
METROPOLIS-HASTING

U ~ ¢*(]i — u™|) se considera el algoritmo de Metropolis introducido en (Metropolis, Rosen-
bluth, Rosenbluth, Teller y Teller, [1953) en el contexto de un problema de fisica de particulas

con un espacio de estados discreto.

2.7 Algoritmo Metropolis-Hasting por bloques

Si en lugar de querer simular valores unidimensionales se pretendiera estimar un vector,
por ejemplo bidimensional, la funcién candidato-generadora tendria que admitir pardmetros
bidimensionales, asi como devolver un vector también bidimensional, tarea que seria bastante
costosa. Si en lugar de dos parametros se tuviera un nimero mayor, la funciéon de densidad
propuesta seria ain mas compleja de encontrar, por lo que el procedimiento puede dividirse
por bloques.

Por ejemplo, si u = (uM), u®, u®), se definirfan tres densidades propuestas qi, g2 y ¢s. Por

ende el algoritmo quedaria de la siguiente manera.

Algoritmo por bloques (Caso n=3)

Inicializando con u(®) = (u0), 4(20) 4,(3.0)),

1. Simular @; ~ q; (@M |u®, 43)) y aceptar con probabilidad:

o [ 1 <~(1)|Jj u 3t))q( |U2t) u(3,t)) '
771' ) 1

(u ltlqut uBD) g (@D [uD, uB:1)

2. Simular @iy ~ go(@? |[uHHD 4B3:) y aceptar con probabilidad andloga.
3. Simular i3 ~ g3(@®|u+ 3+ y aceptar con probabilidad analoga.

Si estas distribuciones condicionadas fueran independientes del resto de pardmetros se con-
seguiria una gran ventaja. Esta condicion es la que da lugar al que se conoce como el Método

de Gibbs, que se estudiard en el siguiente capitulo.
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Muestreo de Gibbs

3.1 Fundamentos del Muestreo de Gibbs

En el capitulo anterior era evidente el caricter general del algoritmo de M-H, concretamen-
te el hecho de que no es necesario indicar la dimensién de w en la distribucién objetivo 7(u). En
contraste, el algoritmo de muestreo de Gibbs estd especialmente disefiado para las distribucio-
nes k-dimensionales, con k£ > 2. Este algoritmo es originario de los hermanos Geman (Geman
y Geman, 1984)), en una aplicacién inferencial de los llamados campos aleatorios de Gibbs, en
referencia al fisico J. W. Gibbs.

El algoritmo construye una cadena de Markov de forma que esta converge a a la distri-
bucion objetivo deseada m(u), u = (ug,us,...,ux) € U. Esto se implementa mediante un
muestreo iterativo de las distribuciones condicionales (normalmente univariantes) dados todos
los demads elementos, también denominados como las distribuciones condicionadas completas
(Full Conditionals). El algoritmo reemplaza sucesivamente los elementos del vector de estados
u en ciclos de £ pasos, reemplazando u; en el paso j-ésimo por el valor muestreado de la dis-
tribucion condicional 7 (v;|[{u;,i ¢ j}),j = 1,2,..., k. Es decir, se necesitan & distribuciones
tales como

UilUr, ..., Ui—1,Uiga, .. ., Uy,
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3. MUESTREO DE GIBBS

que se denotan como U;|U_; para i € {1,...,k}. Por ejemplo, considérese el caso particular

de k = 3, un ciclo de tres pasos sustituye el estado actual u por v = (vy, v9, v3) con

Paso 1 Paso 2 Paso 3
(U17U2,U3) — (017U27U3) — (UbUQ,Us) — (01,?127713)-

En general, dado un estado actualmente atribuido u(® = (u{”,... u\"), una transicién de

Gibbs genera iterativamente los valores u(*t1) para el siguiente vector de estados de la cadena

usando las distribuciones condicionales completas

Y~ o o)
USHY ~ m(usluf™, L ul)
i}
t+1 t+1 t+1 t t
U( m(ug—1 |u( ),ug ),...,u,(CZQ,u,(c))
U}gt+1 (u |u(t+1) gt+1)7 o ,u,(fjll))

La siguiente transicion repite el ciclo de k pasos, ahora comenzando en u*+1). Es decir, a partir
de un punto inicial, el algoritmo simula observacionas de condicionadas univariantes, sustitu-
yendo en cada caso el valor de la variable anterior a la simulada por el obtenido en el paso

anterior. El esquema del algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 2: Muestreador de Gibbs

Dado un estado actual u() = (ugt), o ,u,(:)), empezando con ¢ = 0, se genera cada

(t+1)

componente, u; ', del siguiente vector de estados de la cadena utilizando

t+1 t+1 t+1 t+1 t t
Uj( )NW(UE )|U§ )7"'7u§'—1)7 ;—i)-lv Ug)),

paraj =1,2,... k.

Denotandose por u generalmente el vector de estados “imputado” actualmente al comienzo

del paso j-ésimo, el muestreo de Gibbs procede generando un vector & = (u1, . .., w;j_1, U, Uji1, - - .
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3.1 Fundamentos del Muestreo de Gibbs

con
~ 5 7T(I~Lj|u_j) si ?l_j = U_j
Ulu ~ g;(tfu) = ’

0, en otro caso.

Se muestran a continuacién varios ejemplos que ilustran el algoritmo descrito.

Ejemplo 3.1. Sea (X, X5) una variable aleatoria Normal Bivariante, cuyo vector de medias es

0 ) ) Ugl POz 0y
Yy con matriz de covarianzas

2
0 POz Oy Oy,

donde p es el coeficiente de corre-

lacion entre ambas variables X y Xo, y 0,,, 04, son las desviaciones tipicas de las distribucio-
nes marginales. Asi, las distribuciones condicionadas completas son distribuciones normales

univariantes, es decir,

Xo|Xq =21 ~ N(p%xlu \/‘79262(1 —p?)),
Xi| Xy = wp ~ N(pTtas, (/03 (1= p?)).

En este caso, el algoritmo del muestreo de Gibbs quedaria de la siguiente forma:

1. Tomar un valor inicial (29, z9).

2. Simular le de una variable aleatoria N (pgz; T2, 4/02 (1 = p?)).

3. Simular 2} de una variable aleatoria N (pZ2x1, y/02, (1 — p2)).

Oxq

4. Volver al paso 2.

En este caso, se toma el valor inicial (29, 29) = (=2, 2), que estd en un drea de baja probabi-
lidad de la distribucion. Se generan valores, mediante el muestreo de Gibbs, de una distribucién
Normal Bivariante cuyas conponentes se encuentren fuertemente correladas, con p = 0.8. Para

el resto de parametros se tomard o,, = 1y 0,, = 0.5, obtiéndose la matriz de covarianzas

1 04
0.4 0.25

Se ilustra el proceso representando, en primer lugar, las curvas de nivel de la ditribucién

considerada.
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3. MUESTREO DE GIBBS

Figura 7: Curvas de nivel de la distribucién Normal Bivariante

En la siguiente figura se representan tanto la curva de nivel de los valores generados me-
diante el método de Gibbs como estos propios utilizando las distribuciones condicionadas men-
cionadas, donde se han realizado con n = 1000 iteraciones y eliminado las 500 primeras como
proceso de burn-in. Ademads, se han etiquetado los 5 valores iniciales para ver su comporta-

miento.

Figura 8: Representacion de la muestra generada mediante el Muestreo de Gibbs

Si ahora se realizan n = 10000 iteraciones y se eliminan las 2000 primeras en el proceso
de bun-in, se pueden mostrar los siguientes histogramas, los cuales corresponden a las distri-

buciones marginales obtenidas de la muestra.
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3.1 Fundamentos del Muestreo de Gibbs
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Figura 9: Histogramas de las distribuciones marginales generadas de la muestra para n = 10000.

El c6digo correspondiente a la generacion de estas figuras se puede consultar en el Apéndice

AL

Ejemplo 3.2. Supdngase que se quiere simular una muestra de una variable aleatoria (X, Y)

que tiene la siguiente funcion de densidad

Le==(+v*) paraz >0,y € R
iy

m(z,y) =
0 en caso contrario

Si se procede al cédlculo de las distribuciones condicionadas completas, se observa que

Yy

Por tanto se puede afirmar que X|Y = y sigue una variable aleatoria Exp(1 + 3?), para
y e R.

De igual forma,

33



3. MUESTREO DE GIBBS

lo que concluye en este caso que Y|X = z sigue una distribucién normal N (0, \/%), con
x> 0.

Una realizacidn de este algoritmo se puede ver explicada y codificada en el Apéndice ??

Ejemplo 3.3. Supdngase una distribucién conjunta de dos variables X e Y, siendo X discreta,

conz =0,1,...,neY continua, con 0 < y < 1 que viene dada por

n!

x-i—a—l(l o n—x—i—ﬁ—l.

p(z,y) = ( Y)

n—x)!x!y

Alun siendo la distribucién conjunta compleja, se tiene que las densidades condicionales
son distribuciones simples. Para ver esto, si consideramos y como una constante fija, se puede

ver que

n! -

R m)!yz(l —y)"

plzly)
donde 0 < y < 1y puede considerarse como pardmetro de éxito y n el niimero de atributos,
por lo que z|y ~ B(n,y).

Por otra parte, considerando ahora en la distribucién conjunta x como constante fija, se

observa que

z+a—1(1 n—a:+ﬁ—1’

p(ylr) <y —y)

por lo que y|z ~ Beta(x + a,n — z + ), siendo z + a,n — x + > 0.

El poder del muestreo de Gibbs es calcular una secuencia de estas variables aleatorias univa-
riantes condicionadas (una binomial y después una beta). Se puede calcular también cualquier
caracteristica de ambas distribuciones marginales. Supéngase n = 10, = 1y 8 = 2. Se

comienza con yp = 1/2, y se toma el muestreo a través de tres iteraciones:

1. xy se obtiene generando una variable aleatoria B(n,y,) = B(4,1/2), tomando zq = 4

en esta simulacion.

2. y; se obtiene de una Beta(zg + a,n — xy + ) = Beta(4 + 1,10 — 4 + 2), dando
y1 = 0.35341.

3. z; es una realizacién de la variable aleatoria B(n,y;) = B(10,0.35), dando z; = 6.
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3.1 Fundamentos del Muestreo de Gibbs

4. y, se obtiene de una Beta(x; + a,n — xy + ) = Beta(6 + 1,10 — 6 + 2), dando
Yo = 0.7662.

5. x4 se obtiene de B(n,y>) = B(10,0.76), dando x5 = 9.

Esta realizacion particular de la secuencia de Gibbs después de tres iteraciones es la siguiente:

(4,0.5), (6,0.35341), (9,0.76625).

Asi se puede ver en las siguientes figuras la representacién grafica de las marginales.

m pu—
- _
<t —
o p—
[ [ [ | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000
pasos
. _
S -
= <t |
S -
o _]
© [ [ [ | | |

0 1000 2000 3000 4000 5000

pasos

Figura 10: Representacion valores marginales de la muestra para n = 5000.

Eliminando los primeros 500 valores como proceso de burn-in, se calculan algunos valores

de interés, recogidos a continuacion:

35



3. MUESTREO DE GIBBS

Z; Yi

media 3.2766 0.326882
des. tipica 2.645485  0.23369
mediana 3 0.2869874

Se podria continuar con el proceso para generar una cadena con la longitud deseada. Se pue-
de observar en el Apéndice ?? cémo se han generado computacionalmente los datos anteriores,
asi como las comprobaciones que siguen.

Para comprobar si la cadena de Markov generada por el método converge se aplica el test
de Heidelberger y Welch (Heidelberger y Welch, |1983)). Este sirve para realizar un contraste de
hipétesis de que la cadena genera una cadena que es estacionaria. Es decir, como contraste se

tiene:
{ Hy = la distibucion es estacionaria
H, = la distibucién no es estacionaria

Este test consta de dos fases. En la primera fase se sigue lo siguiente:
1. Una vez generada la cadena se define un nivel de confianza «.
2. Se calcula el test con la cadena al completo.

3. Si la hipdtesis nula es rechazada, se descarta el primer 10 % de la cadena. Con lo res-
tante se vuelve a realizar el test. Se repite asi hasta que se acepte la hipdtesis o se haya
desechado la mitad de la cadena. En este caso, habria que obtener mas iteraciones de la

cadena.

En la segunda fase, si la cadena completa con éxito la primera, se aplica el test de halfwidth.
Si el cociente de esta “semilongitud” y la media es menor que un € suficientemente pequefio,
entonces se pasa el test de forma satisfactoria. En otro caso, se necesitan mas iteraciones de la
cadena generada.

Para este ejemplo concreto, se plantea la siguiente hipdtesis nula: Hy = “la distribucién a

posteriori es estacionaria’.
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3.1 Fundamentos del Muestreo de Gibbs

Una vez realizado el test, se obtiene un p-valor = 0.214 > 0.05, por lo que se supera la
primera fase, es decir, no se rechaza H,.

En la segunda fase, se realiza el test de halfwidth, obteniéndose que el cociente % < €,
por lo que la cadena supera el test.

Se puede ver en el Apéndice[A.6|la codificacién de este ejemplo.
d

Ejemplo 3.4. Sea v = {z;,7 = 1,...,n} una muestra aleatoria de un modelo Weibull con
parametros de escala y forma desconocidos denotados como d y «, respectivamente. La funcién

de verosimilitud sera

n a—1
L(4, alx) = (da)" (H xl) e 0% 5 a>0.
i=1

Supéngase como distribuciones a priori independientes para ¢ y « las distribuciones gam-
ma, Ga(a,b), y logaritmo-normal LN (¢, d) respectivamente, con los hiperpardmetros fijados
a,b,d>0ycelR.

La distribucién conjunta a posteriori tiene el nicleo
n (0%
h((S, Oz|[E) o an-‘rc/(d—l) (H $Z> 6—(1n a)2/2d5a+ne—5(b+2i xf‘)
=1
Esto implica que las distribuciones condicionales completas sean

1. h(8|a, x) oc §oFme 00+ 27)

2
(lnﬁ) +632; 23

2. h(ald, ) oc e/ YT, xi)aei[

Ast, la distribucién condicional completa para ¢ sigue una distribucién gamma Ga(a-+n, b+
>; x%) y la generacion de valores para § dado cualquier @ puede ejecutarse con un generador
de variables aleatorias gamma con capacidad de cdlculo. La distribucion condicional completa
para o no sigue una forma estdndar, requiriendo asi el uso de métodos mds sofisticados de

generacion de variables aleatorias.
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3. MUESTREO DE GIBBS

3.2 Variantes del Muestreo de Gibbs

El término muestreador de Gibbs no solo se refiere a la version descrita. Existen muchas va-
riantes sobre las actualizaciones secuenciales y sobre la simulacion. Entre otros, pueden citarse

los siguientes.

3.2.1 Muestreador de Gibbs con bloqueo

Aunque la descripcién usual del muestreo de Gibbs utiliza distribuciones condicionales uni-
variantes completas, el esquema puede incluir un nimero flexible de pasos en el ciclo, usando
en cada paso la distribucién condicional para un subvector de cualquier dimensién. Esta varian-
te tiene la ventaja particular de permitir agrupar las variables mds correlacionadas, tal que la
generacion de las distribuciones condicionales completas para todo el subvector puede acelerar

la convergencia del algoritmo.

3.2.2 Muestreador de Gibbs con hibridacion

En general, es posible que no se conozcan generadores de variables aleatorias para algunas
distribuciones condicionales completas. En estos casos, siempre se puede acudir a otras pro-
babilidades de transicion que puedan combinarse con el muestreador de Gibbs para definir un
muestreador de Gibbs hibrido. Un ejemplo es el uso de las probilidades de transicion de M-H

como se discute en (Givens y Hoeting, 2005).

3.3 Aspectos generales del Muestreo de Gibbs

Después de esta breve introduccion a algunas variantes, es de utilidad resaltar algunos de

los aspectos de los algoritmos de muestreo de Gibbs en general.

1. Distribucién no propuesta. Como se ha visto, la generacion de variables aleatorias en
el muestreador de Gibbs estd basada en la distribucion objetivo propia. Esto permite

solucionar el a veces dificil problema de encontrar una buena distribucién propuesta,
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3.3 Aspectos generales del Muestreo de Gibbs

como es necesario en el algoritmo M-H. Sin embargo, generar una unica variable en
cada iteracion del muestreador de Gibbs no es buena estrategia para una combinacién

répida sobre el soporte de la distribucidn objetivo.

. Algoritmos M-H y Gibbs. A pesar de las diferencias entre los algoritmos de Gibbs y
M-H, hay una estrecha conexion entre ambos. Se considera el paso j-ésimo de un ciclo
de un muestreador de Gibbs empezando con «(*). La simulacién implica la distribucién
condicional ¢;(t|u) = 7(@|u_;) con u siendo el vector que difiere de u tinicamente en la
componente j-ésima, tal que 4_; = u_;. La distribucion ¢;(@|u) juega el papel de dis-
tribucién propuesta. Por la definicién de distribucién conjunta y por notacidn, se escribe
7(u) = m(u_;)m(u;j|u_;), donde el primer y segundo factor se refieren, respectivamente,
a las distribuciones marginales para U_; y la distribucién condicional para U; dada U_;.

Los factores son también exactamente las distribuciones de U_;. Por tanto,

m(w) _ w(aylu_y) _ g;(afu)
m(u)  w(uglay)

gj(ultt)’

implicando este paso que el ratio M-H es

Cada ciclo del muestreador de Gibbs puede por tanto verse como una composicién de &
probabilidades de transicién M-H, con probabilidad de aceptacion para cada paso igual a
la unidad. Nétese que alternativamente un ciclo entero del muestreador de Gibbs puede
interpretarse como una unica funcién de transicion M-H, con una probabilidad de acep-
tacion global que puede calcularse para la densidad de transicion entre el paso inicial y

final del ciclo.

. Caso bivariante. La definicién del muestreador de Gibbs en el caso bivariante consiste
en los pasos U]_(Hl) ~ wl(-\ugt)) y Uz(tH) ~ m(-\uﬁ”) para t > 0, teniendo en cuenta que
la secuencia {(U,(t),U,(t))} define una cadena de Markov. También cada una de estas

. . t
subsecuencias es una cadena de Markov, por ejemplo, Uz( ) es una cadena de Markov con
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3. MUESTREO DE GIBBS

densidad de transicion
P(ug,ty) = /ﬂl(w]u2)7rg(ﬂ2|w)dw, (3.1)

que solo depende de lo anterior por el valor previo Us. En otras palabras, las definiciones
de las densidades marginales asi como de las densidades de transicion para U implican

que

ra(ifp) = / o (Tl 1 (W)

. . ., . . t
que muestra que 7, es una distribucion estacionaria para la subcadena UQ( ),

Una de las condiciones basicas para la convergencia de un {U¥'} multivariante es
que el soporte U de la distribucion conjunta 7 (-) sea el producto cartesiano de los sopor-
tes U; de las distribuciones marginales 7;(-). Esto implica que la cadena es irreducible
y, en el caso bivariante, se mantienen las mismas para las subcadenas marginales. Si
adicionalmente la funcidn de transicion es absolutamente continua con respecto a la me-
dida de Lebesgue, tomando la densidad como el producto de densidades condicionales

completas,

p(u,v) = m(vi|ug, ..., ug)ma(va|vy, ug, ...y ug) X -+ X wp(vg|v1, V2, . VE—1),

la cadena es recurrente, implicando que 7 es la distribucion estacionaria de la cadena
{U®} y sus marginales son las distribuciones limites de las respectivas subcadenas, con

la aplicabilidad resultante del teorema egddico.

En resumen, la estructura y convergencia del muestreador de Gibbs resalta que las
distribuciones condicionales completas bastan para caracterizar y generalizar la distribu-
cién conjunta. Hay que tener en cuenta, especialmente, la constante de normalizacién en

las distribuciones condicionales completas. En concreto, una constante de normalizacion
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infinita (impropia) hace la existencia de distribucion conjunta propia imposible, una con-
dicién que no siempre se detecta por inspeccion de las cadenas de Markov generadas,

pero ocurre con algunos modelos de Bayes con distribuciones a priori impropias.

4. La simulacién de una distribucion condicional completa depende naturalmente de la es-
tructura especifica de esas condicionales. En el caso mds simple, acudir al método de la
funcidn de distribucién inversa o métodos eficientes “ad hoc” para ciertas distribuciones
conocidas puede permitir la generacion de variables aleatorias eficientes para los pasos
correspondientes del muestreo de Gibbs. En casos mds complejos, también es posible
el muestreo empleando aproximaciones mds sofisticadas. En muchos problemas de in-
ferencia estadistica, la distribucion objetivo puede ser dificil de evaluar; por ejemplo, si
contiene integrales analiticamente intratables. Como consecuencia, no se dispone de un
método sencillo para la generacién de variantes aleatorias para los pasos del muestreador
de Gibbs. Un método que suele resultar existoso es aumentar la distribucién objetivo 7 (u)
a f(u, Z) introduciendo variables Z implicitas adicionales de forma que 7(u) permanez-
ca siendo la distribucién marginal de la conjunta f(u, Z). En algunos casos, el modelo
aumentado f(u, Z) permite una implementacién mucho més sencilla del muestreador de

Gibbs, involucrando en este caso las distribuciones f(u|z)y f(z|u).

Se muestra en lo siguiente un ejemplo mas sobre el muestreo de Gibbs.

Ejemplo 3.5. Se considera un test de diagnéstico para alguna enfermedad con resultado binario
(positivo o negativo). Tomando una muestra aleatoria de N pacientes, sea X el nimero de
resultados positivos, y se asume X |¢ ~ Bi(N, ¢). La mayoria de los tests de diagndstico estdn
sujetos a una clasificacion de errores de forma que la probabilidad de obtener un resultado
positivo puede escribirse como ¢ = ao + (1 — a)(1 — €), donde 0 = («, 0, €), siendo « es la
prevalencia de la enfermedad, o la sensibilidad del test (probabilidad de un verdadero positivo),
y € es la especificidad del test (probabilidad de un verdadero negativo).

El vector 6 es tipicamente desconocido y es el vector de pardmetros de interés del problema
de inferencia. Sin embargo, dada la sobreparametrizaciéon del modelo, no es posible realizar

inferencia sobre 6 (o funcién de 6, excepto ¢, por ejemplo) sin datos adicionales o informacién
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3. MUESTREO DE GIBBS

a priori relativa al tipo de test de diagnoéstico y la enfermedad en consideracion. Supdngase que
s6lo se tiene acceso a informacion a priori, representada por distribuciones beta independientes
para las componentes de #, con hiperpardmetros fijados. La distribucién a posteriori toma la

siguiente forma analiticamente intratable:

h(0)z) o< f(z]0)a (1 — ) to% 11 — g)% e (1 — g)% 1,

6 € (0,1)3. Intentando implementar la inferencia a posteriori usando MCMC, el muestreador
de Gibbs no es una aproximacion particularmente sencilla para este caso ya que las distribu-
ciones a posteriori condicionadas son complejas, requiriendo métodos especializados de gene-
racion de variables aleatorias. Sin embargo, la implementacién de un muestreador de Gibbs
es mucho mds simple gracias a los siguientes modelos de aumento de variables con los datos
implicitos. Sea Y = (X, Z;, Z5), donde Z; (resp. Z,), son datos no observados (latentes) que
registran el nimero de individuos con resultados positivos (negativos) reales. Un modelo para

Y consistente con los datos observados X esta definido como

f(y‘e) = f(x]@)f(zllx, Q)f(22’$, 0)7

donde ahora Z|z,0 ~ Bi(x,ac/p)y Zs|x,0 ~ Bi(N —x,(1 — a)e(1 — ¢)). Notesé que los

parametros de las distribuciones condicionales para las variables latentes corresponden a los

llamados valores predictivos positivos V. = ao /¢ y los valores predictivos negativos V_ =

(1 — a)e(1 — ¢). La densidad a posteriori, ahora con los datos aumentados y, es entonces

h(0ly) o< flad) (Vi)™ (1 = Vi)r= (Vo) (1 — Vo) N mom=x
a%=L(1 — q)r1ge1(1 — g)ds—lgee (] — g)deL,

La expresion se ha simplificado considerablemente reduciéndose a un producto de tres den-

sidades beta. De hecho, si se introduce una transformacion de los datos desde y = (x, 21, 25) a

y* = (m, 21, 22), donde m = z; + N — = — 2, es el nimero de individuos en la muestra que

padecen la enfermedad, se encuentra para f(y*|0) que

F(yr10) = F(ml0) f(z1|m, 0) f (z2]m, 0),
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3.3 Aspectos generales del Muestreo de Gibbs

tal que M0 ~ Bi(N,«a), Z1|m,0 ~ Bi(m,o)y Za|m,0 ~ Bi(N —m,¢).
Esta factorizacién de la funcion de verosimilitud, considerando la conjunta a priori y facto-
res de la beta y la binomial, implica que los componentes de § sean también independientes a

posteriori, con las siguientes distribuciones:

aly ~ Be(Ap, By), Ap=a,+m=a,+ 2z +N—x— 2,

B,=b,+N—m=b,+x— 2z + 2,
oly ~ Be(Cs, Dy), Cs=cs+2z1,Ds=ds+ N — 1 — 29,
ely ~ Be(Ce, D), Ce=ce+ 22,Dc =d.+x — 2.

Estas son las distribuciones condicionales completas para los pardmetros condicionales con
los datos aumentados y. Ya que las partes z; y 25 de los datos aumentados no son observados, se
necesita imputar estos en base a los pardmetros. Esto ultimo puede hacerse usando las respecti-
vas muestras de distribuciones condicionales en la parte observada z de los datos. Esto conduce
a un algoritmo tipo Gibbs para la distribucion a posteriori conjunta h(6, z1, z2|x), definida por
los siguientes dos pasos.

Incremento de los datos

1. Paso de asignacién: dado ) = (a(®, 5 =), calcular Vio) = V,(00) y V9 =

V_(0©), y generar
2V~ Bi(a, V), 2V ~ Bi(N — 2, V).

2. Paso posterior: basado en (z%l), zél)), generar de la distribucién a posteriori para 6 dados

los datos aumentados. Esto es, generar 61 como
ol ~ Be(4,, B,)), 0V ~ Be(Cy, Dy), e ~ Be(C., D,).

Este algoritmo fue introducido, aun sin ninguna referencia al muestreo de Gibbs, por (Tanner
y Wong, |1987), donde prueban que h(0)|z, z{t), zét)) converge cuando ¢ — oo a h(f|x), bajo al-

gunas condiciones generales.
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Otros métodos

4.1 Slice Sampling

Como se ha visto, las distribuciones objetivo complejas 7 pueden complicar la generacién
de variables aleatorias condicionadas ain cuando la evaluacién puntual de la funcién de den-
sidad 7(u) en algin v € U siga siendo posible. En este caso, otra estrategia para implementar
MCMC es introducir una variable auxiliar Z con el objetivo de facilitar la simulacion de la ca-
dena para (U, Z) ~ f(u, z) = m(u)f(z|u). Aqui, Z deberia ser elegida tal que la cadena de la
distribucion ampliada f(u, z) converja y tal que el estudio del soporte U de la correspondiente
subcadena y la evaluacion de los sumarios de interes para 7(-) sean posibles.

Definiendo Z tal que Z|U = u ~ U(0, 7 (u)), se toma (U, Z) ~ U(S), donde 8 = {(u, 2) :
ue Uz e [0,m(u)]}yU(S) se refiere a la distribucion uniforme sobre el conjunto 8. Asi, una
forma de obtener un muestreo MC de 7 es generar una cadena de Markov con una distribucién
estacionaria que sea precisamente una uniforme multivariante en 8.

El “muestreo por porciones” o slice sampling es un método alternativo para generar un
camino aleatorio en 8§, moviéndose alternativamente en dos direcciones usando distribuciones
uniformes. Usando en el primer paso Z|U = u ~ U (0, w(u)) sobre la recta real y en el segundo
paso sobre U utilizando U|Z = z ~ U(8(z)), con 8(2) = {u € U : w(u) > z}, nétese que la

densidad marginal f(z) es por tanto proporcional a la medida Lebesgue de 8(z).
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Si la cadena converge, este método genera asi un muestreo aproximado de 7 considerando
la subcadena correspondiente, requiriendo solo la evaluacién de 7 en las posiciones simuladas
por la distribucién uniforme. Realmente, los esquemas de muestreo requieren obtener 7 () salvo
la constante de normalizacion.

En resumen, el algoritmo slice sampling se define como sigue.

Dado (u®, 2)), comenzando con ¢ = 0, simular:
1. 20 ~ U0, m(u®));
2. utD) ~ U({u : w(u) > 20+D});

y repetir el ciclo de estos dos pasos incrementando ¢ cada tiempo. Nétese que 7(u) aqui

denota la densidad o su ntcleo, el que sea mas facil de evaluar.

Se concluye esta seccidon con algunos comentarios sobre esta aproximacion cuyo nombre
se atribuye a Neal (Neal,|1997) y volvi6 a publicarse en (Neal, 2003) y (Damien, Wakefield y
'Walker, [1999)).

1. Caso univariante. Para U univariante el “muestreo por porciones” puede ser ficilmente
ilustrado mediante una representacion grafica de la densidad 7(u) con U y Z marcados
en los ejes horizontal y vertical, respectivamente, como se puede ver en la Figura ??. El
punto (u, 7(u™®)) define en el eje vertical una porcién sobre la cudl el valor z(+1) es
generado. La interseccién de la linea Z = 21 con 7(u) define el punto que delimita
la porcién horizontal §(z(**1)) (un intervalo o unién de intervalos) sobre el cual u*+1) se
genera. En la préctica, la principal dificultad con este algoritmo esta en el segundo paso
ya que el soporte 8(z) de la distribucién en la porcién horizontal puede ser complicada
para una 7(u) multimodal, que necesitarfa el uso de otros métodos de simulacién en ese
paso. En cualquier caso, por la naturaleza del algoritmo este funciona mucho mejor que

otros algoritmos con densidades objetivos multimodales, en el sentido de la eficiencia de
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4.2 Monte Carlo Hamiltoniano: Dinamica Hamiltoniana

exploracion del soporte de tal distribucidn objetivo.

L), ® u

Figura 11: Slice sampler para distribucién univariante. Recuperado de (Paulino et al., 2018]).

2. Muestreo por porciones y Gibbs. La estructura del "muestreo por porciones"para U
recalca que este algoritmo puede verse como un caso especial de un muestreo Gibbs de
dos pasos para el modelo ampliado de 7(u) a f(u,z) = m(u)f(z|u), una uniforme en
8. La secuencia {U()} es entonces una cadena de Markov con densidad de transicién

P(u,a) = [ f(z|u) f(a|z)dz y distribucién estacionaria 7 (u).

Esta interpretacion es esencialmente vélida también para distribuciones objetivo multiva-
riantes, excepto para ejecuciones con un numero grande de pasos. Como consecuencia,
las condiciones de convergencia para el "muestreo por porciones" pueden deducirse de
aquellas para el muestreo de Gibbs, basadas en la introduccién de un vector de variables

auxiliares que permita trabajar con las distribuciones objetivo complejas.

4.2 Monte Carlo Hamiltoniano: Dinamica Hamiltoniana

Un problema comiin en algunos de los esquemas MCMC discutidos anteriormente es, a ve-
ces, naturaleza local de las transiciones. Por ejemplo, con una funcién de transiciéon de camino

aleatorio de Metropolis-Hastings, en ocasiones solo se puede recorrer un rango pequefio del
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espacio paramétrico. Con un muestreo de Gibbs, solo se actualiza un pardmetro en un tiem-
po. Las altas correlaciones de los valores de la a posteriori generados pueden llevar a cadenas
de Markov muy lentamente mezcladas. Una alternativa interesante, que nos puede permitir un
movimiento mas rapido por el espacio de pardmetros es Monte Carlo Hamiltoniano, que puede
consultarse en (Neal, 2011)). La idea bésica es muy simple. Hay tres pasos importantes en la
construccion. Se denota 7(#) la distribucién objetivo de interes, por ejemplo, la distribucién a
posteriori h(0|z).

Primero, se afiade un indice de tiempo (enteramente artificial) a 6, denotdndose por 60(t).
Eventualmente, después de la transicion, se colocara el indice ¢ de nuevo para obtener nuevos
valores paramétricos.

Después, se empieza la construccién con un sistema de ecuaciones diferenciales para df(t) /dt
que se conoce que deja invariante la funcidn objetivo dada. Esto es, si se simulan transiciones
siguiendo la solucion de este sistema, esas transiciones dejarian la funcién objetivo sin cam-
bios. Si se usara In 7 como la funcién objetivo, se obtendrian transiciones que se muevan igual
que las curvas de nivel de 7(#). Tal sistema de ecuaciones diferenciales es, por ejemplo, las
ecuaciones Hamiltonianas de mecdnicas Hamiltonianas. Lo que se necesita hacer es igualar
la energia potencial con la distribucién logaritmica a posteriori. Asi se simulan las dindmi-
cas Hamiltonianas. Se garantiza que los estados simulados tienen todos la misma densidad a
posteriori. Esto es, en todo momento se mueven en el entorno de la distribucién conjunta a
posteriori.

Denotando N (z|m, S) una funcién de densidad normal multivariante para el vector aleato-
rio x con media m y matriz de covarianzas S. Primero se aumenta el modelo de probabilidad a
7(6,p) = m(#)N(p|0, I), usando una distribucién normal multivariante para p (puede ser cual-
quier otra pero este modelo hace las siguientes demostraciones mas sencillas). La notacién p
para las variables adicionales es elegida con anticipacion de la proxima interpretacion del mo-
delo ampliado. Nétese que ese modelo ampliado es inusual en el sentido de que # y la variable
implicita p son independientes. Esto resultard una gran simplificacion del algoritmo. Dendtese
por

1,
H(9,p) = —lnn(9) + 5p'p.
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4.2 Monte Carlo Hamiltoniano: Dinamica Hamiltoniana

H(0,p) es como menos el logaritmo neperiano de la funcion de densidad objetivo aumentada
(ignorando los factores constantes). Se usa H (6, p) como la funcién objetivo (potencial) para
las ecuaciones Hamiltonianas, interpretando 6 como posicién y p como impulso. Lo unico
que quedaria por realizar es establecer las ecuaciones y después implementar una solucidén
numérica aproximada a la ecuacién diferencial. Sea 0 = (61,...,04) yp = (p1,- .., pa) las dos

posiciones e impulsos d-dimensionales. Las ecuaciones de Hamilton son

dat " op Y dt o0

La eleccion particular de H simplifica las siguientes ecuaciones, teniéndose que

do; OH ' dpi__ﬁﬂ_alnﬂ
dt — Op; TP T 00;  00;

Hay una bonita interpretacion de esta configuracion. En la aplicacion de las ecuaciones
Hamiltonianas a la mecénica, los parametros ¢ se convierten en la posicién de un objeto y p en
el impulso (esto es, velocidad x masa). Se puede ejemplificar esto con un objeto, en particular,
con una bola en una pendiente. Entonces In7(6) es el potencial, es decir, la energia debida
a la posicion, y %pQ es la energia cinética. En ese caso se ha considerado que la bola ignora
completamente el rozamiento. La mecanica Hamiltoniana describe como se movera la bola
en la posiciéon 6 y con un impulso p en el tiempo £ . Su movimiento estd determinado por
la ecuacién que establece que la suma de la energia cinética y la energia potencial debe ser

constante.

Aproximacion salto de rana

Para implementar las dindmicas Hamiltonianas se utiliza la discretizacién del sistema de
ecuaciones diferenciales teniéndose el conocido como método del "salto de rana". Empezan-

doen (0(t),6(p)) se genera (6(t + €), p(t + €)) usando una aproximacién discreta sobre dos
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subintervalos de longitud ¢/2 cada uno:

0i(t +€) =0i(t) + ep; <t + %) @.1)
pi(t+¢€) =p; <t + %) + alnﬂ(ge(it + E))

Se denota T, (0(t),p(t)) = (6(t + €),p(t + €)) la aproximacion discreta implementada en
la ecuacion anterior. Es sencillo verificar que la aproximacion es perfectamente reversible, esto
es, T_(0(t + €),p(t +¢€)) = (6(t),p(t)), 0 T_(0,p) = T (0, p). Adn més facil que volver
atrds en el tiempo, todo lo que hay que hacer para enviar la bola de vuelta por donde ha venido
es darle la vuelta. Esto es, p = —p, o T.1(0,p) = T.(0, —p). Nétese que el indice temporal
en 0(t) y p(t) sélo se usa para la implementacién de 7,(-). Después del dltimo paso en las

ecuaciones anteriores, se vuelve al indice temporal de nuevo.

4.3 Probabilidades de transicion en el método de Monte Carlo

Hamiltoniano

Se sabe que las dindmicas Hamiltonianas dejan el modelo de probabilidad ampliada h(6, p)
invariante. Sin embargo, la aproximacion 7(+) no, ya que el error de aproximacién depende del
tamafio del paso. Pero este no es un problema de cara a las aplicaciones. Se utiliza T,(-) para
generar una propuesta en una probabilidad de transicién del tipo Metropolis-Hasting. Comen-

zando por (6, p), se genera una (6, ) propuesta con

. T.(f,p), con probabilidad 3
(9,]9) =
T_.(0,p), con probabilidad %
Por lo comentado anteriormente, la distribucién propuesta es simétrica, dejando la probabi-
lidad de aceptacién v = min(1, R) con In(R) = H(6,p) — H(#,p). En esta implementacin,

un posible error en la ecuacién (4.1)) es una caracteristica del método, no un problema, ya que
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nos permite movernos a través de las curvas de nivel de H (-).

El truco final de Monte Carlo Hamiltoniano es particularmente interesante. Se alterna el
paso M-H (4.3) con la probabilidad de transicion de Gibbs para generar p de la condicional
completa bajo 7(-),

p~7(pl#) = N(0, I).

Aqui, se tiene en cuenta el hecho de que la posicion y el impulso sean independientes, lo

que hace el paso de Gibbs particularmente sencillo.

En resumen, el algoritmo procede con las dos probabilidades de transicidn siguientes.

1. Generar p; ~ N(0,1),i=1,...,d.

- T.(0,p), con probabilidad %
2. Generar (0,p) = 6.p) P 2

T_.(0,p), con probabilidad 5.

Con probabilidad o = min{1, %}, aceptando la propuesta f = 6.

Para justificar la probabilidad de aceptacién se plantea una modificacion insignificante del
Paso 2. Después de generar (0, ) como se describe, se reemplaza p por p' ~ 7(p|f) y se
acepta o como la probabilidad de aceptacion M-H para (9~, p'). Finalmente, no se necesita
dejar constancia de p en el Paso 2 ya que p es inmediatamente sobreescrito en el Paso 1 de
la siguiente iteracion. El algoritmo resulta inalterado (y el error de aproximacién aumenta con

multiples pasos).

El algoritmo puede simplificarse atin mas teniendo en cuenta que p;(t + ¢) en el dltimo
paso de la aproximacién “salto de rana” (4.1) no se utiliza en el MCMC aqui descrito. Es
inmediatamente reemplazado por el nuevo valor, p; ~ N(0,1) en el Paso 1 de la siguiente

iteracion. Las primeras dos lineas de (4.1)), pueden ser escritas como

edlnrw(0(t))
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Y, atin mds sencillo, se puede resumir lo anterior con p; ~ N(0, 1) en el Paso 1 para obtener

e0Inw(0(t))

Es decir, se reemplazan los Pasos 1 y 2 en uno solo.

Generar una propuesta,

€2 0Inm(6(t))

0:(t+€)]0;(t) ~ N {Qi(t) + Ea—@’ 62} )

Aceptar con probabilidad « = min{1, R} con el ratio de aceptacién

o O A0 T
w0 i (b + g P e}

siendo el primer factor el ratio de las distribuciones objetivo y el segundo factor de las dis-
tribuciones propuestas para los movimientos propuesto y reciproco. Esta y otras implicaciones
se pueden ver en (Welling y Teh, 2011). En particular, se observa la siguiente interpretacion
inteligente de la dltima versién del algoritmo HMC. Primero, siendo § = €2, se reescribe la

distribucién propuesta como

donde Z ~ N(0,1) es la variable aleatoria normal estandar. De esta forma, notesé que
para un 9 grande el término gradiente domina, consierando que para un § pequefio, el término

normal domina.
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Aplicacion

Este capitulo tratard de dar una vision mads practica de lo desarrollado, pues recoge una
aplicacién a un problema real. Para mds informacién sobre la aplicacién en cuestion, se puede

consultar (Ruggeri, Sdnchez-Sanchez, Sordo y Suarez-Llorens, [2021).

Se van a considerar una serie de datos procedentes de un proyecto de consultoria aportados
por Fabrizio Ruggieri, profesor del Istituto di Matematica Applicata e Tecnologie Informatiche
de Miléan. Estos datos reflejan distintos fallos ocurridos en el sistema de puertas de 40 trenes
italianos durante 7 afios. La construccidn de dichos trenes se llevé a cabo entre noviembre de
1989 y marzo de 1991 por una compaiiia de transporte europea , y fueron puestos en funcio-
namiento entre el 20 de marzo de 1990 y el 20 de julio de 1992. Los fallos se monotorizaron
hasta la fecha del 31 de diciembre de 1998. El procedimiento para la contabilizacion de fallos
fue el siguiente: cuando un error tenia lugar, se registraban la fecha del mismo, el cddigo de la
componente fallida y la medida del edc’)metr(ﬂ El conjunto de datos se analiz6 por primera vez
en (Pievatolo, Ruggeri y Argiento, 2003), donde no se hizo distincion con respecto al tipo de
fallo sucedido, dentro de los 7 que podian tener lugar. Afios mds tarde, se volvieron a analizar

en (Pievatolo y Rugger, |2010), obteniéndose la siguiente clasificacion:

!Instrumento de medicién que calcula la distancia total o parcial recorrida por un objeto.
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Caodigo Subsistema N° de partes Total de fallos
1 sistema de apertura (eléctrico) 14 530
2 cables y pinzas 4 33
3 piezas mecanicas 67 1182
4 protecciones eléctricas 12 9
5 suministro de energia 2 7
6 engranaje neumatico 31 295
7 electrovalvulas 8 38

Tabla 1: Clasificacion de los tipos de fallos y total de fallos por tipo de todos los trenes en 9 afios.
Traduccion de Tabla 1 de (Pievatolo y Rugger, 2010).

Asi se determinaron como irrelevantes ciertos fallos, por lo que finalmente solo fueron ob-
jeto de estudio dos de ellos, mecdnicos y eléctricos. Se observo que las causas que provocaban
dichos fallos eran dispares, por tanto se consideré que lo mejor era estudiarlos como superpo-
sicion de fallos por cualquier causa. La regularidad del patron y el teorema de Grigelionis, que
puede verse en (Thompson, 1988)), sobre la superposicién de muchos procesos en uno justifican
el uso de procesos de Poisson no homogéneos. Para este estudio, se considerard tan solo uno
de ambos fallos, siendo este el asociado al fallo eléctrico en los controles de apertura donde se

recogieron 530 fallos del 19 de septiembre de 1991 al 31 de diciembre de 1998.

En lo que sigue, se tratard de encontrar un modelo que describa el histdrico de fallos eléc-
tricos en los controles de apertura, ademds de ser capaces de predecir el nimero de fallos que

tendran lugar en un intervalo de tiempo futuro utilizando para ello la inferencia bayesiana.

5.1 El modelo

Modelizando el problema como un sistema complejo, tal y como se argumenta en (Pievatolo
y Rugger, 2010), el nimero total de fallos ocurridos en el sistema eléctrico de apertura en el

intervalo (0, ¢], denotado por N (¢), sigue un proceso de Poisson no homogéneo con una funcién
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de intensidad comun, A(¢), y una funcién del valor medio creciente e invertible,

con m(oco) = oo. En el siguiente grafico, se pueden observar el nimero de fallos del tipo 1

acumulado frente al tiempo en dias:

failure mode 1

3(|)0 | 5(I)O

no. of failures

1T T T T T 1
0 1000 2000 3000
days

Figura 12: Numero de fallos acumulados del tipo eléctrico frente al tiempo. Recuperado de
(Pievatolo y Rugger, [2010)

En este caso, se tomard como modelo el popular proceso de power law process con funcién
de intensidad

AtO) = MBt°~t, 6= (M,B) € Rt x RT, (5.1)

obteniendose al integrar

m(t|f) = Mt°, 0= (M,3) € R" x RT.

Esta eleccion estd basada en el hecho de que el modelo power law process es el proce-
so no homogéneo de Poisson mds utilizado en fiabilidad gracias a su simplicidad. Se supone
0 < B < 1, indicando la informacién sobre el crecimiento de la fiabilidad, y se excluyen los
casos de constantes (5 = 1) y decrecimiento de la fiabilidad (8 > 1). Se puede ampliar la
informacion sobre andlisis estadistico y procesos de Poisson no homogéneos en (Thompson,

1988), (Kingman, [1993), (Rigdon y Basu, 2000), (Aven y Jensen, 2000) y (Insua, D., Ruggeri
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y Wiper, 2012), y un amplio catalogo de funciones de intensidad dadas por (McCollin, 2014).

5.2 Funcion de verosimilitud

Sea N (t) un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad del tipo power
law process con funcién de intensidad A(¢|0) dada en (5.1). Se supone el vector t = (ty,...,1,)
dado por el nimeros de fallos observados en el intervalo (0, 7] satisfaciendo que t; < ... < t,.

Por el Teorema 5.4. de (Insua et al.,|2012), la funcidn de verosimilitud es la que sigue:

101t) = [T A)] - exp(—m(T19))
= [T, Mpt"] - exp(=MT?),

= M"g"exp((8 — 1) 2o, In(t)) exp(—MT7).

5.3 A priori y a posteriori

Se asume que la distribucién a priori 7(0) = 7(M, ) definida sobre © = R x R es un
vector aleatorio bivariante cuyas distribuciones marginales son exponenciales independientes,

Exp(\) y Exp(u), asociadas a los pardmetros M y [3, respectivamente. Por ende,
7(0) = Apexp(—AM)exp(—upB), 0= (M,pB) € O, (5.2)

donde los pardmetros A > 0y p > 0, conocidos como hiperpardmetros, se suponen deter-
minados. A partir de los valores iniciales My y fy, se toma A = 1/Myy p = 1/, ya que
ET(0) = (1/A1/p).

Se calcula pues, como producto de la distribucion a priori y la funcién de verosimilitud, la

distribucion a posteriori, la cual seria proporcional a

() oc M"B" exp

(B-1) Zln(ti)] exp(—MT?)Xexp(=AM)pexp(—pf),  (5.3)

siendo § = (M, ) € O. Si se pretendiera calcular las distribuciones condicionadas a los

distintos parametros, se obtendria que
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m (B M) o B exp [B(Zn:ln(tz) — ,u)] exp(—MTﬁ), (5.4)
y
T (M|B) o< M™exp(—M(T? + \)). (5.5)

Es observable que 7;(M|3) tiene una forma conocida, pues puede identificarse como el

nticleo de una distribucién gamma de pardmetros n + 1y X\ + 1%, esto es
m(M|B) ~ G(n+ 1, A+ T7).

Sin embargo, (/5| M), no tiene forma de distribucion reconocible.

5.4 Aplicacion de algoritmos: Metropolis-Hasting y Gibbs

Con este ejemplo se pretende calcular, en primer lugar, una muestra de pares (M, 3). Para
ello, se comenzard utilizando el método de Gibbs para calcular M, que sigue una distribucién
conocida. Por otro lado, para [ utilizaremos el método de Metropolis-Hasting general, ya que
no sigue una distribucién conocida. Una vez calculadas dichas muestras se procederd a ejecutar

un proceso de burn-in.

Nuestro algoritmo, paso a paso, seria el siguiente:

1. Se calcula, para comenzar, los estimadores de maxima verosimilitud de M y £5.
2. Setomao = 0.17.

3. Se inicializa una matriz con los ()M, 3) calculados en el paso

4. Se genera M como un valor aleatorio de gamma ya que es conocida, utilizando el

anterior.

5. Se genera 3 mediante el método de Metropolis-Hasting, ya que tiene una distribucién

desconocida.
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(a) Se introduce el tiempo en dias que ha transcurrido desde que se empezaron a conta-
bilizar los fallos (7°), los (M, [3) anteriores, el nimero de iteraciones que se quiere
calcular (n), la suma del logaritmo neperiano de los datos proporcionados (3 Int;)

y el pardmetro de la distribucién a priori de 5 (p).
(b) Se inicializa el contador a O.
(c) Se calculan dos valores de una uniforme (0,1), u y p.

(d) Se define x,, como aquel que cumple que

FN(l‘n) — FN(O) —p
Fn(1) — Fx(0) ’

es decir,

= Fy' (En(0) + p(En(1) = Fn(0)))

(e) Se calcula

n _ . ) o Tn fN(B)
o= min |1, exp(—(p — 2 Inti)za) exp(—MT™) 1
B exp(—(pn — 3 Int;)B) exp(—MT#) {4,

(f) Siu < a, x, es el valor requerido, en caso contrario, se retorna a (b)
6. Se almacenan los nuevos (M, ) en mi matriz, afiadiendolos como vector fila.

7. Se repite el procedimiento anterior tantas iteraciones como se deseen, en este caso,

10000.
8. Se diferencian los vectores columna como las muestras de M y .

9. Se realiza el proceso de burn-in, eliminando en este caso concreto los 1000 primeros

valores.

A continuacién, en la Figura[I3] se muestras el histograma bivariante asociado a la muestra

generada por el algoritmo. A simple vista se observa una distribucion fuertemente asimétrica.
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Figura 13: Histograma bivariante de la muestra simulada.

Ademds, se puede observar a continuacién una representacion de la muestra de manera

marginal, considerando por separado M y f3.

B T S S S
2000 4000 6000 8000 10000

Figura 14: Valores para M de la muestra generada.

0.85

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 15: Valores para /3 de la muestra generada.

Sin embargo, lo que se quiere predecir es el nimero medio de fallos que ocurrirdn en inter-

valos de tiempo futuros de la forma [T, 7" + h]. Por lo tanto, es necesario calcular el siguiente
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valor esperado dado por la expresion

T+h
E[N(T 4+ h) — N(T)] = / At0)dt = M((T + h)°? —T7). (5.6)

Se tiene que [5.6] desde el punto de vista bayesiano, es una variable aleatoria. A partir de
sustituir cada uno de los 9000 valores muestrales calculados en dicha expresion, se obtiene una

muestra del nimero medio de fallos, la cual se representa en el siguiente histograma.
2000 - E—
15000
1000 -

500

[ 1 1 1
1] 35 40 45 50 55

Figura 16: Histograma asociado a la estimacién del nimero medio de fallos

Ademads, se obtiene la funcion de distribuciéon empirica.

sl
06| /
o4l /

30 35 40 45 50 55 60

Figura 17: Fucién de distribucién empirica del nimero medio de fallos

A partir de la distribucidon empirica del niimero medio de fallos a posteriori, se obtiene una
estimacién media muestral y un intervalo de credibilidad a traves de los percentiles muestrales.
Dicha informacion se resume en la siguiente Tabla. Los datos se recopilan hasta diciembre de

1997 y se validan con el valor real obtenido en 1998.
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T NP fallos real [.C.g59 Estimacion fallos

1997-1 23 [29.57,54.82] 42

Tabla 2: Estimacién del ndmero de fallos para el afio 1998.

Se muestra a continuacién, en la Tabla [3] la estimacién del nimero medio de fallos que
van a ocurrir de 1992 a 1998, conociendo los datos de los afos anteriores. Se almacena, en la
siguiente Tabla, el valor real de los fallos recogidos en el estudio, el nimero de fallos estimado

y el intervalo de credibilidad al 95 % de fiabilidad de dichas predicciones.

Como se puede ver, en los primeros afos se tienen unas estimaciones bastante buenas,
pero en los dltimos afios ya no es tan acertada. Como es natural, con el transcurso de los
afios, el nimero de fallos va disminuyendo, ya que se irdn subsanando fallos comunes a los ya

cometidos.

T NP° fallos real [.C.g59 Estimacioén fallos
1992-1 83 [65.42,100.93] 83
1992-2 72 [62.23,96.91] 79
1993-1 72 [46.76,77.44] 62
1993-2 62 [43.71,73.49] 58
1994-1 62 [41.64,70.83] 56
1994-2 42 [39.36,67.85] 53
1995-1 42 [40.30,69.06] 54
1995-2 35 [38.57,66.82] 53
1996-1 35 [34.21,61.07] 47
1996-2 23 [32.74,59.10] 45
1997-1 23 [29.57,54.82] 42

Tabla 3: Estimacion del niimero de fallos entre 1992 y 1998.

61



5. APLICACION

La eleccion de la funcién de intensidad \(t) es posiblemente uno de los modelos mds uti-
lizado en ingenieria, sin embargo, llega un momento en que A no es capaz de predecir el salto
de mejora tan grande que se produce en los dltimos afios. En otras palabras, el tren estd funcio-

nando mucho mejor de lo que el modelo espera.

5.5 Conclusiones

Se puede decir que en el estudio que se ha presentado, se han desarrollado varios campos
de la estadistica con el fin de unirlos todos para hacer estimaciones. Se han revisado todos los
aspectos necesarios para entender el algoritmo, el cual es muy util ya que permite adquirir la
capacidad de calcular una muestra de cualquier funcién de distribucion.

Se concluye este trabajo diciendo que la generacién de muestras tiene una gran importancia
en la vida real, ya que, gracias a la estadistica bayesiana, conociendo muestras anteriores, se
puede conocer el comportamiento futuro. Esto es de gran utilidad en numerosos campos: para
predecir el nimero de fallos de un sistema, tal y como hemos desarrollado en el dltimo capitulo,
para fines meteoroldgicos, para estudiar distintos riesgos financieros, asi como un sinfin de
aplicaciones que nos atafien en nuestro dia a dia.

Como continuacion a este trabajo, se podria ampliar estudiando los diagndsticos de con-
vergencia, que consiste en ver la rapidez con la que los valores simulados convergen a la dis-
tribucion estacionaria. Ademads, se puede mejorar la distribucion a priori para que la muestra
simulada en nuestra aplicacion a un ejemplo real, se ajuste atin més a los valores recogidos en
la realidad.

A destacar, por ultimo, la importancia y utilidad de la coexistencia de la estadistica baye-

siana con la inferencia cldsica que logran un mejor entendimiento de la realidad a estudiar.
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Apéndice: Codigos en R

A continuacion se anexan los distintos codigos realizados en el lenguaje de programacion

R, mediante el software Rstudio.

A.1 Ejemplo 1.1.

Se define el vector p, asi como la distribucién a priori.

p = ¢(0.01,0.02,0.03,0.05,0.08,0.10)
prior=c(0.15,0.10,0.01,0.27,0.34,0.13)

Después, se calcula la funcién de verosimilitud y la distribucién a posteriori como sigue:

likelihood=dbinom(0, 7, p)
posteriori = (prior*likelihood)/sum(prior*likelihood)

Se representan tanto la distribucion a priori como a posteriori:
plot(p,prior, "valores de p", "valores distribucidn a pri TIeY)

plot (p,posteriori, 'valores de p", 'valores distribucién a posteriori")

Y por ultimo se calcula la densidad predictiva.

q=1-p
Z0=sum(posteriorix*q)
Z1=sum(posteriorix*p)
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A.2 Ejemplo 2.1.

Se reprensenta el drea a calcular y se calcula el valor real de la integral.

q<—function(x)((;+33/(3*x”4+x‘é+1))
curve (q(x), c(-10,10))

intq<-integrate(q,-Inf,Inf)

Se declara la funcion de la integracion de Montecarlo y se aplica para 1000 y 10000, repre-
sentandose en una sola grafica.

intg.f<-function(y) {mnorm<-rnorm(y)

mean (q(mnorm) /dnorm (mnorm) ) }
intg.v<-vector( 100)

for(i in 1:100) intg.v[il<-intg.£(1000)
plot(intg.v, 0 'red')

for(i in 1:100) intg.v[il<-intg.f(10000)
lines(intg.v, 1, 'purple')
abline (h=intq$value)

A.3 Ejemplo 2.2.

Cédigo correspondiente al ejemplo[2.2]

Se declara, en primer lugar, la funcién de la cual se quieren simular muestras.

p<-function(theta){theta” (-n/2)*exp(-a/(2+theta))}

En esta ocasion se toman los siguientes parametros fijos.

Se define una funcién que ejecute el algoritmo de Metropolis-Hasting que tendrd como

argumentos el valor inicial para # y el nimero de iteraciones deseado.

MH <- function(valorini, iter){

# Se declara una matr
t

1z columna dond
# generados mediante el t

5e recogerdn
to Lo a

e
algoritmo, tanto

# rechazados.

cadena = array( c(iter+1))
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# Se inicializa la cadena con el valor inicial introducido como
# argumento se la funcidn, asi como la cadena muestira donde se recogen
# dnicamente los valores aceptados.

cadena[l] = valorini
muestra<-c(valorini)

# Se tnicializan las siguientes variables gue recogerdn el nimero de
# valores aceptados y rechazados.

nacept=0
nrech=0

# A continuacidn, se realiza un bucle donde se implementa el algoritimo
# en si.

for (i in 1:iter)q{

# Se utiliza como distribucidn propuesta una uniforme (0, 100)
proposaltheta=runif(1,min=0,max=100)

# Ratio de aceptacidn del algoritmo
ratio=p(proposaltheta)/p(cadenali])

# Control de errores: Si en algin caso el ratio es un valor no numérico,
# se recoge en el estado actual el wvalor del estado anterior.

if (ratio == "NaN")}{

cadena[i+1]=cadena[il]
nrech=nrech+1

1
else{

# Se genera un valor aleatorio de una distribucidn uniforme (0,1) y se
# compara con el ratio de aceptacidn del algoriimo.

if (runif(1,0,1)<min(1,ratio)}{
cadena[i+1]=proposaltheta
muestra<-c(muestra,proposaltheta)
nacept=nacept+1

}

elseq{

# Si se rechaza el walor propuesto se almacena en la cadena el valor del
# estado anterior.

cadenali+1] = cadenali]

nrech=nrech+1

}
}
}
# Se devuelve como resultado la cadena generada, asi como el nimero de
# valores aceptados, walores rechazades y la muestra con los valores
# aceptados.
lista=list(cadena,nacept,nrech,muestra)
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# Este caso se mostrardn el ndmero de
# valores aceptados, valores rechazadeos Yy la muestra con los wvalores
# aceptados
listaacep=list(nacept,nrech,muestra)
return(listaacep)
}

MH(50,5000)

A.4 Ejemplo 2.3.

Cédigo correspondiente al ejemplo[2.3]

En primer lugar se define la funcién g de la cudl se quiere simular una muestra. A conti-
nuacion se define la funcién M H que genera la muestra de los valores tanto aceptados como
rechazados del algoritmo MH con distribucién propuesta x? y con pardmetros de entrada el
valor inicial, el nimero de iteraciones deseado y los grados de libertad que se decidan para la

distribucién propuesta.

g<-function(x){x" (n/2-1)*exp(-x/2)}

MH <- function(valorini, iter,df){
cadena = array( c(iter+1))
cadena[l] = valorini
muestra<-c(valorini)
nacept=0
nrech=0

for (i in 1:iter){
proposal=rchisq(1,df, 0)
ratio=g(proposal)/cadenali]
if (ratio == "NalN"){
cadena[i+1]=cadenali]
nrech=nrech+1
}
else{
if (runif (1,0,1)<min(l,ratio)){
cadena[i+1]=proposal
muestra<-c(muestra,proposal)

nacept=nacept+1

}
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else{

cadena[i+1] = cadenal[i]
nrech=nrech+1

return(cadena)

}

Seguidamente, se generan las graficas de los resultados de generar las muestras mediante la

funcién M H con valor inicial 2, 1000 iteraciones y 2 y 10 grados de libertad respectivamente.

plot(MH(2,1000,2) ,type="1")

plot (MH(2,1000,10) ,type='1")

A.5 Ejemplo 3.1.

Cédigo correspondiente al ejemplo[3.1]

## Gibbs aplicado a la normal bivariate

nsamples <- 1000

rho<-0.8

muX=muY=0

sX=1

sY=0.5

msigma=matrix(c(sX"2, sX*sY#rho, sX*sY*rho, sY"2), nrow=2)
## Contour plot de la distribucion

fiftyticks <- seq(from=-3, to=3, length.out = 50)
y <- rep(fiftyticks, 50)

x <- rep(fiftyticks, each=50)

## Curvas de nivel de la distribucién bivariante
z<-matrix( dmvnorm(cbind(y,x), c(muX, muY), msigma), 50, 50)
contour (list(x=fiftyticks, y=fiftyticks, z=z2),

xlim=c(-3,3), ylim=c(-3,3), drawlabels=FALSE)

## Condicionadas

sxcondy=sqrt(sX"2*(1-rho"2)) ## desviacion tipica de X|Y=y
sycondx=sqrt (sY"2*(1-rho"2)) ## desviacion tipica de Y/X=x
rxy=rho*(sX/sY) ## pendiente de recta X|y

ryx=rho*(sY/sX) ## pendiente de recta Y|[x

## muestras

## vectores vacios con ceros

xsample=ysample=rep (0,nsamples)

xsample[1]=-2 ## valores iniciales de la distribucion
ysample [1]=2
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## Generamos valores de las condicionadas

set.seed(123)

for (i in c(1:(nsamples-1))){
xsample [i+1] <- rnorm(1l, mean=muX+rxy*(ysample[i]), sd=sxcondy)
ysample [i+1] <- rnorm(1l, mean=muX+ryx*(xsample[i+1]), sd=sycondx)

}

## Representamos lo que hemos hecho
par (mfrow=c(1,2))
## Superponemos al grafico de contorno anterior los valores generados
contour (list(x=fiftyticks, y=fiftyticks, z=z),
xlim=c(-3,3), ylim=c(-3,3), drawlabels=FALSE)

## Quitamos los 500 primeros valores para evitar la correlacion
points(xsample[-c(1:500)], ysample[-c(1:500)], pch=21, bg="purple" )
## Etiquetamos los 5 primeros valores generados para ver como se comporta
## como depende del valor en que comenzamos
for (j in c(1:5)){
points(xsample[j], ysample[j]1-0.005, pch=21, cex=3.5, bg="white")
text(xsample[j], ysample[j], as.character(j))
}

## Se ha obtenido una muestra de la Normal bivariante

## Comprobamos la similitud de los estadisticos muestrales con los
## parametros del modelo

cor.test(xsample, ysample)

## Aumento del numero de simulaciones 10000

## Se eliminan los 2000 primeros, b=2000 y veo si tengo muestras de la Normal bivariante
nsamples <- 10000

b <- 2000 ## burning

## muestras

## vectores vacios con ceros
xsample=ysample=rep(0,nsamples)

## valores iniciales de la distribucion
xsample [1]=-2

ysample [1]=2

## Generamos valores de las condicionadas

set.seed(123)

for (i in c(1: (nsamples-1))){
xsample [i+1] <- rnorm(l, mean=muX+rxy*(ysample[i]), sd=sxcondy)
ysample[i+1] <- rnorm(1l, mean=muX+ryx*(xsample[i+1]), sd=sycondx)

}

xsamplefinal=xsample[-c(1:b)]

ysamplefinal=ysample[-c(1:b)]

cor.test(xsamplefinal, ysamplefinal)

## Distribuciones marginales obtenidas
## Graficos con los histogramas
par (mfrow=c(1,2))

hist(xsamplefinal, col="lightblue", main="Histograma X1")
hist(ysamplefinal, col="lightblue", main="Histograma X2")
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A.6 Ejemplo 3.3.

Cédigo correspondiente al ejemplo[3.3]

Se comienza declarando la funciones condicionales que, como se ha visto en la redaccién del ejemplo, siguen
distribuciones conocidas.

betagibbs<-function(x,alpha,n,beta){rbeta(l,x+alpha,n-x+beta)}
bingibbs<-function(n,y){rbinom(1,n,y)}

En este caso, se toman los siguientes parametros:
n=10

alpha=1

beta=2

Se inicializa con yg =
y0=0.5
x0<-bingibbs(n,y0)
x0

%, y se generara x de la siguiente forma:

## [11 9

secuencia<-matrix(0,5001,2)

secuencial1l,1]<-x0

secuencial[1,2]<-y0

for(i in 1:5000){
secuencial[i+1,2]<-betagibbs(secuencial[i,1],alpha,n,beta)
secuencial[i+1,1]<-bingibbs(n,secuenciali+1,2])

i=i+1

}

data.frame ( 1:5000, secuencial1:5000,1], secuencial1:5000,2])
pasos = 1:5000

xi = secuencia[1:5000,1]
yi= secuencia[1:5000,2]
plot(pasos,yi, o, expression(y[il), ‘grey')

plot(pasos,yi, 1R expression(y[il), 'grey')

hist (yi[501:5000])

library(coda)

HW=as.mcme (xi,yi)

heidel.diag (HW, 0.05)

##

#Hi#t Stationarity start p-value
H#t test iteration

## varl passed 1 0.66

#it

## Halfwidth Mean Halfwidth

#H# test

## varl passed 3.27 0.194
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A.7 Ejemplo Capitulo S

L[M_, A1 := M" 8" Exp[ (B - 1) datos] Exp[-M T A 23]
PriorM[M_] := AEXp[-A% M]

PriorB[A_ ] 1= uExXp[-ux 4]

Posterior[M_, A ] t=L[M, B] *PriorM[M] « Priorg[A]
PosteriorM[M_] := PDF[GammaDistribution[n+1, 1/ (A+TAB)], M]

PosteriorB[A_]1 := A" Exp[- (u - datos) B8] Exp[-M T A 5]

datos = 2499.97;
n = 387;

T = 26553
M=1.13664166;
B =0.78284;
A=1/M;
u=1/pB;

MH = Funct‘ion[{ﬁ‘in‘i, Mini, datos, T, expu, n},

ClearAll[cont, p, a, normu, normo, X, Xn, uj;

cont = 03
normu = 27ni;
normo = 0.17;

While [cont <1,

RandomVariate[UniformDistribution[]];

©
n

RandomVariate[UniformDistribution[]];

=
n

xn = Quantile[NormalDistribution[normu, normoc], CDF[NormalDistribution[normu, normo], 0]

+p (1 -CDF[NormalDistribution[normu, normo], 0]) 13

PDF [NormalDistribution[normu,normo], 27n7]
1-CDF [NormalDistribution[normu,normo] ,0]

xn” Exp[- (expu - datos) xn] Exp[-Mini T°"] (

a=M‘in[1, —————
PDF [NormalDistribution [normu,normo] ,xn]

Aini” Exp[- (expu - datos) ini] Exp[-Mini T7777] (

1-CDF [NormalDistribution[normu,normo] ,0]

Iffu<a, X =Xxn; cont = cont + 1]

-e
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A.7 Ejemplo Capl’tulo|§|

myMCMC = Funct'ion[{n‘fter, expA, expu, ny, T, inicialM, inicialg, datos},
ClearAll[ml, m2, mat];

mat = {{TnicialM, Tnicialg}};

For[i=1, isniter, i++,
ml = RandomVariate[GammaDistribution[n+1, 1/ (expi+ f“t[ﬁ’”])]];

m2 = MH[mat[[i, 2]], ml, datos, T, expu, nl;
mat = Append[mat, {ml, m2}]

mat
|

Muestra = myMCMC[10 000, A, u, n, T, M, B, datos];

MuestraM = Transpose[Muestra] [[1]];
MuestrapB = Transpose[Muestra] [[2]]}
ListPlot[MuestraM]

ListPlot[Muestrap]
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