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Resumen La web Matematicaula nos ofrece una serie de applets de GeoGebra con los que trabajar,
desde el aula, diferentes contenidos matematicos mediante razonamientos guiados o0
actividades resueltas. Estas dos dinamicas permiten que el alumnado estructure sus
razonamientos y saque conclusiones. Los valores aleatorios que se generan con
GeoGebra proporcionan infinidad de ejemplos y actividades.
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Title Guided reasoning and resolved activities using random values with GeoGebra

Abstract Matematicaula website offers some GeoGebra applets with different mathematical
contents through guided reasoning or solved activities. These two dynamics allow
students to structure their minds. Random values that can be generated with GeoGebra
provide us infinite examples and activities.
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1. Introduccién

En el afio 2008, cuando aun no habia finalizado mi licenciatura de Matematicas, empecé a disefiar
la web Matematicaula (http://matematicaula.com.es). Mi objetivo era empezar a recopilar material
didactico que pudiese ser utilizado en mis futuras clases. Con el paso de los afios, se han ido afiadiendo
poco a poco todo tipo de contenidos para trabajar en el aula, en su mayoria de creacién propia. A dia de
hoy, Matematicaula es un portal que dispone de applets de GeoGebra para Educacién Primaria,
Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato. Algunas secciones de la web incluyen contenidos que
no requieren el uso de GeoGebra: hojas de trabajo, juegos matematicos (Falcén, 2012), material de
papiroflexia, decoraciones para el aula, asi como webquests, videos, galerias de imagenes matematicas,
etc.

Las posibilidades del programa GeoGebra me han permitido generar distintas dindmicas de
trabajo, de modo que, en este articulo, voy a destacar dos de ellas: los razonamientos guiados y las
actividades resueltas. Estas dos dindmicas buscan avanzar en el modelo tradicional de la ensefianza
matematica, que se centra en tres pasos: se enfrenta al alumnado con los conceptos, se pasa a realizar
algunos ejemplos resueltos, y se inicia la resolucion de un listado repetitivo de ejercicios similares. Este
modelo ha sido cuestionado por distintas teorias pedagégicas (Godino, 1991), las cuales observan como
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parte del alumnado se bloquea, cémo no se favorece el aprendizaje matematico o como se aleja los
contenidos de la realidad cotidiana.

Las dos dindmicas mencionadas intentan que los alumnos estructuren sus pensamientos, asi como
que saquen sus propias conclusiones. Una clave para ello estara en el uso de valores aleatorios (Falcon
y Rios, 2014) que se utilizan para generar las actividades. Con un Unico clic podemos generar en el
momento un nuevo ejemplo resuelto que nos permita aclarar dudas, informar de casos particulares, o
evitar crear falsas propiedades fruto del azar numérico. Es mas, estos applets facilitan al alumnado
infinidad de ejemplos y actividades para trabajar desde casa, todos resueltos e incluso explicados en su
mayoria.

2. Razonamientos guiados

Una tarea que tenemos los docentes, y no solo en la asignatura de Matematicas, es conseguir que
el alumnado exprese con palabras escritas qué esta haciendo o qué pasos esta dando. Salvo excepciones
puntuales, todos mis alumnos que no estaban habituados a explicar sus razonamientos, poseian
cuadernos ineficaces y elaboraban examenes cabticos.

e Sus cuadernos se componian de un cimulo de niimeros y operaciones, sin un orden adecuado.
Con suerte y si hemos insistido, el alumno tendra copiados los enunciados de las actividades
y podréa saber el origen de los mismos. El problema principal es que toda esa informacién del
cuaderno seré dificil de descifrar pasadas unas horas. Tendré que invertir tiempo cada vez
que decidiese repasar el trabajo realizado, para recordar en qué consiste lo escrito en él.

e Los exdmenes son extensiones de sus cuadernos. Para muchos alumnos, el objetivo es el de
rellenar el espacio en blanco del folio con nimeros y operaciones, hasta que se tenga la
sensacion de haber finalizado la actividad. A la hora de corregirles los exdmenes, somos
nosotros los que intentamos buscar el guion seguido por el alumno. Pero deben ser ellos los
gue comprendan que esa no es tarea nuestra, sino que es su obligacién el demostrar que saben
qué han hecho y por qué.

Estas situaciones no son exclusivas de mi alumnado. La dificultad de los estudiantes a la hora de
explicar los razonamientos ha sido objeto de estudio en multitud de textos especializados de Didactica
de las Matematicas (Goizueta y Planas, 2011; Orrantia, 2006).

El objetivo de los razonamientos guiados es marcar al alumnado unas pautas a seguir, y mostrarles
una posible forma de detallar con palabras los razonamientos seguidos. No se deben tratar los
razonamientos guiados como una imposicién memoristica en el modo de resolver un problema, ni una
automatizacion de ninguno de los procedimientos matematicos. En tal caso, los alumnos estudiaran de
memoria los textos que aparecen en los applets de GeoGebra, sin entenderlos y sin saber aplicarlos. Se
deben entender estos razonamientos como el punto de partida de los argumentos a seguir, la forma en
que pueden aparecer escritos en sus cuadernos, e inspiracion para futuros textos explicativos que ellos
deberan expresar con sus propias palabras y que necesiten a lo largo del curso.

Una vez gque podemos confirmar que los conceptos basicos han sido comprendidos, uno de los
beneficios de los razonamientos guiados es que permite dar respuesta a una de las preguntas que los
estudiantes suelen formular: ¢qué tengo que hacer? En el momento en que el alumno afirme no saber
cémo continuar, la referencia a los razonamientos guiados hara que él mismo sea consciente de no haber
trabajado o estudiado lo suficiente. Si no fuese el caso, habria que analizar la razén de dicho bloqueo y
conseguir que el alumno sea capaz de expresar qué paso exactamente. Al evitar la frase hecha “no he
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entendido nada” y sefialar el paso exacto, conseguimos ahorrar tiempo y animar al alumno en la
comprension de los pasos anteriores.

En la estructura de los applets de GeoGebra nos encontraremos, al menos, con un deslizador
(vertical u horizontal). Este deslizador permitird al alumno descubrir los sucesivos pasos que debe llevar
a cabo. Cada uno de los pasos debe tener una etiqueta que los identifique. Ademas, segln se avance con
el deslizador, es conveniente que aparezca un pequefio texto que aclare en qué consiste dicho paso.

A continuacion, veremos algunos ejemplos de razonamientos guiados:

2.1. Regla de tres directa (para 1° de ESO)
Nos podemos encontrar distintos problemas de reglas de tres, con datos aleatorios, en la pagina:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=regladetresdirecta

Los pasos del razonamiento guiado en este applet son: indicar las magnitudes, colocar los datos,
pasar a fracciones y resolver el problema.

Cada vez que se actualiza el applet, no s6lo variaran los datos numéricos, sino que hay una
pequefia base de problemas de texto que iran apareciendo poco a poco.

6 trozos de queso cuestan 12 6 trozos de queso cuestan 12
euros. ;Cuanto trozos compraré con 20 euros? euros. ¢Cuanto trozos compraré con 20 euros?

TROZOS EUROS
Magnitudes Magnitudes
6 12
D
X 20

6 12

Pasoa Pasoa 8
fracciones fracciones X 20

ot @sowsin x=(6-20)/12=10 EUROS

Figura 1. Ejemplo de problema en applet de GeoGebra

2.2. Identidades notables (para 2° de ESO)
Las identidades notables las podemos trabajar entrando en la pagina:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=identidadesnotables

En este applet apareceran tres pasos de desarrollo: identificar las variables, sustituir y desarrollar.
Al actualizar el applet, los sumandos de la identidad notable cambiaran aleatoriamente. Esto nos
permitird identificar mejor como obtener el desarrollo de dicha identidad. Finalmente, para poder
trabajar los tres tipos de identidades notables, aparece un segundo deslizador en la parte superior.
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2

(a+ )1324-23 +

(4 +5)2 =(4)>+2-(4):(5)+ (5)*
!

=16 4+ 40 4+ 25
a=4, b=5 B -

Figura 2. Ejemplo de identidad notable desarrollada en applet de GeoGebra.
2.3. Extraccion de factores en los radicales (para 3° de ESO)
Para entender como se extraen factores en un radical entramos en:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=extraccionfactoresradical

Tras cuatro pasos explicados con texto y con ejemplos numéricos, el alumno puede mover el
deslizador superior, y trabajar con un listado de actividades generadas con valores aleatorios.

EXTRACCION DE FACTORES DE UN RADICAL ®

TEORIA  EJERCICIOS

Observa Ei.‘itas propiedades W - 8
de los radicales. 284 — '-"81! RV 82 —=—8-8 = 82

Si tefijas, lo que hacemos es hacer

oo V86 = U82. /8% . V8% = 8% = 83

(el exponente entre el indice).

No siempre esa divisién serd
exacta. Cuando haya resto en la \-’/7 _ 2/a6 \:/—, o3 \‘/—
divisi6n, dicho resto quedard 8" =v8% -v8=8"-v8

como exponente dentro del radical.

3 entre 2:

Si hacemos la divisién directamente . +/ 83 — 81 . /81 COCIENTE=1

RESTO=1

V675 = ¥52.33 =5.3V3

Figura 3. Ejemplo de razonamiento guiado con radicales en applet de GeoGebra
2.4. Simplificacion de fracciones algebraicas (para 4° de ESO)

Una mezcla de razonamiento guiado con actividad resuelta (que se tratara en el siguiente
apartado) la podemos encontrar en la simplificacion de fracciones algebraicas:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=simpfracalgebraicas4

Los pasos del desarrollo son: factorizar y simplificar.
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Hay que tener en cuenta que, al trabajar con GeoGebra en modo HTML, puede que ciertas
operaciones tarden en cargar (especialmente si se utilizan ordenadores con unos afios de antigiiedad).

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

(=5)(z+2)(x—-3) _  x+2
(z—5)(z —3)(x —5) x—5

o +a?—21xz—45 (x=5)(x+3)(x+3)  2*+6z+9

z2 —10x + 25 (x—5)(x—5) T—35

Factoriza simplifica Ver soluciones: Factoriza Simplifica

Figura 4. Ejemplo de simplificacion siguiendo los dos pasos (factoriza-simplifica) en applet de GeoGebra

2.5. Intervalos de confianza (para 2° de Bachillerato)

Las actividades con razonamientos guiados no solo son Utiles en cursos de la ESO. En este applet:
http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=bac-intervalosconfianzamedias

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA POBLACIONAL

Se quiere hacer un estudio de mercado para conocer el precio medio de los libros de narrativa

que se venden en la actualidad. Para ello se elige una muestra aleatoria de 36 libros,
encontrando que tienen un precio medio de 56 £. Se sabe que el precio de los libros de narrativa
sigue una distribucién Normal con media desconocida y desviacion tipica 8 €. Obtenga un intervalo
de confianza al 98 %, para el precio medio de esos libros.

1. Se obtiene el valor critico a partir del nivel de confianza.

1-a=098 — a=0.02 — a/2=001 - 1-0/2-099 — Zuf2:2'326

2. Se calcula el error maximo admisible.

o 8
E=2z,/n2—= =2.326 =3.102
" m V36
3. Se obtiene el intervalo de confianza.

I = (X — E,% + E) = (56 — 3.102,56 + 3.102) = (52.898,59.102)

Figura 5. Ejemplo de resolucién de problema de Selectividad en applet de GeoGebra

podemos ver desarrollado la resolucién de un problema de intervalos de confianza para la media. Esta
actividad estd destinada para alumnos de 2° de Bachillerato que cursan la opcion de Matematicas
Aplicadas a las Ciencias Sociales. El applet tiene un banco de problemas y los valores que aparecen son
aleatorios. Este applet nos permite a nosotros proyectar en la clase la resolucién de una actividad que
aparece en las pruebas de acceso a la Universidad, Gnicamente moviendo un deslizador. Y a nuestro
alumnado le permite comprender que dicha resolucion sigue siempre los mismos pasos. La Unica
dificultad de cada problema es distinguir los datos proporcionados.
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3. Actividades resueltas

La segunda categoria de applets de GeoGebra de las que haremos referencia son las actividades
resueltas. A diferencia de los razonamientos guiados, en ellos aparecen baterias de ejercicios para
resolver. No suelen traer explicaciones ni pasos intermedios. Encontraremos las operaciones o
enunciados a resolver y sus soluciones ocultas. Estas se haran visibles cuando cliquemos en la casilla de
control.

Resultan interesantes por distintos motivos:

e Permiten al alumnado sacar conclusiones a partir de distintos ejemplos. Tal como se
comento en el apartado introductorio, el hecho de que al pulsar el botdn se generen
nuevos ejemplos conlleva aclarar dudas que un unico ejemplo no aparecerian, informar
de casos particulares que a nosotros no se nos hubiese ocurrido, o evitar crear falsas
propiedades fruto del azar numérico.

e Consiguen que pierdan el miedo a equivocarse. El alumno pierde la excusa de no poder
trabajar por no saber el resultado y no saber si lo esta haciendo bien. Si se ha equivocado,
no pasara nada, lo corregird, buscara el fallo y aprendera de los errores.

Algunos ejemplos que nos podemos encontrar en la web son:

3.1. Operaciones con decimales (para 1° de ESO)

Para generar operaciones con nimeros decimales, tanto sumas, restas, productos o divisiones,
podemos utilizar el siguiente applet:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=operacionesdecimalesl

OPERACIONES CON DECIMALES
SUMA
1)4.644032= 4.96 3)6+0.13=
2)98.9+239= 101.29 4)5.41457.9=

—
5)0.9-7.4= 7)8.569-8.94=
6)9.12-7.02= 8)0.84-5.74=

——

9)5.96- 6.6 = 11)5.29-0.86 =
10)69-2.51 = 12)0.47-79.8 =

DIVISIGN
13)8.92:68.1 = 15) 6.55:65.1 =
14)35.5:9.87 = 16) 5.36:37.9 =

Figura 6. Ejemplo de operaciones con decimales resueltas en applet de GeoGebra.
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3.2. Operaciones con fracciones (para 3° de ESO)

Podemos conseguir generar infinidad de operaciones con fracciones. Este applet tiene como
inconveniente que la estructura de estas operaciones son siempre las mismas. Es decir, Gnicamente
cambian los nimeros que aparecen, pero no el orden de las operaciones. El regenerarlas permite que
nuestros alumnos asimilen la jerarquia de operaciones y observen el comportamiento de estas si
repetimos su resolucion en clase hasta obtener el resultado indicado. La direccion del applet es:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=operacionesfracciones3

OPERACIONES CON FRACCIONES

1 3 2 3
(5—5)‘(E+§)=

—136
135

3 —31

"2 36

Figura 7. Ejemplo de operaciones con fracciones resueltas en applet de GeoGebra

3.3. Razones trigonométricas respecto a una dada (para 4° de ESO)

Finalizamos esta seccion con un applet de GeoGebra que genera angulos en la circunferencia
goniométrica, de forma que, visualmente, podemos obtener las razones trigonométricas de distintos
angulos. Lo encontraremos en la siguiente direccion:

http://matematicaula.com.es/nejercicio.php?ejercicio=razonestrigonometricasrespectounadada
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Sabiendo que cos a =-0.91 y el dngulo
pertenece al cuadrante niimero 2, calcula:

cos (m-a)= 0.91
sen (n+a)= -0.42
sen (2mn-a)

Ver solu

Figura 8. Ejemplo de obtencidn de razones en applet de GeoGebra

4. Ejemplos de examenes resueltos por alumnos

Esta forma de proceder en nuestra aula se ve reflejada tanto en los cuadernos de los alumnos como
en los examenes. Una vez superada la fase inicial de rechazo ante el trabajo extra, cuando un alumno se
da cuenta que realmente le resulta méas sencilla la resolucion de actividades, y que esto se refleja en la
nota, este te empieza a exigir que les detallemos el razonamiento.

Se van a mostrar ejemplos visuales de parte de exdmenes resueltos por alumnos con los que se ha
trabajado ambas dinamicas. Comenzamos con la resolucion de una ecuacion lineal con denominadores.
Observamos en la imagen la resolucion de forma vertical en el lado izquierdo, y la descripcion de los
pasos que sigue el alumno, en este caso de 2° de ESO, en el lado derecho.

B>l asa
L

“

| 4
= QS Q. Mmic

Q)

ﬂ%::t) \Gamy - i QUI o TeUATT URSO0ES

Gy 72 Sy B-AY Pswoomms s biwes @ 16 BT

g .’Zg\j,) ~a Mig Qo bos Sceesthics

Tl o s s

S o+

Figura 9. Ecuacion resuelta por alumna de 2° de ESO

Del mismo modo, una de mis alumnas de 4° de ESO, de la opcion de Matematicas Aplicadas (el
curso anterior cursé el Programa de Mejora del Aprendizaje y Rendimiento, PMAR, y lleg6 a este curso
con dificultades con las matematicas), resuelve también una de estas ecuaciones siguiendo el mismo
procedimiento.
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Figura 10. Ecuacion resuelta por alumna de 4° de ESO

Finalizamos con un ejercicio de programacion lineal resuelto por una alumna de 2° de
Bachillerato. Es interesante observar como al disponer toda la informacion ordenada, es mas facil para

nosotros realizar la correccion, y nos permite comprobar que el alumnado esta entendiendo los pasos
que ha seguido.

Figura 11. Problema resuelto por alumna de 2° de Bachillerato

5. Conclusiones

Cuando se han llevado estos applets al aula, la dindmica de clase ha permitido descubrir nuevas
dudas en el alumnado, asi como nuevas formas de presentar y ordenar los pasos para una mejor
comprension. Como se ha comentado a lo largo del articulo, he notado en mis alumnos mayor facilidad
para entender muchos de los conceptos, han trabajado desde casa contenidos que de otra manera no lo
hubiesen hecho, y han mejorado la presentacion y la argumentacion en el cuaderno y en exdmenes.
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Todos los applets que podremos encontrar son siempre mejorables, pero siempre serdn un buen
punto de partida para llevar GeoGebra al aula de una forma distinta.

No cabe duda de que el uso de los applets de razonamientos guiados o actividades resueltas va a
facilitar el trabajo del alumnado a la hora de hacerles enfrentarse a los contenidos matematicos.
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