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Resumen En este articulo exponemos el disefio y los resultados de la implementacion de una
situacion de aprendizaje sobre los conceptos involucrados en el estudio de funciones, es
decir: intervalos de crecimiento, de decrecimiento y extremos relativos de una funcién.
El objetivo principal de la misma es llevar al alumno a lograr descubrir en forma
autonoma la relacién entre dichos conceptos y el signo de la derivada. Para elaborarla
tomamos como base la variacion y la transicion entre registros de representacion.
Mediante la lectura de gréficos los estudiantes pudieron identificar dichos conceptos, con
el registro numérico lograron una aproximacion a la relacion mencionada y luego a traves
del registro analitico consiguieron formalizarla. Una de las dificultades radicé en
expresar verbalmente todo lo que estaban obteniendo.

Palabras clave Situacion de aprendizaje -variacion — registros - Célculo

Title Learning situation about the concepts involved in functions study

Abstract In this article, we present the design and the results of an implementation of a learning
situation about the concepts involved in the function studies: growth and decrease
intervals, and relative edges of a function. The main objective of the learning situation is
to lead the student to autonomously discover the relation between those concepts and the
derivative sign. For this to happen, we consider the variation and transition between
representation registers. By reading graphs, students could identify these concepts, with
the numerical register they achieved an approximation to the mentioned relationship and
then through the analytical register they were able to formalize it. One of the difficulties
was in verbally expressing everything they were learning.

Keywords Learning situation — variation — registers - Calculus

1. Introduccioén

Es de dominio publico en la comunidad de Educacion Matematica los resultados de diversas
investigaciones que dan cuenta que los alumnos, luego de un curso de Célculo, no logran una comprension
satisfactoria de conceptos fundamentales como limite, derivada e integral (Garcia y Dolores, 2016;
Moreno, 2005; Salinas y Alanis, 2009).
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La ensefianza tradicional universitaria se fundamenta en la transmision de conocimientos basados
en algoritmos y “recetas” y se deja en segundo plano la comprension de ideas, nociones y conceptos. A
esto se suma que se tiende a evaluar competencias algoritmicas y algebraicas, entrando asi en un circulo
vicioso: “para tener niveles aceptables de éxito, se evalia aquello que los estudiantes pueden hacer mejor,
y esto es a su vez considerado por los estudiantes como lo esencial, ya que es lo que se evaltia” (Artigue,
1995, p. 97). Autores como Vrancken (2011), Garcia (2011), Cuevas, Rodriguez y Gonzélez (2014),
reafirman esta situacion sefialando que se logra un dominio razonable de técnicas para calcular limites y

derivadas, pero existen serias dificultades en comprender el significado de estos conceptos.

Como afirma Cantoral (2001, p.13) “la ensefianza tradicional de la matematica que en términos
generales se realiza en el sistema educativo, permite satisfacer los reclamos del contrato didactico, pero no
parece lograr un verdadero aprendizaje entre los alumnos”. Acordamos con el autor que el aprendizaje que
nos ocupa es aquel que permite, a quien lo logra, transitar del conocimiento al saber. Es decir, del
reconocimiento de un objeto matematico en situaciones didacticas simples a su evocacién en situaciones
no didacticas mas complejas.

Nuestro contexto, la asignatura Andlisis Matematico | de carreras de ingenieria de la Universidad
Nacional de La Matanza (UNLaM), Argentina, no es ajeno a lo mencionado anteriormente. Tenemos
evidencia de bajos indices de aprobacidn de la materia, altos niveles de abandono, dificultades para poder
transferir lo aprendido a la resolucién de problemas, etc.

Ante este problema concreto emprendimos una investigacion con el objetivo de estudiar como
mejorar la ensefianza y el aprendizaje de algunos conceptos matematicos para lograr la comprension de los
mismos. Para llevarla a cabo elegimos los conceptos de intervalos de crecimiento de una funcién (IC),
intervalos de decrecimiento de una funcién (ID) y extremos relativos de una funcién (ER) y su relacion
con el objeto matematico derivada. Esta eleccion estuvo basada en el hecho de que estos conceptos
intervienen en la resolucién de problemas de optimizacion. El planteo de este tipo de problemas es un
primer paso al desarrollo de otros mas complejos. Estos aportan una base tedrica y metodolégica que
constituyen la antesala de plantear, analizar y desplegar diversas estrategias de solucién en otro tipo de
situaciones propias de la ingenieria. Pensamos que una base solida sobre los conceptos mencionados
favorece la resolucion de estos problemas. Al respecto Baccelli, Anchorena, Moler y Aznar (2013)
estudian las dificultades de los alumnos de ingenieria para resolver problemas de optimizacién. Los
autores concluyen que es necesario impulsar estrategias de ensefianza que contribuyan a identificar y
aprender los procedimientos involucrados en problemas de optimizacion tales como hallar extremos
relativos de funciones. Otros autores como Cuesta, Jordi y Méndez (2010) utilizan actividades de
ensefianza y aprendizaje que trabajan con ideas intuitivas de los estudiantes sobre situaciones de cambio a
fin de que los mismos se familiaricen con la nocién de puntos extremos de una funcion.

Con el fin de tomar distancia de la metodologia expositiva tradicional optamos por el disefio e
implementacion de una situacion de aprendizaje entendida, segin Garcia (2011), como un espacio de
encuentro entre los alumnos y el profesor en el cual se coordinan acciones a través de un proceso de
interpretacién/comprension logrando construir significados que comparten.

Por lo tanto, el objetivo de nuestra investigacion es describir y analizar el aprendizaje sobre IC, ID y
ER de una funcién mediante el estudio de las producciones realizadas por los estudiantes a partir de la
implementacion de una situacion de aprendizaje basada en ideas variacionales y en el uso de diversos
sistemas de representacion.
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El mismo se concreta en la siguiente pregunta de investigacién: ¢Qué efectos tiene una situacion de
aprendizaje basada en ideas variacionales y diversos sistemas de representacion en el aprendizaje de los
conceptos de IC, ID y ER de una funcién?

Tomando en cuenta lo descrito anteriormente mostramos en el presente trabajo parte de la situacion
de aprendizaje disefiada para llevar adelante la investigacion y los resultados obtenidos en la
implementacion de la misma.

2. El Pensamiento y Lenguaje variacional

Nos encuadramos en la linea del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), la cual estudia los
fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion de los saberes matematicos propios del cambio y la
variacion en el sistema educativo y en el medio social en el que se producen (Dolores, 2010).

Cantoral (2004) define al PyLV como una linea de investigacion “que se ocupa de los fendmenos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el cambio en el
sistema educativo y en el medio social que le da cabida” (p. 1). Cantoral, Molina y Sanchez (2005)
entienden por cambio “a la modificacion de estado, de apariencia, de comportamiento o de condicion que
experimenta un cuerpo, un sistema o un objeto” (p. 464). A su vez la variacion es la cuantificacion del
cambio, es comprender coémo y cuanto cambia el fendmeno estudiado.

La investigacion desde este enfoque tiene una orientacion multiple: epistemoldgica debido a que se
estudian procesos de cambio desde su construccion matemaética y epistemoldgica; cognitiva porque
analiza los procesos cognitivos que realizan los estudiantes cuando se enfrentan a situaciones de variacion.
Tiene una faceta didactica desde la cual los docentes disefian situaciones de aprendizaje donde se usan
procesos y actividades basadas en el cambio y una dimensidn social, ya que estas situaciones se presentan
en un contexto escolar determinado.

Ademés de un enfoque de investigacion es una forma de pensamiento. Este se identifica por el
estudio de situaciones y fendbmenos en donde esta involucrado el cambio y donde la necesidad de predecir
estados futuros motiva el estudio de la variacion. El PyLV es parte del pensamiento matematico avanzado
ya que combina la matematica de la variacion con el pensamiento y a su vez, para su desarrollo, se deben
dominar todos los conjuntos numéricos y los conceptos de variable, funcion, derivada e integral, usando
varios registros de representacion y un dominio elemental de la modelacion (Cabrera, 2009; Dolores,
Guerrero, Martinez y Medina, 2002).

No obstante, como sefiala Cantoral (2013) la construccidn del concepto de variacion es un proceso
dificil y lento, que requiere la integracion de representaciones simbdlicas, numéricas, algebraicas,
analiticas, visuales y gréaficas. Duval (1998) las denomina registros de representacion. Para este autor un
registro es un sistema de signos utilizado para representar una idea u objeto matematico. Como indican
Sanchez, Garcia y Llinares (2008) la importancia del papel que tienen las representaciones estriba en que
se asume que los significados de los conceptos son construidos a través del uso de signos. Al respecto,
Posada y Obando (2006) manifiestan:

El estudio de los conceptos, procedimientos y métodos que involucran la
variacion estadn integrados a diferentes sistemas de representacion graficas,
tabulares, expresiones verbales, diagramas, expresiones simbdlicas, ejemplos
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particulares y generales para permitir, a través de ellos, la comprension de los
conceptos matematicos (p. 16).

3. La situacion de aprendizaje

Entendemos por situacion de aprendizaje un conjunto de secuencias de clase disefiadas, organizadas
y articuladas en el tiempo con el fin de realizar un proceso de aprendizaje para un grupo determinado de
alumnos. En nuestro caso pensamos el proceso de aprendizaje como un proceso de construccion de
significados de una nocién o nociones el cual se encuentra dentro de una situacién especifica en un
contexto determinado y en el que los participantes tienen la oportunidad de interactuar. Una situacion de
aprendizaje es un disefio didactico que involucra las actividades que realizan los alumnos, su
organizacion, su puesta en marcha y su finalizacion.

La actividad que forma parte de una situacion de aprendizaje no es cualquier actividad dentro del
aula. Esta debe comprometer al alumno en un rol activo provocando en él un desafio que pueda resolver
por si mismo. El estudiante tiene que entender la actividad planteada, las variables que intervienen y sus
relaciones para poder formular un camino de solucion sobre la base de sus conocimientos previos. La
situacion de aprendizaje debe lograr que el alumno sea capaz de explicar los resultados obtenidos o
justificar la solucién encontrada. Se puede contemplar también una etapa donde los estudiantes y el
docente realicen la institucionalizacion de las nociones construidas. Esto Gltimo depende de los objetivos
que se deseen alcanzar con la situacion disefiada.

La situacion de aprendizaje fomenta el trabajo independiente en un ambiente colaborativo, el
alumno debe estar predispuesto a intercambiar ideas con sus compafieros, fundamentar las propias y
recibir o solicitar orientaciones de parte del profesor. EI docente no solamente participa en el momento del
disefio, sino también de su puesta en marcha, implementacion y finalizacion.

3.1. Consideraciones de disefio

Con el proposito de llevar al alumno a poder relacionar el comportamiento variacional de funciones
con el signo de la derivada preparamos actividades que comprendian los conceptos de IC, ID y ER. El
objetivo general de las mismas fue que al resolverlas se pueda dar respuesta a preguntas como ¢qué
relacién existe entre el signo de la derivada de una funcién en un intervalo y su crecimiento o
decrecimiento en el mismo? ¢qué comportamiento tiene la derivada de una funcién en un extremo
relativo?

La secuencia elaborada fue el resultado de establecer una serie de actividades de aprendizaje con un
orden interno entre si. Partimos de recuperar nociones previas de los estudiantes y las vinculamos con
situaciones en contextos reales con el fin de que la informacién a la que se va accediendo tenga sentido y
pueda abrir un proceso de aprendizaje. Las tareas demandaban que el alumno realice acciones para
relacionar sus conocimientos y experiencias previas con algin interrogante y con informacién sobre un
objeto de conocimiento (Diaz, 2013). En este caso esos objetos fueron el signo de las razones de cambio
media en un intervalo, la derivada en un punto y la variacion de funciones (IC, ID y ER). Tuvimos en
cuenta también que la comprension del alumno se facilita si se combinan en la ensefianza las
aproximaciones del concepto de derivada como limite del cociente incremental, pendiente de la recta
tangente y el uso de tablas (Sanchez, Garcia y Llinares, 2008).

Las tareas contemplaban distintas formas de brindar la informacion (verbal, tabular, algebraica y
grafica), el armado de tablas, la confeccion de gréaficos, la expresion verbal de lo que se iba obteniendo y

10 | Vol. 99 + noviembre de 2018 NUMEROS



Situacién de aprendizaje sobre conceptos involucrados en el estudio de funciones
B. Williner

la manipulacién algebraica con el fin de contribuir al entendimiento de las situaciones de variacién
planteadas. Como sefnala Vrancken (2011) “las tablas, graficas, expresiones en lenguaje coloquial y
representaciones algebraicas, que contienen la misma informacidon ponen en juego diferentes procesos
cognitivos, relacionados entre si” (p. 106). Las representaciones graficas potencian la visualizacion y se
relacionan con la geometria. Las tablas hacen visible los aspectos numéricos y cuantitativos, en tanto que
las expresiones analiticas o algebraicas conectan con la capacidad simbodlica y se vincula con el algebra.
La representacion verbal se entrelaza con la capacidad linglistica y es basica para interpretar y relacionar
las anteriores (Carabus, 2002).

También consideramos diversos contextos de variacion inspirados en otras secuencias didacticas
como la que presentan Vrancken, Engler, Giampieri y Miller (2015), Garcia y Dolores (2016), Cantoral
(2013), Vrancken (2011), Engler, Muller, VVrancken y Hecklein, (2007) y libros como Thomas (2006) y
Stewart (1999).

Dado que toda situacion de aprendizaje parte de los saberes previos gque tienen los alumnos y tienen
como objetivo construir conocimiento a través de las actividades involucradas en la misma, disefiamos dos
tipos de actividades a las que Ilamamaos: de exploracion y de descubrimiento. Consideramos:

Actividades de exploracion: son aquellas cuyo objetivo es familiarizar a los alumnos con
situaciones y procesos basicos de la variacion. A través de las mismas indagamos las ideas de los
estudiantes sobre los conceptos de funcion, cambios y razones de cambio, ya sea desde sus ideas intuitivas
como desde sus conocimientos previos. Nos dan una vision general, el punto de partida del proceso de
aprendizaje para luego, mediante las actividades de descubrimiento, trabajar sobre los conceptos
involucrados y sus relaciones.

Actividades de descubrimiento: son aquellas gque organizamos pensando en el proceso de
aprendizaje como proceso de construccién de conocimiento. Buscan que el alumno sea capaz de establecer
relaciones para ir formandose la idea de los nuevos conceptos, propiedades y correspondencias que dan
solucion a la situacion planteada. Las producciones de los alumnos constituyen la base para formalizar
contenidos y propiedades. Pretendemos que a partir de situaciones de cambio en diversos contextos el
alumno pueda relacionar la derivada positiva con el crecimiento, la derivada negativa con el
decrecimiento. Las tareas conducen a analizar que en todos los valores de la variable independiente donde
la recta tangente a la gréafica es horizontal o no existe, tal vez exista un ER de la funcion.

Por razones de espacio mostramos los dos grupos de actividades de exploracion y el primer grupo
de actividades de descubrimiento.

Grupo 1 actividades de exploracion

Este grupo estuvo formado por dos actividades que tuvieron como fin conocer las concepciones de
los alumnos sobre: variables independiente y dependiente bajo contexto de problema, intervalos de
positividad y negatividad de una funcién y cambios de variable dependiente. Estos conceptos eran de total
importancia en las actividades de descubrimiento. Si detectabamos alguna dificultad era el momento de
poder aclarar dudas o desplegar estrategias para superarla. También quisimos explorar las ideas intuitivas
sobre los conceptos de IC, ID; maximos y minimos de una funcién. Sobre esas ideas ibamos a trabajar
luego.
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Actividad 1. En la tabla siguiente se muestra la velocidad (en km/h) de un automaévil que viaja
sobre una ruta. Los resultados se registraron cada media hora desde un instante inicial t =0 (en
el que el auto ya estaba en movimiento) y durante 3 horas de viaje.

t (horas) |0 0.5 1 15 2 25 3
v(t)

80 85 70 90 90 100 110
(km/h)

a) ¢Cudl es la variable dependiente y cudl la independiente?

b) ¢En qué intervalos de tiempo la velocidad aumentd?

c) ¢En cuéles disminuy6?

d) ¢En qué intervalos la velocidad no cambi6?

e) Calcular los cambios de la velocidad en intervalos de media hora.

f) ¢Qué se puede observar en el signo de la cantidad que representa el cambio para cada
una de las situaciones anteriores?

Actividad 2. Los constructores de un oleoducto en Alaska necesitaron construir una cubierta
aislante para la tuberia para evitar que el calor derritiera el suelo congelado. Para disefar esa
cubierta fue necesario tomar en cuenta la variacion de la temperatura del aire durante el afio. De
acuerdo a los datos experimentales se pudo hacer un ajuste con la siguiente curva que expresa la
temperatura media del aire en cada dia del afio (en grados centigrados):

T.media(C*®)

(dias!

a) ¢En qué momento del afio la temperatura es positiva? ;Y negativa?
b) Determinar los intervalos de tiempo donde la temperatura crece

c) Determinar los intervalos de tiempo donde la temperatura decrece.
d) ¢Existe algin dia del afio donde la temperatura no varia?

e) ¢En qué momento del afio la temperatura fue maxima? ¢Y minima?

Figura 1. Grupo 1 actividades de exploracion
Grupo 2 de actividades de exploracion

Las dos actividades son extraidas de Dolores (2000) a las cuales les agregamos en la consigna
justificar la respuesta elegida. Establecimos dos objetivos con este grupo de actividades. El primero fue
conocer si los alumnos habian logrado identificar el valor numérico de la derivada como la pendiente de la
recta tangente a la curva en un punto. La interpretacion geométrica era de suma importancia en las
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actividades de descubrimiento, en las cuales el alumno debia relacionar el signo de la derivada primera
(pendiente de la recta tangente) con el crecimiento o decrecimiento de la funcién. Por otro lado, era
necesario reconocer puntos de derivada cero ya que son posibles ER de la funcién estudiada.

Actividad 1. El siguiente es el grafico de cierta funcion f y su recta tangente en el punto de
abscisa X = 2. Contestar indicando la opcion correcta. Justificar la respuesta:

A) ¢Cual es el valor de f(2)?
a4 b)3 c)-1 d)2

B) (Cual es el valor de la derivadaen x=27?
a4 b3 c)-1 d)2

C) ¢Cual es el valor de la derivadaen x=47?
al b)-1 c)0 d)2

Figura 2. Actividad 1 del Grupo 2 de exploracién

El segundo proposito fue evaluar si el alumno identificaba en el contexto de la funcién posicién de
un cuerpo el cambio de la variable dependiente en un determinado intervalo, la velocidad media y la
velocidad instantanea (derivada) desde el registro analitico. Estos cuatro conceptos son fundamentales a la
hora de trabajar con funciones como modelos matematicos de variacion.

Actividad 2: la distancia que recorren los cuerpos en caida libre estd dada
aproximadamente por la funcion S(t) =5t?  donde S estd en metros y t en
segundos. Marcar la opcidn correcta en cada item y justificar la respuesta:

A) ;Cuadl es la distancia que recorre un cuerpo en el primer segundo?
a)lm Db)5m ¢)49m d)10m

B) ¢Cuanto cambia la distancia que recorre un cuerpo entre el 1° y 2° segundo?
alm b)5m ¢)15m d)10m

C) ¢Cuaél es la velocidad media del cuerpo entre el 1° y 2° segundo?
a)5m/s b)) 20 m/s c) 15 m/s d) 10,2m/s

D) ¢Cuél es la velocidad del cuerpo exactamente en el primer segundo?
a)5m/s b)) 10 m/s c) 15 m/s d) 4 m/s

Figura 3. Actividad 2 del Grupo 2 de exploracién
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Grupo 1 de actividades de descubrimiento

La actividad 1 dada en registro numérico (Figura 4) tuvo como objetivo introducir la relacion entre
el crecimiento de una funcion en un intervalo (o decrecimiento) con el signo de la razén de cambio media.
Este es un primer acercamiento para ir construyendo la relacién entre signo de la primera derivada y el
crecimiento de una funcion. Consideramos que trabajar con razones de cambio es mas sencillo que con el
concepto de derivada. La otra tabla tuvo como propésito resumir la informacién de la primera.

Actividad 1 Las ganancias de una empresa en sus seis primeros afios estan dadas por la
siguiente tabla:

Tiempo t (en afios) 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013

Ganancia (en millones de pesos) 0 50 70 80 90 90 70

a) Uniendo los puntos anteriores trazar en forma aproximada la curva que muestra las
ganancias de la empresa en funcidn del tiempo, considerando t como el nimero de
afios desde el inicio de la empresa (al afio 2007 le corresponde t =0).

b) Teniendo en cuenta los datos anteriores, completar la siguiente tabla:

Ganancia (aumenta, Razon de cambio | Signo de la razén
disminuye, queda igual) media de cambio media

Intervalo
0<t<1
1<t<2
2<t<3
3<t<4
4<t<5
5<t<6

¢) Realizar un resumen de lo obtenido en la siguiente tabla:

Ganancia Gréfica Signo de la raz6n de cambio
Sube creciente
Queda igual
Baja

Figura 4. Actividad 1 Grupo 1 de descubrimiento

La actividad siguiente tuvo como fin que el alumno comience a relacionar el signo de la derivada de
la funcion (velocidad en este caso) con el crecimiento o decrecimiento de la misma. La complejidad de la
tarea es mayor que la de la anterior ya que demanda el trabajo en diversos registros: analitico, numérico,
grafico y verbal y el manejo de la funcién derivada y la original en forma conjunta.
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Actividad 2 La posicion de una particula (en metros) que se mueve en linea recta en un intervalo
de 0<t<3minutos respecto a un punto inicial estd dada por S(t)=—4t®+4t* +15t. Se
considera la posicion hacia la derecha del punto como positiva y a la izquierda de dicho punto
como negativa.

a) Calcular la velocidad de la particula en cualquier instante t.
b) Completar la siguiente tabla (indicar unidades):

Tiempo t 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Posicion s(t)

Velocidad v(t)

c) Representar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos y comparar la
funcidn posicién con la funcion velocidad observando las gréaficas (ayudarse con los
valores de la tabla).

d) Completar la siguiente tabla para analizar el comportamiento de la funcién segun el signo

de su derivada:

Comportamiento de la funcién s(t) (marcar
Intervalos | Signodes(t) | Signo de v(t) |__Ccon unacruz laopcion que corresponde)
Crece Decrece No cambia
O<t<15
t=15
15<t<25
25<t<3

e) Sefialar el intervalo de tiempo en que s(t) aumenta. En ese intervalo: ;qué signo tiene la
velocidad?

f) Sefialar el intervalo de tiempo en el que s(t) disminuye. En ese intervalo: ¢qué signo tiene
la velocidad de la particula?

g) ¢Qué sucede a los 1,5 minutos de iniciado el movimiento?

Figura 5. Actividad 2 del Grupo 2 de descubrimiento
El objetivo de la dltima tarea de este grupo fue afianzar lo obtenido en la anterior en cuanto a

relacionar el signo de la derivada primera de la funcion con el crecimiento o decrecimiento de la funcién y
observar valores del dominio con derivada cero y su comportamiento desde el registro gréfico.
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Actividad 3
Dada la funcion f :

a) Graficar aproximadamente la recta tangente
en los puntos de abscisa: X=-1, x=0,

1 x=1ly x=2.
b) Determinar el signo de la derivada en dichos
puntos.

c) En esos valores ¢la funcion crece o decrece?
Justificar la respuesta relacionando con lo
respondido en b).

Figura 6. Actividad 3 del Grupo 2 de descubrimiento

3.2. Consideraciones de implementacion

En cuanto al trabajo en el aula establecimos que los estudiantes formen equipos de dos personas. Al
respecto Artigue (1999) sefiala que la discusién grupal es Gtil y que el juego colectivo propicia encontrar
soluciones en un tiempo razonable. El trabajo en conjunto promueve regularidades que quizas no
aparezcan en el trabajo individual.

Debido al caracter social de la construccion del conocimiento las actividades propuestas a los
alumnos incluyeron momentos diferenciados. En una primera instancia los alumnos se enfrentaron a un
problema propuesto, se familiarizaron con la tarea, consensuaron y formularon una estrategia de trabajo
para llegar a una solucién. En esta situacion actuamos como orientadores y como observadores de la
actividad de los equipos. La estrategia de observacion fue participativa, permitiendo poder intervenir con
los alumnos atendiendo a sus preguntas previo consenso sobre en qué aspectos se debia orientar y en
cuales no.

Luego del tiempo establecido para la resolucion de las actividades destinamos un momento en el
que socializamos los resultados obtenidos buscando lograr consenso. Es la puesta en comun de todo lo
trabajado previamente y estuvo a cargo de la docente autora de este articulo, quien solicité las diferentes
estrategias utilizadas, las cuales fueron discutidas por el grupo en general. Como Ultima instancia en cada
una de las sesiones formalizamos los conceptos matematicos que surgieron durante la misma, sus
propiedades y/o relaciones. Enfatizamos el hecho que la construccion del conocimiento se planifico como
trabajo conjunto entre alumnos y docentes. Es decir, no sélo las tareas fueron importantes en la situacién
de aprendizaje sino también el debate grupal y la formalizacion o sintesis por parte nuestra de todo lo
trabajado en cada sesion.

Nuestro contexto es el Departamento de Ingenieria e Investigaciones Tecnoldgicas de la UNLaM, y
la catedra de Analisis Matematico I, la cual cuenta con 10 comisiones por cuatrimestre. En cada uno de los
cursos trabajan dos profesores, uno de ellos a cargo del mismo y el otro auxiliar. Por razones de
organizacion determinamos incorporar la propuesta en la comision a cargo de quien suscribe, la cual
estuvo formada por 66 alumnos.
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La experiencia acontecid en el segundo cuatrimestre del afio 2016, en el horario habitual de clase.
De esta manera garantizamos que la componente social se manifieste en todo este estudio debido a que
consideramos las cualidades de la institucion donde se gener6 el problema y se llevo adelante la propuesta.
Los contenidos que desarrollamos en la asignatura previos a la experiencia fueron funciones, limite,
continuidad antes de la primera sesion de trabajo. Luego dimos los contenidos referidos al concepto de
derivada y proseguimos con las demas sesiones. Las actividades se elaboraron a carpeta cerrada, los
alumnos no pudieron consultar apuntes de clase o bibliografia ya que queriamos que el Unico material de
trabajo sea las tareas propuestas. Permitimos el uso de calculadora, celular o Tablet como herramienta
para realizar calculos o gréaficos.

Todas las sesiones mantuvieron la misma modalidad. Los alumnos se agruparon en equipos de dos
personas Yy realizaron dos producciones iguales. Al finalizar el tiempo destinado a la resolucion retiramos
una produccioén y la otra quedd en poder de los alumnos para la discusion grupal.

Por ejemplo, una vez concluido el periodo establecido para la resolucidn de las actividades dadas en
la Figura 1, organizamos la puesta en comin que consistié en compartir las respuestas obtenidas y definir
los conceptos de funcidn creciente y decreciente en un intervalo abierto, extremos relativos y absolutos de
una funcién.

En otra oportunidad, después de las actividades del Grupo 1 de descubrimiento (Figuras 4, 5y 6)
presentamos las siguientes preguntas, las cuales pusimos en discusion en la etapa de formalizacion de los
conceptos y propiedades. En todos los casos discutimos la validez de los condicionales y sus reciprocos.
Las dos ultimas proposiciones se demostraron en el pizarron.

e (Qué relacidn existe entre el crecimiento de una funcion y el signo de la razén de cambio
promedio en un intervalo?

e ;Qué relacion existe entre el decrecimiento de una funcion y el signo de la raz6n de cambio
promedio en un intervalo?

e ;Qué relacion existe entre el signo de la derivada y el crecimiento de una funcién en un
intervalo?

e (Qué relacion existe entre el signo de la derivada y el decrecimiento de una funcién en un
intervalo?

Dada una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b), completar:

e Si f'(x)__ 0 Vxe(ab) entonces f escrecienteen (a,b)

e Si f'(x)__ 0 Vxe(a,b) entonces f esdecrecienteen (a,b)

4. Resultados

A continuacion, brindamos por actividad los resultados generales encontrados en las producciones
de los 27 equipos que participaron en la experiencia. Mostramos también la produccion de uno de los
equipos en particular (al que Ilamamos equipo A) con el objetivo de observar la evolucion de su
aprendizaje.
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Grupo 1 actividades de exploracién (Figura 1)

Respecto a los conocimientos previos si bien la mayoria de los equipos reconocio en forma correcta
la variable dependiente y la independiente, algunos confundieron la simbologia de la variable con la
variable en si misma. Por ejemplo, encontramos expresiones como “t es la variable independiente”, en
vez de contestar “la variable independiente es el tiempo, simbolizado con t y medido en horas”.

Aproximadamente el 80% de los equipos indico bien los intervalos de positividad y negatividad de la
funcion de la actividad 2 y un 63% calcul6 bien los cambios de la variable dependiente de la actividad 1.

La mayoria de los alumnos evidencié tener una idea intuitiva de crecimiento o decrecimiento,
maximos y minimos de una funcién. En esta oportunidad solo debian dar (en la actividad 2) el instante de
temperatura maxima y minima.

Los alumnos pudieron relacionar los intervalos indicados (IC, ID e intervalo donde la funcién
permanece constante) y el signo de los cambios en la actividad 1. Recordamos que esta es una primera
aproximacién a la relacion entre ambos. El registro numérico no brinda informacion suficiente para poder
afirmar la monotonia de la funcién en el intervalo dado, pero consideramos que es el mas simple de
trabajar como primer acercamiento a la relacion que queriamos que los alumnos descubran.

Tomamos como respuestas validas tanto aquellas que indicaban gue si el cambio es positivo la velocidad
crece (similar para cambio negativo o cero) o la que afirmaba que si la velocidad crece el signo del cambio es
positivo (idem para las demas opciones). Si bien la implicacion no es verdadera en los dos sentidos, en este
momento los alumnos no podian evidenciar la diferencia entre ambas. Esto lo trabajamos luego en la puesta en
comun, dando la implicacion correcta y diversos ejemplos que mostraban que el reciproco es falso.

a) (Cual es Ia variable dependiente v cudl la independiente?

ST e levengble andegenchente V'es 1z vireble depenhene
b) (En qué jnterW’aios de tiempo la velocidad aumento?

homewd en: (0508 Laias), ln2sl, Lo 3]

c) ¢En cudles disminuyé?

Disewowd e: LosiAl

d) ¢En queé intervalos la velocidad no cambié?

e) Calcular los cambios de 1a velocidad en intervalos de media hora.

Lol o 3okmin - Bskemlh= - VS b (ismienyd)
‘-l\\*é,l«: ‘RDKM’?\"“O \m\/h= Zc\z.m/n (&b”‘ef\m’)
5,21 o aokmin- Tokemp=_ O kals (noverte)
Lats] o wokmbn-90 emin s \okmln (eomeno )
(25;31 o o EMn - W0 emn= (0 iemih (2ooerra

) ¢Qué se puede observar en el signo de la cantidad que representa el cambio para cada

una de [as situaciones anteriores? ’

saded v te o esten e creamentd. (a0 wonarzio,

O eSHR o5 negzhivz ,  se encuentz 12 fonadn en

LAWECE do dececion ent0. Eq el e Gue o Cares, |

e fwacgn o vrie (es costante)

Figura 7. Actividad 1 del Grupo 1 de exploracién del equipo A
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En la Figura 7 mostramos la produccion del equipo A. Observamos que si bien los alumnos en la
pregunta e) calcularon bien los cambios de la variable dependiente a intervalos de media hora y entre
paréntesis pusieron si la funcion aumentaba, disminuia o permanecia constante en el mismo, luego
confundieron esta situacién en la respuesta de la pregunta f). En este Ultimo caso consideraron como
distintas la velocidad y la funcién de la tarea.

Grupo 2 actividad de exploracién (Figuras 2 y 3)

Todos los equipos respondieron bien al indicar el valor de la imagen de la funcién en x = 2. Los
alumnos tuvieron serias dificultades para reconocer el valor de la derivada en ese punto. La mayoria
respondio con el valor de la ordenada de la recta tangente. Situacion similar acontecio con la derivada en
el punto de abscisa x = 4. La mayoria de los alumnos reemplazé dicho valor en la ecuacién de la recta
tangente a la curva en (2, f (2)). Es decir, confundieron la recta tangente a la curva en ese punto con la
funcion derivada de la funcion dada.

En la Figura 8 mostramos el desarrollo del equipo A. Los alumnos respondieron bien el valor de la
derivada en el punto (2, f (2)) y justificaron que “ven” en el grafico que la pendiente de la recta tangente
es -1. Ahora al momento de tener que calcular la pendiente de la recta tangente en (4, f (4)), hallaron la
ecuacion de la recta dada y reemplazaron x por el valor 4, es decir confundieron funcién derivada con la
recta tangente en un punto de la curva.

Actividad 1 El siguiente es el grafico de clerta funcion f y su recia tangente en el punto
de abscisa x = 2. Contestar indicando 1a opcidon correcta. Justificar la respuesta:

A) (Cudl es el valor de [(2)? ({2} €3
Torgen &K
A4 B3 -1 @z +Hxy-en 2

B) ;Cudl es e valor de la derivada en x=27 £ (e penchenie
ade \z (et
a4  b)3 Y-T) d)2 T T T yengeniR qoe
Covd A€ '\}G‘- A
C) ;Cual es el valordeladerivadaenx =47} el cg(‘ﬂ o es

!
Al byl @ )2 - 224 (x-2)
; EL u2i0¢ ¥z AariwZd? en X= Y o= —xAly
Ly [ €% cero gn el QUi o e 2saNe oecdz
xoZ wenaenig

Figura 8. Actividad 1 del Grupo 2 de exploracién del equipo A

En la actividad 2, un 67% de los equipos contestd en forma correcta el valor de la velocidad media
del cuerpo en el intervalo [1, 2] realizando el célculo correspondiente con sus unidades. El 85% de los
equipos indico el valor de la velocidad instantanea en t = 1y justificaron bien su respuesta por medio de la
derivada de la funcién en el punto en cuestion.
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El equipo A realizé todos los célculos y justificaciones bien salvo la de la velocidad media en [1, 2].
Los estudiantes calcularon la velocidad instantanea en el punto medio del intervalo (Figura 9):

A) ;Cual eg ]a distancia que recorre un cuerpo en el primer segundo?
allm c}49m  d)10m

B} ¢ Cuanto cambia la distancia que recorre un cuerpo entre el primer v segando segundo?
a1lm b)5m @ dy 10 m

C} ;Cual es la velocidad media del cuerpo entre el primer v segundo segundo?
a)5mfs b} 20 nvs @J SIS d) 10.2mds

D) ;Cual es la velocidad del cuerpo exactamente en ¢l primer segundo?

a) Sm/s c}lsmis  d)4mis

&) st 57" S():[Bm &) S'ty= Lot

b) s(\-s(+) - 2w = {1 cm -
1 T = Vetac dad 1agi entaned
C . . )
Ve sy hesyof s (i )
T\ -\ fotS A . <
-0 WO o 0 + =4S rophd _E_.__-i/z

b "G/‘%ﬁ) (**3/2) o S (v e32) - e s
o LS ‘\‘/'137"/2 - '-t-b'\l‘; ({' / \h \m

Figura 9. Actividad 2 del Grupo 2 de exploracién del equipo A

Grupo 1 actividad de descubrimiento (Figuras 4, 5y 6)
El 74% de los equipos completd bien la tabla de la actividad 1 con los IC, ID y cuando la ganancia

no posee cambios, con las razones de cambio media y su signo. Observemos la Figura 10 de la produccion
del equipo A. En esta oportunidad calcularon bien la razén de cambio media.
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b) Teniendo en cuenta los datos anteriores, completar la siguiente tabla (escribir

unidades):

Intervalo Ganancia (aumenta, | Razén de cambio | Signo de la
disminuye, queda | promedio razon de
igual) AG cambio

E promedio

0<t<1 Aurente 50 SfPhievps +

1<t<2 AV Y2 20 < Sherpo t

2<t<3 Ao ren 2 Lo 9 e +

3<t<4 Aotz 0 Y heroo +

4<t<s O\Je.(kl lC!UE)\ © ‘“Vhw:. 1 o

5<t<6 D 1S er e -0 % hengo -

Figura 10. Actividad 1 del Grupo 1 de descubrimiento del equipo A.

En la actividad 2, aproximadamente un 60% de los equipos completd bien todos los valores de la
tabla del item b), indicando las unidades correspondientes. Respecto a los graficos de las dos funciones en
el mismo par de ejes el 93% de los equipos lo realizé en forma correcta, indicando en el eje horizontal la
variable tiempo, con escalas en los dos ejes y sefialando cada una de las funciones con distinto color o con
su denominacion respectiva. S6lo un equipo realiz6 la comparacion solicitada en forma verbal.
Pretendiamos que comparen el signo de la funcién y el de su derivada desde el grafico, que saquen
conclusiones al respecto y las vuelquen en forma verbal en la hoja de trabajo. En clase estuvimos
aclarando este punto, pero evidentemente no fue suficiente.

En relacion con la tabla que resume la informacion, un 85% de los equipos la complet6 totalmente
bien. En las dos preguntas siguientes, todos los equipos sefialaron correctamente el intervalo de tiempo en
que S(t) aumenta e indicaron bien el signo de la velocidad en ese intervalo. La mitad de los equipos
respondio la ultima pregunta haciendo mencion que la particula alcanzaba un maximo relativo y que la
derivada en ese punto era cero. Los demas se centraron sélo en un aspecto: o que el punto era maximo o
que la derivada valia cero.
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En la actividad 3, el 74% de los equipos relacion6 en forma correcta el signo de la derivada con el
crecimiento o decrecimiento de la funcion en el punto. Respecto a los puntos de derivada cero,
encontramos diversas respuestas. Entre ellas: “la funcion queda igual”, “la funcidén no crece ni decrece”,
“la funcion no cambia”, “hay un maximo en X = 0 y un minimo e x = 2”. Pensamos que las tres primeras
respuestas obedecen a cdmo presentamos los extremos en las diversas tareas: en el grupo de exploracién
como instante que la temperatura “no varia”, en el grupo de descubrimiento como instante donde la
funcién “no cambia”.

Brindamos la produccion del equipo A en la Figura 11. Los alumnos expresaron tres ideas sobre los
extremos relativos:

e La funcion es constante en esos puntos.
e Elsigno de la derivada es “neutro” porque la pendiente de la recta tangente es cero.
o El teorema de Rolle justifica que el extremo relativo tenga derivada cero.

Esto nos muestra como “van surgiendo” en los estudiantes nociones como ER, derivada cero,
pendiente de la recta tangente cero, teoremas estudiados, en principio desorganizadas y expresadas en
forma no totalmente adecuada. Es aqui donde la orientacién del docente, el debate grupal y la puesta en
comun son fundamentales para que los conocimientos se formalicen.

En esta produccion también notamos la expresion “cuando el signo de la razéon de cambio es
positivo la funcion es creciente”. En el debate grupal del grupo 1 de actividades de exploracion habiamos
estudiado este condicional y su contrarreciproco. Evidentemente los alumnos todavia no pudieron
comprender las dos implicaciones o la diferencia entre las mismas o no habian repasado lo visto en clase.

b) Determinar el signo de la derivada en dichos puntos.

NG00, 2. ) e T N T R ) AT Ty <
= 7R ekl lice i XA 2. ... J ..nem..(c.d.)..@ch&..\a.emdienfe
Km0, omerir. (8. ... Xzl | Ae\A. TG 20 CI6. 0. . 8. LD,

e S SR, = %o x==). \o perdielR A, 000 10tk t) es@
¢) Mirando el grafico: en esos valores ;la funcion crece o decrece? Justificar la respuestal €1y x = 4 2
relacionando con lo respondido en b L pndieate ey

£a..X=.=A.. 2 woon. cace. (P SN0 a o € ce. iges®).., (peqae £

€n. %.=.0.1a 0A0N. 02 1 MaxIe0, fR\aNING. P9 10, Qe SRaun § 01810

-ie el sigro

2 eorema. & RKolie s3bemps gue \a.pendiea. < la duen.ese | o acenan

PINS... £5..CA0. 5. 9 ha sl Acis 2 cens A K. 80 xw 2.,
misma JUSHICIoN, e pogee un Minine relahie . Eo x =4 (adtcos
Mirando la actividad 1 contestar: drece debide a que la geacenie e i

aeyente €8 pegariue.
(Qué relacion existe entre el crecimiento de una funcion y el signo de la razon de cambio
promedio en un intervalo?

Coande eh sgne. 9 (2 @200 d8 candn\0. €a. osvive, . \a. funeior

.............................................................................................................

¢ Qué relacion existe entre el decrecimiento de una funcion y el signo de la razon de cambio
promedio en un intervalo?

RO00_eh S\, 98 1a. (8200 ck.. R0 C. 85 0oy NG, lo,
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Figura 11. Actividad 3 del Grupo 1 de descubrimiento del equipo A.
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En las preguntas de sintesis finales a este grupo de actividades, el 74% de los equipos respondid
relacionando bien el crecimiento con la razon de cambio positiva y el decrecimiento con la razén de
cambio negativa. Respecto a las dos Ultimas preguntas la mayoria de los equipos vincularon correctamente
el signo de la derivada positivo con el crecimiento de la funcion.

Luego en el debate grupal y tal como lo teniamos planificado, discutimos el orden de los
condicionales, dimos ejemplos y demostramos la relacién entre el signo de la derivada de una funcion en
un intervalo abierto y el crecimiento de la misma en dicho intervalo.

5. Reflexiones

5.1. Sobre los resultados generales obtenidos

Basados en los datos recogidos en las producciones de los alumnos en estas actividades podemos
afirmar que la situacion disefilada permitié que la mayoria lograra una primera aproximacion para
encontrar la relacién entre el signo de la derivada primera de una funcion y su variacion (IC, ID y ER).
Las instancias de debate grupal y la formalizacion de conceptos y propiedades fueron fundamentales para
aclarar ideas y evitar fijacion de errores. No obstante, como sefiala Cantoral (2013) la construccion del
concepto de variacion es un proceso dificil y lento. Se necesita tiempo para lograr la comprension de
procesos complejos como la relacion entre la razén de cambio media, la derivada, el crecimiento o
decrecimiento de la funcién y sus puntos criticos.

Tratamos de dar las tareas en diferentes registros de representacion para propiciar la comprensién
de conceptos y teniendo en cuenta que cada uno nos brinda una caracteristica particular del objeto
matematico en estudio (Posada y Obando, 2006). Pensamos que el registro gréafico ayud6 a reconocer IC,
ID y ER. En particular éste ultimo identificado con la idea de altura, es decir, con el “valor mas alto 0 mas
bajo” de la funcion (Cuesta, Jordi y Méndez, 2010). El registro numérico fue adecuado para iniciar la
relacion entre el signo de los cambios, razones de cambio y luego el de la derivada con el crecimiento y
decrecimiento de la funcién. Posteriormente el registro analitico propicié un trabajo mas formal y acorde a
lo que se esperaba como fruto final de la situacion de aprendizaje. En cuanto al registro verbal los alumnos
evidenciaron dificultades a la hora de expresar en lenguaje natural la lectura de los graficos de la funcién y
su derivada primera. Si bien pudieron volcar dicha lectura en una tabla no lo lograron hacer de una manera
fluida expresandose ellos mismos.

El grupo 2 de actividades de exploracion fue de total importancia como tarea previa a la de
descubrimiento. A pesar de dar el concepto de derivada en clases anteriores y realizar la interpretacion
geométrica, fue recién en la puesta en comin donde la mayoria de los alumnos lo pudo comprender. Esto
produjo un efecto positivo en la resolucion del grupo de actividades de descubrimiento.

Del andlisis de la faceta cognitiva de la investigacion tuvimos coincidencias y también
discrepancias con otros estudios. Por ejemplo, la mayoria de los alumnos no pudo reconocer el valor de la
derivada en el punto pedido en la actividad de la Figura 2, resultados coincidentes con los indicados en
Dolores (2000) y en Sanchez, Garcia y Llinares (2008). Un alto porcentaje de los alumnos no confundio
los intervalos de positividad con los IC (y los de negatividad con los ID). Este resultado discrepa del
obtenido en Cardona (2009) y Dolores y Guerrero (2004).
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Quedaron puntos para reforzar con otras actividades o con trabajo en clase. Entre ellos el estudio
del condicional “ f'(x) >0 en (a, b) implica f creciente en (a, b)” y su reciproco. De la misma manera:

“Si f crece en (a, b) entonces la razén de cambio media es positiva en dicho intervalo”. Ningun equipo
tuvo la inquietud sobre el valor de verdad de estos condicionales y sus reciprocos. Es decir, los estudiantes
no se preguntaron sobre cuestiones que iban “mas alla” de las planteadas en las tareas.

5.2. Sobre las producciones del equipo A

Respecto a las producciones del equipo A evidenciamos cierta inestabilidad y confusion en algunas
de las respuestas. En dos oportunidades realizaron una accion correcta y en el item siguiente efectuaron lo
contrario. Esto pudo ser fruto de que, como manifiestan Cuesta, Jordi y Méndez (2010), algunas
dificultades tienen estrecha relacion con la propia experiencia basada inicamente en lo estudiado en clase.

En la tarea que debian calcular la velocidad media en un intervalo realizaron el calculo de la
velocidad instantanea en el punto medio del mismo. Quizés interpretaron mal la oracién que contenia el
concepto de velocidad media. Como indica Cuesta (2007), la falta de comprensién de un término del
lenguaje corriente crea un conflicto en la resolucion de la tarea.

5.3. Sobre la situacién de aprendizaje

Desde la dimension didactica de la investigacién pudimos a través de las actividades mostrar el
Calculo como la matematica de la variacion y el cambio. Como expresan Vrancken (2011), Garcia (2011),
Cantoral (2013) es primordial lograr la comprension de los conceptos fundamentales del Calculo y
entender la problematica que le dio origen: la recta tangente a una curva, la velocidad de un cuerpo y la
obtencion de méaximos y minimos. En las tareas reflejamos éstas y otras situaciones de variacion.

Luego de esta primera implementacion de la situacion de aprendizaje pudimos vislumbrar aspectos
a ser mejorados. Uno de ellos esta ligado a la expresion “indicar el instante o el punto donde la funciéon no
cambia” (Figura 1 y 5). Con este enunciado quisimos hacer referencia al instante de derivada cero, pero
esto produjo confusion en los alumnos. Muchos pensaron que la funcion era constante en un intervalo.

Reconocemos que el registro numérico o tabular tiene sus limitaciones. Por ejemplo: el unir los
puntos de una tabla para realizar un gréafico puede dar lugar a muchas interpretaciones. Este es un punto
débil de la situacion de aprendizaje que deberiamos redisefiar para futuras implementaciones.

Pudimos analizar también la dimension social del estudio, entendida como la puesta en escena de la
situacion de aprendizaje en un tiempo y lugar determinado, con sus caracteristicas especificas. El tiempo
empleado en los temas y la cantidad de alumnos son serias limitaciones para llevar al aula este tipo de
metodologia. También estamos de acuerdo con Garcia y Dolores (2016) en cuanto a que se necesita que el
estudiante se involucre en su propia construccion del conocimiento y que sea responsable del mismo. La
situacion de aprendizaje en si misma y el trabajo del profesor no son suficientes para lograrlo.

A pesar de las dificultades consideramos que pudimos crear un ambiente rico de aprendizaje
diferente al de la clase expositiva tradicional en el sentido que los alumnos pudieron discutir entre ellos,
reflexionar sobre sus producciones y tomar participacion el debate grupal. Pensamos que esto los anima a
trabajar por si solos y a tener herramientas para lograr un aprendizaje significativo.
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