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Resumen: Gracias a Euclides, es conocido desde hace más de dos mil años que existen 
infinitos números primos. Desde entonces, numerosas demostraciones lo han probado 
de diferentes maneras. Además, se han desarrollado fórmulas que permiten la genera-
ción de los números primos. El objetivo de este trabajo es hacer un compendio de las 
principales fórmulas generadoras de números primos, que permiten su obtención utili-
zando diferentes técnicas.
Palabras clave: fórmulas generadoras, número primo, Teorema Pequeño de Fermat, 
Teorema de Wilson.

Formulas that generate prime numbers

Summary: Thanks to Euclid, it has been known for more than two thousand years that 
there are infinite prime numbers. Since then, numerous proofs have proven this fact in 
different ways. In addition, formulas have been developed that allow the generation of 
prime numbers. The objective of this work is to make a compendium of the main formu-
las, which allow obtaining the prime numbers by using different techniques.
Keywords: generating formulas, prime number, Fermat’s Little Theorem, Wilson’s 
Theorem.
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1.  INTRODUCCIÓN

Los números primos juegan un papel importante en la teoría de números (véanse, por 
ejemplo, Crandall y Pomerance (2005) y Narkiewicz (2000). Es un hecho conocido que 
existen infinitos números primos (para una revisión de algunas demostraciones, véanse, 
por ejemplo, de Amo y otros (2013), Hardy y Wright (1979) y Ribenboim, 2004), y que 
no existe un polinomio que proporcione todos los números primos. También se sabe que 
no existe un polinomio no constante que solo tome valores primos (véase Ribenboim, 
2004).

Ahora bien, ¿existe una “fórmula” restringida a un polinomio medio? ¿Podemos usar 
signos de suma, factoriales y la función parte entera en nuestra “fórmula”? Si es así, en-
tonces, de hecho, hay fórmulas para los números primos, si bien, algunas son muy poco 
prácticas. Para una introducción a algunas fórmulas conocidas, puede consultarse, por 
ejemplo, Guy (2004) y Ribenboim (2004).

Para determinar los números primos, es natural pedir funciones f(n) definidas para 
todos los números naturales n ≥ 1, que sean manejables en la práctica y que produzcan 
algunos o todos los números primos.

En su libro, Hardy y Wright (1979) se preguntan lo siguiente:
1.  ¿Existe una fórmula para el n-ésimo número primo?
2.  ¿Existe una fórmula para un número primo en términos de los primos anteriores?

Si denotamos por p a un número primo, y pn al n-ésimo número primo, Riben-
boim (2004) sugiere que para tales fórmulas debería verificarse una de las siguientes 
condiciones:

1.  f(n) = pn para todo n ≥ 1;
2.  f(n)es siempre un número primo; y si n ≠ m, entonces f(n) ≠ f(m);
3.  el conjunto de los números primos es igual al conjunto de valores positivos adop-

tados por la función.

Tras unos preliminares sobre notación y resultados conocidos que necesitaremos, 
nuestro objetivo en este trabajo es la reunión de fórmulas (o funciones) que permiten ge-
nerar números primos y que las clasificamos dependiendo de su tipología.

2.  PRELIMINARES

Comenzamos esta sección aportando algunas definiciones y cierta notación que utiliza-
remos a lo largo de la siguiente sección.

•	 Se denota por mcd(m,n) al máximo común divisor de los enteros m y n.
•	 Para cualquier número real x, se definen las funciones



79

Fórmulas que generan números primos
Juan Fernández Sánchez / Rocío Sánchez Alcalde / Manuel Úbeda Flores

Épsilon, 2022, nº 110, 77-101, ISSN: 2340-714X  

•	 Para cada número real x ˃ 0, denotamos por π(x) al número de primos p tal que 
p ≤ x.

•	 Sea ⌊x⌋ = máx{k ∈ ℤ | k ≤ x}, es decir, el mayor de los enteros menor o igual que x.
•	 Dados dos números x e y, se define x ⊝ y como

•	 Dado un número natural n ≥ 3, se define la función fn como

•	 Sea μ la función de Möbius, la cual se define de la siguiente manera:

Además, los siguientes resultados son fundamentales para las demostraciones de las 
fórmulas que presentaremos en la siguiente sección. El primero de los resultados es el 
conocido como “postulado de Bertrand”.

2.1.  Teorema 1 (Bertrand, 1845)

Entre n ≥ 2 y 2n siempre hay un número primo, esto es, pn+1 < 2pn.
No reproducimos aquí la demostración de este postulado, ya que requiere de herra-

mientas analíticas que no son el objetivo de este trabajo. La primera demostración de este 
resultado fue dada por Tschebycheff (1852a, 1852b), aunque también puede consultarse 
una demostración diferente debida a Erdős (1932).

Sin embargo, dado su interés, para los dos siguientes resultados, el Teorema Pequeño 
de Fermat y el Teorema de Wilson, presentamos sus correspondientes demostraciones 
(véase Euler (1741) para el primer resultado, Lagrange (1771) para el segundo y Riben-
boim (2004) para un contexto histórico de ambas).

2.2.  Teorema 2 (Pequeño de Fermat, 1636)

Si p es un número primo, entonces, para cada número natural n, se tiene np ≡ n (mod p).
Demostración. Para demostrar este resultado, tomamos primero los p – 1 primeros 

múltiplos de n, es decir, n,2n,3n,…,(p –1)n. Tengamos en cuenta que si 2n ≡ k (mod p) y 
3n ≡ k´ (mod p), entonces k y k´ tienen que ser distintos, ya que si no lo fuesen se tendría 
que 2 ≡ 3 (mod p), y eso es contradictorio. De forma general, siendo ki, con i ∈ {1,2,..., 
p – 1} distintos, podemos decir entonces que se cumple lo siguiente:
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n ≡ k1 (mod p)
2n ≡ k2 (mod p)
3n ≡ k3 (mod p)
⋮
(p –1)n ≡ kp-1 (mod p).

Multiplicando los términos de los dos miembros de las congruencias anteriores queda 
lo siguiente: (p –1)!·np-1 ≡ (p –1)! (mod p). Ninguno de los números del factorial es di-
visible por p, ya que éste es primo. Por tanto, con la propiedad de cancelación, tenemos: 
np-1 ≡ 1 (mod p), quedando el resultado probado.

2.3.  Teorema 3 (Wilson, 1770)

Si p es un número primo, entonces (p –1)! ≡ –1 (mod p). El recíproco también es cierto.
Demostración. Supongamos que p es un número primo; por tanto, todos los núme-

ros enteros anteriores a éste, 1,2,3,…,p – 1, son coprimos con él. Este conjunto de núme-
ros forma el grupo ℤp, es decir, un grupo con la operación multiplicación. Esto implica 
que para todo a ∈ ℤp, existe un único b ∈ ℤp tal que a · b ≡ 1 (mod p). Además, por ser p 
primo, sabemos que la anterior congruencia se cumpliría para a = b si, y solo si, a= 1 o 
bien a = p – 1. Así, podemos agrupar este conjunto en parejas de un número con su in-
verso de tal manera que (p – 2)! ≡ 1 (mod p). Por último, multiplicamos por p – 1 a ambos 
lados, obteniendo (p – 1)! ≡ (p – 1) (mod p) y, por tanto, (p – 1)! ≡ –1 (mod p).

Recíprocamente, supongamos que p no es un número primo, sino compuesto. Esto 
significa que p se debe poder factorizar por algún número entero mayor que 1 y menor 
que él mismo, el cual llamaremos d, lo que implica que mcd((p – 1)!,p) ˃ 1. Como d es 
un divisor de p, también lo es de (p – 1)! y de (p – 1)! + 1 (por la congruencia). Por lo 
tanto, el divisor d divide a 1, lo cual es imposible debido a que se había exigido que d 
debía ser mayor estricto que 1.

3.  FÓRMULAS PARA GENERAR NÚMEROS PRIMOS

En esta sección principal presentamos una recopilación de algunas fórmulas (las que 
hemos considerado más interesantes, puesto que, como puede consultarse en la litera-
tura, existen cientos de ellas), haciendo una clasificación según su tipología y, dentro de 
cada tipo, por año de aparición en la literatura.

3.1.  Fórmulas elementales

A continuación, mostramos algunas de las fórmulas más conocidas de generación de nú-
meros primos basadas en expresiones elementales.
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3.1.1.  Fórmula de Hacks (1893)

Hacks (1983) prueba que p>2 es un número primo si, y sólo si, se cumple la siguiente 
igualdad:

3.1.2.  Fórmula de Wormell (1967)

Wormell (véase Goodstein y Wormell, 1967) demuestra la siguiente fórmula:

3.1.3.  Fórmula de Jones (1975)

En su fórmula, Jones (1975) demuestra que pn viene dado por la fórmula

donde r(x,y) denota el resto de la división de x por y.

3.1.4.  Fórmula de Papadimitriou (1975)

La siguiente fórmula recursiva (Papadimitriou, 1975) expresa pn-1 en términos de pn:

3.1.5.  Fórmula de Regimbal (1975)

En Regimbal (1975) el autor demuestra que



82

Fórmulas que generan números primos
Juan Fernández Sánchez / Rocío Sánchez Alcalde / Manuel Úbeda Flores

Épsilon, 2022, nº 110, 77-101, ISSN: 2340-714X  

3.1.6.  Fórmula de Hardy y Wright (1979)

Si r es un número natural mayor que 1, Hardy y Wright (1979) demuestran que

donde

3.1.7.  Fórmula de Elliott (1983)

La función

siempre genera un primo, genera todos los primos y genera cada uno de los primos 
impares exactamente una vez y en su orden natural (Elliott, 1983).

3.1.8.  Fórmulas de Tsangaris y Jones (1992)

Tsangaris y Jones (1992) prueban que, para n ˃ 1,



83

Fórmulas que generan números primos
Juan Fernández Sánchez / Rocío Sánchez Alcalde / Manuel Úbeda Flores

Épsilon, 2022, nº 110, 77-101, ISSN: 2340-714X  

3.1.9.  Fórmula de Mináč (2004)

Mináč muestra (véase Ribenboim, 2004) que

donde

3.1.10.  Fórmula de Tsangaris (2007)

Tsangaris (2007) prueba que

3.1.11.  Fórmula de Kaddoura y Abdul-Nabi (2012)

Kaddoura y Abdul-Nabi (2012) muestran que

donde
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3.1.12.  Fórmula de Ruiz y Sondow (2014)

Ruiz y Sondow (2014) demuestran que

siendo

3.1.13.  Fórmula de Saouter (2017)

Saouter (2017) prueba que

siendo

3.2.  Fórmulas trigonométricas

El siguiente listado de fórmulas generadoras de números primos incluye funciones 
trigonométricas.

3.2.1.  Fórmula de Willans (1964)

Willans (1964) prueba que
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siendo

y N suficientemente grande, para el cual Willans sugiere el valor N = 2n.

3.2.2.  Fórmula de Harris (1969)

Mediante un test, y basándose en el Teorema Pequeño de Fermat, Harris (1969) demues-
tra que n ˃ 3 es un número primo si se cumple la siguiente igualdad:

3.2.3.  Fórmula de Tee (1972)

Tee (1972) prueba que

donde

y es tal que w(2n + 1) = 1 cuando 2n + 1 es un número primo.

3.2.4.  Fórmula de Tsangaris (2004)

Tsangaris (2004) prueba que si p ˃ 1 es un número natural y m = ⌊n⌋, entonces p es un 
número primo si, y sólo si,
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3.3.  Fórmulas que utilizan funciones aritméticas o de teórica de números

Para las siguientes fórmulas basadas en funciones aritméticas necesitamos alguna nota-
ción adicional:

•	 m | n significa “el entero m divide al entero n”.
•	 d(n) denota el número de divisores de n.
•	 φ(n) es el número total de enteros menores de n que son primos relativos (copri-

mos) con n.
•	 ω(n) es el número de primos distintos que dividen n.
•	 Ω(n) cuenta el número total de factores primos de n.
•	 σ(n) denota la suma de los divisores positivos de n.

•	 θ(n) representa a las funciones σ(n) y ψ(n).
•	 Sean p1,…,pk diferentes números primos y α1,…,αk ≥ 1 números naturales para los 

que

•	 Definimos las funciones η(n) y δ(n) como

respectivamente.

3.3.1.  Fórmula de Srinivasan (1961)

Srinivasan (1961) prueba que
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3.3.2.  Fórmula de Gandhi (1971)

Gandhi (1971) demuestra que

3.3.3.  Fórmula de Ernvall (1975)

Dado un número natural m ≥ 2, Ernvall (1975) demuestra que el número primo más pe-
queño p que es mayor que m es

donde

y a es el único número entero tal que da divide a t, pero da+1 no divide a t.

3.3.4.  Fórmula de Almansa y Prieto (1994)

Almansa y Prieto (1994) aportan en su trabajo diversas fórmulas para el n-ésimo número 
primo, siendo éstas:
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3.3.5.  Fórmula de Ruiz (2000)

Ruiz (2000) prueba que

siendo

y Cn es una constante para la que el autor sugiere Cn = 2(⌊n log n⌋ + 1).

3.3.6.  Fórmula de Vassilev-Missana (2001)

Vassilev-Missana (2001) demuestra que
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3.3.7.  Fórmula de Atanassov (2001)

Atanassov (2001) prueba que

donde

siendo

para n y m números naturales tales que mcd(n,m) = 1.

3.3.8.  Fórmula de Atanassov (2004)

Atanassov (2004) prueba que

3.3.9.  Fórmula de Atanassov (2013)

Atanassov (2013) demuestra que
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3.3.10.  Fórmula de Vassilev-Missana (2013)

Vassilev-Missana (2013) prueba que

3.4.  Fórmulas combinatorias

En las siguientes fórmulas se utilizan funciones generadoras y otros elementos 
combinatorios.

3.4.1.  Serie de Lambert (1771)

La serie de Lambert (1771)

cuando se expande en un entorno de 0 en la variable x, da un coeficiente de 2 preci-
samente en los números primos (véase también Gawlik, 1995).

3.4.2.  Serie de Gawlik (1995)

Basado en la serie de Lambert y en la teoría de funciones elípticas, Gawlik (1995) pro-
porciona la serie

para la cual el coeficiente de q2n-1 es 2+2/(2n – 1) si, y sólo si, 2n – 1 es un número 
primo.

3.5.  Fórmulas analíticas

Las siguientes fórmulas utilizan integrales, productos y sumas infinitas o funciones ana-
líticas especiales, como la función zeta de Riemann ζ definida por
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3.5.1.  Fórmula explícita de Riemann (1859)

Riemann (1859) prueba que la función

siendo

donde la suma se realiza sobre las partes imaginarias de los ceros no triviales de la 
función zeta de Riemann ordenados por magnitud, es π(x), excepto cuando x es un nú-
mero primo, en cuyo caso es π(x) – 1/2.

3.5.2.  Fórmula de Isenkrahe (1900)

Isenkrahe (1900) prueba que

donde

para cualquier número primo pr.

3.5.3.  Fórmula de Ortega Costa (1950)

Ortega Costa (1950) prueba que
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3.5.4.  Fórmula de Teuffel (1954)

Teuffel (1954) demuestra que

donde k puede tomar el valor 2pn-1 o cualquier otro valor entero mayor y

3.5.5.  Fórmula de Golomb (1976)

Golomb (1976) obtiene las siguientes fórmulas:

siendo

donde * indica que la suma se extiende sobre aquellos valores de n que no tienen fac-
tores primos que excedan pn.
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3.5.6.  Fórmula de Knopfmacher (1979)

Knopfmacher (1979) prueba que existe una constante A =0,92189… tal que

En este mismo trabajo, el autor también demuestra que

donde s es cualquier número real tal que

3.5.7.  Fórmula de Raitzin (1979)

Raitzin (1979) demuestra que

siendo

3.5.8.  Fórmula de Keller (2007)

Keller (2007) muestra que los n primeros números primos p1,...,pn determinan el si-
guiente número primo si se utiliza la fórmula
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Si se reemplaza el límite superior del sumatorio por 2pn – 1, el resultado se sigue 
cumpliendo.

3.5.9.  Fórmula de Assis (2015)

Assis (2015) demuestra que

siendo

y

3.6.  Fórmulas que utilizan constantes o información externa

Las siguientes fórmulas involucran constantes especiales u otro tipo de información que 
esencialmente codifica los números primos.

3.6.1.  Fórmula de Scherk (1833)

Scherk (1833) afirma, y lo demuestra Sierpiński (1952b), que

para algunas elecciones de signos.



95

Fórmulas que generan números primos
Juan Fernández Sánchez / Rocío Sánchez Alcalde / Manuel Úbeda Flores

Épsilon, 2022, nº 110, 77-101, ISSN: 2340-714X  

3.6.2.  Fórmula de Mills (1947)

Mills (1947) prueba que existe un número real λ tal que, para todo n =1,2,…, el número 
⌊λb⌋, siendo b = 3n, es primo. Kuipers (1950) generaliza el resultado de Mills reempla-
zando la constante 3 por cualquier número entero mayor o igual a 3; Ansari (1951) eli-
mina la restricción a números enteros, permitiendo cualquier número real mayor que 8/3, 
y Matomäki (2010) mejora el 8/3 a 2.

3.6.3.  Fórmula de Moser (1950)

Moser (1950) muestra que

donde A= 0,203005000700011...

3.6.4.  Fórmula de Niven (1951)

Niven (1951) demuestra que, dado cualquier número real c ˃ 8/3, existe un número real 
A, que depende de c, tal que

es siempre un número primo para cualquier número entero n. Además, dado cualquier 
número real A ˃ 1, existe un c tal que el valor anterior es un número primo.

3.6.5.  Fórmula de Wright (1951)

Wright (1951) demuestra que existe un número real β tal que el valor

es un número primo.

3.6.6.  Fórmula de Bang (1952)

Bang (1952) muestra que

siendo
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3.6.7.  Fórmula de Sierpiński (1952a)

A partir de las formulaciones dadas por Kuipers (1950), Mills (1947) y Niven (1951), 
Sierpiński (1952a) prueba que

donde a es la constante dada en la fórmula de Bang (1952).

3.6.8.  Fórmula de Alkauskas y Dubickas (2004)

Basado en el hecho de que la sucesión ⌊ξ p⌋, donde p recorre los números primos, con-
tiene infinitos números primos para casi todo ξ ˃ 1 (véase Baker y Harman, 1996), 
Alkauskas y Dubickas (2004) demuestran que existe un número trascendental ω ˃ 1 tal 
que ⌊ωn!⌋ es un número primo.

3.6.9.  Fórmula de Elsholtz (2020)

Basándose en el resultado de Mills (1947), Elsholtz (2020) proporciona una primera va-
riante incondicional:

es un número primo, donde A = 1,00536773279814724017… se puede calcular con 
millones de dígitos. De manera similar,

es un número primo, con A = 3,8249998073439146171615551375…

3.7.  Fórmulas basadas en soluciones de ecuaciones diofánticas

Una combinación de diversos resultados nos dice que existe un polinomio, con coefi-
cientes enteros, de modo que el conjunto de números primos coincide con el conjunto de 
valores positivos de este polinomio, ya que las variables varían en el conjunto de enteros 
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no negativos. Este polinomio también adquiere valores negativos, y un número primo 
puede aparecer repetidamente como un valor del polinomio.

3.7.1.  Polinomios de Matijasevič (1970)

Matijasevič (1970) resuelve el décimo problema de Hilbert demostrando que cada con-
junto computablemente numerable es diofántico. En particular, esto significa que el con-
junto de los números primos se puede representar como las soluciones positivas de alguna 
ecuación diofántica. Proporciona una construcción para un polinomio de 24 variables y 
de grado 37 (véase Matijasevič, 1971). Adicionalmente, mejoró este resultado a 21 varia-
bles y grado 21. Más tarde, redujo el número de variables a 10 (véase Matijasevič, 1977). 
Esto puede reducirse aún más a 8 variables con el recíproco del Teorema de Wolsten-
holme (véase Vallata y Omodeo, 2015).

3.7.2.  Polinomio de Jones, Sato, Wada y Wiens (1976)

Jones, Sato, Wada y Wiens (1976) proporcionan en su trabajo el primer polinomio explí-
cito de grado 25 con 26 variables.

3.8.  Funciones que son siempre primos

En esta sección se presentan funciones sencillas cuyo conjunto de valores es exacta-
mente el conjunto de los números primos.

3.8.1.  Fórmulas de Sun (2013)

Para n =1,2,3,…, Sun (2013) define la función S(n) como el entero más pequeño m ˃ 1 
tal que los valores 2k(k– 1) (mod m) para k = 1,…,n son distintos dos a dos; además, el 
autor muestra que S(n) es el mínimo primo mayor que 2n – 2 y, por lo tanto, el conjunto 
de valores de la función S(n) es exactamente el conjunto de todos los números primos. 
Adicionalmente, por cada n =4,5,…, demuestra que el mínimo primo p ˃ 3n, con p ≡ 1 
(mod 3), es justo el menor entero m tal que 18k(3k – 1), para k = 1,…,n, son distintos dos 
a dos módulo m. Finalmente, para d Î {4,6,12}, y n = 3,4,…, Sun muestra que el mínimo 
primo p ≥ 2n – 1, con p ≡ –1 (mod d), es el entero más pequeño m tal que los valores  
(2k – 1)d, para k = 1,…,n, son distintos dos a dos módulo m.

3.9.  Algoritmos que generan números primos

A primera vista, todas las fórmulas para los números primos son esencialmente algo-
ritmos. Aparte de las fórmulas que presentamos aquí, existen otros muchos tipos di-
ferentes de fórmulas (o algoritmos) para generar números primos, como por ejemplo, 
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encontrando todos los primos en un intervalo, comprobando si un número es primo con 
alta probabilidad, empleando cribas para encontrar un rango de números primos, etc. 
Además, utilizando “máquinas”, también es posible generar números primos basados en 
esos algoritmos.

3.9.1.  Conway (1983)

Conway (véanse Guy, 1983, y Conway, 1983) desarrolla el algoritmo PRIMEGAME que 
genera números primos utilizando una sucesión de 14 números racionales:

Comenzando con 2, se encuentra el primer número en la máquina que, multiplicado 
por 2, da un número entero; entonces, para ese número entero encontramos el primer nú-
mero en la máquina que genera otro número entero. Excepto por el 2 inicial, cada nú-
mero que tiene un número entero para un logaritmo binario es un número primo, es decir, 
que las potencias de 2 con exponentes compuestos no aparecen.

3.10.  Relaciones de recurrencia

Concluimos el último tipo de fórmula con aquélla que utiliza relaciones de recurrencia.

3.10.1.  Sucesión de Rowland (2008)

Rowland (2008) –véase también Chamizo, Raboso y Ruiz-Cabello (2011)– demuestra 
que la sucesión definida por ak = ak-1 + mcd(k,ak-1), con a1 = 7 implica que ak – ak-1 es 
siempre 1 o un número primo. Para algunas generalizaciones de la sucesión de Rowland, 
consúltense Shevelev (2009a) y Shevelev (2009b).
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