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1. Introduccién

Los programas de Geometria Dinamica (GD) constituyen unas herramientas tan Gtiles como
provocadoras para la ensefianza/aprendizaje de los conceptos matematicos de razonamiento y prueba.
Asi, estos programas de GD° facilitan a los estudiantes la formulacion de ciertos hechos geométricos
(por ejemplo, como pasos intermedios para establecer la prueba de una proposicion dada) dibujando
diagramas auxiliares que permiten, luego, convencerse de la verdad/falsedad de la afirmacion
conjeturada al poder verificar su validez en muchos casos, tras arrastrar al azar algunos elementos de
la figura y comprobar, en la figura arrastrada, la permanencia de determinadas propiedades.

Esto ya ha planteado algunas preocupaciones:

...increased availability in school mathematics instruction of ... dynamic geometry systems...
raised the concern that such programmes would make the boundaries between conjecturing and
proving even less clear for students... [They] allow students to check easily and quickly a very large
number of cases, thus helping students “see” mathematical properties more easily and potentially
“killing” any need for students to engage in actual proving’(Lin & al., 2012)

Wersion libre, en espaiiol, del articulo de los mismos autores: “Deciding geometric properties symbolically in
GeoGebra”. R\&E-SOURCE Open Online Journal for Research and Education. Special Issue no.6, March 2017,
ISSN: 2313-1640. Accesible en: https://journal.ph-noe.ac.at/index.php/resource/article/view/411
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" Traduccién libre de los autores: “..la creciente disponibilidad de programas de geometria dindmica en la
ensefianza de la matematica escolar....suscita preocupacién por la posibilidad de que estos contribuyan a diluir,
para los estudiantes, el limite entre las nociones de conjetura y prueba....al permitir que los estudiantes
verifiquen, facil y répidamente, un gran ndmero de casos y, de esta forma, "vean" méas féacilmente las
propiedades matematicas de las figuras, “matando” asi, potencialmente, la necesidad, para los alumnos, de
realizar demostraciones.
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Ciertamente el "arrastre” es un rasgo caracteristico de los sistemas GD, por lo que estas
preocupaciones se aplican a todos los GDs. Por otro lado, sélo unos pocos DGS incluyen actualmente
otra caracteristica estrechamente relacionada con el razonamiento matematico: la implementacion de
un algoritmo de Demostracion Automética de Teoremas (DAT) que permita confirmar/refutar la
validez matematica (es decir, no aproximada ni probabilistica) de un enunciado geométrico propuesto
por el usuario sobre una construccidn desarrollada en el sistema de Geometria Dindmica.

Tales sistemas, como GeoGebra (ver Hohenwarter, 2002), que incluyen un DAT, pueden
considerarse como una suerte de "calculadora geométrica” y, como tales, agregan, a las
preocupaciones expresadas anteriormente sobre el papel del arrastre en el aprendizaje del
razonamiento y demostracion, aquellas ya conocidas --pero ain no bien resueltas en la Educacién
Matematica-- relacionadas con el uso en el aula de las calculadoras aritméticas o cientificas. ;Puede
ser intelectualmente atractivo para los estudiantes el célculo de 23456789 x 98765432, una vez que
saben que hay un algoritmo que da la respuesta correcta 2316719898917848 y que esta implementado
en su, digamos, tablet o teléfono personal? Del mismo modo, ¢estaran los alumnos interesados en
determinar si las tres alturas de un triangulo se encuentran siempre en un punto, si su teléfono de
bolsillo puede garantizar, con un algoritmo matematico, que si lo hacen?

La respuesta no estd clara para nosotros; por ejemplo, tal vez los dos contextos (aritmético,
geométrico) no puedan considerarse, a estos efectos, como realmente paralelos... En todo caso
creemos que es necesario abordar con urgencia este asunto, dada la gran expansion de GeoGebra en
las aulas de todo el mundo, con més de 20 millones de usuarios en 2013 (Houghton, 2014), y el hecho
de que las funciones de DAT acaban de ser incorporadas en la version mas reciente, la nimero 5, de
este software (véase Kovécs, 2015a).

El propésito de esta nota es contribuir, de manera muy modesta, hacia una mejor comprensién de
este complejo problema. Para ello describiremos de manera resumida la implementacion de la
herramienta de DAT en GeoGebra, como una extensién simbdlica del comando Relacién, ya
existente, pero de caracter meramente numérico (ver Kovéacs, 2015b), detallando, en particular, el
disefio de la interfaz de usuario de DAT (por ejemplo, tratando que el usuario pueda percibir
facilmente la diferencia entre una afirmacion conjetural, verificada con un simple control visual, y un
teorema rigurosamente probado). Concluiremos reiterando la urgente necesidad de abordar los nuevos
desafios que surgiran por la disponibilidad de tales herramientas para millones de estudiantes en todo
el mundo.

2. La herramienta Relacién en GeoGebra 5

GeoGebra (ver Hohenwarter, 2002) es un software educativo de matematicas pensado,
principalmente, para facilitar la realizacién, por parte de los estudiantes, de construcciones y
conjeturas en geometria euclidea. Dado que los métodos de Demostracion Automética de Teoremas
(DAT) en geometria han alcanzado, con el tiempo, un nivel de madurez considerable, algunos
expertos en DAT consideraron oportuno iniciar un proyecto de incorporacion y validacion de varios
mecanismos de DAT en GeoGebra. La colaboracién entre los autores de este trabajo, junto con otros
colegas (véase Botana et. al., 2015), se inici6 en 2010 y se apoy6 en una diversidad de enfoques y
logros previos de una gran comunidad de investigadores, involucrando diferentes técnicas de
geometria algebraica, logica formal y algebra computacional. Ademas, se requirié la utilizacion de
varios paquetes de computacion simbolica, de cédigo abierto, entre los que destacamos los sistemas de
algebra computacional Singular (Decker& al., 2012) y Giac (Parisse, 2013). Remitimos al lector a
Kovacs, 2015a y Kovéacs, 2015b, para una descripcion més detallada de los detalles técnicos, asi como
a Kovécs et. al., 2018, para una suerte de manual, con multitud de ejemplos, del uso de DAG en
GeoGebra.
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El resultado, en pocas palabras, ha sido la creacion de una version sofisticada y ampliada de la
herramienta de Relacidn, es decir, de un comando que ya estaba disponible en las primeras versiones
de GeoGebra (desde 2002), pero gue sélo establecia, en principio, relaciones entre objetos geométricos
en funcion de criterios numéricos. Asi, la herramienta de Relacion, en su version original, permitia
seleccionar dos objetos geométricos en una construccion, para luego verificar la existencia o no de
determinadas relaciones tipicas entre ellos, tales como la perpendicularidad, el paralelismo, la igualdad
o la incidencia®, mostrando, finalmente, un mensaje con la conclusion obtenida: si/no, la relacion es
(numéricamente) valida.

Por el contrario, ahora, la version 5 de GeoGebra afiade un botén adicional en ese mismo
mensaje, con la etiqueta "Mas ...". Pulsandolo se inician determinados calculos simbdlicos, poniéndose
en marcha el subsistema DAT de GeoGebra, que selecciona (segun ciertas heuristicas) el método de
prueba que considera mas adecuado para decidir si la propiedad obtenida numéricamente es, ademas,
rigurosamente cierta en general. La version actual de GeoGebra (5.0.509) es capaz de elegir,
internamente, entre aplicar a) el método de la base de Grébner, b) el método caracteristico de Wu, c)
el método del area, o d) el método de Recio de verificacion exacta a través de un nimero finito de
casos como la técnica DAT subyacente mas oportuna para la verificacion o negacion de la propiedad
conjeturada.

Ademas, si la relacion conjeturada no se cumple (matematicamente hablando), los dos primeros
métodos permiten determinar algunas condiciones geométricas adicionales que deben verificarse para
que la afirmacion dada si sea generalmente correcta. Estas son las llamadas condiciones de no
degeneracion, que habitualmente prescriben que determinados objetos del input (por ejemplo, los
vértices de un tridngulo definido libremente) no deben coincidir o alinearse, etc. para que la relacion
conjeturada sea verdadera.

La herramienta Relacion con estas mejoras esta ya disponible, no sélo en la version clésica de
GeoGebra (que esta programada en Java), sino también en la version web (que es, principalmente, una
compilacién de maquina de Java a JavaScript, véase Ancsin, Hohenwarter y Kovacs, 2013) y en la
version para tablet (Fig. 1a y 1b). En la Fig. 2 se muestra una version anterior del subsistema DAT
para teléfonos inteligentes. Sefialemos, también, que en https://tinyurl.com/provertestse encuentra
disponible una coleccion de tests del comportamiento de la actual version de DAT en GeoGebra,
involucrando 285 construcciones.

Ha de sefialarse que, en la version actual de GeoGebra, el usuario no dispone de una prueba
visible o legible de la validez del teorema que haya sido verificado usando las herramientas DAT. Sin
embargo, es preciso insistir en que el resultado obtenido se basa en una prueba mateméaticamente
correcta, lo que es filos6ficamente una verdad de nivel superior y completamente diferente a la
alcanzada mediante la verificacion de la certeza de una propiedad geométrica sobre una coleccion de
casos particulares obtenidos al arrastrar la construccion dada a diversas posiciones, que ha sido hasta
la fecha la forma clasica de trabajar en los sistemas de geometria dinamica.

8\/6ase una lista completa en https://wiki.geogebra.org/en/Relation_Command
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3. Conclusion

Como conclusion, creemos que es oportuno citar aqui el mensaje inicial contenido en el estudio
premonitorio de ICMI (Howson y Wilson, 1986):

...even if the students will not have to deal with computers till they leave school, it will be
necessary to rethink the curriculum, because of the changes in interests that computer have brought.®

En realidad, es algo mas que “necessary”: es urgente abordar los nuevos desafios planteados
por los programas de GD con rutinas de demostracion automatica de teoremas geométricos, de los que
GeoGebra es un ejemplo paradigmatico, que ya estan disponibles, de forma gratuita y en multiples
plataformas, para millones de estudiantes en todo el mundo.

Esta llamada de atencidn a la comunidad educativa quiere ser, finalmente, nuestro mensaje.
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Fig. 1a y 1b: Ejemplo 230 de Chou (Chou, 1987), ejecutado en la version
Clasica de GeoGebra 5: Probar que el simétrico del ortocentro (O) de un tridngulo
(ABC) con respecto a un vértice (A), y el simétrico de ese vértice con respecto al
punto medio del lado opuesto, estan alineados con el circuncentro del triangulo.

Se ha usado la herramienta Relacion para comprobar si el simétrico del vértice
A estd en la recta definida por el circuncentro y el simétrico del ortocentro O.
Inicialmente, Relacion confirma numéricamente esta propiedad. Luego, con Mas...,
realiza la comprobacion rigurosa.

9 S « . . . -
Traduccion libre de los autores: ... incluso si los estudiantes no tuvieran que lidiar con las computadoras hasta que salgan de la escuela,
serd necesario repensar el curriculo, debido a los cambios en los intereses que los ordenadores han generado.”
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proof = true

@ i:-012x+15y=1.89

Listl = {true, { “AreCollinear[A.,

Fig. 2: Investigacion del teorema del hexadgono de Pappus en un teléfono con Android. Los
comandos Comprueba [EstanAlineados [G, H, 1]] y DemuestraDetalles [EstanAlineados[G,
H, I]] de GeoGebra devuelven Comprueba = true y Listal = {true, {“EstanAlineados [A, B,
C]”, “EstanAlineados[A, C, D]"}} lo que significa que el teorema es verdadero si los
triangulos ABC y ACD no son degenerados (esto es, si {A, B, C} no estan alineados y si
{A,C, D} tampoco lo estan).
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