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Resumen

Palabras clave

Distintas fuentes bibliograficas consultadas nos aportan evidencias sobre la falta de
reflexion y las deficiencias en el aprendizaje de determinados conceptos matematicos, asi
como de la falta de formacién académica sobre la programacién informética. El objetivo
de este articulo de innovacion educativa es mejorar el aprendizaje de las matematicas de
una forma visual e intuitiva mediante el uso del lenguaje de programacion R, al mismo
tiempo que también se inicia al alumnado en el mundo de la programacion informatica.
El destinatario del proyecto formativo es el alumnado de primero de Bachillerato en la
asignatura Matematicas I. Se ha disefiado un seminario por cada trimestre: posicién
relativa entre 2 rectas, concepto de limite y concepto de integral.

innovacion, comprensién, programacion, R, matematicas, posicion relativa entre rectas,
concepto de limite, célculo integral.
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Didactic approach to mathematics through programming in R

Several bibliographic sources have provided us with strong evidence about the lack of
real learning in certain abstract mathematic concepts and in the field of computer
programming. The final goal of this educative innovation project is to improve the
mathematics apprenticeship in an intuitive and visual way by using the programming
software R, while initiating the students in the field of mathematics programming. Our
project is aimed to the students at 1.0 Bachillerato level and the Matematicas | subject.
We have designed a group of three different seminars for the subject: Relative position of
two lines in the plane, concept of limit and concept of integral calculus.

innovation, understanding, programming, R, mathematics, position of two lines in the
plane, concept of limit, integral calculus.

1. Descripcion de la problematica

Con este trabajo pretendemos abordar cuatro problematicas que se han detectado por los autores
en la asignatura de Matematicas | de primero de Bachillerato en los centros de la provincia de
Castellon IES EI Caminas (Castellon de la Plana), IES Almenara (Almenara) y Centro Privado de
Ensefiamiento Illes Columbretes y IES Jaume | (Burriana):
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1. Una parte del alumnado no es capaz de asimilar conceptos complejos como el de limite,
derivada, integral... Limitandose a superar la asignatura sin entender de una forma intuitiva
dichos conceptos:

“no todo el alumnado es capaz de identificar algunas imagenes mentales
sobre el concepto de limite (aproximacion grafica, aproximacion estimada, el
limite como valor de la funcién en un punto y el limite considerado como un
algoritmo de calculo)”. (Contreras, Garcia y Font, 2012).

La investigacion que se presenta pretende explicar de qué forma se puede llegar a la
presencia de este tipo de iméagenes mentales en los alumnos y alumnas como resultado del
proceso de instruccion.

2. La mayor parte del alumnado inicia carreras universitarias de indole cientifica sin ningln
tipo de formacion académica sobre la programacion informatica. Ademas:

“los sistemas educativos deben preparar a nuestros jovenes para vivir en el
mundo digital, para lo cual deben de dominar un nuevo lenguaje sin el que se
convertirian en analfabetos digitales. Por tanto, en la escuela no debemos
formar Unicamente en alfabetismo lingiistico y numérico, sino también en
alfabetizacion digital”. (Llorens, José, Molero y Vendrell, 2017).

No obstante, en dicho articulo se afirma que se confunde el objetivo de alfabetizacion
digital y, a la hora de realizar el cambio necesario en los niveles educativos, se intenta hacer
hueco a la informéatica como asignatura para ensefiar a programar con el fin de que el resto
de las asignaturas no cambien. Ademas, los viejos contenidos se ven mas constrefiidos por
los nuevos contenidos curriculares

3. También se puede detectar, en parte del alumnado, una deficiencia en la capacidad del
pensamiento abstracto que limita un aprendizaje profundo de las matematicas:

“aunque no sea posible establecer una distincion clara entre las Matematicas
elementales y avanzadas, si se pueden sefialar algunos rasgos definitivos, uno
de los cuales es la complejidad de los contenidos y la forma de controlarla;
los procesos mas potentes son aquellos que permiten este control, en
particular la representacién y abstraccién. Ademas, el éxito en Matematicas
se puede relacionar con la riqueza y la flexibilidad de las representaciones
mentales de los conceptos matematicos”. (Azcarate, Camacho y Sierra,
1999).

4. Por ultimo, también existe una necesidad de fomentar la reflexidn sobre los ejercicios a
realizar y la creatividad reforzando, de esta forma, el concepto de autoformacion:

“Estimular la formacion de preguntas abiertas es esencial para desarrollar la
creatividad y la capacidad de investigacion. (...) Algunas innovaciones
institucionales: disefio de planes de estudios considerando el aprendizaje de
las matematicas mas alla de los contenidos: procesos de pensamiento
matematico, creatividad, conexiones intramatematicas e interdisciplinares y
contribucion a la capacidad de autoaprendizaje”. (Malaspina, 2013).

2. Objetivos del proyecto
El objetivo a alcanzar en este articulo de investigacion es mejorar el aprendizaje de las
matematicas, especialmente de aquellos conceptos complejos como el de limite, integral, ... que

requieren para su profunda comprension de una capacidad de abstraccion que muchos alumnos y
alumnas de secundaria no poseen. Asi mismo pretendemos que este proyecto sirva como estrategia
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para avanzar en mas de una de las competencias definidas como clave por la actual ley educativa. Se
pretende con ello:

que el alumnado, mediante la representacion grafica, convierta complejos conceptos
matematicos en otros mas intuitivos y sencillos;

introducir a los alumnos en el mundo de la programacion;

gue el alumnado mejore su creatividad en la resolucion de problemas.

Ya se han realizado algunas aproximaciones al célculo integral mediante Derive obteniendo

grandes resultados. Algunas opiniones del alumnado tras la realizacion de los seminarios fueron:

e “El contenido fue el mismo visto tedricamente y por lo tanto se hizo facil
manejar dicho contenido.

e Las graficas ayudan a visualizar los resultados, los hacen més palpables.

e Se trabaja mucho maés rapido con DERIVE que hacerlo sin el programa.
Facilita la comprension.

e Es una clase muy interesante y dindmica. Nos gusta porque nunca
habiamos trabajado en una practica con computadora”. (Rivero, 2015).

2.1. Competencias

De las 7 competencias clave gue define la LOMCE y que el alumnado deberia alcanzar durante

su etapa educativa, en este articulo se pretenden trabajar las siguientes:

La competencia matematica requiere de conocimientos sobre los nimeros, las medidas y las
estructuras, asi como de las operaciones y las representaciones matematicas, y la comprension
de los términos y conceptos matematicos.

La competencia digital es aquella que implica el uso creativo, critico y seguro de las
tecnologias de la informacion y la comunicacion. Adecuacion a los cambios que introducen
las nuevas tecnologias en la alfabetizacidn, la lectura y la escritura, un conjunto nuevo de
conocimientos, habilidades y actitudes necesarias hoy en dia para ser competente en un
entorno digital.

Aprender a aprender incluye conocimientos sobre los procesos mentales implicados en el
aprendizaje (como se aprende): el conocimiento que tiene acerca de lo que sabe y desconoce,
de lo que es capaz de aprender, de lo que le interesa, ...; el conocimiento de la disciplina en la
gue se localiza la tarea de aprendizaje y el conocimiento del contenido concreto y de las
demandas de la tarea misma y el conocimiento sobre las distintas estrategias posibles para
afrontar la tarea.

2.2. Innovacion

En primer lugar, en este articulo se presenta una innovacion a nivel pedagégico ya que se

implementa una nueva estrategia referida a como ensefiar las matematicas atendiendo a los nuevos
conocimientos sobre como aprende el alumnado. Ademas, implica una innovacién curricular
mejorando de esta forma el curriculo que ofrecen los institutos al introducir la programacion
informatica dentro de la formacion académica. Finalmente, es una Innovacion TIC, basada en el uso
de nuevos recursos tecnologicos y de programacion.
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3. Destinatarios

Los seminarios estan dirigidos a aquel alumnado que se encuentre cursando Matematicas I, es
decir, aquellos alumnos y alumnas que a priori desean desarrollar su actividad laboral en el ambito
cientifico. Ademas:

e Los conocimientos matematicos que se explican en primero de Bachillerato son
suficientemente complejos como para que tenga sentido la aplicacion de técnicas informéticas
para la visualizacion y aplicacion de estos.

e Segun el decreto 87/2015 de 5 de junio, del Consell de la Generalitat, por el cual se establece
el curriculo y se desarrolla la ordenacion general de la Educacion Secundaria, uno de los fines
a los que se deberia orientar la concrecion curricular en Bachillerato es:

“Desarrollar metodologias didacticas activas e innovadoras que incluyan el
uso de métodos y técnicas de investigacién por parte del alumnado para
aprender por si mismo, el trabajo autbnomo y en equipo, la aplicacion de los
aprendizajes en contextos reales, y el uso sistematico de las tecnologias de la
informacion y la comunicacion”.

Por tanto, el alumnado de primero de Bachillerato tiene la necesidad de aprender conceptos
matematicos abstractos y la capacidad de hacer uso de la programacion informatica para
representarlos de forma grafica e intuitiva y que de otra forma no seria posible visualizar,
facilitando el aprendizaje de éstos.

No se considera al alumnado de segundo de Bachillerato como susceptible de recibir este
seminario ya que dicho curso esta orientado a superar las Pruebas de Acceso a la Universidad que se
realizan al terminar dicho curso.

4. Justificacion del uso de R en Bachillerato

El software R es un entorno de programacion, analisis estadistico y generacion de gréaficos
distribuido bajo licencia GNU. 'Es un poderoso aliado para la investigacion y una excepcional
herramienta de trabajo para la docencia. Mediante R es posible ejecutar simples analisis descriptivos o
aplicar los més complejos y novedosos modelos formales. Ademas, la incorporacion a R de interfaces
graficas como Rcommander que crean entornos de trabajo amigables muy similares al entorno del
SPSS permiten saltar la barrera de la accesibilidad, y utilizarlo sin ningan tipo de reparo en la
docencia: libre, gratuito, asequible, accesible y siempre a la vanguardia' (Elosua, 2009).

R posee una estructura versétil, facilmente adaptable a las necesidades del usuario bésico,
medio o avanzado Y, por tanto, del estudiante o del profesor. Tiene una gran capacidad de analisis y
ademas se enmarca en la filosofia de software libre, abierto y dispone de versiones para distintas
plataformas -Microsoft Windows, Linux/UNIX o Macintosh-. Desde su creacion, R crece gracias a las
aportaciones de funciones y librerias de la comunidad cientifica, que convierte a R 'en un entorno
dinamico formado por una comunidad en movimiento continuo y acelerado que se inscribe dentro de
la filosofia del software libre' (Elosua, 2009).

En definitiva, R es asequible, accesible ademas de fiable y eficaz. Ademaés, el entorno de
programacion es amigable y el software puede adaptarse al nivel del alumnado en cualquiera de sus
etapas educativas.
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5. Contexto de los seminarios

5.1. Temporalizacion

En este articulo se han programado tres seminarios, uno en cada trimestre. Los seminarios se
realizardn una vez ya se hayan impartido las unidades didacticas a las que complementan. El objetivo,
pues, no es tanto ensefiar desde cero sino consolidar y mejorar el entendimiento de los conceptos méas
abstractos.

La duracién de cada uno de los seminarios constara de dos clases de 55 minutos distribuidos de
la siguiente forma:

Primera sesion
8:55-9:00 | Llegar al aula de informatica y encender los ordenadores.
9:00 - 9:15 | Realizacién del test inicial.
9:15-9:25 | Explicacion de los comandos R a utilizar.

Lectura comun del trabajo a realizar y resolucion de las
dudas que puedan surgir al alumnado respecto al seminario.

9:35-9:50 | Tiempo de trabajo individual.

9:25-9:35

Tabla 1. Temporalizacion de la primera sesion

Segunda sesién
8:55-9:00 | Llegar al aula de informatica y encender los ordenadores.
9:00 - 9:30 | Tiempo de trabajo individual.
9:30-9:45 | Segunda realizacion del test.
9:45 - 9:50 | Realizacién de la encuesta

Tabla 2. Temporalizacién de la segunda sesion
La temporalizacion y programacién de los seminarios serd la comentada anteriormente ya que

consideramos que es la duracion suficiente para reforzar los conceptos matematicos y seguir
motivando al alumnado mediante la innovacion y mejora didactica.

5.2. Aula de trabajo

Los seminarios se impartiran en el aula de informética del centro educativo ya que
necesitaremos al menos tener acceso a un ordenador cada dos personas. La situacion didactica ideal
seria que cada alumno o alumna pudiera trabajar de forma individual.

6. Seminarios
6.1. Comandos R

o seq (from, to, length, ...). Genera secuencias regulares desde from hasta to -[from, to]- de
longitud length donde lenght-1 es el nimero de partes en las que divide el intervalo [from, to].
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e vector. En programacion se denomina vector a una zona de almacenamiento contiguo que
contiene una serie de elementos del mismo tipo.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 1. Matriz unidimensional con 10 elementos.

e plot(x, y, ..., xlim, ylim, ... ). Es el comando méas habitual de R para hacer graficas donde x e y
representan las coordenadas de la funcion.
o lines (...). Afiade una nueva funcion en la grafica actual.
o abline (h, ...). Este comando afiade una o mas funciones constantes horizontales sobre
la gréfica actual, por ejemplo, y=1.
o abline (v, ...). Este comando afiade una o mas funciones constantes verticales sobre la
gréfica actual, por ejemplo, x=3.
o xlim = ¢ (min, max). Define el intervalo del eje X que utilizaremos en la ventana
gréfica.
o ylim = ¢ (min, max). Define el intervalo del eje Y que utilizaremos en la ventana
gréafica.
o legend (...) Crea una leyenda configurable para acompafiar a la representacion.
e rbind (A, b). Afiade la fila b al vector o matriz A.
e solve (...). Obtiene la solucion analitica del sistema.
e for (i in vector) {secuencia de comandos;}

Veamos este ejemplo extraido de Algunas estructuras de programacion. Creacion de
funciones en R.

“for (i in 1:5) {print(i);}

[1]1

[1] 2

[1]3

[1] 4

[1] 5.

(Algunas estructuras de programacion. Creacion de funciones en R).

Para pensar un poco mas. Intenta dibujar en el recuadro inferior la ventana grafica resultante de
ejecutar el siguiente codigo:

plot(1,1, ylim = ¢(0,6))
for(i in 1:5) {abline(h=i)}

6.2. Calculo de la posicidn relativa de dos rectas

6.2.1. Problema 1
Estudia la posicion relativade lasrectas 1= x + vy —3 =0y s: 2x — v — 2 = 0.

Calculo de la solucién grafica
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El alumnado debe expresar ambas rectas de forma explicita con el objetivo de averiguar la
solucion gréfica.

rry=3-x,
Sy =2x-2.

x = seq(0,20, length = 100 ); # Donde [0,20] define el intervalo en el eje de abscisas en el cual
se van a representar las funciones y length es el nimero de puntos en el que interpolaremos la funcién.

yl=3-x;
y2 = 2*x-2;
plot( x, y1, type="I", col="red" ) # Empleamos el patrén type="1" para unir los puntos

previamente definidos obteniendo la representacion de la recta.

lines( x, y2, col="blue" ) # Utilizamos el comando lines ya que, si usaramos plot de nuevo, se
reiniciaria la ventana grafica.

abline(h=0)

legend( "bottomleft”, col = c¢("blue”,"red"), legend = c("'s: y = 2x-2","r: y = 3-x"), lwd=2 ) #
Podemos afiadir una leyenda mediante el comando legend() donde “bottomleft” representa la posicion
de la leyenda.

X

-10

15

— sy=2%2
— ny=3x

Figura 2.
Se le podria proponer al alumnado readaptar la ventana gréafica ajustandola a las caracteristicas

del problema. Existen varias alternativas para lograrlo, una de ellas seria mediante el comando x =
seq( 0, 20, length = 100 ).
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(=]
-
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Figura 3. Ambas rectas se intersecan y, ademas, dicha interseccion se produce con x, y € [1,2].
Célculo de la solucién analitica

Puede resultar interesante reflexionar con los alumnos y alumnas que el método grafico permite
aproximarnos a la solucién, pero no obtenerla. Seguidamente, se calculara la solucion analitica
mediante R. Algunas librerias de R tienen implementadas funciones capaces de resolver sistemas de 2,
3, 4 0 mas variables.

# Sea el sistema matricial AX = B, donde

A =rbind(c(1, 1), c(2,-1))

B=c(3,2)

# Obtenemos X = BA™ de la siguiente forma:
solve( A, B)

# Solucion analitica en forma decimal.

[1] 1.666667 1.333333

# Solucion analitica en forma fraccionaria.
fractions(solve( A, B))

[1] 5/3 4/3

6.2.2. Problema 2
Estudia la posicion relativa de las rectas 1: —3x +y+4=0ys:6x — 2y — 16 = 0.
Calculo de la solucién grafica

Se procederia de la misma forma que en el primer ejercicio, escribiendo ambas rectas de forma
explicita.
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Figura 4.

Al ver el gréfico, el alumnado podria interpretar que ambas rectas son coincidentes existiendo
infinitas soluciones. Se podria proponer un debate al respecto, recordando que

1. debemos ajustar la ventana gréfica a la naturaleza del problema;

2. el método gréfico no es valido para obtener soluciones;

3. se podria razonar que, como las rectas r y s no son iguales ni proporcionales, las rectas
nunca seran coincidentes.

x =seq( 0, 20, length =100)

yl = 3*x-4

y2 = 3*x-8

plot( x, y1, type ="1", col = "red" )
lines(x, y2, col="blue")
abline(h=0)
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a0
I

30

20
I

10

Figura 5. Como cabia esperar, las rectas son paralelas.

Calculo de la solucién analitica
A =rbind( c(1, -3), c(,-3))
b =c(-4, -8)
solve(A, b)
Error in solve.default(A, b) : Lapack routine dgesv: system is exactly singular: U[2,2] =0

Concluyendo que el sistema no tiene solucion.
6.3. Limites. Representacion de una asintota
6.3.1. Problema 1
Estudia la continuidad de la funcién f en el punto x=3 siendo

x2—1 six<3

fe) = — six =3
x+5 )
Calculo de la solucién grafica

Dibujamos la funcion siguiendo el procedimiento de la primera actividad del seminario.
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x1 = seq( -20, 3, length=100)

x2 = seq( 3, 20, length=100)

yl = (x1)"2-1

y2 = 3/(x2+5)

plot( x1, y1, type="1", col="blue", ylim = c¢( -10, 30 ), xlim = c( -10, 20 ), lwd = 2)
lines( x2, y2, col="red", lwd=2)

abline( h=0)

abline(v=0)

abline( v=3, col="grey”)

20

15

10

_— y=xi2-1
— y=3i(x+5)
— *¥=3

T T T T T T
=10 -5 ] 5 10 15 20

-10

x1

Figura 6.

El alumnado puede comprobar graficamente que existe una discontinuidad en x=3, tomando
valores distintos la funcion en f(3%) y f(3").

Célculo de la solucién analitica

El alumnado ya ha descubierto a lo largo de la unidad didactica que, por definicion, una funcion
es continua en un punto x si

[l = limyye + f(Xo) = limyy - f(Xo).

Por tanto, en primer lugar, deberé evaluar la funcién en x=3:
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f(3) = 33 o378

3+5

ool

En segundo lugar, el alumnado deberia averiguar qué valores toma la funciéon a medida que se
aproxima a 3 por la izquierda y la derecha

X =1c(2.9,2.99, 2.999, 2.9999, 2.99999)

for(iinx) {y=(x"2)-1; }

X Valor de x*-1
2.9 7.41
2.99 7.9401
2.999 7.994001
2.9999 7.9994
2.99999 7.99994
2.999999 7.999994
Tabla 3.
x=¢(3.1,3.01, 3.001, 3.0001, 3.00001)
for (iinx) {y=3/(x+5); }
X Valor de 3/(x+5)
3.1 0.3703704
3.01 0.3745318
3.001 0.3749531
3.0001 0.3749953
3.00001 0.3749995
3.000001 0.375

Por altimo, quedaria reforzar la justificacion grafica concluyendo que la funcion es

discontinua en x=3 ya que:

Tabla 4.

lim,_;- f(x) =8,

lim,_,+ f(x) =0,375.

6.3.2. Problema 2

Estudia la continuidad de la siguiente funcion en el punto x=-2.
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x3 4+ 5x%+ 6x
x34+5x2—-8x—12

f) =

Célculo de la solucion gréfica

x = seq( -10, 10, length =10000 )

y = (XA3+5*X"2+6*X)/(X"3+x"2-8*Xx-12)

plot( x, y, type = "1", col = "blue", ylim = c¢( -100, 100 ) )
abline(h=0)

abline(v=0)

100
l

a0

-a0
l

-100
l

-10 -5 0 5 10

X

Figura 7.
Al representar la funcidn, el alumnado descubrira que tiene dos asintotas verticales en algun
punto de los intervalos [-5,0] y [0,5], centrando el estudio entorno a x=-2.

X =seq( -5, 0, length =10000 )

y = (X"3+5*x"2+6*X)/(X"3+x"2-8*x-12)

plot( x,y, type ="1", col = "blue", ylim = ¢(-100, 100))
abline(h=0)

abline (v=20)
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Figura 8.

El alumnado deberia reflexionar que, pese a que si existe una asintota entorno a x=-2, el método
grafico no permite aseverar que la discontinuidad se presente exactamente en x=-2.

x1 = seq( -5, -2, length = 10000 )

x2 =seq( -2, 1, length = 10000 )

yl = (X"3+5*x"2+6*x)/(x"3+x"2-8*x-12)

y2 = (X"3+5*x"2+6*x)/(x"3+x"2-8*x-12)

plot (x1, y1, type = "I, col = "blue", ylim = ¢( -50, 50 ), xlim=¢(-5,0))

lines( x2, y2, type ="1", col = "blue")

legend( "bottomleft”, col = "blue”, legend = c("'(X*3+5*x"2+6*X)/(x"3+x"2-8*x-12)"), Iwd=2)
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Figura 9.
Calculo de la solucién analitica

En primer lugar, el alumnado debera evaluar la funcién en x=-2.

oy (C2P45(-2°+6(-2) _ -2 .
f(=2)= C2Fi2ra 212 0 —No existe

La funcion no esta definida en x=-2, por lo tanto, ya se puede afirmar que no es continua en
dicho punto. No obstante, el alumnado podria replicar el analisis anterior.

X Valor de f(x)

2.1 -3.705882
-2.01 -39.71856
-2.001 -399.7199
-2.0001 -3999.72
-2.00001 -39999.65

-2.000001 -3999640.2

Tabla 5.
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X Valor de f(x)
-1.9 4.265306
-1.99 40.27856
-1.999 400.2799
-1.9999 4000.28
-1.99999 40000.34
Tabla 6.

Por ultimo, quedaria reforzar la justificacion grafica concluyendo que si hay una asintota
vertical en x=-2 y, por tanto, la funcidn es discontinua en x=3, verificandose que:

lim,__»- f(=2) = —oo,

lim,_._,+ f(—2) = +oo.

6.4. Calculo y representacion de una integral
6.4.1. Problema 1
Calcula el area comprendida entre la funciéon f{x) = cos x y el eje de abscisas en el intervalo
[0, m].
Célculo de la solucion gréafica
# Primer paso: dibujar f(x) en [0,x]
x = seq( from = 0, to = pi, length =100 )
plot( x, cos(x) )
plot( x, cos(x), type ="I1")

# Segundo paso: dibujar el eje de abscisas
abline(h=0)
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Figura 10.
Después de esta observar esta gréafica el alumnado ya deberia intuir el resultado de la integral en
[0, ]. Se les puede hacer preguntas tales como: ¢podriais decirme cual es el resultado de la integral
después de ver la gréfica?

Célculo de la solucion analitica
_]"[;T cos(x)dx = [sen(x)] §=sen(m) —sen(0) =0—-0=10

Con este ejercicio se busca que el alumnado visualice una aproximacién intuitiva al concepto
abstracto de integral y que pueda comprobar que tanto la parte grafica como la analitica coinciden.

6.4.2. Problema 2

Calcula el area comprendida entre la funcion f{x) = cosx y el eje de abscisas en el intervalo
[0,3]
Calculo de la solucién grafica

# Primer paso: dibujar f(x) en [0,m/2]

x = seq( from = 0, to = pi/2, length = 100)

plot( x, cos(x) )

plot( x, cos(x), type ="I1")

# Segundo paso: dibujar el eje de abscisas
abline( h=0)
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abline(v=0)
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Figura 11.
Célculo de una primera aproximacion

Aproximamos el resultado de la integral mediante la particion P formada por 10 puntos que definen 9
intervalos regulares e idénticamente distribuidos en el intervalo [0, :—T].

# Creamos la particién
P = seq( from =0, to = pi/2, length=10)

# Calculamos la base de los rectangulos
IncX = ((pi/2)-0) / (Iength(P)-1);

areaRectangulos = c() # Vector auxiliar
for (i in P) { areaRectangulos = c(areaRectangulos, IncX*cos(i)) }

# El resultado de la aproximacion es la suma de las areas de todos los rectangulos
ResultadoAproxlintegral = sum(areaRectangulos)

ResultadoAproxlintegral = 1.084727

Calculo de una segunda aproximacion
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Aproximamos el resultado de la integral mediante la particion P formada por 100.000 puntos que
definen 99.999 intervalos regulares e idénticamente distribuidos en el intervalo [0, E]

P = seq( from = 0, to = pi/2, length=100000 )

IncX = ((pi/2)-0) / (length(P)-1);

areaRectangulos = c()

for (i in P) { areaRectangulos = c(areaRectangulos, IncX*cos(i)) }
ResultadoAproxlintegral = sum(areaRectangulos)

ResultadoAproxlintegral = 1.000008

¢ Cual crees que es la solucion que mas se aproxima al resultado analitico? Justifica tu respuesta

El alumnado deberia ser capaz de intuir que la mejor aproximacion es la segunda ya que la
particion es mas fina. Posteriormente, les mostrariamos la siguiente imagen para consolidar la idea
intuitiva que hay detras de la demostracion del Teorema de Integracion de Riemann.

Aproximacion 1 Aproximacion 2
S _ = _
2 4 D 10 rectangulos S . 20 rectangulos
™~
| b
= <
=4 =
= =
N N
= <
= <
= <
El drea es 1.084727 unidades cuadradas. El drea es 1.040767 unidades cuadradas.
Aproximacion 3 Aproximacion 4

1.0
1.0

0.8
|
0.8
|

. 50 rectangulos 100000 rectangulos

0.6
0.6

0.4
0.4

0.2
0.2

0.0
L
0.0
L

El drea es 1.015943 unidades cuadradas. El drea es 1.000008 unidades cuadradas.

Figura 12.
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Calculo de la solucion analitica

"2 — sen (n/2) —sen(0) = 1 -0 =1

T - .
fD cos (x) dx = [sen (x)]
Por ultimo, ¢de qué formas se puede mejorar las aproximaciones obtenidas?

Tras la realizacién del ejercicio, el alumnado deberia ser capaz de razonar que alguna de las
formas de mejorar las aproximaciones obtenidas podria ser:

1. hacer una particion mas fina. Enfatizar con el alumnado que el concepto de integral nace de la
suma de infinitos rectangulos de base infinitesimal;
2. evaluar la funcién en el punto medio del intervalo y no en el extremo.

7. Evaluacién

7.1. Evaluacion del proyecto
La evaluacidn del proyecto se basara en dos items:

1. Test. El seminario se iniciara y finalizara con la realizacion de una prueba de conocimientos.
La comparacion entre ambas pruebas nos servira para evaluar el grado de mejora derivado de
la realizacion del seminario.

2. Encuestas. La ultima actividad del seminario consistira en la realizacién de una encuesta al
alumnado para valorar su grado de satisfaccion, su percepcion acerca de la necesidad de este y
posibles aspectos de mejora. Se trata de obtener un feedback para poder reorientar o reforzar
aquellos puntos débiles de cara a proyectos futuros.

7.2. Evaluacion del alumnado

Con el objetivo de motivar e incentivar la participacion del alumnado en el seminario, la nota
final de la unidad didactica se compondra de:

e 80%, evaluacidn habitual de la unidad didactica,
e 20%, evaluacion del seminario.

Por su parte, la evaluacion del seminario considerara:

1. laresolucion de los problemas realizados durante el tiempo de trabajo individual,
2. la nota obtenida en el segundo test,

donde cada uno de dichos items supondra el 50% de la nota final del seminario.
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Anexo |. Test. Concepto de integral

1. ¢Para qué se usa el calculo integral?
a. para calcular el &rea encerrada entre la gréafica de la funcion y el eje de abscisas.
b. para calcular el area encerrada entre dos curvas.
c. para calcular la pendiente de la recta tangente en cada punto.
d. ay b son correctas.

2. Sombrea la region que representa J";” sin (x) dx.

10

sin(x)
00

-05
I

10

3. Calcula J’; xdx a partir de la grafica de la funcién. Justifica en el recuadro inferior los

resultados obtenidos.

20

15

10

05

0.0

00 05 10 15 20

4. Dibuja y calcula una aproximacion al resultado de la integral J’; x = dx. Justifica en el

recuadro inferior los resultados obtenidos.
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00 05 10 15 20

Anexo Il. Encuesta

Valora del 1 al 5 las siguientes cuestiones siendo 1 - nada de acuerdo y 5 - totalmente de
acuerdo.
1. ;Consideras que era necesario repasar el concepto de integral?

2. Después de realizar la tarea, ¢entiendes mejor el concepto de integral?

1 2 & 4 5

3. ¢Te hagustado usar R para repasar el concepto de integral?

4. ¢Te haresultado sencillo el manejo de R durante la realizacion de la actividad?

1 2 3 4 5

5. ¢Consideras que la duracién de la actividad ha sido adecuada?

6. En general, ;estas satisfecho con la actividad?

7. Sugerencias de mejora
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