
R E S U M E N

En este trabajo se estudia un modelo perteneciente a la biomatemática para estudiar el com -
p o rtamiento de un ecosistema fo rmado por dos especies aisladas diseñado por Vo l t e rra-Lotka y
basado en un sistema de ecuaciones dife renciales no lineales. También se realiza un análisis de
la sensibilidad ante perturbaciones en el estado de equilibrio. Finalmente se ilustran los re s u l t a -
dos con un ejemplo utilizando el programa Mat L ab.

1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVO S

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio de tipo mu l t i d i s c i-
plinar Mat e m á t i c a - B i o l ogía para analizar mediante un modelo dife re n-
cial no lineal, el comportamiento de un ecosistema aislado constituido
por dos especies que en lo sucesivo denotaremos ab reviadamente por S1

y S2. En el trabajo [1] se realizó un estudio de esta nat u ra l e z a , p e ro median-
te un modelo dife rencial más sencillo, dado a través de un sistema de
ecuaciones dife renciales de primer orden a coeficientes constantes
h o m og é n e o

, ( 1 )

siendo               . Tanto en (1) como en lo sucesivo , p1( t ) y p2( t )
d e n o t a r á n , re s p e c t iva m e n t e, el número de ejemplares de S1 y S2 en el ins-
tante t.

El modelo no lineal que se analizará en este trabajo está fo rmu l a d o
a partir del concepto de tasa re l at iva de va riación. Recuérdese que para
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una población dada dinámicamente por p ( t ), se define su tasa de va ri a-
ción re l at iva R(t) p o r

.     ( 2 )

En el caso particular y más sencillo en que la tasa de va riación es cons-
t a n t e, d i ga m o s , R ( t ) = R, de (2) se obtiene el conocido modelo de cre c i-
miento de Thomas Robert M a l t h u s ( 1 7 6 6 - 1 8 3 4 )

, ( 3 )

que para una condición inicial                   , p ro p o rciona la l ey de cre c i -
miento ex p o n e n c i a l

.

Cuando R>0, este modelo resulta insat i s fa c t o rio pues

,

lo cual es evidentemente contra d i c t o rio con un mundo donde los 
re c u rsos del medio siempre limitan el crecimiento de la población. Pa ra
evitar este defe c t o , en 1840, el matemático belga Pierre - Fra n ç o i s e
Ve r h u l s t, fo rmuló el conocido modelo log í s t i c o en el cual se conside-
ra una tasa de crecimiento re l at iva no constante y dada por la función
R ( t ) = k(M - p ( t )) siendo  k > 0  y  M > 0  constantes. En este caso, de (2)
se llega a la ecuación dife rencial (no lineal) log í s t i c a

, ( 4 )

c u ya solución para una población inicialmente conocida p (0) = p0

e s

.

O b s é rvese que

,

lo que justifica la denominación de la constante  M como c apacidad o
u m b ral de sat u ración del sistema y  M - P como el potencial de ex p a n -
s i ó n cuando la población es P.

Tanto (3) como (4) son modelos para una especie, y como se adelantó
234
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antes nosotros considera remos aquí un modelo para dos especies. El mode-
lo que trat a remos responderá a la fo rmulación siguiente, en términos de
las tasas de crecimiento re l at ivas  R1(t) y  R2( t ) de  S1 y  S2, re s p e c t i-
va m e n t e

.     ( 5 )

Utilizando (2), el sistema (5) puede escri b i rse equiva l e n t e m e n t e
c o m o

.     ( 6 )

Del mismo modo que se hizo en [1] para (1), (6) puede interp re t a r-
se biológi c a m e n t e :

•  Si  b>0 y d> 0 , entonces  S1 y S2 están en simbiosis: modelo sim-
b i ó t i c o.

•  Si  b<0 y d<0, entonces  S1 y S2 están en competencia: m o d e l o
de competencia.

•  Si  b<0 (b>0)  y d>0 (d<0), entonces S1 es presa (dep redador) del
d ep redador (de la presa) S2: modelo pre s a - d ep re d a d o r, t a m-
bién llamado de Vo l t e rra - L o t k a .

En efe c t o , veamos la interp retación anterior para el modelo pre s a - d ep re-
d a d o r, y análogamente se ra zonaría para los otros dos modelos.
S u p o n gamos  b<0  y  d> 0 , sin pérdida de ge n e ra l i d a d. Como  b< 0 , d e
la pri m e ra ecuación de (6) se deduce que a medida que aumenta el núme-
ro de ejemplares  p2( t ) de la especie  S2, la va riación de ejemplares de
la especie  S1 que está dada por   p ’1( t ) d i s m i nu i r á : esto significa que
S1 es presa de  S2. Por otra part e, al ser  d> 0 , de la segunda ecuación
de (6) se deduce que al aumentar el número de efe c t ivos  p1( t ) de S1, l a
va riación de ejemplares de  S2, que está dada por  p ’2(t) a u m e n t a r á , l o
cual se explica en un sistema aislado si  S2 es dep redador de  S1.

Los coeficientes  a y c en (6) explican la va riación autónoma de ambas
especies. Si  a>0 (c>0) la especie  S1 (S2)  tenderá autónomamente a cre-
cer y en caso contra rio a decre c e r. Veamos esto para la pri m e ra especie,
y análogamente se ra zonaría para la segunda. En efe c t o , si en la pri m e ra
ecuación de (6) consideramos  b=0  (es decir, si suponemos  S1 a i s l a d a
de  S2) , entonces se deduce que

, ( 7 ) 235
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lo que nos indica la tasa de va riación re l at iva de la pri m e ra especie.

El modelo puede sofi s t i c a rse más suponiendo que

, ( 8 )

siendo  f y  g dos funciones arbitra rias de las poblaciones  p1( t ) y  p2( t )
de  S1 y  S2, re s p e c t iva m e n t e. En el caso particular en que dichas fun-
ciones coinciden y son una combinación lineal de  p1(t)  y  p2( t ):

, ( 9 )

el sistema (8) puede escri b i rs e, c o n s i d e rando (2) y (9), en la fo rm a

, ( 1 0 )

conocido como modelo de las dos especies.

En lo que sigue de trab a j o , a n a l i z a remos el modelo no lineal dado por
el sistema de ecuaciones dife renciales autónomo (6) y dejaremos para
un trabajo futuro el estudio de (10).

2. EL MODELO PRESA-DEPREDA D O R : ESTUDIO 
C UA L I TAT I VO MEDIANTE EL DIAGRAMA DE 
VO LT E R R A

En este ap a rtado analizaremos el modelo dado en (6) para el caso en
que  b>0  y  d<0, es decir, cuando estamos ante un modelo pre s a - d ep re-
dador siendo  S1 la especie dep re d a d o ra y  S2 la especie presa. A d e m á s
a s u m i remos que  S1 se extingue con tasa de va riación o velocidad  a c u a n-
do  p2( t ) = 0, esto es, cuando  S1  no tiene alimento. Esto implica que supo-
nemos  a<0.  Del mismo modo, si la especie  S2  no tiene una especie dep re-
d a d o ra , c o n s i d e ra remos que crece exponencialmente con tasa re l at iva de
va riación  c, lo cual supone aceptar que  c>0. Por todas estas conside-
raciones part i remos de un sistema del tipo (6), p e ro cuyos signos de los
c o e ficientes están identifi c a d o s

.     ( 1 1 )

Dado que el producto  p1( t ) p2(t)  puede interp re t a rse como el núme-
ro de encuentros uno a uno de un ejemplar de la especie dep re d a d o ra fre n-
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te a un ejemplar de la especie pre s a , la pri m e ra (segunda) ecuación de
(11) puede tra d u c i rse como sigue: la va riación del número de dep re d a-
d o res (presas) es suma de los (las) que resultan teniendo en cuenta su
d e c recimiento (crecimiento) autónomo y de una cantidad positiva (nega-
t iva) pro p o rcional al número de encuentros con las presas (los dep re d a d o re s ) ,
lo cual, resulta ra zo n able desde el punto de vista intuitivo .

En lo que sigue admitiremos que  p1( t ) y  p2(t)  nunca se anu l a n , e s
d e c i r, que ninguna especie se ex t i n g u e. Esto no supone pérdida de
ge n e ra l i d a d, ya que, si esto ocurri e s e, el sistema a estudiar sería mu ch o
más sencillo de re s o l ver que (11). En efe c t o , si por ejemplo, en el ins-
tante  te> 0 , la especie presa se ex t i n g u e, p2(t) = 0 , t≥te> 0 , el modelo
objeto de estudio se dividiría entonces en dos etap a s : en la pri m e ra la
dinámica de las especies estaría modelizada por (11) con                 y
en la seg u n d a , la evolución de la única especie ex i s t e n t e, la dep re d a d o-
ra , estaría go b e rnada por

, ( 1 2 )

que indica un decrecimiento exponencial de  S1, m o t ivado por el hech o
de carecer de alimento. Obsérvese que la condición inicial en (12) sería
p1( te) = p1e siendo  p1e  el número de ejemplares de la especie dep re d a d o-
ra en el instante  te   de extinción de la especie pre s a .

Pa ra analizar el comportamiento del sistema (11), como  p1( t ) y  p2( t )
no se anu l a n , lo escribimos equivalentemente como

.     ( 1 3 )

O b s é rvese que estamos suponiendo que

, ( 1 4 )

aunque más tarde comentaremos esta hipótesis.

De (13),

o escrito en fo rma dife re n c i a l
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.     ( 1 5 )

I n t egramos (15) entre el instante t=0  y un instante ge n é rico  t:

y obtenemos, aplicando las propiedades del loga ri t m o

.     ( 1 6 )

Pa ra facilitar el estudio de la relación (16), c o n s i d e ra remos los
siguientes cambios de va ri abl e

, ( 1 7 )

que introducidos en (16) permiten escribir esta relación como

,

.   ( 1 8 )

Por otra parte de (17) se tiene

.     ( 1 9 )

I n t roduciendo (19) en (18) re s u l t a

, ( 2 0 )
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d o n d e

.     ( 2 1 )

La fórmula (20) nos pro p o rciona la siguiente relación de la dinámi-
ca de comportamiento de la especie presa y la dep re d a d o ra (omitire m o s
por conveniencia la notación que marca la dependencia tempora l )

.     ( 2 2 )

A continuación re a l i z a remos un análisis básicamente cualitat ivo de
la evolución de ambas especies. Los resultados que obtengamos los rep re-
s e n t a remos en un diagrama clásico de Vo l t e rra (véase fi g u ra 1). La
finalidad de este gr á fico es rep resentar la curva de va riación (conjunta)
de  q1 y  q2 (o equiva l e n t e m e n t e, s egún (17) de  p1 y p2) para estudiar
el comportamiento de las poblaciones de ambas especies. Dado que re a-
lizar el gr á fico a partir de (22) resulta inv i abl e, se procede de fo rma indi-
recta como a continuación se detalla.

Pa ra la elab o ración de este gr á fico necesitamos introducir las va ri a-
bl e s

( 2 3 )

y como evidentemente  p1>0  y p2> 0 , de (11) y de (17), q1>0  y q2> 0 ,
y por (21) y (23) también  r1>0  y  r2>0 . Por eso en los cuat ro cuadra n-
tes del esquema de Vo l t e rra se supone siempre que las va ri ables que inter-
vienen dos a dos son positivas. Por ejemplo, en el segundo cuadrante sólo
rep resentamos  r1 (que según (23) depende de q1) cuando q1> 0 , e idén-
ticamente para el resto de los cuadrantes. También se rep resenta en el
t e rcer cuadrante de la gr á fica en la fi g u ra 1, la bisectri z

, ( 2 4 )

ya que su re l evancia es evidente por (22), teniendo en cuenta el cambio
de va ri able efectuado en (23).
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Fi g u ra 1. Diagrama clásico de Vo l t e rra .

Empecemos esbozando la curva  r1 ( c o n s i d e rada como va ri abl e
d ependiente) cuando varía  q1 ( a h o ra tratada como va ri able indep e n d i e n t e ) .
Su gr á fica ap a recerá en el segundo cuadra n t e. Pa ra ello obsérvese que
de (23)

l u ego  A( 1 ,e- c)  es un máximo de la función r1=r1( q1) y su comport a m i e n t o
en los va l o res límite es

.

Pa ra la función  r2=r2(q2) se tiene
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l u ego  B( 1 ,M ea)es un mínimo de  r2=r2(q2)  y su comportamiento en los
va l o res límite es

.

En el cuarto cuadrante de la fi g u ra 1, se da una rep resentación ap ro-
ximada de su gr á fi c a .

Mediante las correspondientes proyecciones de las gr á ficas de los cua-
d rantes segundo al cuart o , podemos esbozar la gr á fica buscada que
relaciona  q1 y q2, y correspondiente al primer cuadra n t e. La idea se basa
en que la relación entre  q1 y q2 está dada por (22), o equiva l e n t e m e n-
t e, s egún (23), por (24).

Pa ra lo que sigue conviene tener presente la fi g u ra 1. Tomemos el va l o r
máximo de  r1  denotado por  A.  Al proye c t a rlo sobre  r1 =r2, o b t e n e m o s
el punto  A1, que proyectado sobre el eje r2, p ro p o rciona los puntos  A2

y A3 , que definen los límites de va riación de  q2  o lo que es lo mismo
( s a l vo , s egún (17), el factor b / a) del número de presas  p2. Del mismo
m o d o , p royectando pri m e ro el punto  B s o b re  r1=r2 se obtiene el pun-
to  B1  y luego proyectando este punto sobre el segundo cuadra n t e, se obtie-
nen los puntos  B2  y B3, que marcan los límites de va riación de  q1 o equi-
valentemente (ex c ep t o , s egún (17), el factor d / c) del número de dep re-
d a d o res p1.

O b s é rvese que mediante la proyección al primer cuadrante de los pun-
tos  A2, A3, B2 y  B3 o b t e n e m o s , los puntos Ã2, Ã3, Ã2 y Ã3, re s p e c t iva-
m e n t e, los cuales corresponden a los puntos de tangencia. En efe c t o , ve á-
moslo por ejemplo, p a ra el punto  Ã2, y para el resto se procedería aná-
l oga m e n t e. Debemos pro b a r

.     ( 2 5 )

Pa ra ello, como por (22) no podemos probar directamente (25), u t i-
l i z a remos el teorema de la función implícita (T. F.I.). Definimos la fun-
ción auxiliar

( 2 6 )

la cual sat i s face en el ab i e rto                                que
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F e s , por su defi n i c i ó n , d i fe re n c i able con continuidad en  D,
es decir, .

. En efe c t o , de la construcción (véase fi g u ra 1), l a s
c o o rdenadas del punto     son                      con                 y     

tal que                           , l u ego sustituyendo en (26)

.

. En efe c t o , esto se obtiene derivando (26), y 

o b s e rvando de la fi g u ra 1 que 

por lo tanto aplicando el T. F.I. podemos ga rantizar la existencia de un
e n t o rno                           del punto                de modo que                   ,

y en part i c u l a r, . A d e m á s ,

tal y como queríamos pro b a r, ya que,

.

A h o ra es importante subrayar que la curva  C d e t e rminada en la fi g u-
ra 1 es válida para cada  t, ya que, en el ra zonamiento desarrollado has-
ta el momento, esta va ri able ha permanecido oculta. Analicemos un poco
más esta curva  C, o mejor dicho esta familia de curvas para cada  t, q u e
d e n o t a remos por  Ct.

O b s é rvese que los puntos de tangencia  Ã2, Ã3, Ã2 y Ã3 de la curva
Ct  d ependen de las coordenadas de los puntos  A y B.  A su ve z , el pun-
to  A= ( 1 ,e- c)  depende de  c (la tasa de va riación re l at iva de la especie
p resa) y el punto  B= ( 1 , M ea)  depende de  a (la tasa de va riación re l a-
t iva de la especie dep re d a d o ra) y de  M q u e, s egún (21) y (17) dep e n-
de tanto de  a , b, c y d, como de las condiciones iniciales. Estudiemos la
m a n e ra en que depende la fo rma de la familia de curvas  Ct  en térm i n o s
de las condiciones iniciales. Pa ra ello consideremos el caso límite en que
A y B coinciden al proye c t a rlos en el tercer cuadra n t e, es decir, c u a n-
do  

( 2 7 )
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en cuyo caso, la familia de curvas  Ct se reduciría a un único punto  E( 1 , 1 )
llamado punto de equilibri o. En este caso, s egún (17)

( 2 8 )

lo cual nos indica que se llega a una situación de equilibrio o cre c i m i e n t o
nu l o , o más precisamente dado que (27) debe ser compat i ble con (17)
y (21), se parte de una situación fijada por las condiciones iniciales

que no varían con el tiempo, por ser precisamente el punto de equilibri o .
En efe c t o , veamos esto último, buscando directamente los puntos de equi-
l i b ri o , que por definición son aquellas soluciones  p1( t ) y  p2( t ) de (11)
que son constantes con el paso del tiempo, es decir, que sat i s fa c e n

esto es, imponiendo estas condiciones en el sistema dife rencial autónomo
( 1 1 ) , se debe cumplir

,

que corresponde a la conclusión ya dada en (28). Obsérvese que enton-
ces la hipótesis asumida en (14) se traduce en que ni se parte del equi-
l i b ri o , ni éste se alcanza en un instante finito para luego ab a n d o n a rl o ,
lo cual es ra zo n able asumir.

Pa ra terminar el análisis de la familia de curvas  Ct, o b s é rvese que
de (17), como  a , b, c y d son positivo s , el sentido de va riación (cre c i e n-
te o decreciente) de las poblaciones  p1( t ) y  p2(t)  de las especies  S1 y
S2 cuando no se ha alcanzado el equilibri o , es decir, cuando q1( t ) ≠ 1 ≠
q2( t ), es el mismo que el de las funciones auxiliares  q1( t ) y   q2(t) rep re-
sentadas en la fi g u ra 1. Más aún, p a ra cada  t>0 se tiene que

( 2 9 )

y

.     ( 3 0 )
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Tanto (29) como (30) nos indican que el sentido de va ri a c i ó n , con el
paso del tiempo, de la curva  Ct es antihora rio (véase fi g u ra 1).

Demos significado biológico a estas conclusiones. Pa ra ello re c o r-
demos que  q1( t ) y  q2(t)  rep resentan (salvo un factor constante y posi-
t ivo) el número de ejemplares de la especie dep re d a d o ra y pre s a , re s p e c -
t iva m e n t e. Interp retemos (29): si en un instante  t>0  partimos de un núme-
ro de ejemplares presa infe rior al estado de equilibrio (q2( t )< 1 ) , e l
n ú m e ro de ejemplares dep re d a d o res (q1( t )) decrecerá como consecuen-
cia de no poseer suficiente alimento. Pa ra (30) se sigue una interp re t a-
ción similar: si hay una población de presas superior al equilibri o
(q2( t )> 1 ) , la abundancia de alimentos provocará que la población de dep re-
d a d o res (q1( t )) crezca. En ambos casos, el sistema fluctúa siguiendo la
t raye c t o ria y sentido que marca la curva  C a l rededor del punto de equi-
l i b ri o , p e ro sin alcanzarl o .

3. ANÁLISIS DE LA SENSIBILIDAD MEDIANTE 
L I N E A L I Z AC I Ó N

Una de las cuestiones que más interesa al estudiar un modelo dife-
rencial con estado de equilibri o , es su comportamiento ante pequeñas
p e rturbaciones alrededor de dicho estado. En efe c t o , es admisible que
los sistemas bien diseñados (sobre t o d o , aquellos que están inmersos en
el mundo biológico) tiendan a autorreg u l a rse y bu s c a r, p a ra su pro p i a
s u p e rv ive n c i a , un estado estable que es el de equilibrio. Esta búsqueda
viene impuesta por las re s t ricciones del entorn o : d ep re d a d o re s , falta de
ag u a , condiciones alimenticias,… y así el estado de equilibri o , a c aba sien-
do no sólo el único, el re a l , si no el menos adve rso. Pe ro mantenerse en
un estado concreto y preciso como es el de equilibrio es muy difícil, p o r-
que el entorno siempre está sujeto a cambios y perturbaciones que tien-
den a va ri a rlo. Lo que sigue de ap a rt a d o , t ratará de analizar mat e m á t i-
camente cómo afecta al equilibrio hallado en el ap a rtado anterior la intro-
ducción de pequeñas pert u r b a c i o n e s .

Pa ra realizar el estudio, e s c ri b i remos pri m e ro (11) en función de  q1

y  q2  d e finidas en (17)

, ( 3 1 )

y como el punto de equilibrio es q1
*= 1 =q2

*, c e n t ramos en el ori gen el sis-
tema (31) realizando el cambio de va ri abl e

, ( 3 2 )
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resultando el sistema

.     ( 3 3 )

O b s é rvese que el nu evo punto de equilibrio de (33) será según (32),
Q1

*= 0 =Q2
*, por lo tanto una pequeña perturbación alrededor del punto

(0,0)  permite aseg u rar que el producto  Q1Q2 ≅0 y es despre c i able en
(33) a nivel de comportamiento de dicho sistema. Por lo tanto, el siste-
ma no lineal (33) se comportará como el sistema lineal 

.     ( 3 4 )

De aquí se deduce que

( o b s é rvese que como estamos suponiendo que debido a las pert u r b a c i o n e s
no estamos en el punto de equilibri o , entonces  Q1  y Q2  no se anu l a n )
que escrito en fo rma dife rencial nos da

e integrando obtenemos,

( 3 5 )

La ecuación (35) puede disponerse de la fo rm a

o en términos de  q1 y q2

( 3 6 )

que es una familia de elipses de centro el punto de equilibrio  y semie-

j e s , s egún la fi g u ra 1, h o ri zontal              y ve rtical            . Fi n a l m e n t e,
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podemos decir, que el sistema linealizado (34) es una ap roximación ra zo-
n able del sistema inicial (centrado) (33) y permite aseg u rar que ante per-
t u r b a c i o n e s , el ecosistema fo rmado por ambas especies  S1 y  S2   s u b-
sistirá siguiendo una traye c t o ria del mismo tipo que la curva  Ct de la
fi g u ra 1.

Pa ra terminar obsérvese que la obtención del sistema linealizado de
( 3 3 ) , dado por (34), también puede calcularse aplicando la fórmula de
Taylor en dos va ri ables centrada en el punto de equilibri o
Qe

*= (Q1
* ,Q2

*) = ( 0 , 0 ) (aunque en este caso, al estar definido el sistema dife-
rencial por polinomios de dos va ri abl e s , la linealización puede re a l i z a rs e
d i rectamente como lo hemos hecho antes) y truncando el desarrollo por
los términos lineales. En efe c t o , c o n s i d e remos el sistema no lineal (33)
e s c rito en la fo rm a

, ( 3 7 )

como                               siendo                    un entorno del punto  (Q1
* ,Q2

*) = ( 0 , 0 ) ,
entonces aplicando la fórmula de Taylor a ambas funciones se tiene

o en notación ve c t o ri a l

siendo                                       , la mat riz jacobiana de  

en el punto de           donde

y

y supondremos que los términos de error sat i s fa c e n
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Con todo ello podemos aceptar la ap roximación lineal siguiente

.     ( 3 8 )

Aplicado a nu e s t ro caso, es decir, p a ra  (Q1
* ,Q2

*) =( 0 , 0 ) , c o m o

y sustituyendo en (38) se obtiene el sistema linealizado dado en (34):

.     ( 3 9 )

4. UNA A P L I C ACIÓN NUMÉRICA

En esta sección part i c u l a ri z a remos el estudio realizado en los ap a r-
tados anteri o res tomando en (11)

a=0.1  ;  b=0.001  ;  c=0.2  ;  d= 0 . 0 1

(estamos asumiendo que  a<c  y que  b< d, lo cual está en consonancia
con lo observado en la realidad nat u ra l ) , siendo las condiciones inicia-
les p1(0)=p2(0) =1 0 0 .

Estamos interesados en responder a las siguientes cuestiones:
•  ¿Cuál es el número  Nd máximo de dep re d a d o re s ?
•  ¿Cuál es el número  nd mínimo de dep re d a d o re s ?
•  ¿Cuál es el número  Np máximo de pre s a s ?
•  ¿Cuál es el número  np mínimo de pre s a s ?
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Pa ra calcular  Nd (nd) debemos determinar la segunda coordenada del
punto  Ã3 y (Ã2) (véase fi g u ra 1). Pa ra ello observemos que por (19) se
t i e n e

con lo cual la constante  M, s egún (21), va l e

Por otra part e, s abemos que las coordenadas del punto  B vienen dadas
por  B ( q2, r2)=(1 , 50 . 2e- 1 . 1e0 . 1) = ( 1 , 50 . 2e- 1) , por lo tanto las coordenadas del pun-
to  B1 son  B1( r1, r2)=( r2, r2)= ( 50 . 2e-1, 50 . 2e- 1) , que permite deducir las coor-
denadas del punto  B3(q1,r1) = (q1, 50 . 2e- 1)  donde se sat i s fa c e

( 4 0 )

esta ecuación puede ser resuelta por algún método iterat ivo , por ejem-
plo por bisección, o b t e n i é n d o s e

como para  B3, se debe cumplir que  q1> 1 , e l egimos la solución q1= 5 .
Así pues, B3( 5 , 50 . 2e- 1) , de donde se obtiene la segunda coordenada del
punto  Ã3, ya que ésta es la pri m e ra coordenada del punto B3, y por tan-
to el número máximo de dep re d a d o res será, aplicando (17)

.

Pa ra estimar  nd, p rocedemos de fo rma similar. Obsérvese que pue-
den ap rove ch a rse todos los cálculos anteri o re s , y basta considerar aho-
ra la solución de (40) que cumpla  0<q1< 1 , es decir, q1= 0 . 0 3 4 8 8 5 8 , p o r
lo que

,

donde debido a la interp retación de  nd  hemos redondeado el re s u l t a d o
al entero positivo más próximo.

P rocedamos ahora a calcular los va l o res   Np y  np. El pro c e d i m i e n-
to es análogo al anteri o r. Pri m e ro procedemos a calcular las coord e n a-
das del punto  A, que son  A(q1,r1) = ( 1 ,e- 0 . 2) , l u ego las coordenadas del
punto  A1 son  A1(r1,r2) = (r2,r2) = (e- 0 . 2,e- 0 . 2). Esto permite deducir las coor-
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denadas del punto  A3: A3(q2,r2) = (q2,e- 0 . 2)  donde se sat i s fa c e

.        ( 4 1 )

A h o ra re s o l vemos esta ecuación y obtenemos

como para  A3, se debe cumplir que  q2> 1 , e l egimos la solución
q2=7.84042. Así pues, A3( 7 . 8 4 0 4 2 5 ,e- 0 . 2) , de donde se obtiene la seg u n-
da coordenada del punto  Ã3, ya que ésta es la pri m e ra coordenada del
punto  A3, y por tanto el número máximo de presas será, aplicando (17)
y redondeando al entero positivo más próximo

.

Por su part e, el número mínimo de presas será

es decir, que se puede llegar a la ex t i n c i ó n .

Aplicando (28), s abemos que el punto de equilibrio  E ( q1
*,q2

*) =(1 , 1)
se obtiene para 

.

Pa ra pequeñas perturbaciones alrededor del punto de equilibri o , l a s
t raye c t o rias que siguen el número de dep re d a d o res y de presas tiene la
fo rma dada en (36) que para nu e s t ros datos part i c u l a res y deshaciendo
el cambio de va ri able dado en (17) toma la fo rm a

que puede ex p re s a rse en la fo rm a
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que permite reconocer las traye c t o rias  p1 y  p2  como elipses centra d a s
a l rededor del punto de equilibrio re fe rido a p1  y p2: ( p1 ,p2)=(2 0 , 1 0 0).

5. UNA A P L I C ACIÓN GRÁFICA CON MAT L A B®

Utilizando el asistente de cálculo nu m é rico Mat L ab® podemos re a-
lizar un estudio gr á fico de las traye c t o rias del pro blema (11). Pa ra ello,
ap l i c a remos pri m e ro la teoría cualitat iva clásica para cl a s i ficar de fo r-
ma estándar el punto de equilibrio. Únicamente por motivos didácticos
en la exposición desap rove ch a remos los resultados ya obtenidos antes
en (39), donde se linealizaba el sistema, p e ro en términos de las va ri a-
bles art i ficiales  Q1 y  Q2, las cuales se intro d u j e ron a partir de  q1 y  q2

p a ra poder realizar el esquema gr á fico de Vo l t e rra. Sin embargo , es más
usual (y nat u ral) proceder a la linealización del sistema (11) dire c t a m e n t e
aplicando el desarrollo de Taylor alrededor del punto de equilibrio (ya 

calculado en (28)): . Aplicando (38) se tiene

, ( 4 2 )

s i e n d o

y
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y sustituyendo estos va l o res en (42) se obtiene el sistema linealizado y 

c e n t rado en el punto de equilibrio                                 con las coord e-
nadas del pro blema ori gi n a l :

.     ( 4 3 )

Por la teoría cualitat iva (véase [3]-[4]) sabemos que los va l o res pro-
pios de la mat riz del sistema linealizado nos ap o rtan una cl a s i fi c a c i ó n
del punto de equilibrio. En este caso como los va l o res propios son ima-
gi n a rios puro s

,

se tiene que                                es un punto centro , es decir, tal y como 

hemos visto en la fi g u ra 1, todas las traye c t o rias son periódicas (y
c e rradas) en torno a dicho punto. Esto lo ve remos a continu a c i ó n , u t i-
lizando Mat L ab®.

P ri m e ro definimos el fi ch e ro de función tipo .m que describe el sis-
tema (11) con los va l o res de los parámetros tomados en el ap a rtado ante-
ri o r, es decir, : a=0.1 ; b=0.001; c=0.2; d= 0 . 0 1 ;

function dz=vo l t _ l o t k a ( t , y y )

a=0.1 ; b=0.001; c=0.2; d=0.01;

x = y y ( 1 ) ;
y = y y ( 2 ) ;

d z 1 = - a * x + b * x * y ;
d z 2 = c * y - d * x * y ;

d z = [ d z 1 ; d z 2 ] ; 251
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a continuación re s o l vemos nu m é ricamente el sistema autónomo (11) uti-
lizando un método de Runge - Ku t t a

function [t,y]=ru n ge k u t ( f, t , y 0 )

% Método de Runge - Kutta para el pro blema de valor inicial
%
%    y’(t) = f(t,y(t));   y(t0)=y0;   
%
% en los instantes dados por t

% jlh, ab r- 0 4

h = diff ( t ) ;
n = length(t);
y(1,:) = y0;
for k=1:n-1

k1 = feva l ( f, t ( k ) , y ( k , : ) ) ’ ;
k2 = feva l ( f, t ( k ) + h ( k ) / 2 , y ( k , : ) + h ( k ) / 2 * k 1 ) ’ ;
k3 = feva l ( f, t ( k ) + h ( k ) / 2 , y ( k , : ) + h ( k ) / 2 * k 2 ) ’ ;
k4 = feva l ( f, t ( k + 1 ) , y ( k , : ) + h ( k ) * k 3 ) ’ ;
y(k+1,:) = y(k,:)+h(k)/6*(k1+2*k2+2*k3+k4);

e n d

y finalmente con las siguientes órdenes ge n e ramos la fi g u ra 2, que son
d i fe rentes traye c t o rias a partir de dife rentes condiciones iniciales

for k=-10:2:10
[ t , y ] = ru n ge k u t ( ‘ vo l t _ l o t k a ’ , 0 : 0 . 1 : 5 0 , [ 2 0 - k , 1 0 0 + k ] ) ;
p l o t ( y ( : , 1 ) , y ( : , 2 ) )

e n d
hold on
for k=-10:2:10

[ t , y ] = ru n ge k u t ( ‘ vo l t _ l o t k a ’ , 0 : 0 . 1 : 5 0 , [ 2 0 + k , 1 0 0 - k ] ) ;
p l o t ( y ( : , 1 ) , y ( : , 2 ) )

e n d
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Fi g u ra 2- Traye c t o rias alrededor del punto de equilibri o .

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado un modelo perteneciente a la
B i o m atemática basado en un sistema de ecuaciones dife renciales autó-
nomo no lineal para explicar el comportamiento de un ecosistema fo r-
mado por dos especies, una presa y otra su dep re d a d o ra , m o t ivando su
planteamiento desde los modelos más básicos de comportamiento de pobl a-
ciones. El estudio realizado se ha desarrollado en va rios nive l e s : c u a n-
t i t at ivo , c u a l i t at ivo , nu m é rico y gr á fi c o , intentando con ello mostrar una
aplicación matemática de carácter interd i s c i p l i n a r.

Pa ra terminar señalemos que como cualquier modelo matemático que
intenta explicar la re a l i d a d, el modelo de Vo l t e rra-Lotka resulta una ve r-
sión simplificada (exactamente hasta un punto que permita ser trat a d o
con herramientas matemáticas) que por tanto contiene algunos defe c t o s .
E n t re los que se han señalado más fre c u e n t e m e n t e, están que el mode-
lo ge n e ra oscilaciones arbitra riamente grandes que sin embargo no se
o b s e rvan en la realidad y por otro que padece una importante inestab i-
lidad estru c t u ra l , ya que pequeñas perturbaciones conducen a cambios
n o t ables en la dinámica del modelo.
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