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RESUMEN

En este trabajo se estudia un modelo perteneciente a la biomatemdtica para estudiar el com -

portamiento de un ecosistema fo rmado por dos especies aisladas disefiado por VoltermaLotka y
basado en un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. También se realiza un andlisis de

la sensibilidad ante perturbaciones en el estado de equilibrio. Finalmente se ilustran los resulta -

dos con un ejemplo utilizando el programa Mat L ab.

1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio de tipo multidisci-
plinar Matemética-Biologa para analizar mediante un modelo dife re n-
cial no lineal, el comportamiento de un ecosistema aislado constituido
por dos especies que en lo sucesivo denotaremos ab reviadamente por S:
y S:. En el trabajo [1] se realizd un estudio de esta naturaleza, pero median-
te un modelo dife rencial méas sencillo, dado a través de un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden a coeficientes constantes
homogéneo

p,(t)
p5(t)

ap,(t)+bp,(t) donde pl(t)>0, §))
cp,(t) +dp,(t) p,(t)>0
siendo a,b,c,dE€IR . Tanto en (1) como en lo sucesivo, pi(t) y p(t)

denotaran, respectivamente, el nimero de ejemplares de Si y Sz en el ins-
tante 7.

El modelo no lineal que se analizara en este trabajo esta forrnlado
a partir del concepto de tasarelativa de variacion. Recuérdese que para
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una poblacion dada dindmicamente por p(t), se define su tasa de vari a-
cion relativa R(t) por

p'(t)
R(t)=—2. (2
=00

En el caso particular y més sencillo en que la tasa de variacion es cons-
tante, digamos, R(1)=R, de (2) se obtiene el conocido modelo de creci-
miento de Thomas Robert Malthus (1766-1834)

p'(t)=Rp(t), O

que para una condicion inicial p(0)= p, , proporciona la ley de creci -
miento exponencial
p(t ) = Po€ "

Cuando R>0, este modelo resulta insatisfactorio pues
lim p(t) = +oo,
t—

lo cual es evidentemente contradictorio con un mundo donde los
re cursos del medio siempre limitan el crecimiento de la poblacion. Para
evitar este defecto, en 1840, el matematico belga Pierre-Francoise
Verhulst, formul6 el conocido modelo logistico en el cual se conside-
ra una tasa de crecimiento relativa no constante y dada por la funcion
R(t)=kM-p(t) siendo k>0 y M >0 constantes. En este caso, de (2)
se llega a la ecuacion dife rencial (no lineal) logistica

p'(t)=(kM -kp(t))p(t) , (4
cuya solucidn para una poblacidon inicialmente conocida p(0)=po

es
Mp,

t)=
() po"'(M_po)e_kMt .

Obsérvese que
limp(t)=M
t—x

)

lo que justifica la denominacidon de la constante M como capacidad o
umbral de sat u racion del sistemay M - P como el potencial de expan -
sion cuando la poblacion es P.

Tanto (3) como (4) son modelos para una especie, y como se adelantd



antes nosotros consideraremos aqui un modelo para dos especies. El mode-
lo que trat a remos respondera a la fo rmulacion siguiente, en términos de
las tasas de crecimiento relativas Ri(t) y Ro(t) de S: y S, respecti
vamente

R, (1)

R,(t) ¢ +dp,(t) p,(t)>0

a+bp2(t)} donde pl(t)>0_ (5)

Utilizando (2), el sistema (5) puede escribirse equivalentemente
como

p,(t)

p;(t) cp,(t) +dp, (t)p,(t) p,(t)>0

apl(t)+bp1(t)pz(t)} donde Pu(1)>0 (4

Del mismo modo que se hizo en [1] para (1), (6) puede interpretar-
se bioldgicamente:

e Si b>0yd>0,entonces Siy S: estan en simbiosis: modelo sim-
bidtico.

e Si b<0 y d<0, entonces S:y S: estan en competencia: modelo
de competencia.

* Si b<0 (b>0) y d>0 (d<0), entonces S:es presa (depredador) del
depredador (de la presa) S:: modelo presa-depredador, tam-
bién llamado de Voltema-Lotka.

En efecto, veamos la interpretacion anterior para el modelo presa-depre-
dador, y andlogamente se razonaria para los otros dos modelos.
Supongamos b<0 y d>0, sin pérdida de generalidad. Como b<0, de
la primeraecuacion de (6) se deduce que a medida que aumenta el nime-
ro de ejemplares po(t) de la especie S, la variacion de ejemplares de
la especie Si que esta dada por p’i(t) disminuira: esto significa que
Si es presa de S.. Por otra parte, al ser ¢>0, de la segunda ecuacion
de (6) se deduce que al aumentar el nimero de efectivos pi(¢) de Si, la
variacion de ejemplares de S, que estd dada por p’»(t) aumentara, lo
cual se explica en un sistema aislado si S: es depredador de S:.

Los coeficientes ay c¢ en (6) explican la variacion autbnoma de ambas
especies. Si a>0 (c>0) la especie Si(S2) tenderd autbnomamente a cre-
cer y en caso contra rio a decrecer. Veamos esto para la pimera especie,
y anadlogamente se ra zonaria para la segunda. En efecto, sien la pimera
ecuacion de (6) consideramos b=0 (es decir, si suponemos S: aislada
de §-), entonces se deduce que

pu(t) _
p.(t)

a,. ()
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lo que nos indica la tasa de variacion relativa de la primeraespecie.

El modelo puede sofisticare mas suponiendo que

R/(t) = a+bf(p1(t),p2(t))}’ 8)
R,(t) = c+dg(p,(t) p,(1))

siendo f'y g dos funciones arbitra rias de las poblaciones pi(?) y p2(t)
de Si y S, respectivamente. En el caso particular en que dichas fun-
ciones coinciden y son una combinacion lineal de pi(¢) y p(t):

FOPL(1) P2 (1)) = g(pu(t), po(1))=ap,(t) +Bp,(t) . (9
el sistema (8) puede escribirse, considerando (2) y (9), en la forma

pi(t) = {a+b[ép1(t)+ép2(t)]}p1(t)}, 10)
py(t) = fo+dap(t) +ap,()]lp,(1)

conocido como modelo de las dos especies.

En lo que sigue de trabajo, analizarenos el modelo no lineal dado por
el sistema de ecuaciones dife renciales autonomo (6) y dejaremos para
un trabajo futuro el estudio de (10).

2. EL MODELO PRESA-DEPREDADOR: ESTUDIO
CUALITATIVO MEDIANTE EL DIAGRAMA DE
VOLTERRA

En este ap artado analizaremos el modelo dado en (6) para el caso en
que b>0 y d<0, es decir, cuando estamos ante un modelo presa-depre-
dador siendo Si la especie depredadoray S: la especie presa. Ademas
asumiremos que Si se extingue con tasa de variacion o velocidad a cuan-
do p:(t)=0, esto es, cuando Si no tiene alimento. Esto implica que supo-
nemos a<0. Del mismo modo, si la especie $: no tiene una especie depre-
dadora, considera remos que crece exponencialmente con tasa relativa de
variacion c, lo cual supone aceptar que c¢>0. Por todas estas conside-
raciones partiremos de un sistema del tipo (6), perocuyos signos de los
coeficientes estan identificados

pi(t) = —ap,(t)+bp,(t)p,(t)

) . ab,cds>0. A1)
pz(t) = sz(t)_dpl(t)pz(t)}

Dado que el producto pi(¢) p(t) puede interp retarse como el nlime-
ro de encuentros uno a uno de un ejemplar de la especie depredadora fren-



te a un ejemplar de la especie presa, la primera (segunda) ecuacion de
(11) puede traducirsecomo sigue: la variacion del nimero de depreda-
dores (presas) es suma de los (las) que resultan teniendo en cuenta su
de crecimiento (crecimiento) autdbnomo y de una cantidad positiva (nega-
tiva) proporcional al nimero de encuentros con las presas (los depredadores),
lo cual, resulta razon able desde el punto de vista intuitivo.

En lo que sigue admitiremos que pi(¢) y p(t) nunca se amlan, es
decir, que ninguna especie se extingue. Esto no supone pérdida de
generalidad, ya que, si esto ocurriese, el sistema a estudiar serfa mucho
mas sencillo de resolver que (11). En efecto, si por ejemplo, en el ins-
tante >0, la especie presa se extingue, p(9)=0, Vr=t>0, el modelo
objeto de estudio se dividirfa entonces en dos etapas: en la primera la
dindmica de las especies estaria modelizada por (11) con tE[O,te] y
en la ssgunda, la evolucion de la Gnica especie existente, la depredado-
ra, estaria gobemmnda por

p(t)=-ap,(t) , t=t,, (12

que indica un decrecimiento exponencial de S, motivado por el hecho
de carecer de alimento. Obsérvese que la condicion inicial en (12) seria
pi(t:)=pi. siendo pi. el nimero de ejemplares de la especie depredado-
raen el instante ¢ de extincion de la especie presa.

Paraanalizar el comportamiento del sistema (11), como pi(?) y pa(t)
no se amulan, lo escribimos equivalentemente como

p.(t) _ 1
p,(t)(-a+bp,(t)) . a3)
p,(t)

p,(t)(c - dp,(t))

Obsérvese que estamos suponiendo que

pl(t)#g y pz(t)ﬁg, (14)

aunque mas tarde comentaremos esta hipotesis.

De (13),
1 pi(t) _ 1 py(t)
(-a+bp,(t)) p(t) (-dp,(t)) p,(t)

o escrito en forma diferencial

237



238

C —a
-d|-d = b|-d . 15
(m“) ] B,(t) (m(0+ ] p,(1).  (15)

Integamos (15) entre el instante =0 y un instante genérico

tdp,(T) t tdp,(T) |
cfo 0.(7) —dfodpl(17)=—af0 0, (%) +bf0dp2(r)

y obtenemos, aplicando las propiedades del logaritmo

ein P 4o, (1) - py(0))=-aln L2

b - 0
>.(0) p2(0)+(|oz(t) p,(0))

p.(t) i p,(t) a_
In( pl(O)) +In( pz(o)) _d(pl(t)_ pl(O))+ b(pz(t)— pz(O))

P.(1)) (P (1) = ¢ (-R(O)gb(P()-p(0) | (165)
P.(0)) { p.(0)

Para facilitar el estudio de la relacion (16), consideraremos los
siguientes cambios de variable

A(D=Sp() Y (D20, (D

que introducidos en (16) permiten escribir esta relacion como

C a
(C%(t)J (an(t)J _ S(1)-0p(0) g agz(1)-bpy(0) »

dp,(0)) { bp,(0)

LPRT))

@va“”)ﬁng%WF=(%pxom*“m)(gpxoma

Por otra parte de (17) se tiene

. (18)

~——

G(0)=Sp(0) Y 6:(0)=2py(0). (19

Intraluciendo (19) en (18) resulta

@ (0e Y@, (De =Y =M, (20)



donde

M =(g,(0)e@ )@, (0)e ) >0 . (1)

La formula (20) nos proporciona la siguiente relacion de la dinami-
ca de comportamiento de la especie presa y la depredadora(omitiremos
por conveniencia la notacion que marca la dependencia temporal)

(qle‘ql) =M (qze‘qz )a. (22)

A continuacion realizaremos un analisis basicamente cualitativo de
la evolucidon de ambas especies. Los resultados que obtengamos los repre-
sentaremos en un diagrama clasico de Volterra (véase figura 1). La
finalidad de este gra fico es representar la curva de variacion (conjunta)
de ¢1 y ¢» (oequivalentemente, s eglin (17) de p: y p») para estudiar
el comportamiento de las poblaciones de ambas especies. Dado que rea-
lizar el grafico a partir de (22) resulta inviable, se procede de forma indi-
recta como a continuacion se detalla.

Parala elaboracion de este gr 4 fico necesitamos introducir las varia-
bles

= (qle_ql) ; L=M (qze_q2 )a (23)

y como evidentemente pi>0 y p>0, de (11) y de (17), ¢i>0 y ¢>0,
y por (21) y (23) también r1>0 y >0 . Por eso en los cuatro cuadran-
tes del esquema de Volterra se supone siempre que las vari ables que inter-
vienen dos a dos son positivas. Por ejemplo, en el segundo cuadrante solo
representamos ri (que segin (23) depende de ¢i) cuando ¢:>0, e idén-
ticamente para el resto de los cuadrantes. También se representa en el
tercer cuadrante de la grafica en la figura 1, la bisectriz

n=r,, 24

ya que su relevancia es evidente por (22), teniendo en cuenta el cambio
de variable efectuado en (23).
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g || +*
B, B c-c
A 1 A ~
EZ(ii))
r=(ge™) B EZ
L e’ (0,0) 1 0,
+00 B, +%©
Me?
B\ h=M(ge®)?
A A, A
n=r
140

Figural. Diagrama clasico de Voltema.

Empecemos esbozando la curva ri (considerada como variable
dependiente) cuando varfa g: (ahora tratada como variable independiente).
Su gréfica aparecera en el segundo cuadrante. Para ello obsérvese que

de (23)
dr, ca>0
— = C( qle_ql )C_l(e_q1 - qle_ql ) =0 = G, =1
dg,
d?r
) =-ce <0
da, g -1

luego A(1,e°) esun maximo de la funcion ri=ri(q:) y su comportamiento
en los valores limite es

limr,=0= lim r,.

q,—>0" Oy =+

Para la funcidon r=r:(q:) se tiene

M ,a,q,>0
240 gi =-Ma(ge ™ )*(e*-qe®)=0 = q,=1
a,



2
dr,

2 =Mae*>0
da gz =1

luego B(1,Me“)es un minimo de r=r:(g2) y su comportamiento en los
valores limite es

lim r, =+ = lim. 1,
a9, 0" 2>+
En el cuarto cuadrante de la figura 1, se da una representacion apro-
ximada de su gréfica.

Mediante las correspondientes proyecciones de las graficas de los cua-
drantes segundo al cuarto, podemos esbozar la grafica buscada que
relaciona g1 y g2, y correspondiente al primer cuadrante.La idea se basa
en que la relacion entre g1 y ¢» esta dada por (22), o equivalentemen
te, s eglin (23), por (24).

Para lo que sigue conviene tener presente la figural. Tomemos el valor
maximo de ri denotado por A. Al proyectarlosobre ri-r2, obtenemos
el punto A, que proyectado sobre el eje r», proporciona los puntos A:
y As , que definen los limites de variacion de ¢: o lo que es lo mismo
(salvo, s eglin (17), el factor b/a) del nimero de presas p.. Del mismo
modo, p royectando primeroel punto B sobre ri=r. se obtiene el pun-
to Biy luego proyectando este punto sobre el segundo cuadrante, se obtie-
nen los puntos B:y Bs, que marcan los limites de variacidon de g1 o equi-
valentemente (excepto, segin (17), el factor d/c) del nimero de depre-
dadores p:.

Obsénese que mediante la proyeccion al primer cuadrante de los pun-
tos Ax, As, B. y Bs obtenemos, los puntos A, As, B y Bs, respectiva-
mente, los cuales corresponden a los puntos de tangencia. En efecto, ve &-
moslo por ejemplo, parael punto B, y para el resto se procederfa ana-
logamente. Debemos probar

da, _0. (25

4z |5, g5
Para ello, como por (22) no podemos probar directamente (25), uti-
lizaremos el teorema de la funcion implicita (T.F.I.). Definimos la fun-
cidn auxiliar
F(0:0;)=(ce™ )" ~M(ge™)* , q,,0,>0 (26)

la cual satisface en el abierto D = ]),+00[x ]),+00[ que
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. F es, por su definicion, diferenciable con continuidad en D,
es decir, FEC'(D)

. F(B,)=0. En efecto, de la construccion (véase figura 1), las
coordenadas del punto B,son I§2 =(0,,g,)con G,=q,=1y
G, tal que Me® = (e ™ )°, luegosustituyendo en (26)

F(B,)=(Ge ™) ~M(1-e)™ =Me® - Me® =0.

. S—F( éz )=0. En efecto, esto se obtiene derivando (26), y
O

observando de la figura 1 que q, =1

4=l ~
I (qe )i e g )= (B, ) =0
a0, 99,
por lo tanto aplicando el T.F.I. podemos ga rantizar la existencia de un
entomo N, , C P+oo| delpunto §, =1 de modoque g, =h(q,)
Vg, EN; _, y en particular, g, = h(1) . Ademas,

dF =~
——(B,)
do, ) __da, "
dols,  9F (5
da,
tal y como queriamos probar, ya que,
oF %=1 gF

— = Ma(q,e™ ) (e -q,e % )=>—(B,)=0-
ad, (9, ) ( ax ):az( 2)

Ahoraes importante subrayar que la curva C detenrinada en la figu-
ra 1 es valida para cada ¢, ya que, en el ra zonamiento desarrollado has-
ta el momento, esta variable ha permanecido oculta. Analicemos un poco
mas esta curva C, o mejor dicho esta familia de curvas para cada ¢, que
denotaremos por C.

Obsérvese que los puntos de tangencia A», As, B. y B de la curva
C:dependen de las coordenadas de los puntos A y B. A su vez, el pun-
to A=(1,e°) depende de ¢ (la tasa de variacion relativa de la especie
presa) y el punto B=(1, Me*) depende de a (latasa de variacion rela-
tiva de la especie depredadora) y de M que, segn (21) y (17) depen-
de tanto de a,b,c y d, como de las condiciones iniciales. Estudiemos la
manera en que depende la forma de la familia de curvas C:en téminos
de las condiciones iniciales. Paraello consideremos el caso limite en que
Ay B coinciden al proye ctarlos en el tercer cuadrante, es decir, cuan-
do

Me? =g =M =e (> (27)



en cuyo caso, la familia de curvas C: se reduciria a un Gnico punto K1,1)
llamado punto de equilibrio. En este caso, s egtn (17)

pl(t) =
q,(t)=1=0q,(t)=
pz(t) =

Vt=0 (28)

oloalo

lo cual nos indica que se llega a una situacion de equilibrio o cecimiento
mulo, o més precisamente dado que (27) debe ser compatible con (17)
y (21), se parte de una situacion fijada por las condiciones iniciales

(o a
p1(0)=a ) p2(0)=6

que no varfan con el tiempo, por ser precisamente el punto de equilibrio.
En efecto, veamos esto @iltimo, buscando directamente los puntos de equi-
librio, que por definicion son aquellas soluciones pi(¢) y p(t) de (11)
que son constantes con el paso del tiempo, es decir, que satisfacen

p,(t) = 0}
po(t) = 0

esto es, imponiendo estas condiciones en el sistema dife rencial autbnomo
(11), se debe cumplir

pl(t)(—a+bp2(t))}plg>o pu(t)
pz(t)(C—dpl(t)) P, (1)>0 0,(t)

0
0

I
<
—
v
o

oloalo

que corresponde a la conclusion ya dada en (28). Obsérvese que enton-
ces la hipotesis asumida en (14) se traduce en que ni se parte del equi-
librio, ni éste se alcanza en un instante finito para luego abandonarlo,
lo cual es razon able asumir.

Para terminar el analisis de la familia de curvas C:, obsérvese que
de (17), como a,b,cy d son positivos, el sentido de va riacion (crecien-
te o decreciente) de las poblaciones pi(¢) y p:(t) de las especies Siy
S> cuando no se ha alcanzado el equilibrio, es decir, cuando gi(z) # 1 #
q>(t),es el mismo que el de las funciones auxiliares qi(t) y gq(t) repre-
sentadas en la figura 1. Mas alin, paracada >0 se tiene que

pi(t)>0

(a7)
sig, <l=>bp,(t)<a (:11>) p;(t)<0=>q;(t)<0=>q,(t) decrece (29)

y

p;(t)=0

7) 1
sig, >1=>bp,(t)>a = p,(t)>0=q,(t)>0=q,(t) crece. (30)
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Tanto (29) como (30) nos indican que el sentido de variacidon, con el
paso del tiempo, de la curva C: es antihorario (véase figura 1).

Demos significado bioldgico a estas conclusiones. Para ello recor-
demos que qi(?) y g:(t) representan (salvo un factor constante y posi-
tivo) el nimero de ejemplares de la especie depredadora y presa, respec-
tivamente. Interp retemos (29): si en un instante £>0 partimos de un nlime-
ro de ejemplares presa inferior al estado de equilibrio (g2(1)<1), el
nimerode ejemplares depredadores(qi(¢)) decrecera como consecuen-
cia de no poseer suficiente alimento. Para (30) se sigue una interpreta-
cion similar: si hay una poblacion de presas superior al equilibrio
(g2(t)>1), la abundancia de alimentos provocara que la poblacion de dep re-
dadores (qi(t)) crezca. En ambos casos, el sistema fluctlia siguiendo la
trayectoriay sentido que marca la curva C alrededor del punto de equi-
librio, perosin alcanzarlo.

3. ANALISIS DE LA SENSIBILIDAD MEDIANTE
LINEALIZACION

Una de las cuestiones que mas interesa al estudiar un modelo dife-
rencial con estado de equilibrio, es su comportamiento ante pequefas
perurbaciones alrededor de dicho estado. En efecto, es admisible que
los sistemas bien disehados (sobretodo, aquellos que estan inmersos en
el mundo bioldgico) tiendan a autorregulare y buscar, parasu propia
supervivencia, un estado estable que es el de equilibrio. Esta bisqueda
viene impuesta por las res tricciones del entorn o : depredadores, falta de
agua, condiciones alimenticias,. .. y asf el estado de equilibrio, acaba sien-
do no solo el Ginico, el real, si no el menos adve rso. Pe ro mantenerse en
un estado concreto y preciso como es el de equilibrio es muy dificil, por-
que el entorno siempre esta sujeto a cambios y perturbaciones que tien-
den a variarlo. Lo que sigue de apartado, tratara de analizar matemati-
camente como afecta al equilibrio hallado en el apartado anterior la intro-
duccion de pequenas perturbaciones.

Pararealizar el estudio, escribiremos primero(11) en funcion de ¢
y g definidas en (17)

a,
a5

—-aq, +aqq,
qu - CQ1q2

} . (3D

y como el punto de equilibrio es gi"=1=¢", centramos en el ori gen el sis-
tema (31) realizando el cambio de variable

Q1=q1_1 ; Qz=qz -1, (32)



resultando el sistema
Q
Q,

aQ, +aQ,Q, . (33
- CQl - CQle

Obsérvese que el nu evo punto de equilibrio de (33) serd segin (32),
0:1"=0=0", por lo tanto una pequefa perturbacion alrededor del punto
(0,0) permite asegurar que el producto 01Q0-=0 y es despreciable en
(33) a nivel de comportamiento de dicho sistema. Por lo tanto, el siste-
ma no lineal (33) se comportarad como el sistema lineal

Q]’_ = aQZ . (34)
Qz = - CQl
De aqui se deduce que
A Q
aQ, -cQ,

(obsérvese que como estamos suponiendo que debido a las peturbaciones
no estamos en el punto de equilibri o, entonces Q:y Q- no se anulan)
que escrito en forma dife rencial nos da

- CQldQl = ansz
e integrando obtenemos,

Qf Q;

- CT +L= aT , (L constante de integracion).  (35)

La ecuacion (35) puede disponerse de la forma

Q; Qf
2L+&_1
a C

o en términos de g1y ¢»

qZ_l n ql_l =1(36)
2L 2L

a c

que es una familia de elipses de centro el punto de equilibrio y semie-

jes, segun la figura 1, horizmtal /é y vertical /Z—L . Finalmente,
a c
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podemos decir, que el sistema linealizado (34) es una ap roximacion ra zo-
n able del sistema inicial (centrado) (33) y permite aseg urar que ante per-
turbaciones, el ecosistema formado por ambas especies Si y S: sub-
sistira siguiendo una trayectoria del mismo tipo que la curva C: de la
figural.

Paraterminar obsérvese que la obtencion del sistema linealizado de
(33), dado por (34), también puede calcularse aplicando la férmula de
Taylor en dos variables centrada en el punto de equilibrio
0:'=(0:"0-")=(0,0) (aunque en este caso, al estar definido el sistema dife-
rencial por polinomios de dos variables, la linealizacion puede realizarse
directamente como lo hemos hecho antes) y truncando el desarrollo por
los términos lineales. En efecto, consideremos el sistema no lineal (33)
escrito en la forma

Q = f(Q.Q, )} o f(Q1.Q,)=2Q, +aQ,Q,

. 37
Qé = fz(leQz ) fz(erQz ) = _CQl - CQle

como f,,f, EC*(D) siendo D C IR unentorno del punto (Qi"Q:")=(0,0),
entonces aplicando la formula de Taylor a ambas funciones se tiene

;o (of, o,
Ql - QI _ an aQZ . Q1 - QI + ( rl(Ql sz ))
Q,-Q; of,  of, Q,-Q ) \rn(Q.Q,)
0Q, 0Q,

Q)
0 en notacidn vectorial

Q'=34Q)Q+T(Q)
siendo (_Q)T =(Q-9,.Q,-Q,) » J?(Q:) la matriz jacobiana de

f:DCIR? = IR?en el punto de (Q. ) donde

= 7(Q1.Q,)=(1.(Q.Q,). 1,(Q1.Q,)

T =7 (Q,.Q,)=(r(Q,,Q,).(Q,,Q,))

y supondremos que los términos de error satisfacen

ri(leQz )

= —=0 ; i=12.
(Ql_leQz_Qz)

|
(QQ)~(Qr.Q2)




Con todo ello podemos aceptar la ap roximacion lineal siguiente

T
Q-Q) _|Q aQ, (Q-Q
Q-Q) [ Q-Q)
0Q, dQ,

(Q1.Q;)

Aplicado a nuestrocaso, es decir, para (Q:"Q-")=0,0) , como

of, 20 of, o
an ? an (0,0)
of of
o, T T g, T 0
2 2 (0,0)
of of
aQZ = -c-cQ aQZ = —-¢
1 11(0,0)
o o of, o
aQZ ? aQZ (0,0)

y sustituyendo en (38) se obtiene el sistema linealizado dado en (34):

Q-0) (0 a)(Q-0)_q
[or-0) ~[-¢ ol e o)~ a:

4. UNA APLICACION NUMERICA

aQ,

~ CQl} . (39)

En esta seccion patticularizaremos el estudio realizado en los apar-
tados anteriores tomando en (11)

a=0.1 ; 5=0.001 ; ¢=0.2 ; &0.01

(estamos asumiendo que a<c y que b<d, lo cual esta en consonancia
con lo observado en la realidad natural), siendo las condiciones inicia-
les p1(0)=p-(0)=100.

Estamos interesados en responder a las siguientes cuestiones:
e ;Cuél es el nlmero N: maximo de depredadores?
¢ ;Cual es el nimero ns minimo de depredadores?
e ;Cual es el nimero N, maximo de presas? 241
e ;/Cual es el nimero n, minimo de presas?
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Paracalcular Nu (ns) debemos determinar la segunda coordenada del
punto Bs y (B:) (véase figura 1). Paraello observemos que por (19) se
tiene

q1(0)=0—021 100=5 vy q2(0)=% 100 =1

con lo cual la constante M, segln (21), vale

eV o) e

Por otra parte, s abemos que las coordenadas del punto B vienen dadas
por B(q:,r2)=(1,5"%¢"'e"")=(1,5%%¢"), por lo tanto las coordenadas del pun-
to Bi son Bi(ri,r2)=rz,r2)=(5"%e-',5%%¢"), que permite deducir las coor-
denadas del punto Bs(gi,r1)=(gq,5°%¢") donde se satisface

5267 = (g™ )" (40)

esta ecuacion puede ser resuelta por algin método iterativo, por ejem-
plo por biseccion, obteniéndose

g, =0.0348858 ; q,=5

como para Bs, se debe cumplir que g:i>1, elegimos la solucion gi1=5.
Asi pues, Bs(5,5%%"), de donde se obtiene la segunda coordenada del
punto Bs, ya que ésta es la primera coordenada del punto Bs, y por tan-
to el nimero maximo de depredadores sera, aplicando (17)

0.2

N, =——-5=100.
0.01

Para estimar ns, procedemos de fo rma similar. Obsérvese que pue-
den aprove chars todos los calculos anteriores, y basta considerar aho-
ra la solucion de (40) que cumpla 0<gi<1, es decir, gi=0.0348858, por
lo que

n, = 2L .0.0348858 = 3,
0.001

donde debido a la interpretacion de ns hemos redondeado el resultado
al entero positivo mas proximo.

Procedamos ahora a calcular los valores N, y n,. El procedimien-
to es analogo al anterior. Primeroprocedemos a calcular las coordena-
das del punto A, que son A(gi,r1)=(1,°%), luego las coordenadas del
punto Aison Ai(ri,r2)=(,r2)=(€"*,e"?). Esto permite deducir las coor-



denadas del punto As: As(q2,r2)=(q,e*?) donde se satisface

e—O.Z — (50.26—1.1 )( qze—q2 )—0.1. (41)

Ahoraresolvemos esta ecuacion y obtenemos

g, =0.00309481 ; q, = 7.84042

como para As, se debe cumplir que ¢:>1, elegimos la solucidon
q-=7.84042. Asi pues, As(7.840425 ¢°?), de donde se obtiene la seg u n-
da coordenada del punto As, ya que ésta es la primera coordenada del
punto As, y por tanto el nimero méaximo de presas sera, aplicando (17)
y redondeando al entero positivo mas proximo

0.1

p = 1.84042 =784 .
0.001

Por su parte, el nimero minimo de presas sera

n, = o1 0.00309481 =0
0.001

p

es decir, que se puede llegar a la extincion.

Aplicando (28), sabemos que el punto de equilibrio E(g:i",g2")=(1,1)
se obtiene para

Para pequenas perturbaciones alrededor del punto de equilibrio, las
trayectorias que siguen el nimero de depredadoresy de presas tiene la
forma dada en (36) que para nuestrosdatos particulares y deshaciendo
el cambio de variable dado en (17) toma la forma

(0.01p, -1)> +2(0.05p, -1)* = 20L

que puede expresars en la forma

p,-100\" (p,-20\" |
100v20L ) | 2010L
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que permite reconocer las trayectorias pi1 y p:como elipses centradas
alrededor del punto de equilibrio referido a p1 y p: (p1p2)=20,100).

5. UNA APLICACION GRAFICA CON MATLAB®

Utilizando el asistente de calculo num érico MatLab® podemos re a-
lizar un estudio gr 4 fico de las trayectorias del problema (11). Paraello,
aplicaremos primerola teorfa cualitativa clasica para dasificar de for-
ma estandar el punto de equilibrio. Unicamente por motivos didacticos
en la exposicion desaprove charemos los resultados ya obtenidos antes
en (39), donde se linealizaba el sistema, peroen términos de las varia-
bles artifciales Q1 y O, las cuales se introdujerm a partirde g1 y g2
parapoder realizar el esquema grafico de Voltema. Sin embargo , es mas
usual (y natural) proceder a la linealizacion del sistema (11) directamente
aplicando el desarrollo de Taylor alrededor del punto de equilibrio (ya

calculado en (28)): (p,,p,) = (% ,%). Aplicando (38) se tiene
c\ (99 99 c
S I T Y R
o 2| Tl em | | _al ©Y
" b opy 9P, ca ‘b
d'b
siendo
plr = gl( plvpz) A gl( p11p2)=_ap1+bp1p2
pé = gz(plvpz) ’ gz(p11p2)=0p2_dp1p2
y
9 _ a+bp, = 99, =0
ap, Ip, (&2
d'b
& = bpl = & = %
apz apZ (E’E) d
d’b
ag_z —_ — dp2 = & —_ _ﬂ
ap, ap, (L2 b
d'b
99, = c-dp, = 99, =0
ap, P,




y sustituyendo estos valoresen (42) se obtiene el sistema linealizado y

centrado en el punto de equilibrio (p;,p,) = (E ,3) con las coord e-
nadas del problema original: d'b

c bc c
) N R

al | ad 0 a 43)
S B S B L

Por la teoria cualitativa (véase [3]-[4]) sabemos que los valores pro-
pios de la matriz del sistema linealizado nos ap o rtan una clasificacion
del punto de equilibrio. En este caso como los valores propios son ima-
ginaros puros

3 bc
- - a,c>0
d|_224+ac=0= A==x+—ac = ++ac ‘i
_ad o,
b

. cC a .
se tiene que (p;,P,)= (H ,B) es un punto centro, es decir, tal y como

hemos visto en la figura 1, todas las trayectorias son periddicas (y
cerradas) en torno a dicho punto. Esto lo veremos a continuacion, uti-
lizando MatLab®.

Primerodefinimos el fich e rode funcion tipo .m que describe el sis-
tema (11) con los valoresde los parametros tomados en el apartado ante-
rior, es decir, : a=0.1 ; b=0.001; ¢=0.2; &=0.01;

function dz=olt_lotka(t,yy)
a=0.1 ; b=0.001; c=0.2; d=0.01;

x=yy(1);
y=yy(2);

dzl=-a*x+b*x*y;
dz2=c*y-d*x*y;

dz=[dz1;dz2];
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a continuacion resolvemos numéricamente el sistema autonomo (11) uti-

lizando un método de Runge-Kutta

function [t,y]=rungekut(f;t,y0)

% Método de Runge-Kutta para el problema de valor inicial
%

%y (1) =1f(ty®); y(t0)=y0;
%

% en los instantes dados por t

% jlh, abr-04

h = diff(t);
n = length(t);
y(1,:) =y0;
for k=1:n-1
k1 =feval(ft(k), y(k,:))’;
k2 = feval(ft(k)+h(k)/2, y(k,:)+h(k)/2*k1)’;
k3 = feval(ft(k)+h(k)/2, y(k,:)+h(k)/2*k2)’;
k4 = feval(ft(k+1),y(k,:)+h(k)*k3)’;
y(k+1,:) = y(k,:)+h(k)/6*(k1+2*k2+2*k3+k4);
end

y finalmente con las siguientes drdenes ge n e ramos la figura 2, que son

dife rentes trayectorias a partir de dife rentes condiciones iniciales

for k=-10:2:10
[t,y]=rungekut(‘volt_lotka’,0:0.1:50,[20-k,100+k]);
plot(y(:,1),y(:,2))

end
hold on
for k=-10:2:10

[t,y]=rungekut(‘volt_lotka’,0:0.1:50,[20+k,100-k]);

plot(y(:,1),y(:,2))
end
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Fgura2- Trayectorias alrededor del punto de equilibrio.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado un modelo perteneciente a la
Biomatematica basado en un sistema de ecuaciones dife renciales autd-
nomo no lineal para explicar el comportamiento de un ecosistema for-
mado por dos especies, una presa y otra su depredadora, motivando su
planteamiento desde los modelos mas basicos de comportamiento de pobla-
ciones. El estudio realizado se ha desarrollado en varios niveles: cuan-
titativo, cualitativo, nu mérico y grafico, intentando con ello mostrar una
aplicacion matematica de caracter interdisciplinar.

Para terminar seflalemos que como cualquier modelo matematico que
intenta explicar la realidad, el modelo de Volterra-Lotka resulta una ver-
sion simplificada (exactamente hasta un punto que permita ser tratado
con herramientas matematicas) que por tanto contiene algunos defectos.
Entre los que se han seflalado més frecuentemente, estan que el mode-
lo genera oscilaciones arbitra riamente grandes que sin embargo no se
observan en la realidad y por otro que padece una importante inestab i-
lidad estructural, ya que pequehas perturbaciones conducen a cambios
notabkes en la dindmica del modelo.
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