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RESUMEN

En este artículo se presenta el desarrollo y resultados más relevantes de 
diversas etapas de investigación que sirvieron para la elaboración de una tesis 
doctoral en Educación Matemática dirigida por el Dr. Eugenio Filloy. El primer 
objetivo era obtener un modelo teórico dentro del contexto matemático que 
pudiera utilizarse para la elaboración de una propuesta didáctica para presentar 
el concepto de integral defi nida a los estudiantes que van a ser iniciados en el 
cálculo infi nitesimal. Posteriormente, se sometió a evaluación la propuesta y se 
identifi caron las imágenes del concepto de integral creadas en los estudiantes.

ABSTRACT

In this paper are presented the development and most relevant results 
of different research stages which were used for the elaboration of a doctoral 
thesis on Mathematical Education directed by Dr Eugenio Filloy. The prime 
aim was to achieve a theoretical model within the mathematical context which 
could be used for the elaboration of a didactical proposal to introduce the 
concept of defi nite integral to students who have not yet been initiated in the 
study of infi nitesimal calculus. Later the proposal was submitted to evaluation, 
the concept images of integral formed in the minds of the students were 
identifi ed.
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1. El origen del problema

El trabajo que presentamos tiene su origen en la refl exión 
que hicimos, en un momento determinado de nuestra práctica 
educativa, acerca del fracaso de nuestros alumnos en la 
comprensión de los conceptos de cálculo, en general, y de la 
integral de fi nida, en parti cular, objeto en el que vamos a centrar 
nuestra investigación.

Esa refl exión nos permitió darnos cuenta de que, hasta que no 
tienen dieciséis años, aproximadamente, los estudiantes no oyen 
ni siquiera hablar del infi nito, de los límites, etc. La enseñanza 
del cálculo no pasa por una fase previa de carácter experi mental. 
El resultado es que, a partir de ese momento, los estudiantes 
deben asimilar, al mismo tiempo, los fenómenos asociados a las 
apariciones del infi nito y de los límites y los conceptos y teorías 
formales que los expresan y desarrollan matemáticamente. In-
ter viene ahí una teoría que no tiene como función ordenar un 
conjunto rico en expe rien cias previas, simplemente porque tal 
conjunto no existe. Freudenthal (1973) ha puesto en evidencia las 
difi cultades que resultan de este estado de cosas.

A partir de esta refl exión, recurrimos a un exhaustivo 
análisis de la bibliografía sobre las investigaciones llevadas a 
cabo en este campo, y constatamos que los estu diantes no tienen 
un rendimiento aceptable en los cursos de cálculo, ni siquiera 
en la universidad. Las causas que explican esta realidad las 
encontramos en el terreno epis temológico (Sierpinska, 1985a y b, 
1987a y b, 1989), en el terreno didáctico (Orton 1979, 1983a y b) 
y en el terreno psicológico (Tall y Vinner, 1981).

Respecto al concepto de integral, existen estudios cuyas 
conclusiones hablan por sí mismas de la necesidad de un 
cambio:

- El punto de vista que, a menudo, es “impuesto” al 
estudiante de Instituto y de Universidad es el de la integral 
de Riemann, en la que el área ya no es defi nida como un 
objeto geométrico, sino como el resultado de un cálculo 
según un procedimiento dado. ¿Por qué no pensamos 
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en la difi cultad que puede supo ner para el estudiante el 
relacionar el área con el proceso de sumación que permite 
sumar infi  nitas cantidades “infi nitamente pequeñas”? Y, 
aun que sea una forma de razonar muy sugestiva y útil, 
frecuentemente, desde el punto de vista ló gi co, adolece 
del defecto de no poder atribuir un signi fi cado exacto al 
concepto de “cantidad infi nitamente pequeña” (Schneider-
Gilot, 1988).

- Por otra parte, “parece que referirse a la integral como límite 
de una suma no responde a la lógica de los infi nitésimos” 
(Cordero, (1987).

- Orton (1983a), en su estudio sobre la comprensión que el 
estudiante tiene de la integración, concluye que los 4 ítems 
que trataban sobre la comprensión de la integración como 
límite de una suma constituyen el obstáculo principal.

- ¿Por qué no pensamos también en la difi cultad de las 
tres magnitudes que hay presentes cuando defi  nimos la 
integral de Riemann: los rectángulos, los seg mentos a los 
que se reducen y el área curvilínea a determinar?

 Se sabe, después de los estudios experimentales llevados 
a cabo por los psi có logos de la forma, que la percepción 
de un objeto no es reductible a la ima gen que de éste se 
forma en la retina. La imagen es unívoca, pero la percep-
ción puede desdoblarse. La percepción de un objeto no 
es la yuxtaposición pura y simple de las percepciones de 
sus partes; es una construcción mental compleja de la que 
pueden estu diarse ciertos determinantes. Cuando decimos 
a los es tu diantes, por ejemplo, que los rectángulos se 
reducen a seg mentos, es tamos ha blando de una ma nera 
suge rente de cómo se pintan las imágenes men ta les de 
los estudiantes, no lo que se imprime real mente en sus 
retinas.
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2. Enfoque y antecedentes de la investigación

Como ocurre con todo hecho didáctico, éste se presta a 
múltiples interpreta cio nes. Los psicólogos, pedagogos, padres, 
estudiantes, profesores... darían sus expli ca cio nes, todas ellas, a 
priori, dignas de interés. Pero nin guna de esas razones, consi de-
rada aisladamente, es sufi  ciente para dar cuenta de la totalidad del 
fenómeno. Esto no impide que toda investigación presuponga la 
elección de un punto de vista particu lar, forzosamente reductor, 
pero que permita cuestionar efi cazmente la compleja “realidad” 
por la elección de uno u otro de sus aspectos. En las ciencias 
llamadas clási cas, esta selección viene determinada por el 
paradigma en curso en cada una de esas discipli nas, que, en una 
época dada, constituye el ob jeto de un consenso en el seno de una 
comunidad cientí fi ca re conocida como tal (Kuhn, 1962). 

Pero, ¿se puede hablar de paradigmas en las ciencias 
humanas? En con creto, por lo que concierne a la educación 
matemá tica, el objeto de esta disciplina se encuen tra en la 
encrucijada de muchas otras discipli nas: sociología, psicología, 
an tropología, pedagogía, epistemología y ma temáticas (Gu tié rrez, 
1991), y suscita todavía en el mo mento actual múl tiples debates. 

Por todo ello, podemos hablar de diversas perspec tivas 
bajo las cuales se lleva a cabo la investigación en educación 
matemática, y, así, cabe citar, siguiendo a Shul man (1986), los 
dos polos extremos:

- enfoque positivista, que trata de encontrar leyes y 
confi rmar hipótesis, espe cialmente acerca de las con-
ductas y procedimientos que se asocian con mejo ras en el 
rendimiento de los estudiantes;

- enfoque interpretativo, orientado a la búsqueda del 
sig nifi cado personal de los sucesos, el estudio de 
las interacciones entre las personas y el entorno, así 
como los pensamientos, actitudes y percepción de los 
participantes.

El primero utiliza métodos cuantitativos, y el se gundo está 
asociado con el estu dio de casos, la etnogra fía y los informes de 
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tipo narrativo (Erickson, 1986). Además, nos parece adecuado 
hablar de una tercera pers pectiva: 

- enfoque socio-crítico, partidario de conectar la investi-
gación con la práctica: no es sufi ciente pe netrar en una 
clase y observar el encuentro educa cional; se precisa, 
también, guiar directamente la práctica, por lo que se 
necesita una ma yor co la bo ra ción entre el profesor y el 
investiga dor. 

... parece que algo no funciona teniendo a un grupo decidiendo qué 
hacer, y otro, hacién dolo. (Kilpatrick, 1988)

Ello puede llevar, a veces, a la necesidad de que di cho 
profesor sea uno de los miembros del equipo de in vestigación, 
como ocurre, por ejemplo, con Heid (1988), Za wojewski (1986) y 
Johnson (1986), entre otros, que ac túan a la vez como profeso res 
e investigadores en sus res pectivos estudios.

No se descarta la integración de los diversos enfo ques (o de 
rasgos de alguno o algunos de ellos) para un mismo programa de 
investigación. Lo que sí es preciso ha cer, y en esto hay acuerdo 
general, es plantear el pro blema antes de afrontar su solu ción.

El objeto de nuestra investigación podemos enmarcarlo 
dentro de los temas que integran lo que llamamos matemáticas 
avanzadas, y hemos de tener en cuenta que cada concepto avanzado 
se basa en conceptos más elementales y no puede entenderse sin 
una sólida y, a veces, muy específi ca comprensión de éstos.

Dreyfus (1990) apunta a dos clases de antecedentes en este 
tipo de investigación. Por una parte, están los tra bajos de los 
matemáticos interesados en la educación, ta les como Lebesgue, 
Poincaré, Hadamard, Halmos, Hilton y Thom. Estos matemáticos, 
to dos ellos de primera clase, refl exionaron sobre la enseñanza de 
las matemáticas, y fue ron muy serios en ello, aunque cometieron 
un error, que fue tomar como base úni ca mente el contenido 
matemá tico y su estructura, y olvidar los procesos de pensa miento 
de los estudiantes. 

Por otra parte, están los antecedentes en la investi gación 
cognitiva en aprendiza je de las matemáticas, que aborda temas 
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elementales. Esta investigación ha sido la pre dominante en 
la comunidad investigadora del Interna tional Group in the 
Psychology of Mathematics Education (PME) hasta mediados de 
los ochenta. Pero, a partir de 1985, surge un grupo de trabajo sobre 
pensamiento matemá tico avanzado, en el que uno de los temas 
más frecuentes de discusión se refi ere a la diferencia existente 
entre los con ceptos matemáticos defi nidos formalmente y los 
proce sos cognitivos por los que se conciben.

A partir del año 1985, se puede hablar de un creciente 
cuerpo de investigación que liga las matemáticas con la mente de 
los estudiantes a través de lo que Tall y Vin ner acuñaron en el año 
1981 con el término de concept-image1. La imagen del concep-
to es algo no verbal asociado en nuestra mente con el nombre 
del concepto que se ha ido formando a través de los años por 
medio de experiencias de todo tipo, y cam biando a medida que el 
individuo ha en contrado nuevos estímulos y ha ido madurando.

3. Marco teórico

Una vez precisado cuál es el objeto de nuestra investigación 
y cuáles son los an tecedentes de ésta, nos parece adecuado 
determinar el marco teórico del trabajo.

Hemos pensado que la idea de tener una versión dinámica 
de la historia de los con ceptos podría encajar, de alguna manera, 
con la evolución de las imágenes de los con ceptos que se produce 
en la mente de los estudiantes. De ahí nos viene la idea de esta-
blecer un paralelismo entre los términos empleados por Lakatos 
y Vinner y asumir, como marco epistemológico, al primero, y, 
como marco psicológico, al segundo. Para ello hemos tratado de 
establecer un paralelismo entre los términos empleados por am-
bos.

––––––––––
1 Adoptamos para el presente trabajo la traducción de este término como “ima-gen del 

concepto”.
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Nos pareció interesante determinar el papel que juegan en 
la formación de la imagen del concepto

- los procesos de resolución de problemas y realización de 
tareas,

- los errores,
- los procesos visuales,
- la utilización del ordenador y
- las distintas secuencializaciones del currículum.
Hemos hablado en el epígrafe 2 de que existen diversos 

puntos de vistas desde los que se puede estudiar un problema de 
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investigación. Nuestra elección viene deter minada por nuestra 
dilatada carrera docente en la asignatura de Cálculo, tanto en 
Se cundaria como en Universidad, a lo largo de la cual hemos 
localizado difi cultades en la construcción de conceptos y procesos 
matemáticos, cuyo origen lo situamos, no tanto en la complejidad 
de la teoría, como en la estructura de los modos de transmisión, 
ya que estos se han impregnado fuertemente de los del paradigma 
típico del discurso ma temático puro. A ello obedece que una 
investigación adecuada en educación matemá tica, desde nuestro 
punto de vista, deba trascender, en primer lugar, a los contenidos 
matemáticos mismos, y en este caso concreto a la reconstruc ción 
del currículum vi gente, y en segundo lugar, al modo de transmisión 
de esos con tenidos. A ello se debe que, en esta investigación, 
encontremos dos fases muy diferen cia das:

- una primera fase en el campo del desarrollo de las ideas 
matemáticas, y

- una segunda fase que tiene lugar en el campo de la 
investigación educativa.

Como es natural, cada una de ellas se afronta con objetivos 
distintos y, por ello, con distintos medios para su consecución, a 
los que nos referiremos más adelante.

4. Identifi cación de las imágenes más relevantes del concepto     
   de integral en la historia y en el currículum

4.1. Historia

Si cuestionamos la integral de Riemann, en el sentido de que 
causa problemas de compren sión en los estudiantes, la fi nalidad 
primera de la investigación es encontrar un modelo teórico dentro 
del contexto matemático que nos permita introducir la inte gral 
defi nida a nivel conceptual a los estudiantes de Secundaria 
que todavía no han sido iniciados en el cálculo. Para ello, y de 
acuerdo con el marco teórico elegido, lo más adecuado es tratar 
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de identifi car las imágenes más relevantes en el concepto de inte-
gral, para lo que hemos de recurrir a la historia y al currículum y 
textos escolares.

A la hora de determinar la metodología a seguir en el estudio 
de la génesis his tórica, hemos tenido en cuenta la idea de Lakatos 
(1981) en la que los errores, las du das y las contradicciones 
son otras tantas indicaciones de cómo se han desarrollado los 
conocimientos matemáticos en la historia. Por ello, se han 
consultado fuentes históri cas primarias, siempre que esto ha 
sido posible, y, en su defecto, obras de los historia dores, estas 
últimas, con ciertas precauciones. Hemos leído la redacción de 
cada hecho en varios historiadores para descubrir las divergencias 
y contradicciones eventuales en unos y otros. Este trabajo es 
muy difi cultoso, ya que, en Matemáticas, la aparición de su 
historiografía fue inexplicablemente lenta; si a ello añadimos que 
algunos autores, como Euclides, Arquímedes –en todas sus obras, 
a excepción de El Método– y Apo lonio –en sus obras formalmente 
matemáticas– eliminaron “todo rastro de an damiaje” con el cual se 
hubiera podido reconstruir su demostración, nos daremos cuenta 
de las difi cultades que presenta este trabajo.

Sin embargo, a partir de 1600, fecha que marca una divisoria 
como ninguna otra en la historia de la Matemática, el trabajo 
es más fácil, debido a que las fuentes son li bros que son por sí 
mismos los acontecimientos y no sólo libros que nos sirven para 
reconstruir éstos.

Este estudio (Turégano, 1993) nos lleva a la conclusión de 
que es posible re construir el estudio de la integración tomando 
como idea central el cálculo de áreas planas y a identifi car las 
distintas imágenes del concepto de integral.

- En la primera mitad del siglo XVII aparecen en las obras 
de todos los mate máti cos intentos de aplicar métodos 
infi nitesimales al cálculo de áreas. El universo de las fi guras 
cuya área se de seaba calcular estaba en ex pansión constante. 
Nos en contramos ya ante el proble ma general de calcular el 
área de cualquier región en cerrada por rectas y curvas.
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    Encontramos numerosos ejemplos de cálculos de áreas 
bajo curvas que fue ron realizados con inde pendencia del 
trazado de tangentes. Esta es la pri mera con cep ción de la 
integral: cuadratura con in dependencia de tan gentes.

 La obra de Euler (1707-1783), en la que se reco nocen 
las funciones en lugar de las curvas como ob jeto de estu-
dio, permitió la gradual aritmetización del análisis y su 
consecuente separación de la geo metría. El problema de la 
inte gración era el de de terminar una función primi tiva F(x) 
que tuviera como de rivada f(x). Du ran te el si glo XVIII y 
parte del XIX el cálculo integral es defi  nido como el in-
verso del diferencial.

- Comienza el siglo XIX con un cambio conceptual de lo 
que es una función: se acepta la defi nición de función de 
una variable real como “correspondencia arbi traria entre 
números reales”.

    Esta nueva situación lleva al siguiente plantea miento: si se 
pueden considerar funciones arbitra rias, y éstas no se pueden 
expresar como ecuacio nes, ¿tiene sentido pre guntarse por el 
signifi cado de la integral sobre estas funciones? Inevi table-
mente, tiene que haber una nueva concepción de la integral, 
rom piendo con la del siglo XVIII. Entre los matemáticos 
involucrados en la reso lución de la pregunta anterior, 
encontramos a Cauchy y Riemann.

    Cauchy (1789-1857) presenta una defi nición de in tegral 
como límite de una suma, y una formulación rigurosa del 
teorema fundamental del cálculo –que se repro duce en casi 
todos los textos modernos–, y es que, al dar una defi nición 
aritmética de inte gral, podía ahora es tablecer la relación 
inversa entre diferencia ción e in tegración sin recurrir a los 
conceptos intuitivos de área.

    Al extender la aplicación de la prueba de conver gencia de 
Dirichlet a una clase más amplia de fun ciones, Rie mann 
(1826-1866) formula la generaliza ción de la inte gral de 
Cauchy.
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- El intento de medir conjuntos arbitrarios de pun tos de la recta 
tiene su origen en la dependencia entre la in tegrabilidad en 
el sentido de Riemann y la conti nuidad.

    Peano, en 1887, da la primera defi nición formal de área. 
Retoma, como punto de partida para su defi ni ción, la idea 
de Eudoxo y su método de ex hausción.

    Es éste el punto donde el concepto de integral re gresa a su 
motivación origi nal.

    Borel, en 1898, capta los defectos de la defi ni ción de 
contenido de Peano-Jordan e intenta subsa narlos.

    Lebesgue, en los primeros años del siglo XX, pre cisa las 
indicaciones hechas por Borel; defi ne la medida exterior 
e interior utilizando los interva los-serie como conjun tos 
fundamentales.

    La teoría de la medida de Lebesgue ha sido muy fe cunda y 
ha servido de base para la teoría más gene ral de in tegración. 
Regresa de nuevo a los métodos in tuitivos anteriores a 
Cauchy, pero la defi nición de medida les da una fun-
damentación lógica sólida.

4.2. Currículum y textos

Paralelamente al estudio epistemológico, hemos considerado 
necesario precisar también el desarrollo histórico, en lo que a 
transmisión del conocimiento de los con ceptos de área e integral 
se refi ere, para determinar las imágenes del concepto a través del 
currículum y los textos escolares.

El siglo XIX es el foco natural para iniciar la investigación 
de los libros de texto, ya que fue el período de implantación de un 
sistema escolar general controlado por el estado. 

Son los libros de texto los que, en realidad, determinan la 
práctica docente, mu cho más que los decretos ministeriales y los 
programas ofi ciales, razón por la que nos hemos visto obligados 
a revisar un amplio abanico representativo de los textos que nos 
permita determinar cómo ha ido evolucionando el tratamiento del 
área y de la integral en las Matemáticas escolares. También hemos 



28

revisado los documentos ofi ciales para determinar los cambios en 
el currículum, que hemos visto se deben, fundamentalmente, a la 
ampliación de la escolaridad obligatoria.

Para el análisis de los textos, hemos adoptado muchos de los 
puntos de vista e ideas de Schubring (1985, 1987), que propone 
un esquema tridimensional para su aná lisis:

- Analizar los cambios dentro de las varias ediciones de 
un libro de texto.

- Hallar los cambios correspondientes en otros libros de 
texto pertenecientes al mismo tema.

- Relacionar los cambios en los libros de texto con cambios 
en el contexto: cambios en los programas, decretos 
ministeriales, debates didácticos, etc. 

De este análisis destacaríamos, por lo que se refi ere a los textos, 
lo siguiente:

1. Se aprecia una notable diferencia entre los textos ana lizados 
del siglo XIX y los de la primera mitad del siglo XX, tanto en 
lo concerniente al trata miento del área como de la integral. 
Los textos analíticos que real mente se dedicaban a construir 
la magnitud dan paso a unos textos totalmente sin téticos 
que pre sentan el área li gada a su aspecto cuantitativo.

    Atribuimos este notable cambio, en primer lugar, al cambio 
de lenguaje: se pasa de un lenguaje geo métrico a un lenguaje 
algebraico; en segundo lugar, a la intro ducción del sistema 
métrico decimal, que permite dar un carácter emi nentemente 
práctico a la enseñanza de las medidas.

2. Por lo que respecta al cálculo integral, en los textos del 
si glo XIX es presen tado como el inverso del diferen cial 
utilizando la toma de un elemento dife rencial para resolver 
el problema general de la cuadratura de las curvas.

    A lo largo del siglo XX se pone de manifi esto el para digma 
clásico de la en se ñanza del cálculo: lí mite de Weierstrass 
e integral de Riemann con la se cuenciali zación propia del 
desarrollo deductivo del cálculo in fi nitesimal pre sentando 
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los conceptos con su defi nición formal y propiciando una 
ense ñanza rigorista.

3.  En el período comprendido entre 1965 y 1980 lo más desta-
cable en los nue vos textos de Educación General Básica es 
un in tento por distinguir el objeto que se va a medir de su 
me di da. Para ello se utiliza el término superfi cie.

    Los objetos que presentan para medir son más variados que 
los pre sentados en los textos an teriores.

    Aparece, por primera vez, con entidad propia la cuadrí cula 
como un método cómodo para medir super fi cies tanto de 
fi guras poligonales como de fi guras no recti líneamente 
limitadas. La fi nalidad del cua driculado y sus sucesivos 
refi na mientos es mostrar que se puede en marcar el área 
entre números deci ma les cada vez más próximos.

4. En lo referente al cálculo infi nitesimal, se apre cia en algunos 
textos del pe ríodo 1965-1980 un cambio metodo lógico con-
sistente en una introducción intuitiva de los con ceptos a 
tratar a base de ejem plos concretos, para fi nalizar con la 
defi ni ción formal. Los conceptos siguen introduciéndose si-
guiendo el camino lógico de su de sarrollo y no el genético.

    El enfoque más común de la estructura de la mate máti ca 
en los textos de Ba chi llerato es el enfoque forma lista. Da 
la impresión de que la enseñanza de la mate mática en este 
siglo está más interesada en demostrar rigurosamente la 
validez de sus resulta dos que del origen y aplicación de los 
mismos.

    Hay una tendencia generalizada a enseñar el cál culo de una 
forma lagrangia na: la función es el ob jeto de estudio, y el 
cálculo infi nitesimal está centrado en las re glas del paso de 

 a , y viceversa.
    Se utiliza la integral desde el punto de vista analítico puro, 

con objeto de te ner un instrumento apto para las aplicaciones, 
por lo que las aplica ciones concretas son así consideradas 
como aplica ciones de las integrales al cálculo de áreas y vo-
lúmenes.
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    El tipo de información que aparece en los textos –fi gural, 
simbólica y semán tica– y la articulación que de ella se hace 
pensamos que crea una disconti nui dad en el proceso de 
aprendizaje.

Con respecto a los cuestionarios ofi ciales, destacaríamos lo 
siguiente:

1. La enseñanza de la medida en los cuestionarios ofi cia les 
hasta pasada la pri mera mitad del siglo XX viene justifi cada 
por su carácter práctico, in sis tiendo en su uso social y en la 
utilización del sistema métrico. Está fuerte mente liga da a 
la de la numeración decimal, y las superfi cies no se miden 
efectivamente: se calculan apli cando fórmulas.

2. A partir de 1965 la ampliación de la escolaridad obliga-
toria a los 14 años obliga a plantearse nue vos objetivos con 
relación a los contenidos. Ya no es cuestión de te ner que 
limitarse a lo que es útil en la vida práctica. Al lado de este 
objetivo pura mente práctico se pretende dar a la enseñanza 
de las medi das un objetivo teórico.

3. En la ley de 1970 aparece en los cuestionarios la reco-
mendación de construir la noción de medida an tes de 
utilizar los instrumentos usuales. Pero la dis tin ción entre 
objeto-magnitud-número no está cla ramente di ferenciada 
en las re comen daciones metodo lógicas.

4. En los cuestionarios de principios de los 80 apa recen tres 
objetivos referentes al bloque temático de la medida: un 
objetivo teórico de construcción de la noción de medida, 
un objetivo práctico de me dición y un objetivo social de 
conoci miento de las unidades legales. Pero si analizamos 
las activida des pro puestas, nos damos cuenta de que éstas 
no facilitan la formación o com pren sión del concepto sino 
que implican que ya está formado.

5. A lo largo de todo el siglo XX, el enfoque dado al cál-
culo diferencial e in tegral en los cuestionarios res peta 
la secuencia lógica del desarrollo deduc tivo del cál culo 
infi nitesimal: funciones de varia ble real, con cepto de 
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límites de funciones, conti nuidad de funciones, concepto de 
derivada de una función, integral indefi ni da como función 
primitiva y, por último, nociones ele menta les sobre la cua-
dratu ras como límite de una suma de elementos infi  nitesima-
les.

6. En la Ley Orgánica General del Sistema Educativo de 1990 
se amplía la esco la ridad obli gatoria a los 16 años, y hay 
una nueva propuesta en la que se explicita claramente que 
se ha de cons truir la magnitud antes de de fi nir la aplicación 
me dida que permita asignarle un número. Sin em bargo, en 
la pro puesta de activida des faltan expe riencias en las que 
se lleve a cabo la adición de magni tudes, y no sólo de sus 
medidas.

    Por lo que respecta al cálculo infi nitesimal, se dife rencia 
de los anteriores cuestionarios en la recomen dación de 
comenzar con tratamiento intui tivo, a la vez gráfi co y 
analítico, de las fun ciones, e introducir el concepto de inte-
gral defi  nida a partir del cálculo de áreas defi nidas bajo 
una curva. Aunque se hace alu sión al método gené tico, 
éste no queda refl ejado en la pro puesta de activi dades ni de 
contenidos, ya que la orga niza ción de éstos últimos sigue 
siendo la secuen cia ló gica del desarrollo del cálculo.

De todas estas observaciones destacaríamos las siguientes:
- es posible reconstruir el estudio de la integración 

tomando como punto de partida el cálculo de áreas 
planas, y

- la propuesta curricular de la LOGSE del año 1990 
es clara, en el sentido de que explicita que se ha de 
construir la magnitud antes de defi nir la apli cación 
medida que permita asignarle un número, y, respecto 
al cálculo in fi nitesimal, re comienda comenzar con un 
tratamiento intuitivo, a la vez que gráfi co y analítico, 
de las funciones, e introducir el concepto de integral 
defi nida a partir del cálculo de áreas defi nidas bajo 
una curva.
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Nos parece, pues, que éste es el momento adecuado para 
introducir el cambio conceptual por el que nosotros abogamos, y, 
tomando como base los estudios de Le besgue sobre magnitudes 
e integral, decidimos que la defi ni ción geométrica de integral 
dada por Lebesgue (1928) puede ser el modelo a seguir. Nuestro 
reto consiste en tra ducirlo a un modelo teórico asequible 
conceptualmente para los es tudiantes de Secun daria. (Turégano 
1991, 1992, 1994)

5. Diseño y puesta en práctica del experimento. Análisis de 
datos

La segunda fase de nuestra investigación –que tiene lugar 
en el campo de la in vesti gación educativa– comienza con un 
diagnóstico sobre la situación de partida de los estudiantes respecto 
a tres temas que consideramos pueden infl uir en la formación 
de las imágenes del concepto de integral. Las conclusiones 
obtenidas, junto con el mo delo teórico elaborado, serán lo que 
nos permitirán después elaborar las situaciones di dácticas en base 
al modelo constructivista del aprendizaje.

El modelo constructivista inspira una nueva forma de 
enfocar las activi dades escolares que se basa en el hecho de 
que los estudiantes tienen unos conocimien tos previos sobre los 
fenómenos que se estudian, y que es necesario que el profesor 
co nozca y aproveche este punto de partida, provocando en ellos 
una reestructuración de sus ideas que les permita evolucionar en 
su comprensión del mundo cotidiano y cientí fi co.

Esta etapa de la 2ª fase la afrontamos con los objetivos 
siguientes:

- Describir la situación de los estudian tes de la muestra 
en cuanto a su ren di mien to en cues  tio nes relacionadas 
con el in  fi   ni to, vi suali za ciones y áreas. 
Los medios utilizados fueron pruebas de lápiz y pa-
pel, presentando los re sulta dos bajo criterios cuantita-
tivos.
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- Delimitar perfi les o clases de estudian tes en base a 
las res pues tas y es trate gias de re solución utilizadas 
por ellos en los cues tiona rios anterio res y du rante la 
entrevista clínica.
Las clases fueron obtenidas mediante un análisis fac-
torial de correspon dencias, seguido de una entrevista 
clínica a los estudiantes seleccionados de cada clase, 
y termi nando con el procesamiento de los resultados 
bajo criterios cuali tativos.

A la hora de determinar la metodología para llevar a cabo 
esta etapa de la inves tigación, observamos, en la bibliografía 
consultada, que todavía no se ha llegado a un consenso respecto a 
la adecuación de métodos en investigación educativa.

Cook y Reichart (1986) consideran que un investigador 
no tiene por qué adhe rirse ciegamente a uno de los paradigmas 
polarizados que han recibido las denomina ciones de “cualitativo” 
y “cuantitativo”, sino que puede elegir libremente una mezcla 
de atributos de ambos para atender mejor las exigencias del 
problema de investigación con que se enfrenta. El reconocimiento 
de que una síntesis multimetodológica parece ser una aspiración 
que suscita un amplio consenso entre los investigadores en las 
Ciencias Sociales nos hace pensar en la combinación de ambos 
en nuestra investiga ción; lejos de ser antagónicos, resultan 
complementarios y contribuyen a corregir los inevitables sesgos 
presentes en cualquier método.

A la hora de tener en cuenta los elementos metodológicos 
en la planifi cación de una investigación en Educación, hemos 
observado en todos los autores consultados un criterio común en la 
consideración de las etapas de un trabajo de estas características:

- Diseño de la experiencia
- Recogida de datos
- Análisis de datos
- Resumen de resultados

En un momento determinado, hemos utilizado los métodos 
factoriales que están emparentados, en un principio, con las 
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técnicas de análisis factorial propuestas y pues tas a punto a 
principios de siglo por los psicólogos. Utilizan unos cálculos de 
ajuste que recurren, esencialmente, al álgebra lineal, y producen 
unas representaciones gráfi  cas donde los objetos que se han de 
describir se transforman en puntos sobre un eje o en un plano.

Se utiliza con el fi n de dar a una tabla de datos una 
representación geométrica que permita observar las asociaciones 
entre los elementos de dicha tabla.

Benzécri (1984) y la aparición de los ordenadores son los 
responsables del desa rrollo de este método.

Hemos utilizado el CHADOC, versión 3.0 del Département 
Informatique de l’IUT de Nice para la tabulación de los datos.

Esta puede ser una de las aportaciones originales de la 
investigación desde el punto de vista metodológico: el haber 
utilizado el análisis factorial de correspondencias con la fi nalidad 
de clasifi car a los es tudiantes en base a tres temas de estudio 
(infi nito, visualización y áreas), para poder incorporar a las 
situaciones de aprendizaje las intui ciones preexistentes en los 
estudian tes.

Cuestionarios diagnóstico

- Intuiciones sobre el infi nito y los límites 
 Utilizado por Turégano y Penalva (1990), que se elaboró 

tomando como refe rencia el de Fischbein et al. (1979).

- Visualización
 Utilizado por Turégano et al. (1990), que, con pequeñas 

modifi caciones, era el de la tesis de Lasserre pasado en 
Marruecos.
En principio, este cuestionario, en que la clave son las 
imágenes gráfi cas, puede parecer que está alejado del 
estudio que hemos realizado en esta tesis, pero, dado que 
la visualización no es una habilidad que tengan todos los 
estudiantes y que, a nuestro parecer, es importante, tanto 
para la comprensión de los concep tos de cálculo como en la 
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resolución de problemas de áreas, nos propusimos es tudiar 
de alguna manera qué estudiantes la poseen. Es evidente que 
tienen más relación con el tema de estudio los diagramas 
que las fi guras, pero también es evidente que los diagramas 
utilizan con venciones, notaciones, generalizaciones y 
abstracciones sin las que el diagrama es ininteligible. 
Pensamos que con estos estudiantes que no han realizado 
gráfi cas de fun ciones, de entrada, no podríamos obtener 
información sobre su habilidad para visuali zar este tipo de 
diagramas, simplemente porque carecen de la información 
sufi ciente para interpretarlos.

- Estrategias en la resolución de problemas de área
 Problemas que no tienen que ver con lo que se hace 

normalmente en la ense ñanza. Si vamos a introducir el 
concepto de integral partiendo del área, necesi tamos sa ber 
dónde están los problemas de los estudiantes con el área. 
Este cues tionario es de elaboración propia para esta tesis.

Muestra
La muestra tomada para administrar estos cuestionarios 

estaba compuesta por tres grupos de primer curso de BUP (14-
16 años) pertenecientes a 3 Institutos de Al bacete, en los que 
contamos con la colaboración de tres profesores.

Se eligieron estudiantes de 1º de BUP porque aún no han 
sido iniciados en el estudio del cálculo infi nitesimal y porque, 
posteriormente, en la etapa de aprendizaje, podríamos estudiar si 
alternativas distintas permiten a los estudiantes acceder a deter-
minados conceptos de cálculo de una forma intuitiva antes de lo 
que recomiendan los cuestionarios ofi ciales.

Los cuestionarios se administraron en 3 días distintos du-
rante la hora habitual de clase y por el profesor de matemáticas 
de cada grupo.

Posteriormente, fueron corregidos por la entrevistadora, y, 
de acuerdo con una clasifi cación hecha en base al rendimiento en 
los cuestionarios, consideramos que un estudiante es infi nitista, si 
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resuelve el 50 por ciento o más de las cuestiones sobre el in fi nito. 
En caso contrario, es fi nitista. Un estudiante es visual, si resuelve 
el 50 por ciento o más de las cuestiones sobre visualización, y 
consideramos que tiene éxito en problemas de áreas, si resuelve 
el 50 por ciento o más de las cuestiones sobre áreas. Con ello 
determinamos el rendimiento en los cuestionarios.

Procesamos los datos mediante un análisis factorial de 
correspondencias, me diante el cual obtuvimos los estudiantes que 
debíamos entrevistar, cuyas características son las siguientes:

A continuación, procedemos a entrevistar a los representantes 
de clases y al aná lisis de sus respuestas.

Las 27 entrevistas realizadas tuvieron una duración 
aproximada de 1 hora, todas ellas realizadas y grabadas por la 
entrevistadora, siendo posteriormente transcritas lite ralmente por 
la misma.

Las primeras respuestas podemos considerarlas como 
intuitivas en el sentido psi cológico, es decir,  respuestas inmediatas 
a una situación: respuestas no aprendidas (Tall, 1985).

En algún momento, las entrevistas clínicas tuvieron una 
fi nalidad formativa, pues en ellas se quería evaluar la capacidad 
de aprendizaje del individuo. Esto ocurría en el cuestionario del 
“infi nito” y “áreas”.

Una vez transcritas y analizadas las 27 entrevistas, 
realizamos una reclasifi cación de los estudiantes de acuerdo con 
sus modelos de respuesta, que a veces no coinciden con lo que 
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habían manifestado en los cuestionarios escritos, bien porque era 
una res puesta dada al azar, bien porque era copiada, etc.

Los cuadros siguientes nos muestran la clasifi cación 
defi nitiva de los estudiantes de acuerdo con las estrategias de 
resolución y con las imágenes del concepto puestas en evidencia 
en las entrevistas.

  INS 1: A39, A40 ...... A59
  INS 2: B1 ................. B38
  INS 3: C60 ............... C89
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De todas las conclusiones obtenidas acerca de la situación 
inicial, destacamos las que referimos a continuación.

1. Cuando se trata de reconocer la infi nitud de un conjun to 
acotado enmar cado en un contexto geomé trico, el estudiante 
tiene problemas, debidos, princi palmente, a las nociones de 
segmento y punto, pero estos son mucho ma yo res cuando 
se trata de de terminar la infi nitud de dos conjuntos de esas 
ca rac terísticas.

2. El criterio de la biyección se revela en ellos más fuerte que el 
de la inclu sión, aunque éste sólo surge de forma espontánea 
cuando se trata de com pa rar con jun tos nu méricos.

3. La concepción del infi nito potencial es el mayor obstá culo 
con que se en cuentra un estudiante para concebir un proceso 
infi nito como algo defi nido o acabado. El in fi nito actual se 
acepta en mucho menor grado, y siempre como algo que 
invo lucra una cierta in de ter minación.

4. Todos los estudiantes que admiten la existencia de pro-
cesos infi nitos como algo defi nido o acabado esgrimen los 
mismos argumentos: no cambian al añadirle uno. Hay, por 
tanto, un empleo tácito del infi nito como enti dad nu mérica 
que consiste en afi rmar que no cambia al añadirle uno, o en 
asegurar que en un pro ceso infi nito llega un momento en 
que, al dar un “paso más”, nada cambia.

5. Los procesos infi nitos que conducen al infi nita mente pe-
queño son más di fíci les de intuir, como ta les, que los que 
conducen al infi nitamente grande.

6. Ver las matemáticas como una copia casi fi el de lo que 
uno cree que es la ex pe riencia sensible es la imagen más 
problemática que se plantea en los estu diantes, ya que les 
induce a pensar que las matemá ticas son una pro longación 
de su per cepción de los objetos y que están en esos objetos 
mis mos.

7. Una de las grandes difi cultades que existen para que 
los estudiantes modifi  quen sus intuiciones está ligada 
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a sus ideas duales de los objetos matemáti cos (ideas-
representaciones). 

8. La comprensión de un concepto precede, general mente, 
a la capacidad para ex presarlo verbalmente. Por ello las 
expresiones utilizadas por los estu dian tes, aun que pre sentan 
difi cultades lingüísti cas, no nos han parecido relevantes en 
general para la construcción de sus imá genes ni para la utili-
za ción correcta de las mis mas. Esto se puso de mani fi esto, 
de una forma especialmente nota ble, en el cuestionario 
sobre “áreas”.

9. Constatamos que los procesos visuales en los que es ne-
cesario poner de ma ni fi esto el pensamiento operativo crean, 
como era de esperar, más pro blemas a los estu diantes que 
aquéllos en los que inter viene solamente el pensa miento 
fi gurati vo.

10. La determinación de partes ocultas y el trazado de aristas 
son los proble mas más serios que presen tan los estudiantes 
en la visualización de fi guras tridi mensio na les en su 
representación gráfi ca plana.

11. Los estudiantes remiten con mucha más frecuencia a un 
análisis parcial de las fi  guras (que les per mite pasar de las 
partes al todo) que a un análisis global.

12. Los estudiantes ponen de manifi esto tres tipos de estra-
tegias: visuales, ver ba les y mixtas. Un estu diante uti-
liza razonamiento visual cuando da imáge nes mentales; 
razonamiento verbal o analítico, cuando responde a través 
de razo namientos so bre la fi gura del papel y no sobre la 
imagen mental, y ra zona miento mixto, cuan do simultanea 
los dos ante riores.

13. Los estudiantes tienen difi cultad para utilizar mental-
mente el recorte-pega do como estrategia para pasar de un 
polígono a otro. Sin embargo, cuando se trata de re conocer 
la igualdad de áreas entre polí gonos de distin ta forma o con 
otras regiones, el recorte-pegado se re vela como uno de los 
métodos mejor aceptados por los estudiantes. Este método 
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lleva implícito el reco no ci miento de la conser va ción del 
área y de la propiedad aditiva.

14. Los estudiantes no recurren al cuadriculado para de terminar 
el área de una re gión rectilínea o cur vilínea, pero sí son 
capaces de utilizar correcta mente la rela ción inversa del 
área con la unidad de medida.

15. Constatamos la falta de estrategias para resolver problemas 
de áreas, aun que esto no impide a los es tu diantes utilizar 
correctamente el área de forma ope ra tiva, lo que pone en 
evidencia un aprendizaje descui dado.

16. Los cortes laminares por planos paralelos o des compo-
siciones infi nitesima les de las superfi cies no son proce-
dimientos evocados espontá neamente para el cálculo de 
áreas por los estudiantes, ni en el caso de fi gu ras rectilí-
neamente limitadas ni curvilí neas. Quizá esto se debe a 
tener que romper con la imagen que tienen del área como 
espacio que hay que cubrir.

17. La imposibilidad de “ver” un área como límite de una 
suma de infi nitesi males tiene su origen en que “pasan” al 
indivisible de una dimensión me nos antes de sumar las 
áreas, y en el paso al límite les “desaparece” el área. Esto 
pone en evi dencia que el cálculo de un área bajo una curva 
de fi nida por una función crearía problemas al tratar de 
remitir a los indivisi bles de longitud y = f(x).

18. Se observa en los estudiantes, tanto en el cues tionario 
de “infi nito” como en el de “áreas”, un empleo tácito del 
infi nitesimal como algo muy pe queño pero distinto de cero. 
En este caso concreto, puede considerarse como una excre-
cencia de su per cepción. Indudablemente que estas prime-
ras intui ciones sobre los infi nitesima les nos parece que 
están ligadas a los infi nitesimales del análi sis no-estándar.

19. Se han identifi cado tres imágenes asociadas al concepto de 
área que hemos designado con los apela tivos de pri mitiva, 
operativa y descriptiva:
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- Un estudiante manifi esta una imagen primitiva del 
área si sólo admite la noción de área caracteri zada por 
una concepción, por parte del entendi miento humano, 
de las formas espaciales en lo referente a su ex ten-
sión.

- Un estudiante manifi esta una imagen operativa si 
alcanza el concepto de área asignando propiedades a 
la noción y refi riéndose a ella en dos senti dos: área 
como superfi cie comprendida dentro de un pe rímetro 
y como medida de dicha superfi cie.

- Un estudiante manifi esta una imagen descriptiva del 
área si, a la imagen operativa, une la des crip ción de 
lo que entiende por área, ligándola a sus propiedades, 
que puede utilizar y explicitar verbal mente, y 
relacionándola con la “clase de equiva lencia” de todas 
las superfi cies de igual área.

5.2. Diseño de situaciones didácticas

La fi nalidad de esta etapa es diseñar las situaciones didácticas 
en base al modelo matemático encontrado en la primera fase y a 
las coclusiones de la primera etapa.

Nuestra hipótesis de trabajo es que los estudiantes pueden 
aprender (de forma intuitiva) conceptos de cálculo sin el dominio 
previo o simultáneo de las usuales habili dades algorítmicas, utili-
zando la visualización a través del ordena dor para dar signifi -
cado al concepto (y subconceptos) de integral defi nida y a sus 
propiedades mediante la idea de área bajo una curva. Se pueden 
construir modelos visuales que refl ejen la es tructura matemática 
subyacente y que permitan abstraer el proceso de construcción del 
concepto, y no sólo el concepto, ayudándonos del orde nador.

Partimos de que los estudiantes están familiarizado con el 
concepto de área y tienen ciertas intuiciones sobre el infi nito y 
el concepto de límite, si bien es un con cep to un poco ingenuo. 
Queremos estudiar si estos conceptos in genuos se borran y se re em-
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pla zan por conceptos generados por el trabajo de los estudiantes. 
La situa ción-pro blema de la que nos va mos a servir aquí es la 
de presentar sucesiones que convergen en un mismo número, 
apoyando esta situación con una ima gen visual a través del or-
dena dor que les haga sentir la necesidad de modifi  car o romper 
con la imagen de que el límite “no se al canza”. Dado que las ideas 
sobre límites empiezan a desarrollarse cuan do se pueden explorar 
las situaciones en las que una sucesión se establece o converge, 
y que esto puede ser más real en una situación geométrica, nos 
hemos aprovechado de ello y, con ayuda del ordenador, pueden 
visualizar que cierto resultado es plausible y, de este modo, pueden 
luchar contra sus intuiciones.

Un aspecto a destacar del material elaborado es el tratamiento 
no formalista que se hace de los conceptos subyacentes al concepto 
de integral. Hemos conside rado que los procesos de resolución de 
problemas pueden servir para unir conceptos y conducir a una 
integración del co nocimiento, razón por la que las situaciones de 
enseñanza están diseñadas en base a la resolución de problemas.

Todas las cuestiones y problemas propuestos tienen como 
objetivo desarrollar en los estudiantes un pensa miento refl exivo 
sobre la construcción de la integración que contenga los elementos 
que les permitan organizar la experiencia previa a la formali zación, 
acompañados de programas de ordenador que les proporcionen 
represen tacio nes gráfi cas y resuelvan cálculos numéricos, 
permitiéndoles, de este modo, centrarse en los conceptos. El 
aprendizaje de los conceptos de sucesión, límite, número real e 
inte gral se lle van a cabo en la resolución de problemas concretos 
del cálculo de áreas.

La facilidad de acceso que se tiene hoy día a la cal culadora 
y al ordenador hace que este acercamiento a la integral sea más 
fácil de comprender que el del lími te de una suma de áreas, ya 
que hemos utilizado un enfoque que reduce el cálculo de áreas 
de distintas superfi cies a una fórmula básica que conocen todos 
los estu diantes: la del área del rectángulo. Hemos evitado los 
infi nitesimales, utilizando, a su vez, un método geométrico y 
numérico.
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El hecho de presentar la integral sólo en el contexto 
matemático y con funcio nes polinómicas tenía el objetivo de que 
nada variara en el primer contacto del es tudiante con el concepto 
con respecto a lo que se hace normalmente en la ense ñanza. Por la 
misma razón, hemos utilizado el nombre de “área bajo una curva” 
para referirnos al área determinada por la gráfi ca de f(x) y el eje x 
en el intervalo [a, b].

Aunque somos partidarios de unas matemáticas contex-
tualizadas que tengan sentido y que sirvan, por tanto, para 
resolver problemas reales y que constituyan un so porte del modelo 
matemático que se estudia aquí, en este caso no hemos podido 
lle varlas a la práctica ya que se trata de una investigación en la 
que uno de los pun tos que se han de evaluar es precisamente si 
este acercamiento a la in tegral permitiría una transferencia a otros 
contextos.

Hemos eliminado, en la medida de lo posible, todos los 
cálculos algebraicos, la manipulación simbólica y el trazado de 
gráfi cos por parte del estudiante para evi tar que otros problemas 
pudieran obstaculizar los problemas reales que queremos observar, 
como son la comprensión del concepto y la transferencia a otros 
con textos. A pe sar de ello, algunas de las sesiones de aprendizaje 
las hemos dedicado a la adquisición de algunas destrezas.

5.3. Etapa de aprendizaje

En esta etapa reducimos la muestra a un instituto ya que 
los estudiantes presen ta ban éxitos y fracasos similares en los tres 
cuestionarios de la etapa de preaprendizaje.

La etapa de aprendizaje se lleva a cabo en 8 sesiones que 
tienen como objetivo introducir a los estudiantes de 1º de BUP (14-
16 años) en el concepto de integral defi  nida y los subconceptos 
subyacentes mediante la resolución de problemas de áreas. Tiene 
lugar en mayo de 1992.

Consta de dos partes: en la primera, las sesiones consisten 
en trabajar en el aula con el profesor de la asignatura el material 
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preparado por la investigadora, y se llevan a cabo en el horario 
habitual de clase; en la segunda parte, las sesiones se realizan 
fuera del horario escolar y consisten en prácticas con ordenador, 
en dos grupos, con una duración media de 60 minutos por sesión, 
en las que están presen tes el profesor y la investiga dora. Dentro de 
cada grupo se asigna un ordenador a cada dos o tres estu diantes.

Afrontamos esta etapa con los objetivos siguientes:
- Observar las respuestas espontáneas y de bates de 

los estu diantes en el aula cuando, con la ayuda del 
ordenador, re suel ven por pa rejas pro blemas de áreas 
y ex ploran el con cepto de in te gral defi  nida.
Medios específi cos utilizados son los problemas pro-
puestos, programas de orde nador que les facilitamos 
y la metodología de trabajo.

- Describir, en momentos determinados del aprendizaje, 
el rendi miento de los estu diantes en cuestiones 
relacionadas con conceptos y destrezas nece sarias 
para la com prensión del concepto de integral.
Los medios utilizados fueron pruebas de lápiz y pa-
pel, presentando los re sulta dos bajo criterios cuantita-
tivos y análisis de errores cometidos.

De las muchas conclusiones obtenidas en las observaciones 
realizadas en la fase de aprendizaje destacamos las siguientes:

1. El nombre de “área bajo la curva” crea confl ictos. Es lo 
que podríamos llamar un confl icto de impro piedad lin-
güística originado por el discurso del profe sor, sien do 
posible eliminarlo me diante una elección más cuidadosa 
del nombre.

2. Los estudiantes utilizan frecuentemente la palabra “por 
debajo” en vez de “ordenada negativa” para re fe rirse a las 
ordenadas de puntos pertenecientes a gráfi  cos de funciones 
en que f (x) > 0 . Una vez que se les facili ta el nombre de 
altura para designar la ordenada, abandonan defi nitivamente 
ésta última y hablan de “alturas negativas”.
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3. Se ha observado en los estudiantes la utilización de las 
expresiones “para arriba” por “crece”, y “para abajo” por 
“decrece”, al referirse al gráfi co de la función.

4. Sorprende la familiaridad adquirida por estos es tudian-
tes, que presentan grandes defi ciencias en la utilización 
del lenguaje científi co, con los térmi nos “subinterva lo”, 
“gráfi co”, y “bipartición”.

5. Los estudiantes utilizan muy frecuentemente un len guaje 
gestual para refe rirse a los ejes de orde nadas y, en general, 
a las partes de las fi guras geomé tricas. Esto se debe al poco 
dominio del len guaje científi co, y, de se guir utilizándolo 
con asi duidad lo consideramos un gran obstáculo para la 
adqui sición de dicho lenguaje.

6. La utilización de expansiones decimales en los términos 
de las sucesiones de nú meros racionales en lugar de su 
expresión racional es un obstáculo para la ob tención del 
término general. A pesar de ello, los estudiantes de la 
muestra mos traron facilidad en la utilización de procesos 
de inducción y gene raliza ción.

7. Al dividir un intervalo en subintervalos, algunos estu diantes 
se quedan pen sativos si al determinar los ex tremos ya no son 
números naturales sino racio na les los números obtenidos. 
Piensan que entre dos naturales ya no hay más números so-
bre la recta, lo que implica que no hay un dominio de la 
recta ra cional.

8. En los términos de la rama de matemática impli cada, los 
errores cometidos por los estudiantes es tán relaciona dos 
con el álgebra elemental, con lí mites e infi ni tud, y con la 
geometría elemental. Cometen bastantes errores de ejecu-
ción de la tarea y estructurales que tienen que ver con la 
compren sión de los conceptos implicados en el problema.

9. Es importante dar a los estudiantes la oportunidad de 
refl exionar sobre sus pro pios errores como he rramien ta 
motivadora y como punto de partida para explo ra ciones 
matemáticas creativas. Los errores pueden fo mentar una 
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más profunda y completa compren sión del contenido 
matemático.

10. Observamos la existencia de problemas para acotar 
las gráfi cas en un deter mi nado intervalo así como para 
grafi car una parábola, siendo la inversión del orden de las 
coordenadas uno de los errores más co munes.

11. Es sabido que, cuando la función a integrar viene defi  nida 
en dominios divi didos, es decir, por dife rentes re glas en 
subdominios diferentes, los estu dian tes tienen problemas 
para hallar el área bajo la curva y éstos se ven incremen-
tados si en uno de esos dominios f(x) = 0.

    El acercamiento que hemos propuesto a la integra ción 
permite asignar área cero a este dominio con toda faci lidad 
y no crea problemas de comprensión al estu diante.

12. Hemos encontrado más difi cultades en la utiliza ción de 
la expresión analítica de las funciones que en la visua-
lización de sus gráfi cos, lo que nos lleva a pensar que estos 
estudiantes tendrían más difi cultades en la com prensión del 
concepto de in tegral como antiderivada que en el aspecto 
geomé trico de la misma.

13. La visualización a través de ordenador ha sido prove chosa 
para mostrar que ciertos resultados son plausi bles. Ha 
permitido trabajar en pocos días gran canti dad de funciones 
y de experimentar con cada grupo de estu diantes las 
variacio nes de los gráfi cos de las funciones a través de los 
distintos coefi cien tes, hacien do conje turas sobre la forma 
que tendrá si tomamos los coefi  cien tes muy peque ños, muy 
grandes, etc. Se ha estableci do una inte racción constante 
entre grupos de estudian tes.

14. La utilización de las sucesiones {H(f,a,b,n)} y {h(f,a,b,n)} 
ha sido de gran utili dad para razonar sobre la situa ción de 
la gráfi ca de f(x) con res pecto al eje x, los inter valos de 
crecimiento y de crecimiento, la forma del gráfi co, etc. Ade-
más, las hemos utilizado para sembrar el germen de número 
real.
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15. Casi la totalidad de los estudiantes ha aprendido con la 
ayuda del ordenador a calcular áreas bajo curvas, si bien es 
cierto que algunos lo hacen de forma instru mental.

16. Hemos constatado que el ordenador se puede consi de-
rar como uno de los ele mentos más motivadores para el 
aprendizaje. No se puede ni debe obviar esta poderosa 
herramienta en los procesos educati vos actuales y, de forma 
muy es pecial, en los cur sos de cálculo introduc torio.

5.4. Etapa de postaprendizaje

Nos proponemos evaluar el proceso de aprendizaje de los 
estudiantes seleccio nados como representantes de clases.

Esta última etapa está relacionada con el estudio de casos, 
cuyos resultados se rán expuestos bajo criterios cualitativos.

Las entrevistas tienen por objeto el enfrentar al estudiante, 
después de la eta pa de aprendizaje, con pro blemas que tienen 
que ver con el área bajo una curva en tres contex tos distintos: 
matemático, área bajo la curva velocidad y pro babilidades 
geo métricas. En ellas pen samos determinar las imágenes del 
concepto de integración que han formado los estudiantes, la 
evolución, si la ha ha bido, en el con cepto de límite y cómo se 
realiza la transferencia a otros contextos con este enfoque de la 
in tegración. 

Si hemos utilizado la técnica de la entrevista, ha sido porque 
nos permite pro fundi zar más en el pensamiento de los estudiantes, 
y el facilitarles un cuestiona rio es crito se debe a que, en principio, 
ofrece mejores condi ciones de trabajo para problemas de cálculo. 
Se les per mite el uso del ordenador sólo como herramienta de 
cál culo.

Pensamos que no se puede tener acceso a lo que pasa en la 
mente de un estu diante sin verle “estar pegado” en un problema 
que es para él un desafío. Por ello es por lo que hemos propuesto 
problemas cuya resolución implica el cálculo de integra les, y que 
no han sido los habituales de la fase de aprendizaje.
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Las preguntas fueron cuidadosamente preparadas, pero 
pensamos que cada en trevis ta tiene su propia dinámica, y muchas 
veces surgen preguntas distintas o nuevas. Otras ve ces se obvian 
preguntas previstas ini cialmente porque la entrevista dora estima 
que ya han sido implícita o ex plícitamente contestadas, o por otras 
razo nes, tales como la actitud del estudiante o el interés por hacer 
hincapié en otras cuestiones. El resul tado es que, fi nal mente, se 
trata de entrevistas semiestructuradas.

Hemos utilizado la técnica de resolver problemas “pensando 
en voz alta”. La va lidez de tales datos fue asumida por Ericsson 
y Simon (1980). 

 En las entrevistas hay varios niveles de res pues tas: una 
respuesta espontánea inicial y otras respuestas pensadas y 
argumenta das, provocadas ge neralmente por las preguntas de la 
entrevistadora.

Un análisis descriptivo detallado de las respuestas de 
algunos de los estudiantes, bien por considerar las representativas 
o bien por ser excepciones, puede verse en Tu régano (1994). Estos 
extrac tos son transcripciones literales de parte de las entre vistas.

La transcripción de las entrevistas y las posteriores 
audiciones de las mismas son las que han permitido fi nal mente 
poder realizar una clasifi cación de las respues tas hasta con seguir 
unos patrones que consideramos satisfac torios, una vez que cada 
una de las res puestas de los es tudiantes ha quedado encajada en 
un modelo y cuando el conjunto de to dos los modelos ha sido 
capaz de describir la situación global del grupo de estu diantes 
entrevista dos.

La observación del cuadro siguiente nos da una idea del 
desplazamiento general hacia respuestas que ponen en evidencia 
un nivel de abstracción y representación más consolidado que el 
que presentaban en el preaprendizaje en cinco de los estudiantes 
entre vistados, hecho que se mani fi esta en la descripción que hacen 
de la integral defi  nida y en la utili zación correcta de los distintos 
tipos de in formación y de la articula ción que de ella hacen, ya 
que la no utili za ción de los distin tos lenguajes puede inter pre tarse 
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como falta de madu rez en la asimila ción de todos los aspectos del 
concepto.

6. Conclusiones

A partir del análisis interpretativo realizado en la última 
etapa de la investigación, hemos podido corroborar muchas de las 
conclusiones obtenidas de las observaciones realizadas en la etapa 
de aprendizaje. Otras, que son las que enunciamos a continua ción, 
se han puesto de mani fi esto durante la última entrevista y están 
relacionadas con las imágenes acerca del concepto de inte gral 
defi nida que se ha ido formando en los estudiantes al presentarles 
el concepto vía su defi nición geomé trica motivado por el cálculo 
de áreas bajo curvas, de cómo esta introducción permite una 
transferencia a otros contextos y de la in fl uen cia que ha teni do el 
uso del ordena dor.

1. La introducción a la integral vía su defi nición geomé trica 
nos ha permitido dar sentido a determinados con ceptos 
de cálculo: sucesión, límite, número real e in te gral, en un 
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contexto concreto que es el del cálculo de áreas bajo curvas. 
Esta defi nición permite estable cer una relación integral-
medida que favorece la trans fe rencia a otros contextos y 
organizar la ex periencia previa a la formalización de los 
concep tos de cálculo.

2. Los modelos visuales en la enseñanza del cálculo y la 
eliminación de cálculos al gebraicos (mediante el uso del 
ordenador) favorece la formación y trans forma ción de 
intuiciones y la creación de imágenes de concep to que 
ayudarán poste riormente a la forma lización de los conceptos 
de cálculo infi nitesimal.

3. La clave en la evolución del concepto de límite ha es tado 
en presentarles una si tua ción evidente (al tu ra única en un 
rectángulo) en un marco geo mé tri co-numé rico (en el que 
hay interac ción en todo mo men to), si tuación que con vence 
al es tu dian te de que realmente hay un número que mide la 
al tura. La existencia de la in tegral queda así jus ti fi cada con 
la existencia de la al tura.

4. El uso del ordenador permite que el estudiante pueda 
simultanear todos los as pectos psicológicos que se po nen 
en juego en matemáticas: abstracción, repre senta ción, 
formación de concep tos, inducción y visualiza ción.

5. Una visión holística del gráfi co favorece la for mación de la 
imagen de área bajo una curva y la de integral si se procede 
posteriormente al análisis de sus partes, no como entidades 
discretas, aisla das unas de otras, sino relacionadas en un 
todo.

6. Se han identifi cado tres imágenes asociadas al concepto de 
integral defi nida que hemos desig nado, al igual que en el 
área, con los apelati vos de primi tiva, ope rativa y descripti-
va.

- Un estudiante manifi esta una imagen primitiva de la 
integral si la asocia con una fórmula  (b – a).h que le 
permite calcular áreas de fi guras “raras”. Corres ponde 
a estudiantes con una ima gen primitiva del área y que 
no han construido una imagen específi ca de inte gral 
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ni de área bajo una curva, pero que, con la ayuda del 
or denador y la fórmula, pueden cal cular el área bajo 
la curva con f (x) ≥ 0. Esto no les permite transferir 
a otros contextos en que la re solu ción del problema 
pasa por identi fi car con el área bajo la curva. La 
única evo lución obser vada es que ahora admiten la 
exis tencia del área para fi gu ras curvilíneas, pero sólo 
de una forma instrumen tal, no a ni vel con ceptual del 
área, y esto porque ya po seen una fórmula para calcu-
larla.

- Una imagen operativa corresponde a aquellos es-
tudiantes que han cons truido alguna imagen men-
tal de la integral, pero como sinónimo de área. No 
han integrado todos los elementos subyacen tes al 
concepto de inte gral en este solo con cepto, aunque, 
considerados aisladamente, sabe de su existencia. 
Efectúan el paso al límite a nivel de percepción vi-
sual, pero sa ben de la necesidad de alcanzar ese límite 
para determi nar realmente el área pedida. Pueden 
calcular correctamente áreas bajo curvas con  f (x) ≥ 0 
y transferir a otros contextos.

- Una imagen descriptiva de la integral corres ponde a 
aquellos estudiantes que pueden dar una des cripción 
verbal de lo que entienden por in tegral ar ticulando 
perfectamente la información fi gural, simbólica y 
semántica, y consiguiendo integrar en el concepto todos 
los subconceptos subyacentes y los procedimientos 
de cálculo. Se mezcla en ellos la visión geométrica 
con la nu mérica, efectuando el paso al límite tanto a 
nivel de percepción visual como numérico. Pue den 
calcular correctamente cualquier área bajo una curva 
y transferir correc tamente a otros contextos.

7. Para poder tener una imagen descrip tiva de inte gral es 
necesario que el estu dian te haya desarro llado el con cepto 
de área como magnitud, admita la divi sibilidad in fi nita de 
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un segmento y la existen cia del límite, y pueda tener una 
visión holís tica del gráfi co.

8. Los estudiantes que parten de la premisa falsa de que el 
continuo está forma do por elementos indivi sibles tie nen 
difi cultades para reconocer y calcu lar el área bajo la curva 
velocidad como el espacio recorrido; no así los que recu rren 
a una relación funcional entre las tres variables: e = v . t. Es 
indu dable que el acerca miento a la integral como medida del 
área de un rectángulo congruente con la región curvilínea 
permite una transferencia inmediata a esta relación, ya que 
asocian el tiempo con la base y la velocidad con la altura.

9. Este enfoque de la integración favorece la trans fe rencia al 
contexto probabi lísti co, ya que, al existir en los estudiantes un 
sustrato natural in tuitivo para las no ciones de probabilidad, 
han aso ciado la medida de los puntos del do minio con su área 
sin realizar ningún ra zonamiento explícito, evidentemente.

10. Observamos dos tendencias distintas en los estu diantes al 
tratar de justifi car las propiedades de las integra les: unos 
eligen los números que deter mina la medida del área, y otros, 
las regiones cuya área hay que de terminar. Los pri meros 
dedu cen de la relación numérica, obteniendo, al resolver 
las in tegrales, la relación en tre las mismas; los segun dos, 
hallan la relación entre las integra les de la relación entre 
las regiones cuya área hay que de terminar. Los prime ros 
sólo pueden ob te ner esas re laciones en casos concretos y 
experimen tales; los segundos pueden obtener las relaciones 
en casos ge nerales.

7. Posibles implicaciones didácticas de la investigación

A partir de las conclusiones establecidas en la presente 
investigación se pueden extraer ciertas implicaciones didácticas, 
que abarcan cuestiones relacionadas con el di seño y secuenciación 
del currículum, así como metodológicas, tanto para el aprendizaje 
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del área como de la iniciación al aprendizaje del cálculo 
infi nitesimal.

Las conclusiones avalan nuestra elección didáctica así como 
nuestra hipótesis de trabajo.

De la lectura cuidadosa de las mismas deducimos la 
necesidad de una fase previa de carácter experimental antes de 
pretender formalizar los conceptos de cál culo infi ni tesimal. 
La etapa de aprendizaje llevada a cabo en este trabajo podría 
constituir el pri mer eslabón del aprendizaje del cálculo, si bien no 
podemos conside rarla como un pro yecto de enseñanza desde el 
momento en que en los problemas sólo contemplamos funciones 
polinómicas. Sería preciso ampliar el conjunto de funciones, 
incluyendo las defi nidas en dominios divididos, y diversifi car los 
contex tos problemáticos.

Las conclusiones hablan, asimismo, de la necesidad de 
un aprendizaje que les ayude a diferenciar el carácter dual que 
atribuyen a los objetos matemáticos, y que es una de las grandes 
difi cultades que existen para que los estudiantes modifi quen sus 
in tuiciones. Es precisa una estimulación que provoque discusión 
sobre el infi nito y los límites mucho antes de que éstos sean objeto 
de examen para el estudiante.

Es recomendable que el profesor tenga una idea clara de 
la situación del estu diante en lo referente a las imágenes del 
concepto del área, ya que pretender crear una imagen del concepto 
de integral en estudiantes con una imagen primitiva del área es 
como predicar en el desierto. 

Igualmente, sería muy conveniente conocer la situación de 
los estudiantes en cuanto a su habilidad para visualizar, lo que 
permitiría al profesor tomar conciencia de si éstos son realmente 
capaces de interpretar correctamente las representaciones gráfi -
cas utilizadas frecuentemente como apoyo de las explicaciones 
de diversos conceptos.

Por último, una conclusión que parece muy clara en este 
trabajo es que la in tro ducción a los conceptos vía la resolución de 
problemas que han estado en el ori gen del concepto logran realzar 
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la formación del mismo. Utilizar simultáneamente modos vi suales 
y analíticos favorece establecer relaciones entre ellos, y aquí es 
donde el ordena dor ayuda poderosamente a este tratamiento.

Este aprendizaje inicial permite procesar en profundidad 
y ser bien recordado. Se forma una estructura cognitiva estable 
sobre la que se podría construir un desa rrollo posterior de las 
habilidades, y sería interesante tratar de ver la infl uencia que el 
apren dizaje de los algoritmos del cálculo de límites, derivadas y 
primitivas ten drían en la evolución de las imágenes de concepto 
de estos estudiantes. Pero este problema consti tuye por sí solo 
tema para otra tesis.
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