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RESUMEN

En este articulo se presenta el desarrollo y resultados mas relevantes de
diversas etapas de investigacion que sirvieron para la elaboracion de una tesis
doctoral en Educacion Matematica dirigida por el Dr. Eugenio Filloy. El primer
objetivo era obtener un modelo tedrico dentro del contexto matematico que
pudiera utilizarse para la elaboracion de una propuesta didactica para presentar
el concepto de integral definida a los estudiantes que van a ser iniciados en el
calculo infinitesimal. Posteriormente, se sometio a evaluacion la propuesta y se
identificaron las imagenes del concepto de integral creadas en los estudiantes.

ABSTRACT

In this paper are presented the development and most relevant results
of different research stages which were used for the elaboration of a doctoral
thesis on Mathematical Education directed by Dr Eugenio Filloy. The prime
aim was to achieve a theoretical model within the mathematical context which
could be used for the elaboration of a didactical proposal to introduce the
concept of definite integral to students who have not yet been initiated in the
study of infinitesimal calculus. Later the proposal was submitted to evaluation,
the concept images of integral formed in the minds of the students were

identified.
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1. El origen del problema

El trabajo que presentamos tiene su origen en la reflexion
que hicimos, en un momento determinado de nuestra practica
educativa, acerca del fracaso de nuestros alumnos en la
comprension de los conceptos de calculo, en general, y de la
integral definida, en particular, objeto en el que vamos a centrar
nuestra investigacion.

Esareflexion nos permiti6 darnos cuenta de que, hasta que no
tienen dieciséis afios, aproximadamente, los estudiantes no oyen
ni siquiera hablar del infinito, de los limites, etc. La ensefianza
del calculo no pasa por una fase previa de caracter experimental.
El resultado es que, a partir de ese momento, los estudiantes
deben asimilar, al mismo tiempo, los fendmenos asociados a las
apariciones del infinito y de los limites y los conceptos y teorias
formales que los expresan y desarrollan matematicamente. In-
terviene ahi una teoria que no tiene como funcidon ordenar un
conjunto rico en experiencias previas, simplemente porque tal
conjunto no existe. Freudenthal (1973) ha puesto en evidencia las
dificultades que resultan de este estado de cosas.

A partir de esta reflexion, recurrimos a un exhaustivo
analisis de la bibliografia sobre las investigaciones llevadas a
cabo en este campo, y constatamos que los estudiantes no tienen
un rendimiento aceptable en los cursos de calculo, ni siquiera
en la universidad. Las causas que explican esta realidad las
encontramos en el terreno epistemologico (Sierpinska, 1985ay b,
1987ay b, 1989), en el terreno didactico (Orton 1979, 1983a y b)
y en el terreno psicologico (Tall y Vinner, 1981).

Respecto al concepto de integral, existen estudios cuyas
conclusiones hablan por si mismas de la necesidad de un
cambio:

- El punto de vista que, a menudo, es “impuesto” al
estudiante de Instituto y de Universidad es el de la integral
de Riemann, en la que el area ya no es definida como un
objeto geométrico, sino como el resultado de un célculo
segin un procedimiento dado. ;Por qué no pensamos



en la dificultad que puede suponer para el estudiante el
relacionar el area con el proceso de sumacion que permite
sumar infinitas cantidades “infinitamente pequenas”? Y,
aunque sea una forma de razonar muy sugestiva y util,
frecuentemente, desde el punto de vista 16gico, adolece
del defecto de no poder atribuir un significado exacto al
concepto de “cantidad infinitamente pequefia” (Schneider-
Gilot, 1988).

Porotraparte, “parece quereferirse alaintegral como limite
de una suma no responde a la logica de los infinitésimos”
(Cordero, (1987).

Orton (1983a), en su estudio sobre la comprension que el
estudiante tiene de la integracion, concluye que los 4 items
que trataban sobre la comprension de la integracién como
limite de una suma constituyen el obstaculo principal.
(Por qué no pensamos también en la dificultad de las
tres magnitudes que hay presentes cuando definimos la
integral de Riemann: los rectangulos, los segmentos a los
que se reducen y el area curvilinea a determinar?

Se sabe, después de los estudios experimentales llevados
a cabo por los psicologos de la forma, que la percepcion
de un objeto no es reductible a la imagen que de éste se
forma en la retina. La imagen es univoca, pero la percep-
cion puede desdoblarse. La percepcion de un objeto no
es la yuxtaposicion pura y simple de las percepciones de
sus partes; es una construccion mental compleja de la que
pueden estudiarse ciertos determinantes. Cuando decimos
a los estudiantes, por ejemplo, que los rectangulos se
reducen a segmentos, estamos hablando de una manera
sugerente de como se pintan las imagenes mentales de
los estudiantes, no lo que se imprime realmente en sus
retinas.
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2. Enfoque y antecedentes de la investigacion

Como ocurre con todo hecho didactico, éste se presta a
multiples interpretaciones. Los psicologos, pedagogos, padres,
estudiantes, profesores... darian sus explicaciones, todas ellas, a
priori, dignas de interés. Pero ninguna de esas razones, conside-
rada aisladamente, es suficiente para dar cuenta de la totalidad del
fenémeno. Esto no impide que toda investigacion presuponga la
eleccion de un punto de vista particular, forzosamente reductor,
pero que permita cuestionar eficazmente la compleja “realidad”
por la eleccion de uno u otro de sus aspectos. En las ciencias
llamadas clasicas, esta seleccion viene determinada por el
paradigma en curso en cada una de esas disciplinas, que, en una
época dada, constituye el objeto de un consenso en el seno de una
comunidad cientifica reconocida como tal (Kuhn, 1962).

Pero, ;se puede hablar de paradigmas en las ciencias
humanas? En concreto, por lo que concierne a la educacion
matematica, el objeto de esta disciplina se encuentra en la
encrucijada de muchas otras disciplinas: sociologia, psicologia,
antropologia, pedagogia, epistemologia y matematicas (Gutiérrez,
1991), y suscita todavia en el momento actual multiples debates.

Por todo ello, podemos hablar de diversas perspectivas
bajo las cuales se lleva a cabo la investigacion en educacion
matematica, y, asi, cabe citar, siguiendo a Shulman (1986), los
dos polos extremos:

- enfoque positivista, que trata de encontrar leyes y
confirmar hipoétesis, especialmente acerca de las con-
ductas y procedimientos que se asocian con mejoras en el
rendimiento de los estudiantes;

- enfoque interpretativo, orientado a la busqueda del
significado personal de los sucesos, el estudio de
las interacciones entre las personas y el entorno, asi
como los pensamientos, actitudes y percepcion de los
participantes.

El primero utiliza métodos cuantitativos, y el segundo esta

asociado con el estudio de casos, la etnografia y los informes de



tipo narrativo (Erickson, 1986). Ademads, nos parece adecuado
hablar de una tercera perspectiva:

- enfoque socio-critico, partidario de conectar la investi-
gacion con la practica: no es suficiente penetrar en una
clase y observar el encuentro educacional; se precisa,
también, guiar directamente la practica, por lo que se
necesita una mayor colaboracion entre el profesor y el
investigador.

... parece que algo no funciona teniendo a un grupo decidiendo qué
hacer, y otro, haciéndolo. (Kilpatrick, 1988)

Ello puede llevar, a veces, a la necesidad de que dicho
profesor sea uno de los miembros del equipo de investigacion,
como ocurre, por ejemplo, con Heid (1988), Zawojewski (1986) y
Johnson (1986), entre otros, que actian a la vez como profesores
e investigadores en sus respectivos estudios.

No se descarta la integracion de los diversos enfoques (o de
rasgos de alguno o algunos de ellos) para un mismo programa de
investigacion. Lo que si es preciso hacer, y en esto hay acuerdo
general, es plantear el problema antes de afrontar su solucion.

El objeto de nuestra investigacion podemos enmarcarlo
dentro de los temas que integran lo que llamamos matematicas
avanzadas, y hemos de tener en cuenta que cada concepto avanzado
se basa en conceptos mas elementales y no puede entenderse sin
una solida y, a veces, muy especifica comprension de éstos.

Dreyfus (1990) apunta a dos clases de antecedentes en este
tipo de investigacion. Por una parte, estan los trabajos de los
matematicos interesados en la educacion, tales como Lebesgue,
Poincaré¢, Hadamard, Halmos, Hilton y Thom. Estos matematicos,
todos ellos de primera clase, reflexionaron sobre la ensefianza de
las matematicas, y fueron muy serios en ello, aunque cometieron
un error, que fue tomar como base Unicamente el contenido
matematico y su estructura, y olvidar los procesos de pensamiento
de los estudiantes.

Por otra parte, estan los antecedentes en la investigacion
cognitiva en aprendizaje de las matematicas, que aborda temas
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elementales. Esta investigacion ha sido la predominante en
la comunidad investigadora del International Group in the
Psychology of Mathematics Education (PME) hasta mediados de
los ochenta. Pero, a partir de 1985, surge un grupo de trabajo sobre
pensamiento matematico avanzado, en el que uno de los temas
mas frecuentes de discusion se refiere a la diferencia existente
entre los conceptos matematicos definidos formalmente y los
procesos cognitivos por los que se conciben.

A partir del afio 1985, se puede hablar de un creciente
cuerpo de investigacion que liga las matematicas con la mente de
los estudiantes a través de lo que Tall y Vinner acufiaron en el afio
1981 con el término de concept-image!. La imagen del concep-
to es algo no verbal asociado en nuestra mente con el nombre
del concepto que se ha ido formando a través de los afos por
medio de experiencias de todo tipo, y cambiando a medida que el
individuo ha encontrado nuevos estimulos y ha ido madurando.

3. Marco teorico

Una vez precisado cual es el objeto de nuestra investigacion
y cudles son los antecedentes de ésta, nos parece adecuado
determinar el marco teoérico del trabajo.

Hemos pensado que la idea de tener una version dindmica
de la historia de los conceptos podria encajar, de alguna manera,
con la evolucion de las imagenes de los conceptos que se produce
en la mente de los estudiantes. De ahi nos viene la idea de esta-
blecer un paralelismo entre los términos empleados por Lakatos
y Vinner y asumir, como marco epistemologico, al primero, vy,
como marco psicoldgico, al segundo. Para ello hemos tratado de
establecer un paralelismo entre los términos empleados por am-
bos.

! Adoptamos para el presente trabajo la traduccion de este término como “ima-gen del

concepto”.
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TERMINOS EMPLEADOS

- FAMILIARIDAD CON EL - IMAGEN DEL CONCEPTO
CONCEPTO
© MONSTRUOS - ATRIBUTOS. PROPIEDADES...

QUE NO ESTAN INCLUIDOS
EN LA IMAGEN DEL CONCEFTO

- PRUEBAS Y REFUTACIONES - ESTUDIO DE EJEMPLOS.
ANALISIS DE PROPIEDADES
~ EXCLUSION DE MONSTRUOS -+ CAMBIO EN LA IMAGEN DEL
CONCEPTO
- CONCEPTO GENERADO POR - IMAGEN DEL CONCEPTO GENE-
LA PRUEBA RADA POR LA EXPERIENCIA

DEL ESTUDIANTE

Nos pareci6 interesante determinar el papel que juegan en
la formacion de la imagen del concepto

- los procesos de resolucion de problemas y realizacion de
tareas,

- los errores,

- los procesos visuales,

- la utilizacion del ordenador y

- las distintas secuencializaciones del curriculum.

Hemos hablado en el epigrafe 2 de que existen diversos
puntos de vistas desde los que se puede estudiar un problema de
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investigacion. Nuestra eleccion viene determinada por nuestra
dilatada carrera docente en la asignatura de Célculo, tanto en
Secundaria como en Universidad, a lo largo de la cual hemos
localizado dificultades en la construccidon de conceptos y procesos
matematicos, cuyo origen lo situamos, no tanto en la complejidad
de la teoria, como en la estructura de los modos de transmision,
ya que estos se han impregnado fuertemente de los del paradigma
tipico del discurso matematico puro. A ello obedece que una
investigacion adecuada en educacion matematica, desde nuestro
punto de vista, deba trascender, en primer lugar, a los contenidos
matematicos mismos, y en este caso concreto a la reconstruccion
del curriculum vigente, y en segundo lugar, al modo de transmisioén
de esos contenidos. A ello se debe que, en esta investigacion,
encontremos dos fases muy diferenciadas:

- una primera fase en el campo del desarrollo de las ideas

matematicas, y
- una segunda fase que tiene lugar en el campo de la
investigacion educativa.

Como es natural, cada una de ellas se afronta con objetivos
distintos y, por ello, con distintos medios para su consecucion, a
los que nos referiremos mas adelante.

4. Identificacion de las imagenes mas relevantes del concepto
de integral en la historia y en el curriculum

4.1. Historia

Si cuestionamos la integral de Riemann, en el sentido de que
causa problemas de comprension en los estudiantes, la finalidad
primera de la investigacion es encontrar un modelo teorico dentro
del contexto matematico que nos permita introducir la integral
definida a nivel conceptual a los estudiantes de Secundaria
que todavia no han sido iniciados en el calculo. Para ello, y de
acuerdo con el marco tedrico elegido, lo mas adecuado es tratar



de identificar las imagenes mas relevantes en el concepto de inte-
gral, para lo que hemos de recurrir a la historia y al curriculum y
textos escolares.

Alahorade determinar la metodologia a seguir en el estudio
de la génesis historica, hemos tenido en cuenta la idea de Lakatos
(1981) en la que los errores, las dudas y las contradicciones
son otras tantas indicaciones de como se han desarrollado los
conocimientos matematicos en la historia. Por ello, se han
consultado fuentes historicas primarias, siempre que esto ha
sido posible, y, en su defecto, obras de los historiadores, estas
ultimas, con ciertas precauciones. Hemos leido la redaccion de
cada hecho en varios historiadores para descubrir las divergencias
y contradicciones eventuales en unos y otros. Este trabajo es
muy dificultoso, ya que, en Matematicas, la aparicion de su
historiografia fue inexplicablemente lenta; si a ello afiladimos que
algunos autores, como Euclides, Arquimedes —en todas sus obras,
a excepcion de EI Método—y Apolonio —en sus obras formalmente
matematicas— eliminaron “todo rastro de andamiaje” con el cual se
hubiera podido reconstruir su demostracion, nos daremos cuenta
de las dificultades que presenta este trabajo.

Sin embargo, a partir de 1600, fecha que marca una divisoria
como ninguna otra en la historia de la Matematica, el trabajo
es mas facil, debido a que las fuentes son libros que son por si
mismos los acontecimientos y no solo libros que nos sirven para
reconstruir €stos.

Este estudio (Turégano, 1993) nos lleva a la conclusion de
que es posible reconstruir el estudio de la integracion tomando
como idea central el calculo de 4areas planas y a identificar las
distintas imagenes del concepto de integral.

- En la primera mitad del siglo XVII aparecen en las obras
de todos los matemadticos intentos de aplicar métodos
infinitesimales al calculo de areas. El universo de las figuras
cuya area se deseaba calcular estaba en expansion constante.
Nos encontramos ya ante el problema general de calcular el
area de cualquier region encerrada por rectas y curvas.
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Encontramos numerosos ejemplos de calculos de areas
bajo curvas que fueron realizados con independencia del
trazado de tangentes. Esta es la primera concepcion de la
integral: cuadratura con independencia de tangentes.
La obra de Euler (1707-1783), en la que se reconocen
las funciones en lugar de las curvas como objeto de estu-
dio, permiti6 la gradual aritmetizacion del andlisis y su
consecuente separacion de la geometria. El problema de la
integracion era el de determinar una funcion primitiva F(x)
que tuviera como derivada f(x). Durante el siglo XVIII y
parte del XIX el calculo integral es definido como el in-
verso del diferencial.

Comienza el siglo XIX con un cambio conceptual de lo
que es una funcion: se acepta la definicion de funcion de
una variable real como “correspondencia arbitraria entre
nimeros reales”.

Esta nueva situacion lleva al siguiente planteamiento: si se
pueden considerar funciones arbitrarias, y éstas no se pueden
expresar como ecuaciones, ;tiene sentido preguntarse por el
significado de la integral sobre estas funciones? Inevitable-
mente, tiene que haber una nueva concepcion de la integral,
rompiendo con la del siglo XVIII. Entre los matematicos
involucrados en la resoluciéon de la pregunta anterior,
encontramos a Cauchy y Riemann.

Cauchy (1789-1857) presenta una definicion de integral
como limite de una suma, y una formulacion rigurosa del
teorema fundamental del calculo —que se reproduce en casi
todos los textos modernos—, y es que, al dar una definicion
aritmética de integral, podia ahora establecer la relacion
inversa entre diferenciacion e integracion sin recurrir a los
conceptos intuitivos de area.

Al extender la aplicacion de la prueba de convergencia de
Dirichlet a una clase mas amplia de funciones, Riemann
(1826-1866) formula la generalizacion de la integral de
Cauchy.



- Elintento de medir conjuntos arbitrarios de puntos de larecta
tiene su origen en la dependencia entre la integrabilidad en
el sentido de Riemann y la continuidad.

Peano, en 1887, da la primera definicién formal de area.
Retoma, como punto de partida para su definicion, la idea
de Eudoxo y su método de exhauscion.

Es éste el punto donde el concepto de integral regresa a su
motivacion original.

Borel, en 1898, capta los defectos de la definicion de
contenido de Peano-Jordan e intenta subsanarlos.
Lebesgue, en los primeros afos del siglo XX, precisa las
indicaciones hechas por Borel; define la medida exterior
e interior utilizando los intervalos-serie como conjuntos
fundamentales.

La teoria de la medida de Lebesgue ha sido muy fecunda y
ha servido de base para la teoria mas general de integracion.
Regresa de nuevo a los métodos intuitivos anteriores a
Cauchy, pero la definicion de medida les da una fun-
damentacion logica sdlida.

4.2. Curriculum y textos

Paralelamente al estudio epistemoldgico, hemos considerado
necesario precisar también el desarrollo historico, en lo que a
transmision del conocimiento de los conceptos de area e integral
se refiere, para determinar las imagenes del concepto a través del
curriculum y los textos escolares.

El siglo XIX es el foco natural para iniciar la investigacion
de los libros de texto, ya que fue el periodo de implantacion de un
sistema escolar general controlado por el estado.

Son los libros de texto los que, en realidad, determinan la
practica docente, mucho mas que los decretos ministeriales y los
programas oficiales, razon por la que nos hemos visto obligados
a revisar un amplio abanico representativo de los textos que nos
permita determinar como ha ido evolucionando el tratamiento del
areay de la integral en las Matematicas escolares. También hemos
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revisado los documentos oficiales para determinar los cambios en
el curriculum, que hemos visto se deben, fundamentalmente, a la
ampliacion de la escolaridad obligatoria.

Para el andlisis de los textos, hemos adoptado muchos de los

puntos de vista e ideas de Schubring (1985, 1987), que propone
un esquema tridimensional para su analisis:

- Analizar los cambios dentro de las varias ediciones de
un libro de texto.

- Hallar los cambios correspondientes en otros libros de
texto pertenecientes al mismo tema.

- Relacionar los cambios en los libros de texto con cambios
en el contexto: cambios en los programas, decretos
ministeriales, debates didacticos, etc.

De este analisis destacariamos, por lo que se refiere a los textos,
lo siguiente:

1.

Se aprecia una notable diferencia entre los textos analizados
del siglo XIX y los de la primera mitad del siglo XX, tanto en
lo concerniente al tratamiento del 4rea como de la integral.
Los textos analiticos que realmente se dedicaban a construir
la magnitud dan paso a unos textos totalmente sintéticos
que presentan el area ligada a su aspecto cuantitativo.
Atribuimos este notable cambio, en primer lugar, al cambio
de lenguaje: se pasa de un lenguaje geométrico a un lenguaje
algebraico; en segundo lugar, a la introduccién del sistema
métrico decimal, que permite dar un caracter eminentemente
practico a la ensefianza de las medidas.

Por lo que respecta al célculo integral, en los textos del
siglo XIX es presentado como el inverso del diferencial
utilizando la toma de un elemento diferencial para resolver
el problema general de la cuadratura de las curvas.

A lo largo del siglo XX se pone de manifiesto el paradigma
clasico de la ensefianza del célculo: limite de Weierstrass
e integral de Riemann con la secuencializacion propia del
desarrollo deductivo del calculo infinitesimal presentando



los conceptos con su definicion formal y propiciando una
ensefianza rigorista.

En el periodo comprendido entre 1965 y 1980 lo mas desta-
cable en los nuevos textos de Educacion General Basica es
un intento por distinguir el objeto que se va a medir de su
medida. Para ello se utiliza el término superficie.

Los objetos que presentan para medir son mas variados que
los presentados en los textos anteriores.

Aparece, por primera vez, con entidad propia la cuadricula
como un método comodo para medir superficies tanto de
figuras poligonales como de figuras no rectilineamente
limitadas. La finalidad del cuadriculado y sus sucesivos
refinamientos es mostrar que se puede enmarcar el area
entre nimeros decimales cada vez mas proximos.

Enlo referente al calculo infinitesimal, se aprecia en algunos
textos del periodo 1965-1980 un cambio metodologico con-
sistente en una introduccion intuitiva de los conceptos a
tratar a base de ejemplos concretos, para finalizar con la
definicion formal. Los conceptos siguen introduciéndose si-
guiendo el camino logico de su desarrollo y no el genético.
El enfoque mas comun de la estructura de la matematica
en los textos de Bachillerato es el enfoque formalista. Da
la impresion de que la ensefianza de la matematica en este
siglo estd mas interesada en demostrar rigurosamente la
validez de sus resultados que del origen y aplicacion de los
mismos.

Hay una tendencia generalizada a ensefiar el calculo de una
forma lagrangiana: la funcién es el objeto de estudio, y el
calculo infinitesimal esta centrado en las reglas del paso de
J(x)a f'(x), y viceversa.

Se utiliza la integral desde el punto de vista analitico puro,
con objeto de tener un instrumento apto para las aplicaciones,
por lo que las aplicaciones concretas son asi consideradas
como aplicaciones de las integrales al calculo de areas y vo-
limenes.
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El tipo de informacion que aparece en los textos —figural,
simbodlica y semantica—y la articulacion que de ella se hace
pensamos que crea una discontinuidad en el proceso de
aprendizaje.

Con respecto a los cuestionarios oficiales, destacariamos lo
siguiente:

1.

La ensefianza de la medida en los cuestionarios oficiales
hasta pasada la primera mitad del siglo XX viene justificada
por su caracter practico, insistiendo en su uso social y en la
utilizacion del sistema métrico. Esta fuertemente ligada a
la de la numeracion decimal, y las superficies no se miden
efectivamente: se calculan aplicando férmulas.

A partir de 1965 la ampliacion de la escolaridad obliga-
toria a los 14 afos obliga a plantearse nuevos objetivos con
relacion a los contenidos. Ya no es cuestion de tener que
limitarse a lo que es util en la vida practica. Al lado de este
objetivo puramente practico se pretende dar a la ensefianza
de las medidas un objetivo tedrico.

. En la ley de 1970 aparece en los cuestionarios la reco-

mendaciéon de construir la nocion de medida antes de
utilizar los instrumentos usuales. Pero la distincion entre
objeto-magnitud-nimero no estd claramente diferenciada
en las recomendaciones metodoldgicas.

En los cuestionarios de principios de los 80 aparecen tres
objetivos referentes al bloque tematico de la medida: un
objetivo tedrico de construccion de la nocion de medida,
un objetivo practico de medicion y un objetivo social de
conocimiento de las unidades legales. Pero si analizamos
las actividades propuestas, nos damos cuenta de que éstas
no facilitan la formacion o comprension del concepto sino
que implican que ya esta formado.

A lo largo de todo el siglo XX, el enfoque dado al cal-
culo diferencial e integral en los cuestionarios respeta
la secuencia logica del desarrollo deductivo del calculo
infinitesimal: funciones de variable real, concepto de



limites de funciones, continuidad de funciones, concepto de
derivada de una funcion, integral indefinida como funciéon
primitiva y, por ultimo, nociones elementales sobre la cua-
draturas como limite de una suma de elementos infinitesima-
les.

En la Ley Organica General del Sistema Educativo de 1990
se amplia la escolaridad obligatoria a los 16 anos, y hay
una nueva propuesta en la que se explicita claramente que
se ha de construir la magnitud antes de definir la aplicacion
medida que permita asignarle un nimero. Sin embargo, en
la propuesta de actividades faltan experiencias en las que
se lleve a cabo la adicion de magnitudes, y no solo de sus
medidas.

Por lo que respecta al calculo infinitesimal, se diferencia
de los anteriores cuestionarios en la recomendacion de
comenzar con tratamiento intuitivo, a la vez grafico y
analitico, de las funciones, e introducir el concepto de inte-
gral definida a partir del célculo de areas definidas bajo
una curva. Aunque se hace alusion al método genético,
¢éste no queda reflejado en la propuesta de actividades ni de
contenidos, ya que la organizacion de éstos ultimos sigue
siendo la secuencia logica del desarrollo del célculo.

De todas estas observaciones destacariamos las siguientes:
- es posible reconstruir el estudio de la integracion
tomando como punto de partida el calculo de areas
planas, y
- la propuesta curricular de la LOGSE del afio 1990
es clara, en el sentido de que explicita que se ha de
construir la magnitud antes de definir la aplicacion
medida que permita asignarle un nimero, y, respecto
al calculo infinitesimal, recomienda comenzar con un
tratamiento intuitivo, a la vez que grafico y analitico,
de las funciones, e introducir el concepto de integral
definida a partir del célculo de areas definidas bajo
una curva.
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Nos parece, pues, que éste es el momento adecuado para
introducir el cambio conceptual por el que nosotros abogamos, v,
tomando como base los estudios de Lebesgue sobre magnitudes
e integral, decidimos que la definicion geométrica de integral
dada por Lebesgue (1928) puede ser el modelo a seguir. Nuestro
reto consiste en traducirlo a un modelo tedrico asequible
conceptualmente para los estudiantes de Secundaria. (Turégano
1991, 1992, 1994)

5. Disefio y puesta en practica del experimento. Analisis de
datos

La segunda fase de nuestra investigacion —que tiene lugar
en el campo de la investigacion educativa— comienza con un
diagndstico sobre la situacion de partida de los estudiantes respecto
a tres temas que consideramos pueden influir en la formacién
de las imagenes del concepto de integral. Las conclusiones
obtenidas, junto con el modelo tedrico elaborado, seran lo que
nos permitiran después elaborar las situaciones didacticas en base
al modelo constructivista del aprendizaje.

El modelo constructivista inspira una nueva forma de
enfocar las actividades escolares que se basa en el hecho de
que los estudiantes tienen unos conocimientos previos sobre los
fenomenos que se estudian, y que es necesario que el profesor
conozca y aproveche este punto de partida, provocando en ellos
una reestructuracion de sus ideas que les permita evolucionar en
su comprension del mundo cotidiano y cientifico.

Esta etapa de la 2* fase la afrontamos con los objetivos
siguientes:

- Describir la situacion de los estudiantes de la muestra
en cuanto a su rendimiento en cuestiones relacionadas
con el infinito, visualizaciones y 4reas.

Los medios utilizados fueron pruebas de lapiz y pa-
pel, presentando los resultados bajo criterios cuantita-
tivos.



- Delimitar perfiles o clases de estudiantes en base a

las respuestas y estrategias de resolucion utilizadas
por ellos en los cuestionarios anteriores y durante la
entrevista clinica.
Las clases fueron obtenidas mediante un analisis fac-
torial de correspondencias, seguido de una entrevista
clinica a los estudiantes seleccionados de cada clase,
y terminando con el procesamiento de los resultados
bajo criterios cualitativos.

A la hora de determinar la metodologia para llevar a cabo
esta etapa de la investigacion, observamos, en la bibliografia
consultada, que todavia no se ha llegado a un consenso respecto a
la adecuacion de métodos en investigacion educativa.

Cook y Reichart (1986) consideran que un investigador
no tiene por qué adherirse ciegamente a uno de los paradigmas
polarizados que han recibido las denominaciones de “cualitativo”
y “cuantitativo”, sino que puede elegir libremente una mezcla
de atributos de ambos para atender mejor las exigencias del
problema de investigacion con que se enfrenta. El reconocimiento
de que una sintesis multimetodologica parece ser una aspiracion
que suscita un amplio consenso entre los investigadores en las
Ciencias Sociales nos hace pensar en la combinacion de ambos
en nuestra investigacion; lejos de ser antagonicos, resultan
complementarios y contribuyen a corregir los inevitables sesgos
presentes en cualquier método.

A la hora de tener en cuenta los elementos metodologicos
en la planificaciéon de una investigacion en Educacién, hemos
observado en todos los autores consultados un criterio comun en la
consideracion de las etapas de un trabajo de estas caracteristicas:

- Disefo de la experiencia

- Recogida de datos

- Andlisis de datos

- Resumen de resultados

En un momento determinado, hemos utilizado los métodos
factoriales que estdn emparentados, en un principio, con las
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técnicas de andlisis factorial propuestas y puestas a punto a
principios de siglo por los psicologos. Utilizan unos célculos de
ajuste que recurren, esencialmente, al algebra lineal, y producen
unas representaciones graficas donde los objetos que se han de
describir se transforman en puntos sobre un eje o en un plano.

Se utiliza con el fin de dar a una tabla de datos una
representacion geométrica que permita observar las asociaciones
entre los elementos de dicha tabla.

Benzécri (1984) y la aparicion de los ordenadores son los
responsables del desarrollo de este método.

Hemos utilizado el CHADOC, version 3.0 del Département
Informatique de I'IUT de Nice para la tabulacion de los datos.

Esta puede ser una de las aportaciones originales de la
investigacion desde el punto de vista metodoldgico: el haber
utilizado el anélisis factorial de correspondencias con la finalidad
de clasificar a los estudiantes en base a tres temas de estudio
(infinito, visualizacion y dareas), para poder incorporar a las
situaciones de aprendizaje las intuiciones preexistentes en los
estudiantes.

Cuestionarios diagndstico

- Intuiciones sobre el infinito y los limites
Utilizado por Turégano y Penalva (1990), que se elabord
tomando como referencia el de Fischbein et al. (1979).

- Visualizacion
Utilizado por Turégano et al. (1990), que, con pequeiias
modificaciones, era el de la tesis de Lasserre pasado en
Marruecos.
En principio, este cuestionario, en que la clave son las
imagenes graficas, puede parecer que estd alejado del
estudio que hemos realizado en esta tesis, pero, dado que
la visualizacién no es una habilidad que tengan todos los
estudiantes y que, a nuestro parecer, es importante, tanto
para la comprension de los conceptos de calculo como en la



resolucion de problemas de areas, nos propusimos estudiar
de alguna manera qué estudiantes la poseen. Es evidente que
tienen mas relacion con el tema de estudio los diagramas
que las figuras, pero también es evidente que los diagramas
utilizan convenciones, notaciones, generalizaciones y
abstracciones sin las que el diagrama es ininteligible.
Pensamos que con estos estudiantes que no han realizado
graficas de funciones, de entrada, no podriamos obtener
informacion sobre su habilidad para visualizar este tipo de
diagramas, simplemente porque carecen de la informacion
suficiente para interpretarlos.

- [Estrategias en la resolucion de problemas de area
Problemas que no tienen que ver con lo que se hace
normalmente en la ensefianza. Si vamos a introducir el
concepto de integral partiendo del area, necesitamos saber
donde estan los problemas de los estudiantes con el area.
Este cuestionario es de elaboracion propia para esta tesis.

Muestra

La muestra tomada para administrar estos cuestionarios
estaba compuesta por tres grupos de primer curso de BUP (14-
16 afos) pertenecientes a 3 Institutos de Albacete, en los que
contamos con la colaboracidn de tres profesores.

Se eligieron estudiantes de 1° de BUP porque atn no han
sido iniciados en el estudio del calculo infinitesimal y porque,
posteriormente, en la etapa de aprendizaje, podriamos estudiar si
alternativas distintas permiten a los estudiantes acceder a deter-
minados conceptos de célculo de una forma intuitiva antes de lo
que recomiendan los cuestionarios oficiales.

Los cuestionarios se administraron en 3 dias distintos du-
rante la hora habitual de clase y por el profesor de matematicas
de cada grupo.

Posteriormente, fueron corregidos por la entrevistadora, y,
de acuerdo con una clasificacion hecha en base al rendimiento en
los cuestionarios, consideramos que un estudiante es infinitista, si
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resuelve el 50 por ciento o mas de las cuestiones sobre el infinito.
En caso contrario, es finitista. Un estudiante es visual, si resuelve
el 50 por ciento o mas de las cuestiones sobre visualizacion, y
consideramos que tiene éxito en problemas de areas, si resuelve
el 50 por ciento o mas de las cuestiones sobre areas. Con ello
determinamos el rendimiento en los cuestionarios.

Procesamos los datos mediante un analisis factorial de
correspondencias, mediante el cual obtuvimos los estudiantes que
debiamos entrevistar, cuyas caracteristicas son las siguientes:

VISUAL VISUAL NO VISUAL | NO VISUAL
AREA NO AREA AREA NO AREA
B16 C76 |A4l B4 C74 A39
INFINITISTAS |B31 A42 BI19 C75 Ad0 12
A33
B30 C69 |A50 B7 C82 C65 [ AS4 C66
FINITISTAS C84 | AS1 Bl4 A59 C86 15
B21
B36
6 14 1 6 27
20 7
VISUALES NO VISUALES

A continuacion, procedemos aentrevistar alos representantes
de clases y al analisis de sus respuestas.

Las 27 entrevistas realizadas tuvieron una duracion
aproximada de 1 hora, todas ellas realizadas y grabadas por la
entrevistadora, siendo posteriormente transcritas literalmente por
la misma.

Las primeras respuestas podemos considerarlas como
intuitivas en el sentido psicologico, es decir, respuestas inmediatas
a una situacion: respuestas no aprendidas (Tall, 1985).

En algin momento, las entrevistas clinicas tuvieron una
finalidad formativa, pues en ellas se queria evaluar la capacidad
de aprendizaje del individuo. Esto ocurria en el cuestionario del
“Iinfinito” y “areas”.

Una vez transcritas y analizadas las 27 entrevistas,
realizamos una reclasificacion de los estudiantes de acuerdo con
sus modelos de respuesta, que a veces no coinciden con lo que



habian manifestado en los cuestionarios escritos, bien porque era
una respuesta dada al azar, bien porque era copiada, etc.

Los cuadros siguientes nos muestran la clasificacion
definitiva de los estudiantes de acuerdo con las estrategias de
resolucion y con las iméagenes del concepto puestas en evidencia
en las entrevistas.

CUESTIONARIO INFINITO

A39 A4l A42 AS3
INFINITISTAS BI6 BI9 B3I 9 333 %
C15__Ci6
AdD  AS] AS4
TRANSICION B4 7 26 %
C69 C74 (B2
AS0  AS59
FINITISTAS B7 B4 B21 B30 B36 1 407 %
C65  C66  C84  C86
27
CUESTIONARIO VISUALIZACION
ESTRATEGIAS UTILIZADAS
PARCIALES GLOBALES
Ad42 AS3
VISUALES | B19 B30 Bl6 7 26 %
C75__CT6
A30 A40 AS0 AS4 AS9
VERBALES | B7 Bl4 B2l B36 13 48 %
C65  C66 C74  C86
A4l ASI
MIXTAS | B4 B31 7 26 %
C82  CR4 C69
24 3 27
88'0 % 11'1 %
CUESTIONARIO AREAS
A9 A4D AS4
PRIMITIVA B4 B7 7 25'9 %
C66  C86
A4l A42 A50 AS1 AS3 AS9
OPERATIVA | B14 B16 B19 B21 B30 B36 18 66'7 %
C65 C69 C74 C76 C82 C84
DESCRIPTIVA | B3l 2 4%
C75
27

INS 1: A39, A40 ...... AS59
INS2: Bl ...ccceees B38
INS 3: C60 ............... C89
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De todas las conclusiones obtenidas acerca de la situacion

inicial, destacamos las que referimos a continuacion.

1.

Cuando se trata de reconocer la infinitud de un conjunto
acotado enmarcado en un contexto geométrico, el estudiante
tiene problemas, debidos, principalmente, a las nociones de
segmento y punto, pero estos son mucho mayores cuando
se trata de determinar la infinitud de dos conjuntos de esas
caracteristicas.

El criterio de la biyeccion se revela en ellos mas fuerte que el
de la inclusion, aunque éste solo surge de forma espontanea
cuando se trata de comparar conjuntos numéricos.

La concepcion del infinito potencial es el mayor obstaculo
con que se encuentra un estudiante para concebir un proceso
infinito como algo definido o acabado. El infinito actual se
acepta en mucho menor grado, y siempre como algo que
involucra una cierta indeterminacion.

Todos los estudiantes que admiten la existencia de pro-
cesos infinitos como algo definido o acabado esgrimen los
mismos argumentos: no cambian al afiadirle uno. Hay, por
tanto, un empleo tacito del infinito como entidad numérica
que consiste en afirmar que no cambia al afiadirle uno, o en
asegurar que en un proceso infinito llega un momento en
que, al dar un “paso mas”, nada cambia.

Los procesos infinitos que conducen al infinitamente pe-
quefio son mas dificiles de intuir, como tales, que los que
conducen al infinitamente grande.

Ver las matematicas como una copia casi fiel de lo que
uno cree que es la experiencia sensible es la imagen mas
problematica que se plantea en los estudiantes, ya que les
induce a pensar que las matematicas son una prolongacion
de su percepcion de los objetos y que estan en esos objetos
mismos.

Una de las grandes dificultades que existen para que
los estudiantes modifiquen sus intuiciones estd ligada



10.

11.

12.

13.

a sus ideas duales de los objetos matemadticos (ideas-
representaciones).

La comprension de un concepto precede, generalmente,
a la capacidad para expresarlo verbalmente. Por ello las
expresiones utilizadas por los estudiantes, aunque presentan
dificultades lingliisticas, no nos han parecido relevantes en
general para la construccion de sus imagenes ni para la utili-
zacion correcta de las mismas. Esto se puso de manifiesto,
de una forma especialmente notable, en el cuestionario
sobre “areas”.

Constatamos que los procesos visuales en los que es ne-
cesario poner de manifiesto el pensamiento operativo crean,
como era de esperar, mas problemas a los estudiantes que
aquéllos en los que interviene solamente el pensamiento
figurativo.

La determinacion de partes ocultas y el trazado de aristas
son los problemas mas serios que presentan los estudiantes
en la visualizacion de figuras tridimensionales en su
representacion grafica plana.

Los estudiantes remiten con mucha mas frecuencia a un
analisis parcial de las figuras (que les permite pasar de las
partes al todo) que a un analisis global.

Los estudiantes ponen de manifiesto tres tipos de estra-
tegias: visuales, verbales y mixtas. Un estudiante uti-
liza razonamiento visual cuando da imagenes mentales;
razonamiento verbal o analitico, cuando responde a través
de razonamientos sobre la figura del papel y no sobre la
imagen mental, y razonamiento mixto, cuando simultanea
los dos anteriores.

Los estudiantes tienen dificultad para utilizar mental-
mente el recorte-pegado como estrategia para pasar de un
poligono a otro. Sin embargo, cuando se trata de reconocer
la igualdad de areas entre poligonos de distinta forma o con
otras regiones, el recorte-pegado se revela como uno de los
métodos mejor aceptados por los estudiantes. Este método
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

lleva implicito el reconocimiento de la conservacion del
area y de la propiedad aditiva.

Los estudiantes no recurren al cuadriculado para determinar
el area de una region rectilinea o curvilinea, pero si son
capaces de utilizar correctamente la relacion inversa del
area con la unidad de medida.

Constatamos la falta de estrategias para resolver problemas
de areas, aunque esto no impide a los estudiantes utilizar
correctamente el area de forma operativa, lo que pone en
evidencia un aprendizaje descuidado.

Los cortes laminares por planos paralelos o descompo-
siciones infinitesimales de las superficies no son proce-
dimientos evocados espontdneamente para el célculo de
areas por los estudiantes, ni en el caso de figuras rectili-
neamente limitadas ni curvilineas. Quiza esto se debe a
tener que romper con la imagen que tienen del area como
espacio que hay que cubrir.

La imposibilidad de “ver” un area como limite de una
suma de infinitesimales tiene su origen en que “pasan” al
indivisible de una dimensiéon menos antes de sumar las
areas, y en el paso al limite les “desaparece” el area. Esto
pone en evidencia que el calculo de un area bajo una curva
definida por una funcidén crearia problemas al tratar de
remitir a los indivisibles de longitud y = f(x).

Se observa en los estudiantes, tanto en el cuestionario
de “infinito” como en el de “areas”, un empleo tacito del
infinitesimal como algo muy pequefio pero distinto de cero.
En este caso concreto, puede considerarse como una excre-
cencia de su percepcion. Indudablemente que estas prime-
ras intuiciones sobre los infinitesimales nos parece que
estan ligadas a los infinitesimales del analisis no-estandar.
Se han identificado tres imagenes asociadas al concepto de
area que hemos designado con los apelativos de primitiva,
operativa y descriptiva:



- Un estudiante manifiesta una imagen primitiva del
area si s0lo admite la nocidn de area caracterizada por
una concepcion, por parte del entendimiento humano,
de las formas espaciales en lo referente a su exten-
sion.

- Un estudiante manifiesta una imagen operativa si
alcanza el concepto de area asignando propiedades a
la nocidn y refiriéndose a ella en dos sentidos: area
como superficie comprendida dentro de un perimetro
y como medida de dicha superficie.

- Un estudiante manifiesta una imagen descriptiva del
area si, a la imagen operativa, une la descripcion de
lo que entiende por area, ligdndola a sus propiedades,
que puede utilizar y explicitar verbalmente, y
relacionandola con la “clase de equivalencia” de todas
las superficies de igual area.

5.2. Diseiio de situaciones didacticas

Lafinalidad de esta etapa es disefiar las situaciones didacticas
en base al modelo matematico encontrado en la primera fase y a
las coclusiones de la primera etapa.

Nuestra hipdtesis de trabajo es que los estudiantes pueden
aprender (de forma intuitiva) conceptos de calculo sin el dominio
previo o simultaneo de las usuales habilidades algoritmicas, utili-
zando la visualizacion a través del ordenador para dar signifi-
cado al concepto (y subconceptos) de integral definida y a sus
propiedades mediante la idea de area bajo una curva. Se pueden
construir modelos visuales que reflejen la estructura matematica
subyacente y que permitan abstraer el proceso de construccion del
concepto, y no sélo el concepto, ayudandonos del ordenador.

Partimos de que los estudiantes estan familiarizado con el
concepto de area y tienen ciertas intuiciones sobre el infinito y
el concepto de limite, si bien es un concepto un poco ingenuo.
Queremos estudiar si estos conceptos ingenuos se borran 'y se reem-

41



42

plazan por conceptos generados por el trabajo de los estudiantes.
La situacion-problema de la que nos vamos a servir aqui es la
de presentar sucesiones que convergen en un mismo numero,
apoyando esta situacion con una imagen visual a través del or-
denador que les haga sentir la necesidad de modificar o romper
con la imagen de que el limite “no se alcanza”. Dado que las ideas
sobre limites empiezan a desarrollarse cuando se pueden explorar
las situaciones en las que una sucesion se establece o converge,
y que esto puede ser mas real en una situacion geométrica, nos
hemos aprovechado de ello y, con ayuda del ordenador, pueden
visualizar que cierto resultado es plausible y, de este modo, pueden
luchar contra sus intuiciones.

Unaspecto adestacar del material elaborado es el tratamiento
no formalista que se hace de los conceptos subyacentes al concepto
de integral. Hemos considerado que los procesos de resolucion de
problemas pueden servir para unir conceptos y conducir a una
integracion del conocimiento, razon por la que las situaciones de
ensefanza estan disefiadas en base a la resolucion de problemas.

Todas las cuestiones y problemas propuestos tienen como
objetivo desarrollar en los estudiantes un pensamiento reflexivo
sobre la construccion de la integracion que contenga los elementos
que les permitan organizar la experiencia previa a la formalizacion,
acompafiados de programas de ordenador que les proporcionen
representaciones graficas y resuelvan calculos numeéricos,
permitiéndoles, de este modo, centrarse en los conceptos. El
aprendizaje de los conceptos de sucesion, limite, nimero real e
integral se llevan a cabo en la resolucion de problemas concretos
del calculo de areas.

La facilidad de acceso que se tiene hoy dia a la calculadora
y al ordenador hace que este acercamiento a la integral sea mas
facil de comprender que el del limite de una suma de areas, ya
que hemos utilizado un enfoque que reduce el célculo de areas
de distintas superficies a una formula basica que conocen todos
los estudiantes: la del area del rectdngulo. Hemos evitado los
infinitesimales, utilizando, a su vez, un método geométrico y
numérico.



El hecho de presentar la integral solo en el contexto
matematico y con funciones polindmicas tenia el objetivo de que
nada variara en el primer contacto del estudiante con el concepto
con respecto a lo que se hace normalmente en la ensenanza. Por la
misma razén, hemos utilizado el nombre de “area bajo una curva”
para referirnos al area determinada por la grafica de f(x) y el eje x
en el intervalo [a, b].

Aunque somos partidarios de unas matematicas contex-
tualizadas que tengan sentido y que sirvan, por tanto, para
resolver problemas reales y que constituyan un soporte del modelo
matematico que se estudia aqui, en este caso no hemos podido
llevarlas a la practica ya que se trata de una investigacion en la
que uno de los puntos que se han de evaluar es precisamente si
este acercamiento a la integral permitiria una transferencia a otros
contextos.

Hemos eliminado, en la medida de lo posible, todos los
calculos algebraicos, la manipulacién simbolica y el trazado de
graficos por parte del estudiante para evitar que otros problemas
pudieran obstaculizar los problemas reales que queremos observar,
como son la comprension del concepto y la transferencia a otros
contextos. A pesar de ello, algunas de las sesiones de aprendizaje
las hemos dedicado a la adquisicion de algunas destrezas.

5.3. Etapa de aprendizaje

En esta etapa reducimos la muestra a un instituto ya que
los estudiantes presentaban éxitos y fracasos similares en los tres
cuestionarios de la etapa de preaprendizaje.

La etapa de aprendizaje se lleva a cabo en 8 sesiones que
tienen como objetivo introducir a los estudiantes de 1°de BUP (14-
16 anos) en el concepto de integral definida y los subconceptos
subyacentes mediante la resolucion de problemas de areas. Tiene
lugar en mayo de 1992.

Consta de dos partes: en la primera, las sesiones consisten
en trabajar en el aula con el profesor de la asignatura el material
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preparado por la investigadora, y se llevan a cabo en el horario
habitual de clase; en la segunda parte, las sesiones se realizan
fuera del horario escolar y consisten en practicas con ordenador,
en dos grupos, con una duraciéon media de 60 minutos por sesion,
en las que estan presentes el profesor y la investigadora. Dentro de
cada grupo se asigna un ordenador a cada dos o tres estudiantes.

Afrontamos esta etapa con los objetivos siguientes:

- Observar las respuestas espontianeas y debates de
los estudiantes en el aula cuando, con la ayuda del
ordenador, resuelven por parejas problemas de areas
y exploran el concepto de integral definida.

Medios especificos utilizados son los problemas pro-
puestos, programas de ordenador que les facilitamos
y la metodologia de trabajo.

- Describir, en momentos determinados del aprendizaje,
el rendimiento de los estudiantes en cuestiones
relacionadas con conceptos y destrezas necesarias
para la comprension del concepto de integral.

Los medios utilizados fueron pruebas de lapiz y pa-
pel, presentando los resultados bajo criterios cuantita-
tivos y analisis de errores cometidos.

De las muchas conclusiones obtenidas en las observaciones
realizadas en la fase de aprendizaje destacamos las siguientes:

1. El nombre de “area bajo la curva” crea conflictos. Es lo
que podriamos llamar un conflicto de impropiedad lin-
giiistica originado por el discurso del profesor, siendo
posible eliminarlo mediante una elecciéon mas cuidadosa
del nombre.

2. Los estudiantes utilizan frecuentemente la palabra “por
debajo” en vez de “ordenada negativa” para referirse a las
ordenadas de puntos pertenecientes a graficos de funciones
en que f(x) > 0 . Una vez que se les facilita el nombre de
altura para designar la ordenada, abandonan definitivamente
¢sta ultima y hablan de “alturas negativas”.



Se ha observado en los estudiantes la utilizacion de las
expresiones “para arriba” por “crece”, y “para abajo” por
“decrece”, al referirse al grafico de la funcion.

Sorprende la familiaridad adquirida por estos estudian-
tes, que presentan grandes deficiencias en la utilizacion
del lenguaje cientifico, con los términos “subintervalo”,
“grafico”, y “biparticion”.

Los estudiantes utilizan muy frecuentemente un lenguaje
gestual para referirse a los ejes de ordenadas y, en general,
a las partes de las figuras geométricas. Esto se debe al poco
dominio del lenguaje cientifico, y, de seguir utilizdndolo
con asiduidad lo consideramos un gran obstaculo para la
adquisicion de dicho lenguaje.

La utilizaciéon de expansiones decimales en los términos
de las sucesiones de numeros racionales en lugar de su
expresion racional es un obstaculo para la obtencion del
término general. A pesar de ello, los estudiantes de la
muestra mostraron facilidad en la utilizacion de procesos
de induccion y generalizacion.

Al dividir un intervalo en subintervalos, algunos estudiantes
se quedan pensativos si al determinar los extremos ya no son
nimeros naturales sino racionales los numeros obtenidos.
Piensan que entre dos naturales ya no hay mas ntimeros so-
bre la recta, lo que implica que no hay un dominio de la
recta racional.

En los términos de la rama de matematica implicada, los
errores cometidos por los estudiantes estan relacionados
con el algebra elemental, con limites e infinitud, y con la
geometria elemental. Cometen bastantes errores de ejecu-
cion de la tarea y estructurales que tienen que ver con la
comprension de los conceptos implicados en el problema.
Es importante dar a los estudiantes la oportunidad de
reflexionar sobre sus propios errores como herramienta
motivadora y como punto de partida para exploraciones
matematicas creativas. Los errores pueden fomentar una
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10.

I1.

12.

13.

14.

mas profunda y completa comprension del contenido
matematico.

Observamos la existencia de problemas para acotar
las graficas en un determinado intervalo asi como para
graficar una parabola, siendo la inversion del orden de las
coordenadas uno de los errores mas comunes.

Es sabido que, cuando la funcion a integrar viene definida
en dominios divididos, es decir, por diferentes reglas en
subdominios diferentes, los estudiantes tienen problemas
para hallar el area bajo la curva y éstos se ven incremen-
tados si en uno de esos dominios f{x) = 0.

El acercamiento que hemos propuesto a la integracion
permite asignar area cero a este dominio con toda facilidad
y no crea problemas de comprension al estudiante.

Hemos encontrado mas dificultades en la utilizacién de
la expresion analitica de las funciones que en la visua-
lizacion de sus graficos, lo que nos lleva a pensar que estos
estudiantes tendrian mas dificultades en la comprension del
concepto de integral como antiderivada que en el aspecto
geométrico de la misma.

La visualizacion a través de ordenador ha sido provechosa
para mostrar que ciertos resultados son plausibles. Ha
permitido trabajar en pocos dias gran cantidad de funciones
y de experimentar con cada grupo de estudiantes las
variaciones de los graficos de las funciones a través de los
distintos coeficientes, haciendo conjeturas sobre la forma
que tendra si tomamos los coeficientes muy pequeios, muy
grandes, etc. Se ha establecido una interaccion constante
entre grupos de estudiantes.

La utilizacion de las sucesiones {H(f,a,b,n)} y {h(f,a,b,n)}
ha sido de gran utilidad para razonar sobre la situacion de
la grafica de f(x) con respecto al eje x, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, la forma del grafico, etc. Ade-
mas, las hemos utilizado para sembrar el germen de nlimero
real.



15. Casi la totalidad de los estudiantes ha aprendido con la
ayuda del ordenador a calcular areas bajo curvas, si bien es
cierto que algunos lo hacen de forma instrumental.

16. Hemos constatado que el ordenador se puede conside-
rar como uno de los elementos mas motivadores para el
aprendizaje. No se puede ni debe obviar esta poderosa
herramienta en los procesos educativos actuales y, de forma
muy especial, en los cursos de calculo introductorio.

5.4. Etapa de postaprendizaje

Nos proponemos evaluar el proceso de aprendizaje de los
estudiantes seleccionados como representantes de clases.

Esta ultima etapa esté relacionada con el estudio de casos,
cuyos resultados seran expuestos bajo criterios cualitativos.

Las entrevistas tienen por objeto el enfrentar al estudiante,
después de la etapa de aprendizaje, con problemas que tienen
que ver con el drea bajo una curva en tres contextos distintos:
matematico, area bajo la curva velocidad y probabilidades
geométricas. En ellas pensamos determinar las iméagenes del
concepto de integraciébn que han formado los estudiantes, la
evolucidn, si la ha habido, en el concepto de limite y como se
realiza la transferencia a otros contextos con este enfoque de la
integracion.

Si hemos utilizado la técnica de la entrevista, ha sido porque
nos permite profundizar mas en el pensamiento de los estudiantes,
y el facilitarles un cuestionario escrito se debe a que, en principio,
ofrece mejores condiciones de trabajo para problemas de calculo.
Se les permite el uso del ordenador s6lo como herramienta de
calculo.

Pensamos que no se puede tener acceso a lo que pasa en la
mente de un estudiante sin verle “estar pegado” en un problema
que es para ¢l un desafio. Por ello es por lo que hemos propuesto
problemas cuya resolucion implica el calculo de integrales, y que
no han sido los habituales de la fase de aprendizaje.
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Las preguntas fueron cuidadosamente preparadas, pero
pensamos que cada entrevista tiene su propia dindmica, y muchas
veces surgen preguntas distintas o nuevas. Otras veces se obvian
preguntas previstas inicialmente porque la entrevistadora estima
que ya han sido implicita o explicitamente contestadas, o por otras
razones, tales como la actitud del estudiante o el interés por hacer
hincapié en otras cuestiones. El resultado es que, finalmente, se
trata de entrevistas semiestructuradas.

Hemos utilizado la técnica de resolver problemas “pensando
en voz alta”. La validez de tales datos fue asumida por Ericsson
y Simon (1980).

En las entrevistas hay varios niveles de respuestas: una
respuesta espontanea inicial y otras respuestas pensadas y
argumentadas, provocadas generalmente por las preguntas de la
entrevistadora.

Un analisis descriptivo detallado de las respuestas de
algunos de los estudiantes, bien por considerarlas representativas
o bien por ser excepciones, puede verse en Turégano (1994). Estos
extractos son transcripciones literales de parte de las entrevistas.

La transcripcion de las entrevistas y las posteriores
audiciones de las mismas son las que han permitido finalmente
poder realizar una clasificacion de las respuestas hasta conseguir
unos patrones que consideramos satisfactorios, una vez que cada
una de las respuestas de los estudiantes ha quedado encajada en
un modelo y cuando el conjunto de todos los modelos ha sido
capaz de describir la situacién global del grupo de estudiantes
entrevistados.

La observacion del cuadro siguiente nos da una idea del
desplazamiento general hacia respuestas que ponen en evidencia
un nivel de abstraccion y representacion mas consolidado que el
que presentaban en el preaprendizaje en cinco de los estudiantes
entrevistados, hecho que se manifiesta en la descripcion que hacen
de la integral definida y en la utilizacion correcta de los distintos
tipos de informacion y de la articulacion que de ella hacen, ya
que la no utilizacion de los distintos lenguajes puede interpretarse



como falta de madurez en la asimilacion de todos los aspectos del
concepto.

AREA INTEGRAL
PRIMITIVA C66 C66
CH6 CB6

Ces  Co9 Co63
OPERATIV c14  C76 C74

CE2  CB4
Ce9
DESCRIPTIVA | C75 C75 CT76
C82  C84
Resuelve Resuelve No resuelve
correctamente Incorrectamente
Problema | CH9 Ces  Cob
CONTEXTO C75 C76 C74
MATEMATICO CB2 CB4 C86
Problema 2 C69 C65  Co6
AREABAJOCURVA | C7T4 C75 CT6
VELOCIDAD C82  Cg4 CB6
Problema 3 c6s  Ce9 Co6
PROBABILIDADES | C74 C75 CT76
GEOMETRICAS CR2 CR4 CR6

6. Conclusiones

A partir del andlisis interpretativo realizado en la ultima
etapa de la investigacion, hemos podido corroborar muchas de las
conclusiones obtenidas de las observaciones realizadas en la etapa
de aprendizaje. Otras, que son las que enunciamos a continuacion,
se han puesto de manifiesto durante la Gltima entrevista y estan
relacionadas con las imagenes acerca del concepto de integral
definida que se ha ido formando en los estudiantes al presentarles
el concepto via su definicién geométrica motivado por el calculo
de areas bajo curvas, de como esta introducciéon permite una
transferencia a otros contextos y de la influencia que ha tenido el
uso del ordenador.

1. La introduccion a la integral via su definicion geométrica
nos ha permitido dar sentido a determinados conceptos
de calculo: sucesion, limite, nimero real e integral, en un
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contexto concreto que es el del calculo de areas bajo curvas.
Esta definicién permite establecer una relacion integral-
medida que favorece la transferencia a otros contextos y
organizar la experiencia previa a la formalizacion de los
conceptos de calculo.

Los modelos visuales en la ensefianza del calculo y la
eliminacion de célculos algebraicos (mediante el uso del
ordenador) favorece la formacion y transformacion de
intuiciones y la creacion de imagenes de concepto que
ayudaran posteriormente a la formalizacion de los conceptos
de calculo infinitesimal.

La clave en la evolucion del concepto de limite ha estado
en presentarles una situacion evidente (altura Unica en un
rectangulo) en un marco geométrico-numérico (en el que
hay interaccidon en todo momento), situacion que convence
al estudiante de que realmente hay un nimero que mide la
altura. La existencia de la integral queda asi justificada con
la existencia de la altura.

El uso del ordenador permite que el estudiante pueda
simultanear todos los aspectos psicologicos que se ponen
en juego en matematicas: abstraccion, representacion,
formacion de conceptos, induccion y visualizacion.

Una vision holistica del grafico favorece la formacion de la
imagen de area bajo una curva y la de integral si se procede
posteriormente al andlisis de sus partes, no como entidades
discretas, aisladas unas de otras, sino relacionadas en un
todo.

Se han identificado tres imagenes asociadas al concepto de
integral definida que hemos designado, al igual que en el
area, con los apelativos de primitiva, operativa y descripti-
va.

- Un estudiante manifiesta una imagen primitiva de la
integral si la asocia con una formula (b — a)-h que le
permite calcular areas de figuras “raras”. Corresponde
a estudiantes con una imagen primitiva del area 'y que
no han construido una imagen especifica de integral



ni de 4rea bajo una curva, pero que, con la ayuda del
ordenador y la formula, pueden calcular el area bajo
la curva con f'(x) > 0. Esto no les permite transferir
a otros contextos en que la resolucion del problema
pasa por identificar con el area bajo la curva. La
unica evolucidon observada es que ahora admiten la
existencia del area para figuras curvilineas, pero solo
de una forma instrumental, no a nivel conceptual del
area, y esto porque ya poseen una férmula para calcu-
larla.

- Una imagen operativa corresponde a aquellos es-
tudiantes que han construido alguna imagen men-
tal de la integral, pero como sinénimo de area. No
han integrado todos los elementos subyacentes al
concepto de integral en este solo concepto, aunque,
considerados aisladamente, sabe de su existencia.
Efectiian el paso al limite a nivel de percepcion vi-
sual, pero saben de la necesidad de alcanzar ese limite
para determinar realmente el area pedida. Pueden
calcular correctamente areas bajo curvas con f(x) >0
y transferir a otros contextos.

- Una imagen descriptiva de la integral corresponde a
aquellos estudiantes que pueden dar una descripcion
verbal de lo que entienden por integral articulando
perfectamente la informacion figural, simbdlica y
semantica, y consiguiendo integraren el concepto todos
los subconceptos subyacentes y los procedimientos
de calculo. Se mezcla en ellos la vision geométrica
con la numérica, efectuando el paso al limite tanto a
nivel de percepcion visual como numérico. Pueden
calcular correctamente cualquier area bajo una curva
y transferir correctamente a otros contextos.

7. Para poder tener una imagen descriptiva de integral es
necesario que el estudiante haya desarrollado el concepto
de area como magnitud, admita la divisibilidad infinita de



52

un segmento y la existencia del limite, y pueda tener una
vision holistica del grafico.

8. Los estudiantes que parten de la premisa falsa de que el
continuo estd formado por elementos indivisibles tienen
dificultades para reconocer y calcular el area bajo la curva
velocidad como el espacio recorrido; no asi los que recurren
a una relacion funcional entre las tres variables: e = v - t. Es
indudable que el acercamiento a la integral como medida del
area de un rectangulo congruente con la region curvilinea
permite una transferencia inmediata a esta relacion, ya que
asocian el tiempo con la base y la velocidad con la altura.

9. Este enfoque de la integracion favorece la transferencia al
contexto probabilistico, ya que, al existir enlos estudiantes un
sustrato natural intuitivo para las nociones de probabilidad,
han asociado lamedida de los puntos del dominio con su area
sin realizar ningin razonamiento explicito, evidentemente.

10. Observamos dos tendencias distintas en los estudiantes al
tratar de justificar las propiedades de las integrales: unos
eligen los numeros que determina la medida del &rea, y otros,
las regiones cuya area hay que determinar. Los primeros
deducen de la relacion numérica, obteniendo, al resolver
las integrales, la relacion entre las mismas; los segundos,
hallan la relacion entre las integrales de la relacion entre
las regiones cuya area hay que determinar. Los primeros
solo pueden obtener esas relaciones en casos concretos y
experimentales; los segundos pueden obtener las relaciones
en casos generales.

7. Posibles implicaciones didacticas de la investigacion

A partir de las conclusiones establecidas en la presente
investigacion se pueden extraer ciertas implicaciones didécticas,
que abarcan cuestiones relacionadas con el disefio y secuenciacion
del curriculum, asi como metodoldgicas, tanto para el aprendizaje



del area como de la iniciacion al aprendizaje del calculo
infinitesimal.

Las conclusiones avalan nuestra eleccion didactica asi como
nuestra hipotesis de trabajo.

De la lectura cuidadosa de las mismas deducimos la
necesidad de una fase previa de caracter experimental antes de
pretender formalizar los conceptos de célculo infinitesimal.
La etapa de aprendizaje llevada a cabo en este trabajo podria
constituir el primer eslabon del aprendizaje del calculo, si bien no
podemos considerarla como un proyecto de ensefianza desde el
momento en que en los problemas so6lo contemplamos funciones
polindmicas. Seria preciso ampliar el conjunto de funciones,
incluyendo las definidas en dominios divididos, y diversificar los
contextos problematicos.

Las conclusiones hablan, asimismo, de la necesidad de
un aprendizaje que les ayude a diferenciar el caracter dual que
atribuyen a los objetos matematicos, y que es una de las grandes
dificultades que existen para que los estudiantes modifiquen sus
intuiciones. Es precisa una estimulacion que provoque discusion
sobre el infinito y los limites mucho antes de que éstos sean objeto
de examen para el estudiante.

Es recomendable que el profesor tenga una idea clara de
la situacion del estudiante en lo referente a las imagenes del
concepto del area, ya que pretender crear una imagen del concepto
de integral en estudiantes con una imagen primitiva del area es
como predicar en el desierto.

Igualmente, seria muy conveniente conocer la situacion de
los estudiantes en cuanto a su habilidad para visualizar, lo que
permitiria al profesor tomar conciencia de si éstos son realmente
capaces de interpretar correctamente las representaciones grafi-
cas utilizadas frecuentemente como apoyo de las explicaciones
de diversos conceptos.

Por ultimo, una conclusién que parece muy clara en este
trabajo es que la introduccion a los conceptos via la resolucion de
problemas que han estado en el origen del concepto logran realzar

33



54

la formacion del mismo. Utilizar simultaneamente modos visuales
y analiticos favorece establecer relaciones entre ellos, y aqui es
donde el ordenador ayuda poderosamente a este tratamiento.

Este aprendizaje inicial permite procesar en profundidad
y ser bien recordado. Se forma una estructura cognitiva estable
sobre la que se podria construir un desarrollo posterior de las
habilidades, y seria interesante tratar de ver la influencia que el
aprendizaje de los algoritmos del calculo de limites, derivadas y
primitivas tendrian en la evolucion de las imagenes de concepto
de estos estudiantes. Pero este problema constituye por si solo
tema para otra tesis.
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