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Resumen: En este documento se muestran las dificultades para seleccionar una de-
finicion de limite infinito de sucesiones entre profesores. Estas dificultades estan pro-
piciadas por el efecto que el término divergencia ocasiona en dichas definiciones. Las
dificultades, mostradas a través de una consulta a expertos, estan presentes tanto en pro-
fesores como en autores de libros de texto y en este documento se muestran ejemplos de
las mismas. Se aporta ademds una nueva acepcion de sucesion divergente y se prepara
el camino para un estudio posterior de la definicion seleccionada.
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Infinite limit of sequences and divergence

Abstract: In this paper we show the difficulties in choosing a definition for the infi-
nite limit of sequences among teachers. These difficulties are caused by the effect that
the divergence term causes in these definitions. The difficulties, shown after an expert
consult, are present both in teachers and books authors and, in this document, exam-
ples about these difficulties are given. We also provide a new meaning for divergent
sequence and we clear the path for the subsequent phenomenological study of the cho-
sen definition.
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1. INTRODUCCION

En el presente articulo mostramos la falta de homogeneidad en la definicion del tér-
mino “divergencia”. El resultado obtenido a partir de la realizacion de dos cuestionarios,
realizados a matematicos en el que se buscaba una definicion correcta y aceptada por
la comunidad matematica del limite infinito de una sucesion, muestra la diversidad de
acepciones del término divergencia entre los encuestados y las dificultades que esto ori-
gina para la seleccion de la citada definicion.

El documento se compone de seis apartados. En el primero realizamos una introduc-
cién y presentacion de los objetivos del presente documento. En el segundo, denominado
antecedentes, realizamos una seleccion de autores que han realizado investigaciones del
limite de una sucesion y del concepto de divergencia, desde una perspectiva didactica. El
tercer apartado, llamado primer cuestionario a expertos (en adelante Cuestionario 1), lo
dedicaremos a presentar y analizar los resultados obtenidos en un cuestionario a profesores
de Educacion Secundaria Obligatoria, Bachillerato y Universidad. En dicho cuestionario
presentamos 6 definiciones del limite infinito de sucesiones, obtenidas de manuales uni-
versitarios, con el fin de detectar las dificultades y discrepancias de notacion y definicion
empleados, que pudiesen dificultar la seleccion de la definicion buscada. Ademas, sefiala-
remos la influencia que el uso del término divergencia tiene en la seleccion de la definicion
de limite infinito. En el cuarto apartado, denominado divergencia en libros de texto, anali-
zaremos algunas definiciones de diferentes autores y como algunas de ellas son presenta-
das en los libros de texto de Educacion Secundaria Obligatoria, Bachillerato y Universidad
comprendidos entre los afios 1969 y 2016. En el quinto apartado, denominado segundo
cuestionario a expertos (en adelante Cuestionario 2), repetimos las acciones realizadas en
el Cuestionario 1 pero obviando el término divergencia para que no interfiriese en el resul-
tado final de nuestro formulario. Dicho cuestionario se compuso de 5 definiciones obte-
nidas de manuales universitarios y libros de texto de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato. En el ultimo apartado expondremos las conclusiones y perspectivas futuras.

En los Anexos I y II se encuentran los dos cuestionarios enviados a los expertos, y en el
Anexo [I1las puntuaciones obtenidas por cada una de las definiciones en ambos cuestionarios.

Los objetivos de este articulo son los siguientes:

1. Seleccionar una definiciéon de limite infinito de una sucesion para un posterior
estudio.

2. Mostrar las dificultades en la uniformidad sobre la nocioén de divergencia en los
profesores cuando trabajan con sucesiones con limite infinito.

3. Seialar las dificultades que tienen los autores de manuales universitarios y de li-
bros de texto de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato para adoptar
una definicion comun sobre el término divergencia, cuando éste es usado en suce-
siones con limite infinito.

2. ANTECEDENTES

Esta investigacion comienza con el estudio de las dificultades puestas de manifiesto
en el aula sobre la nocion de limite infinito de sucesiones en nuestra experiencia como
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docentes, asi como con la definicion de divergencia y las clasificaciones que se dan de
las sucesiones con limite infinito, categorizadas de manera diferente segiin algunos de
los autores de libros de textos de matematicas y manuales universitarios que hemos con-
sultado (véase Rey Pastor, 1969; Spivak, 1975; Pozniak, 2000).

Son muchos los autores que se han ocupado del estudio del limite y del infinito, sefia-
lando sobre todo las dificultades en torno a su comprension. Del estudio del limite destaca-
mos los trabajos realizados por Davis y Vinner (1986), Sierpinska (1990), Mamona-Downs
(2001), Sacristan (2003), Hitt (2003) y Morales et al. (2013). Mientras, del estudio del infi-
nito destacamos los trabajos realizados por Salat (2011) y Belmonte y Sierra (2011).

Segtin Morales et al. (2013) el concepto de limite tiene un papel muy importante en
la comprension de la mayor parte del contenido de las areas de Calculo y de Analisis
Matematico. Identifican y caracterizan las dificultades en torno al concepto de limite
infinito que desarrollan los estudiantes cuando lo analizan y lo interpretan en distintas
representaciones. Ademas, observan que la mayoria de las investigaciones llevadas a
cabo han estado centradas en el limite finito, ante escasos estudios de limite infinito.
Consideran que es fundamental investigar sobre cada limite de manera particular. En
el caso que nos ocupa, sefialamos por lo tanto la importancia de estudiar el limite infi-
nito de sucesiones.

En el limite infinito sobresale la dificultad del concepto de infinito el cual es necesa-
rio comprender para poder asimilar el limite infinito de una sucesion. Es la teoria APOS,
comenzada por Dubinsky en 1991, la que realiza la primera investigacion del desarrollo
de la comprension de los estudiantes del concepto matematico de infinito, apoyandose en
el estudio de los esquemas. Dependiendo de la edad del alumno, el concepto matematico
de infinito es interpretado de distinta forma. La teoria APOS, segun Weller et al. (2004),
puede proporcionar una explicacion de como las personas conciben el infinito. Este es el
primer paso hacia el desarrollo de estrategias pedagdgicas destinadas a ayudar a los estu-
diantes a comprender y aplicar los tipos de transformaciones necesarias para la solucion
de varios problemas que involucran al infinito.

Nuifiez (1993) se ocup6 del estudio de la construccion de los procesos infinitos por los
nifios de 9 a 14 afios, todos en términos de infinito potencial, razon por la que afirma que
el infinito actual no se plantea antes de cumplir los 15 afios.

Hitt (2003) sefial6 la necesidad de iniciar una discusion entre profesores de secun-
daria acerca del infinito potencial y el infinito actual, debido a la necesidad de introdu-
cir conceptos que involucran ambos términos. En nuestro caso, en el limite infinito de
sucesiones se encuentran presentes ambos infinitos pero es este ultimo el que presenta
mas dificultades y es por lo tanto en el que mas debemos incidir cuando se trabaje con
los alumnos.

Este concepto de infinito actual fue sefialado por Hauchart y Rouche (1987) quie-
nes encontraron que estudiantes de 12 a 18 afios parecian tener un concepto de infi-
nito actual, cuando trabajaban el concepto de limite, tanto en sucesiones como en series
infinitas.

Ademas del punto de vista del alumno, el concepto de limite se ha abordado desde
el punto de vista del profesor. En este caso sefialamos el trabajo de Espinosa y Azcarate
(2000) en el que se analiza la labor de dos profesores cuando tienen que ensefar el con-
cepto de limite o el trabajo de Sanchez (2012) la cual realiza perfiles fenomenologicos
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de los profesores dependiendo de los fenomenos que usan estos cuando tienen que ense-
fiar el limite finito de una funcién en un punto.

Tras abordar las investigaciones previas, nos ocupamos de la seleccion de una defi-
nicién de limite infinito de una sucesion para un posterior estudio, tal y como ya hicie-
sen Claros (2010) y Sanchez (2012) en la eleccion de una definicion, correcta y aceptada
por la comunidad matematica, del limite finito de una sucesion y del limite finito de una
funcion en un punto respectivamente. Esta seleccion es abordaba a través de una con-
sulta a expertos, un instrumento 1til de recogida de datos como ya se sefial6 en Claros,
Sanchez y Coriat (2013).

Para la realizacion de dicha consulta a expertos tomamos como referencia los manua-
les de analisis mas conocidos, como son: Spivak (1975), Bartle (2000), Pozniak (2000),
Rey Pastor (1969) y Pestana (2007).

3. PRIMER CUESTIONARIO A EXPERTOS

En la busqueda por encontrar la definiciéon mas aceptada por la comunidad mate-
matica sobre el limite infinito de una sucesion, realizamos un cuestionario a expertos
en educacion matematica (Ver Anexo I). La muestra estuvo formada por 5 profeso-
res de Educacion Secundaria y Bachillerato y 4 profesores universitarios, todos ellos
con entre 5 y 35 afios de experiencia docente. Cada profesor debia atribuir el orden
de idoneidad a las 6 definiciones propuestas: un “1” en la que considerase mas ade-
cuada desde un punto de vista matematico, un “2” a la que siga en adecuacion, etc.,
hasta llegar al “6”, que se reservaria para la menos adecuada. Ademas, debia atribuir
un “0” a las redacciones que no pudieran considerarse como definiciones o no fue-
ran adecuadas.

El primer cuestionario estuvo formado por las definiciones dadas por los siguien-
tes autores en manuales universitarios: Bradley G.L. y Smith K.L. (1998), Diaz Mo-
reno J.M. (1998), Baenas Tormo T., Martinez de Santiago C. (2007), Brinton Thomas G.
(2005), definicién con errata y Pestana D.,(2007). Todas ellas se pueden encontrar en el
anexo I, donde aparece completo el Cuestionario 1.

Durante el analisis se observo que las definiciones donde se encontraba el término di-
vergente o divergencia, distorsionaban el orden de seleccion por parte del profesorado,
llegando a obtener una misma definicion el valor “1”, en el caso de que el profesor estu-
viese de acuerdo con el significado otorgado a la divergencia, o un “0 en el caso de con-
siderarla erronea.

A cada profesor se le atribuyo el nombre de Experto y se le acompafio de la expre-
sion “x.17, donde “x” es un namero del 1 al 9, donde cada uno representa uno de los 9
profesores de la muestra y “1” en referencia a que nos encontramos en los resultados del
Cuestionario 1. Utilizamos esta nomenclatura para preservar el anonimato del experto
durante todo el analisis de datos.

Mostramos a continuacion algunas de las respuestas textuales a una de las definicio-
nes del Cuestionario 1, donde se observa la dificultad con el término divergente.

Experto 1.1: ja, e R?(n e N? Considera que es redundante la afirmacion:”En tal caso
también se dice que la sucesion {a,} es divergente”(ver figura 1).
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Diremos que {a, } tiene por limile +oc, o que {a, } diverge a +o0, y lo repre-
sentaremos mediante lim a,, = +00 si VM € R.3 ng € N/a,. > M ¥n > no.
n-—*00

En tal caso también se dice que la sucesion {a, } es divergente.

Figura 1. Fragmento Baenas Tormo T., Martinez de Santiago C. (2007).

Experto 3.1: “El termino divergente es ambiguo, ;cémo se denomina a {x,} si

lim a, =—eo ),

n->—co

Experto 4.1: “Que sea divergente no es lo mismo que el limite sea +o0”.

Mientras que para unos expertos la definicion es redundante, para otros el término di-
vergente es ambiguo o erroneo. Esto lleva a distorsionar los resultados finales del Cues-
tionario 1, donde la aceptacion o no del término divergente implica la aceptacion o no de
la definicion del limite infinito, sin considerar la verdadera adecuacion de dicha defini-
cion que es verdaderamente lo que nos preocupaba.

Dada la falta de uniformidad que encontramos en las respuestas dadas por los pro-
fesores en las respuestas al Cuestionario 1, debido sobre todo a las dificultades con el
término divergencia que aparecia en algunas definiciones presentadas, decidimos bus-
car la definicion de dicho término en libros de texto y manuales universitarios con el
fin de afiadirla a un nuevo cuestionario que deberia eliminar todo atisbo de dudas en el
profesorado.

4. DIVERGENCIA EN LIBROS DE TEXTO

En la busqueda de la definicion de divergencia seleccionamos 5 autores de manuales
universitarios que definian el término divergencia o sucesion divergente: Spivak (1975),
Bartle (2000), Pozniak (2000), Rey Pastor (1969) y Pestana (2007), asi como los libros
de texto de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato de Gonzalez, Llorente y
Ruiz (1995), Célera, Oliveira, Garcia y Santaella (2008), Vizmanos y Anzola (2003),
Vizmanos, Hernandez, Alcaide, Moreno y Serrrano (2011).

En Spivak (1975, p.553) y Bartle (2000, p.54) se definia como una sucesion diver-
gente a la que no es convergente. Previamente el autor habia definido como sucesion
convergente aquellas que tenian limite finito. En este caso, serian sucesiones divergen-
tes tanto las sucesiones de limite infinito, como aquellas que carecen de limite. Mostra-
mos, a modo de ejemplo, un fragmento escaneado extraido de libro de Bartle (2000) que
refleja lo anteriormente expuesto (figura 2):

Para las sucesiones que nos ocupan, las de limite infinito, estas no seran considera-
das por Bartle como sucesiones con limite, es decir convergentes, y, por tanto, las clasi-
ficara como divergentes (figura 3).

Otra definicién de convergencia, es la del matematico Pozniak (1982,p. 54), que
admite que una sucesion de limite infinito pueda tener limite, y, por consiguiente, ser
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3.1.3 Definition A sequence X = (x_) in R is said 1o converge to x € R, or x is said to
be a limit of (x_), if for every £ > 0 there exists a natural number K(g) such that for all
n = Kig), the terms x, satisfy |x, — x| < &.

If a sequence has a limit, we say that the sequence is convergent; if it has no limit, we
say thal the sequence is divergent.

Figura 2. Fragmento Bartle (2000, p.54).

3.2.8 Examples (a) The sequence (n) is divergent.

(b) The sequence ((—1)") is divergent.

If n is an odd natural number withn > X, this gives | — 1 —a| < 1,sothat -2 <a < 0.
(Why?) On the other hand, if n is an even natural number with n > K, this inequality
gives |1 —a| < 1 so that 0 < @ < 2. Since a cannot satisfy both of these inequalities,
the hypothesis that X is convergent leads to a contradiction. Therefore the sequence X is
divergent.

Figura 3. Fragmentos Bartle (2000, p.64).

**+) Notemos que las’sucesiones infinitas se denominan a veces sucesiones
convergentes hacia el infinito. Por eso, si la sucesién {z, ) es infinita, se escribe
simbélicamente asi:

lim r, = oo.

n-oo
Si los elementos de Ia sucesion infinita tienen, partiendo de un nimero, un signo
determinado, se dice que la sucesion {z )} converge hacia el infinito de signo
doeterminado. Esto se escribe simbdlicamente del modo siguiente:

lim 1z, = + o0, hm 2z, = — .
N--o00 n-s oo

Figura 4. Fragmento Pozniak (2000, p.58).

convergente. Segun este autor las sucesiones de limite finito son sucesiones convergen-
tes y las sucesiones de limite infinito (+o0 6 —0) son convergentes a infinito de signo de-
terminado (figura 4).

Mostramos a continuacion un ejemplo de sucesion convergente a infinito de Juan
Carlos Gorostizaga dado que en Pozniak (2000) la definicién no viene acompafiada de
ningln ejemplo (figura 5).

Pozniak no aclara que ocurre con la sucesion x, = (—1)" - n, pero dada su definicion de
sucesiones convergentes hacia el infinito parece que ésta quedaria clasificada como tal.

Una tercera acepcion de convergente y divergente es la de sucesion oscilante, pro-
puesta por Rey Pastor (1969, pp.274-275).
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> A

»

1) fm(x,) =40 — VA>0 PeN ,x

Es decir. los términos de la sucesion (para valores de » altos) pertenecen al entorno de infinito.

Como ejemplo considérese la sucesion de nimeros pares:

2n)=2.4.6.8.10, ... 10000000. .......

Figura 5. Fragmento web Juan Carlos Gorostizaga (Manual Escuela Técnica Superior de Nautica
y Maquinas Navales).

EJEpPro 2: La sucesion oscilante 1, 2, %, 8, 3, 4, %, ...,

Figura 6. Fragmento Rey Pastor (1969, p.277).

Algunos auntores llaman divergentes a las sucesiones no convergentes
a un limite finito. Nosotros seguiremos la nomenclatura miés precisa que
hemos expuesto.

Figura 7. Fragmento Rey Pastor (1969, p.275).

Pastor considera que con esta tercera categoria, las sucesiones oscilantes, solu-
ciona uno de los problemas que tenian Bartle y Pozniak con algunas sucesiones. Para
¢l son convergentes las sucesiones que tienen limite finito, divergentes las que tie-
nen limite infinito (+o0 6 —©) y oscilantes las que carecen de limite finito e infinito
(figura 6).

El autor hace alusion a otras definiciones, que hemos presentado anteriormente
(figura 7).

Con la nueva definicion de convergente, divergente y oscilante, nos realizamos la si-
guiente pregunta /la sucesion x, = (—1)" - n es convergente, divergente u oscilante?

Considerando que la sucesion x, = (—1)" - n no tiene limite finito, ni infinito, Rey Pas-
tor desecharia la clasificacion de Pozniak, ya que x, = (—=1)" - n no tiene limite finito, y
por tanto no es convergente y desecharia la clasificacion de Bartle de considerarla diver-
gente ya que no tiende infinito.

Pese a su definicion de divergencia, para Rey Pastor la sucesion x, = (—1)" - n es di-
vergente por tener limite infinito (figura 8).

Pastor considera mas infinito y menos infinito como infinito, de ahi la ambigiiedad
que pueda existir entre divergente y oscilante en alguna de las sucesiones.
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diremos que tie-
ne lmite infinito, y escribiremos:
Ifm a, = o, 0 bien: a, » o,
n—>x
EJEMPLO 6:
B 2 3 10 19 6 —n" 6 —n*
» { B P S ¥ maey ) ey 1Iim =0
1 2 3 4 B n m=300 R
7 10 16 22 31 6 4+ n* 64+
* 1 " » y eep 'y ane s Iim = } @,
1 2 3 4 ] n 0 n
—2 4, —B, 16, —82.., (—2)%..; lm (—2)*= o0,
n—ro

Figura 8. Fragmentos Rey Pastor (1969, p.274).

Definicién 15.3. Decimos que
lim a, =00,
n=+o0

si para todo M € R eziste un N € R tal que a, > M, si n > N. Decim
que

lim a, = —00,
n—+o0

si para todo M € R eziste un N € R tal que a, <M, sin> N.

Figura 9. Fragmento Pestana (2007, p.436).

A estas diferentes acepciones del término divergencia que hemos encontrado tene-
mos que sumar una mas dada por Pestana (2007, pp.435-436). Este autor propone una
nueva definicion de sucesion divergente, basada en la definicion de Rey Pastor y que es
actualmente muy utilizada en los libros de texto de Educacion Secundaria y Bachillerato.

Una sucesion es divergente cuando no se acerca a ninguin punto finito. Para evitar
dudas de la no existencia del limite afiade que una sucesion que diverge puede que tenga
limite infinito 0 menos infinito, aclarando, ademas, ambos términos (figura 9).

Idéntica definicion toman algunos libros de texto de Bachillerato, (Colera J., Oliveira
M.J., Garcia R., Santaella E., 2009,p.58, Ed. Anaya), (Avellanas L., Garcia J.C., Mar-
tinez C. ,1996, p.256, Ed. McGraw Hill), (Anzola M., Vizmanos J.R., 2003, p.178, Ed.
SM) (figura 10).

Diremos que +o (-0) es punto de acumulacién de una sucesion a,, as, as, ... d,, ... Si
hay términos positivos (negativos) arbitrariamente grandes (pequefios), es decir, si para
todo M > 0, por grande que sea, hay términos a,> M (tt> —M). (Avellanas L., Garcia J.C.,
Martinez C., McGraw Hill 1996, p.256)
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La sucesion siguicnte

1, -2, 3 -4 5 -0,7, 8 ., a,=D"!n

5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

no se acerca a ningin nimero, ni tiende a +e= (porque los términos pa-
res son negativos) ni a —e= (porque los términos impares son positi-
vos). Por tanto, no tiene limite.

Hay muchas sucesiones que no tienen limite finito ni infinito (a veces se
las llama sucesiones oscilantes).

Figura 10. Fragmento Colera J., Oliveira M.J., Garcia R., Santaella E. (2009, p.58, Ed. Anaya).

8 Marcando en la recta real varios términos de las siguientes sucesiones, com-
prenderds por qué decimos que «oscilan» entre sus puntos de acumulacién.

(a —-1,1,.,—1,1,.,cona,=(—1)"tiene dos puntos de acumulacién: —1y 1.
(o) 0,1,0,20, 3,0, 4, .. tiene puntos de acumulacién 0 y + co.

(c) —1,1, —2,2, —3,3, —4, 4, .. tiene puntos de acumulacién + o0 y — oo.

Figura 11. Fragmento Avellanas L., Garcia J.C., Martinez C. (McGraw Hill 1996, p.256).

Llamar puntos a +o0 y -co, como utiliza este libro de texto, es un abuso del lenguaje.
Pese a que en algunos paises y algunos manuales espafioles los llaman puntos de la recta
real completa, nosotros los consideraremos de la forma estandar, es decir que no seran
puntos de la recta real.

A continuacion resumimos todas las posibles definiciones de divergencia matema-
tica encontradas, en cuatro diferentes acepciones y anadimos la que consideraremos de
aqui en adelante en nuestra investigacion (Arnal, Claros, Sanchez y Baeza). Las sucesio-
nes de limite finito las consideraremos convergentes, al igual que lo hacen todos los au-
tores estudiados.
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Tabla 1. Definiciones de divergencia

X,=1/n X,=n X,=(-1)"n X, =(-1)"
Bartle Convergente | Divergente Divergente Divergente
Convergente a
Pozniak Convergente | infinito de signo | Convergente a infinito | Divergente
determinado
Rey Pastor | Convergente | Divergente Oscilante/divergente | Oscilante
Pestana Convergente | Divergente Oscilante Oscilante
Arnal-Cla- . . . .
, . Ni convergente, ni Ni convergente, ni
ros-Séan- Convergente | Divergente . .
divergente divergente
chez-Baeza

Respecto a nuestra definicion de divergencia sefialamos lo siguiente:

e Las sucesiones de limite infinito (+o0 ¢ -o0), las clasificaremos como divergentes,
al considerar que estas sucesiones si tienen limite, pero este es infinito. Por tanto,
la definicion de una sucesion divergente buscada inicialmente sera equivalente a
la de limite infinito de una sucesion.

e Las que no tienen limite, no las consideraremos ni convergentes, ni divergentes.

No consideraremos en nuestro estudio los limites de las subsucesiones contenidas
en la sucesion inicial, y por tanto no existird su limite. Esta consideracién ha sido to-
mada por el contexto en el que nos encontramos, siendo estos los limites estudiados
en secundaria.

5. SEGUNDO CUESTIONARIO A EXPERTOS

Tras comprobar que el uso del término divergencia, en ninguna de sus acepciones
ayudaria a la eleccion de la definicion de limite infinito de una sucesion, y que las difi-
cultades observadas en los profesores también se reproducian en los autores de libros de
texto, decidimos eliminar dicho término del segundo cuestionario que elaboramos y que
abordamos a continuacion. (Ver Anexo II).

En el segundo cuestionario que se elabord se tuvieron en cuenta las siguientes
consideraciones:

* Se buscaron en los libros de texto y manuales universitarios definiciones que no

empleaban el término divergencia,

¢ Seeliminaron las definiciones que habian sido rechazadas en el primer cuestionario.

e Se tomaron 5 definiciones de manera que hubiera una amplia variedad sobre las

que los profesores pudieran elegir. Ver Anexo II.

La muestra a la que se administré el Cuestionario 2 estuvo formada por 5 profeso-
res de Educacion Secundaria y Bachillerato y 2 profesores universitarios. La forma de
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proceder para la evaluacion de este cuestionario fue la misma que para el Cuestionario
1. Un “1” significaba que dicha definicion era la mas adecuada desde un punto de vista
matematico, un “2” la que seguia en adecuacion, etc., hasta llegar al “5”, que se reserva-
ria para la menos adecuada. Ademas, los expertos podian atribuir un “0” a aquellas defi-
niciones que no consideraran adecuadas por algiin motivo.

Para mantener el anonimato del profesorado, se asigno en este cuestionario la nota-
cion x.2, siendo “x” un niimero comprendido entre el 1 y el 7. Cada niimero correspon-
dia a un experto que habia participado en la realizacion del Cuestionario 2 y el “2” hacia
referencia al cuestionario en el que estabamos trabajando.

Para obtener la puntuacion total obtenida para cada definicion invertimos el orden
dado por cada experto, “1” lo cambiamos a “17, “2” a “1/2”, “3” a “1/3”, “4” a “1/4” y
“5” a “1/5” y sumamos esta cantidad dada por todos los expertos. Todas las puntuacio-
nes pueden encontrarse en el Anexo II1.

Después de analizar los datos obtenidos al administrar el Cuestionario 2, pudo ob-
servarse que dos de las definiciones, Linés (1983) y Vizmanos et al. (2011), tenian una
buena aceptacion por parte de los profesores que conformaron la muestra. De hecho la
diferencia de puntuacion entre ambas definiciones es muy pequeila, asi mientras una
obtuvo 5 puntos la otra obtuvo 4+1/12. Esto unido al hecho de que lo libros de los di-
ferentes periodos educativos comprendidos entre 1969 y 2016 usaran el sistema de re-
presentacion verbal de manera preponderante y el sistema de representacion simbdlico
apenas tuviese presencia en el limite infinito de sucesiones, tanto en definiciones, como
en ejemplos, nos llevo a seleccionar como definicién la de Linés (1983) frente a la de
Vizmanos (2011).

Asi alcanzamos nuestro objetivo de poder seleccionar una definicion de limite infi-
nito de sucesiones para abordar su posterior estudio. La definicion seleccionada fue:

“Sea K un cuerpo ordenado, y {a,} una sucesion de elementos de K. La sucesion {a,}
tiene por limite “mas infinito”, si para cada elemento H de K, existe un niumero natural v, tal
que es a, > H, para todo n>v".

Pasamos a continuacion a describir las conclusiones obtenidas asi como las perspec-
tivas futuras que nos proponemos abordar.

6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS FUTURAS

Después de la realizacion del Cuestionario 1, el Cuestionario 2 y el analisis de las de-
finiciones de limite infinito de una sucesion y del término divergencia en libros de texto
de secundaria y manuales universitarios podemos concluir lo siguiente:

No existe uniformidad en el término divergencia, tanto en profesores como en auto-
res de libros de texto, y esto conlleva diferentes dificultades en su utilizacion. Se alcanza
el objetivo 2 inicialmente planteado después del estudio realizado de los autores: Bartle,
Pozniak, Rey Pastor y Pestana en el apartado 4.

Por este motivo se ha tenido que optar por las siguientes definiciones, para continuar
nuestro estudio: una sucesion es divergente cuando tiene limite mas infinito o menos
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infinito, una sucesion es convergente cuando tiene limite finito, y el resto de las sucesio-
nes seran clasificadas como sucesiones ni convergentes, ni divergentes.

El empleo, al mismo tiempo de los términos sucesion divergente y limite infinito de su-
cesiones no facilita la comprension de los mismos. Este hecho es constatado en profesores,
a través del Cuestionario 1 en el que el uso del término divergencia distorsioné completa-
mente la eleccion de la definicion de limite infinito de sucesiones. Muestra de ello son al-
gunos de los ejemplos mostrados en el aparado 3, alcanzando asi el objetivo 3 propuesto.

Como consecuencia de esto nos vimos obligados a redactar un Cuestionario 2 que
permitiera elegir una definicion de limite infinito de sucesiones correcta y aceptada.

Finalmente, se ha seleccionado una definicion de limite infinito de una sucesion, al-
canzando el objetivo 1, después de observar que no todas las definiciones que aparecen o
han aparecido en los libros de texto son aceptadas por los profesores. La definicion con-
siderada, después de dos cuestionarios corresponde a Linés (1983). Esta definicion sera
la que nos permitira continuar con las siguientes investigaciones.

Debemos indicar que entre las tareas de investigacion pendientes se encuentra el ana-
lisis de las dificultades que los alumnos pueden presentar después de encontrar en sus
libros de textos y en sus profesores, diferentes acepciones de sucesiones divergentes.
Ademas el siguiente paso es realizar un estudio fenomenolédgico de la definicion selec-
cionada siguiendo a Freudenthal (1983).
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ANEXO I!

DEFINICIONES

PUNTUACION

Definicion 1

lim a, = +oo significa que, para todo numero real A, se verifica que

n->+eo

a, > A para todo n suficientemente grande.

Definicion 2
Una sucesion real (x,) es divergente y escribimos lim x,=eo si para todo
n->+o0

k> 0 existe m €N tal que |x,| > k para todo n > m.

Definicion 3
Diremos que {a,}tiene por limite + o0, 0 que {a,} diverge a + o, y lo
representamos mediante lim @, =+oosi VM e R, Anye N| a,> M,V

n->+oco

n 2> ny En tal caso también se dice que la sucesion {a,} es divergente.

Definicion 4

La definicion {a,} diverge a infinito si para todo nimero M existe un
entero N tal que para todo n mayor que N, @, > M. Si se cumple esta
condicion, escribiremos lim a, =+ 0 @, —>+00,

n>+oo

Definicion 5
Escribimos x,, —+00 y decimos que la sucesion {x,} tiende a + oo si
para cada ¢ € R existe N € N tal que d (x, ¢) > 0 para todo n > N.

Definicion 6
Decimos que lim @, =+oo si para todo M € R existe un N € R tal que

a,>Msin>N.

1. Pese a no encontrarse en el primer cuestionario, senalamos las referencias bibliograficas de cada una

de las definiciones.

Definicion 1: Bradley G.L., Smith K.L. (1998). Calculo de una variable. Ed. Prentice Hall

Definicion 2: Diaz Moreno J.M. (1998). Introduccion a la topologia de los espacios métricos. Ed. Uni-

versidad de Cadiz

Definicion 3: Baenas Tormo T., Martinez de Santiago C. (2007). Célculo de variable natural. Ed. Club

Universiario
Definicion 4: Brinton Thomas G. (2005). Célculo. Ed. Pearson Education
Definicion 5: Zorich V.A. (2004) Mathematical Analysis 1. Ed. Springer

La definicion del cuestionario es una adaptacion y traduccion de Zorich (2004). En dicha definicion apa-

recia x,>c. Al copiar dicha definicion se cometi6 una errata ya que se habia sustituido x,>c por d(x,, ¢)>0

Definicion 6: Pestana D., Rodriguez J.M., Romera E., Touris E., Alvarez V y Portilla A. (2000). Curso

practico de Calculo y Precalculo. Barcelona. Arial Ciencia
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ANEXO II?

DEFINICIONES

PUNTUACION

Definicion 1
lim a, = +oo significa que, para todo nimero real A, se verifica que a, > 4

n>+oo

para todo n suficientemente grande.

Definicion 2

Sea K un cuerpo ordenado, y {a,} una sucesion de elementos de K. La
sucesion {a,} tiene por limite “mas infinito”, si para cada elemento H de
K, existe un numero natural v, tal que es a, > H, para todo n > v.

Definicion 3
lim a, = +o0 < VM>0se puede encontrar un n, € N tal que si n > ny =

n->+oo

a,>M

Definicion 4
El limite de una sucesion es oo, lim s =o0 & Podemos conseguir que s, sea

n-+oo

tan grande como queramos dandole a n valores suficientemente grandes.

Definicion 5

Decimos que lim a, = +eo, si para todo Me R existe un NeR tal que a,> M
n->+oco

sin>N.

2. Pese a no encontrarse en el segundo cuestionario, sefialamos las referencias bibliograficas de cada una

de las definiciones.

Definicion 1: Bradley G.L., Smith K.L. (1998). Cdlculo de una variable. Ed. Prentice Hall.

Definicion 2: Linés E. (1983). Principios de Analisis Matematico. Ed. Reverté.

Definicion 3: Vizmanos J.R., Hernandez J., Alcalde F., Moreno M., Serrano E. (2011). 2° Bachillerato.

Ed. SM.

Definicion 4: Colera J., Olivera M.J., Fernandez S. (1997). 2° Bachillerato LOGSE. Ed. Anaya.
Definicion 5: Pestana D., Rodriguez J.M., Romera E., Touris E., Alvarez V y Portilla A. (2000). Curso

prdactico de Calculo y Precdlculo. Barcelona. Arial Ciencia.
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ANEXO III

Las siguientes puntuaciones fueron las obtenidas en el Cuestionario 1 y en el Cues-
tionario 2.

Cuestionario 1

Def. 1 Def. 2 Def. 3 Def. 4 Def. 5 Def. 6
Experto 1.1 1 0 12 1/3 0 1/4
Experto 2.1 172 0 1 1/5 0 1/6
Experto 3.1 1 0 0 1/4 12 1/3
Experto 4.1 1/6 0 0 0 0 1/6
Experto 5.1 1 0 1/2 1/3 0 1/4
Experto 6.1 1/4 1/3 1 172 1/6 1/3
Experto 7.1 1/5 1/4 1 12 1/6 1/3
Experto 8.1 1/5 0 12 0 1/4 1/3
Experto 9.1 1/3 0 1 0 1/4 172
Cuestionario 2

Def. 1 Def. 2 Def. 3 Def. 4 Def. 5
Experto 1.2 1/4 172 1 0 1/3
Experto 2.2 12 1 0 0 1/3
Experto 3.2 1/3 1 1/2 1/4 1/5
Experto 4.2 1/3 172 1 1/4 1/5
Experto 5.2 0 1 1/3 0 12
Experto 6.2 1/3 0 1 0 172
Experto 7.2 12 1 1/4 0 1/3

Total 2+1/4 5 4+1/12 172 2+2/5
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