MISCELANEA

Epsilon - Revista de Educacion Matematica 2014, Vol. 31(3), n° 88, 71-88

La extraccion de raices en el Tratado de
Mathematicas (1573) del bachiller
Juan Pérez de Moya

Vicente Meavilla Segui
Licenciado en Matematicas, Doctor en Filosofia (Pedagogia)
vmeavill@hotmail.com
Antonio M. Oller Marcén
Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza
oller(@unizar.es

RESUMEN: Si se atiende al numero de ediciones de algunas de sus obras y al volu-
men de su produccion, no cabe duda de que el bachiller Juan Pérez de Moya es el ma-
tematico espaniol mas notable del siglo XVI. En este articulo se analizan los contenidos
concernientes al topico «extraccion de raices» propuestos por el bachiller en el Tra-
tado de Mathematicas (1573) y se comparan con los que se desarrollan en textos de la
misma época. A la luz de esta comparacion, se pretende situar al matemdtico jienense
(en cuanto al estudio de las raices de niimeros naturales se refiere) en el lugar que le co-
rresponde dentro de la Matematica renacentista.

Palabras clave: Juan Pérez de Moya; siglo XVI; extraccion de raices; Aritmética; Tra-
tado de Mathematicas.

The extraction of roots in the Tratado de
Mathematicas (1573) of the bachelor Juan Pérez de
Moya

ABSTRACT: According to the number of editions of some of his works and to the vol-
ume of its production it is clear that the Bachelor Juan Pérez de Moya is the most out-
standing Spanish mathematician of the sixteenth century. In this paper we analyze the
contents concerning the topic «extraction of rootsy» (Tratado de Mathematicas, 1573)
and we compare them with those developed in texts from the same period of time. In
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light of this comparison, it is expected to place the Spanish mathematician (as for the
study of the roots of natural numbers is concerned) in his right place within Renaissance
Mathematics.

Keywords: Juan Pérez de Moya; Sixteenth century; extraction of roots, Arithmetic, Tra-
tado de Mathematicas.

1. INTRODUCCION

Los datos biograficos sobre el bachiller Juan Pérez de Moya son escasos e incier-
tos (Meavilla, 2005). Naci6 antes del 1513, probablemente en 1512, en Santisteban del
Puerto (Jaén), tal como se indica en la portada de algunos de sus libros. Estudi6 en Sala-
manca y Alcala de Henares. En 1536 obtuvo una capellania en su pueblo natal y, ya muy
mayor, fue candnigo de la Catedral de Granada, ciudad en la que muri6 alla por el 1596.

Ademas de algunas obras de caracter religioso y mitologico, el bachiller escribi6 va-
rios libros de contenido cientifico-matematico en los que procurd divulgar los conoci-
mientos de su época utilizando un lenguaje cercano, claro, preciso y compresible. La
tematica de dichos textos transita desde los «libros de cuentas» hasta el algebra simbo-
lica («regla de la cosa»), pasando por la aritmética, geometria, filosofia natural, navega-
cion, geografia, astronomia y cosmografia.

A continuacién enumeramos sus obras de contenido cientifico:

1) Libro de cuenta, que trata de las quatro Reglas generales de Arithmetica prac-
tica, por numerosos enteros y quebrados y de reducciones de monedas destos
Reynos de Castilla, con un razonamiento sobre la misma facultad. Toledo, Juan
Ferrer,1554.

2)  Libro Segundo de Arithmetica, Que trata de proporcion, y regla de tres, y mone-
das, pesos antiguos, con otras cosas tocantes al arte menor y mayor. Salamanca,
Tuan Canoua, 1557.

3) Compendio de la regla de la cosa, o arte mayor. Burgos, Martin de Bitoria, 1558.

4)  Arithmetica practica, y specvlatiua. Salamanca, Mathias Gast, 1562'.

5) Arte de marear?, 1564.

6) Obra intitvlada fragmentos mathematicos. En que se tratan cosas de Geome-
tria, y Astronomia, y Geographia, y Philosophia natural, y Sphera, y Astrolabio,
vy Nauegacion, y Reloxes. Salamanca, luan de Canoua, 1568.

1. Rodriguez Vidal (1987, pp. 10-11), refiriéndose al nimero de ediciones de la Arithmetica practica, y
specvlatiua, afirma:
«Es claro que cuando un libro ha tenido durante mas de doscientos afos sucesivas ediciones para uti-
lizarlo como texto, no puede ser un libro indiferente a ninglin estudioso de la historia de nuestra cul-
tura. Este es el caso singular que ocurre con la Arithmetica practica, y specvlatiua del Bachiller Pérez
de Moyay.
2. Sobre este manuscrito de la Real Biblioteca del Monasterio de San Lorenzo de El Escorial, J. A. San-
chez Pérez (1929) afirma:
«Son unos apuntes, no completos, atribuidos a Pérez de Moya, escritos en 1564. Parecen la
preparacion de una obra que no termindy.
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7) Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica, Geometria,
Cosmographia, y Philosophia natural. Con otras varias materias, necessarias a
todas artes Liberales y Mechanicas. Alcala, Tuan Gracian, 1573.

8) Tratado de Geometria Practica, y Speculatiua. Alcala, Ivan Gracian, 1573.

9) Tratado de cosas de Astronomia,y Cosmographia, y Philosophia Natural. Al-
cala, Ivan Gracian, 1573.

10) Arithmetica de Moya, intitvlada manual de contadores. En que se pone en suma
lo que vn contador ha menester saber, y vn orden para los que no saben escreuir,
con oyrlo leer, sepan contar, y conuertir de memoria vnas monedas en otras.
Co(n) vnas tablas al fin en Guarismo, y Castellano para aueriguar con facilidad
las cue(n)tas de los reditos de los ce(n)sos, y juros, segu(n) vsan¢a de Espaiia, y
otros reynos. Alcald, Tuan Gracian, 1582.

11) Principios de Geometria, de que se pod(r)an aprouechar los estudiosos de artes li-
berales, y todo hombre que su officio le necessitare a tomar la regla y co(m)pas en
la mano. Con el orden de medir, y diuidir tierras. Madrid, Francisco Sanchez, 1584.

2. EL TRATADO DE MATHEMATICAS

Al referirse al Tratado de Mathematicas en qve se contienen cosas de Arithmetica,
Geometria, Cosmographia, y Philosophia natural, Picatoste (1891) se expresa en los si-
guientes términos:

«Esta obra suele estar encuadernada en dos o tres tomos con distinta portada,
dedicatoria y prologos, por lo cual se consideran como obras distintas y de esta manera
las vamos a examinar.»

El primer tomo se consagra a la Aritmética’, se desarrolla en setecientas cincuenta
y dos paginas y se estructura en diez libros*. El libro quinto (pp. 323 — 396), al que

3. Como indica el titulo, el tomo segundo se dedica a la Geometria y el tercero se ocupa de la Astrono-
mia, Cosmografia y Filosofia natural.
4. Los topicos matematicos a los que se consagra cada uno de ellos se indican al comienzo de la obra:
«LLo que se contiene en el primero tratado de Arithmetica
I Arithmetica, y Musica Speculatiua.
II)  Lasreglas, o Problemas generales del Arithmetica Practica.
III) Quebrados, o Fracciones Comunes, y Astronomicas.
IV) Reglas de tres, y compaiiias, y falsas posiciones, y finezas de Oro, y Plata, y reglas de testa-
mentos, y aprecios de joyas, &c.
V)  Rayzes de numeros.
VI) Prueuas de las Problemas, o reglas generales de Arithmetica.
VII) Reglas de Algebra, o de la Cosa, o arte mayor.
VIII) Demandas, o questiones, y secretos, o experiencias de numeros.
IX) Cuentas de memoria, para los que no saben escreuir, y reduziones de vnas monedas en otras.
X)  Monedas, y pesos antiguos, y characteres de numeros, y cosas de Reportorios de tiempo, y
Computo.»
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dedicaremos nuestra atencion en los paragrafos siguientes, trata de las raices de nlimeros
y se divide en doce capitulos®.

LIBRO QVINTO

defta obra, Trata de varias

rayzes de numeros.

Fig. 1. Titulo del libro quinto.

3. LAS FUENTES DEL LIBRO QUINTO

Antes de entrar en el analisis de los contenidos matematicos del libro quinto, nos pa-
rece oportuno presentar el catalogo de autores y obras citadas por Pérez de Moya al re-
ferirse a determinados asuntos de caracter aritmético y geométrico. En la tabla siguiente
se recogen los autores citados por Pérez de Moya junto con la pagina en la que lo hace.
También se incluye la obra en la que, posiblemente, se apoy6 para realizar la referencia.

Autor Obra Paginas en que se cita
Ptolomeo Almagesto 328
Euclides Elementos de Geometria 334, 338, 339, 341
Oroncio Fineo Protomathesis 334, 335

Arithmetica practica, libri quatuor

Nicolas Tartaglia | General trattato di numeri, et misure 334, 335, 395

Michael Stifel Arithmetica integra 395

5. Los asuntos tratados en cada uno de ellos se detallan en el «Summario de los capitulos, y articulos que
se contienen en el quinto libro desta obra que trata de rayzes de numeros» (pp. 323 — 325):

«Capitulo primero. En que se dize que cosa son rayzes en los numeros, y de varias differencias de rayzes.

Cap. 2. Trata de la rayz quadrada, tiene nueue articulos.

Capit. 3. Trata de numero Cubo, o Cubico, y de su rayz Cubica, tiene onze articulos.

Cap. 4. Trata de rayz quadrada, de rayz quadrada, tiene ocho articulos.

Capitulo 5. Trata de rayz relata, tiene seys articulos.

Cap. 6. Trata de rayz censicubica, tiene ocho articulos.

Capitulo 7. Trata de segundo relato, y de su rayz segunda relata, tiene seys articulos.

Capitulo 8. Trata del censo, de censo, de censo, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 9. Trata de numero Cubo de Cubo, tiene seys articulos.

Cap. 10. Trata de censo relato, y de su rayz, tiene seys articulos.

Capit. 11. Trata del numero tercero relato, tiene seys articulos.

Capit. 12. Muestra sacar rayz quadrada, y cubica, y las demas, de fraciones Astronomicas.»
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A continuacion analizamos con algo mas de detenimiento estas referencias.

1) Ptlomeo.
La unica cita relativa a Ptolomeo (A4/magesto, libro 1, cap. 9) se encuentra en la
pagina 328 y se refiere a la utilidad de las raices en el campo de la Geometria y
Cosmografia.
2) Euclides.
En la pagina 334 del libro quinto, al hablar de la extraccion de la raiz cuadrada de
numeros naturales, Pérez de Moya cita a Euclides y hace alusion a la cuarta pro-
posicion del libro segundo de los Elementos:
«Si se divide de un modo cualquiera una recta por un punto, el cuadrado de la recta
entera equivale a los cuadrados de las partes mas el doble del rectangulo compren-
dido por las partes.»
En la pagina 338 encontramos dos citas mas. La primera, que concierne al resto
de la raiz cuadrada, no sefiala la proposicion de los Elementos involucrada en el
asunto. La segunda, relativa a la extraccion geométrica de la raiz cuadrada, alude

a la novena proposicion del libro sexto de Euclides:
«Construir una media proporcional entre dos rectas dadas.»
En la pagina 339 también contabilizamos dos notas relacionadas con cuestiones
geométricas utilizadas para la demostracion de la proposicion 9 del libro VI. La
primera hace referencia al corolario de la octava proposicion del libro sexto de
los Elementos:
«En un triangulo rectangulo la perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto a la base es media proporcional entre los segmentos de la base.»

La segunda se refiere a la penultima proposicion del libro sexto de Euclides:
«En los tridngulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al 4ngulo recto
es equivalente a los cuadrados sobre los lados que forman ese angulo recto.»
En la pagina 341, al hablar de la semejanza de nimeros solidos, el bachiller san-
tistebefio aconseja la lectura de la proposicion vigesimoquinta del libro octavo de
los Elementos:
«Los niimeros solidos semejantes tienen entre si la misma razoén que dos niime-
ros cubos.»

Atendiendo a la numeracion de las proposiciones mencionadas, podemos sos-
pechar que Pérez de Moya consultd la obra: Evclidis Megarensis mathematici
clarissimi Elementorum Geometricorum. Lib. XV. Cum expositione Theonis in
prioris XIII a Bartholomaeo Veneto latinitate donate, Campani in omnes, & Hyp-
siclis Alexandrini in duos postremos (1537).
3) Oroncio Fineo.

En las paginas 334 y 335, al hablar de las aproximaciones de la raiz cuadrada de
nimeros sordos, el candnigo de la Catedral de Granada se refiere a Oroncio Fineo
pero no indica la fuente documental. Pérez de Moya debid consultar los capitulos
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consagrados a la extraccion de la raiz cuadrada en la Protomathesis (1532)% o en
alguna edicion de la Arithmetica practica, libri quatuor (1542, 1544, 1555)7.

4) Nicolo Tartaglia.
En las paginas 334 y 335 se alude a Tartaglia en relacion a las aproximaciones de
las raices cuadradas. Dado que no se indican los textos consultados y teniendo en
cuenta que el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et
misure (1556-1560) se dedica integramente a la extraccion de raices, sospecha-
mos que Pérez de Moya debid examinar esta obra.
Por otro lado, en la pagina 395, el bachiller aconseja la lectura de Tartaglia en lo
que se refiere a la extraccion de la raiz tercera relata (raiz de indice once) de en-
tero y quebrado.

5) Michael Stifel.
La uinica mencion referente a Michael Stifel se encuentra en la pagina 395 y alude
a la extraccion de la raiz tercera relata de entero y quebrado. Como en otras oca-
siones, Pérez de Moya oculta el texto consultado. En este caso, creemos que se
trata de la Arithmetica integra (1544)3.

4. LA EXTRACCION DE RAICES DE NUMEROS NATURALES

El capitulo I del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, apoyan-
dose en las nociones de nimero cuadrado, cubo, censo de censo, y relato, declara los
conceptos de raiz cuadrada, cubica, cuadrada de cuadrada (cuarta) y relata (quinta). Lle-
gando a este punto, Pérez de Moya comenta:

«Segu(n) esto infinitas differencias ay de rayzes segu(n) el orden q(u)e vno le paresciere
de multiplicar a los numeros muchas, o pocas vezes.»

También se consideran los numeros pronicos’, las raices pronicas'® y las raices com-
puestas (ligadas'' y universales'?).

6. La extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se estudia en la parte consagrada a la Aritmé-
tica Practica (Liber primus, cap. VII. De inuentione radicis quadratorum numerorum).

7. En la edicion de 1555 que hemos consultado, la extraccion de la raiz cuadrada de ntimeros naturales se
estudia en el capitulo 7 (De inuentione quadratae radicis in numerus integris) del libro primero.

8. La extraccion de raices se contempla en el capitulo 5 (De extractionibus radicum) del primer libro.

9. Utilizando el simbolismo moderno, un niimero pronico segiin Pérez de Moya es del tipo , donde a es
un cuadrado perfecto. Asi, 18 = 42 + V4 es pronico.

10. Dado un namero pronico a? + Va, su raiz pronica es a. Asi, 4 es la raiz pronica de 18.

Encontramos el concepto de raiz pronica en la Suma de Arithmetica pratica y de todas mercaderias con
la horden de contadores (1546) de Gaspar de Texeda.

11. En notacion simbolica moderna algunos ejemplos de raices ligadas propuestos por Pérez de Moya son:

Va4+V1i=3 , V9+V5=3+4++5

12. En notacién simbolica moderna algunos ejemplos de raices universales propuestos por Pérez de Moya son:

13+V144 =13+ 12 =V25=5

VE+V1+ /10+x/%:7
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A la hora de justificar la utilidad de las raices, el bachiller se expresa en los siguien-
tes términos (p. 328):

«Destas rayzes q(ue) se ha dicho, la quadrada sirue para Geometria, y Cosmographia,
y para el arte militar, y para sacar vn medio proporcional entre dos estremos, y para el arte
mayor. La cubica sirue para sacar dos medios proporcionales entre dos estremos, y para sacar
la quantidad de los Diametros en los cuerpos solidos, y para otras varias cosas. Y esta, con
todas las demas que aqui tratamos generalmente, siruen para la regla de la cosa, o arte mayor,
como en el proceso desta obra se vera.»

En los diez capitulos siguientes el discurso de Pérez de Moya, en lo que a la extrac-
cion de raices de nimeros naturales se refiere, transita por las siguientes etapas:

e Definicion-descripcion de potencias y raices.

e Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion.

* Algoritmos para la extraccion de raices.

* Aproximaciones de raices.

e Pruebas de las raices.

Enlo que sigue, utilizaremos este guion para el analisis de los contenidos matematicos.

4.1. Definicion-descripcion de potencias y raices

Apoyandose en la descripcion de las potencias de base natural y exponentes entre 2 y
11, Moya introduce la nocién de raiz cuadrada, cubica, etc. Asi, por ejemplo, en el caso
de la raiz quinta [= raiz relata] el bachiller comenta (p. 356):

«La quarta especie de rayz en orden, es la que dizen relata, y assi por numero relato se
entie(n)de el vitimo producto que sale de la multiplicacion de cinco numeros yguales en quan-
tidad, y genero, assi como estos 2. 2. 2. 2. 2. (o otros mayores) los quales, multiplicados todos,
vnos por otros, hacen treynta y dos, este treynta y dos, se dize numero relato, y el vno de los
cinco doses, se dize rayz relata deste numero treynta y dos.»

Las denominaciones de las raices de distintos indices, que coinciden con las de las
potencias de que provienen, se detallan en el cuadro siguiente:

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz quadrada Raiz cuadrada
Rayz cubica Raiz ctbica

Rayz quadrada de rayz quadrada o Rayz de censo de censo Raiz cuarta

Rayz relata Raiz quinta
Rayz censicuba Raiz sexta
Rayz segunda relata Raiz séptima

Rayz quadrada de quadrada de quadrada o Rayz de censo de | Raiz octava
censo de censo
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Fig. 4. Potencias de exponente diez de

los numeros digitos.

Denominaciones de Pérez de Moya Denominaciones Actuales
Rayz cubica de rayz cubica Raiz novena
Rayz censirelata Raiz décima
Rayz tercera relata Raiz undécima

Los nombres utilizados por Pérez de Moya para describir las raices, que estan rela-
cionados con el simbolismo algebraico de la época (Meavilla y Oller, 2014), fueron co-
munes en muchos impresos europeos del XVI'3. No obstante, en la mayoria de ellos el
catalogo propuesto por el canonigo jienense se limitaba a las raices cuadradas y ctibicas!®.

4.2. Tablas de potencias de nimeros digitos: caracteres de exclusion

En el estudio de cada uno de los diez tipos de raices precedentes, se presenta una tabla
de las potencias de los niumeros digitos cuyos exponentes son, en cada caso, el indice co-
rrespondiente a la raiz que se esté considerando. Cuando existen, se afiaden los caracte-
res de exclusion.

Por ejemplo, en el estudio de la raiz censirelata [= raiz décima], se ofrece la tabla si-
guiente (figura 4):

A esta lista, el bachiller afade (p. 384):

«Desta tabla se manifiesta, que los nimeros que fenescieren en 2. 3. 7. 8. seran irraciona-
les, y los que fenescieren en 1. 4. 5. 6. 9. 0. podran ser, o no ser racionales.»

13. En la Arithmetica integra (1544) de Stifel y en el General tratatto (1556 — 1560) de Tartaglia encon-
tramos denominaciones casi idénticas.

14. Esto sucede, por ejemplo, en las obras de Juan de Ortega (1512), Juan Andrés (1515), Joan Ventallol
(1521), Petrus Apianus (1527), Oroncio Fineo (1532), Girolamo Cardano (1539), Gaspar Nicolas (1541) y
Oroncio Fineo (1555).
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4.3. Algoritmos para la extraccion de raices

Para la extraccion de raices, Pérez de Moya aborda en primer lugar el calculo del nu-
mero de cifras de la raiz pedida para, a continuacion, proponer procedimientos para el
calculo de dichas cifras.

4.3.1. Numero de cifras de la raiz

Para determinar el numero de cifras de cualquier raiz, el bachiller propone las dos

técnicas siguientes:

e Se ponen puntos debajo de las cifras del radicando (empezando por las unidades)
de modo que entre dos puntos consecutivos quede una cifra sin puntuar (raiz cua-
drada), dos cifras sin puntuar (raiz ctibica), tres cifras sin puntuar (raiz cuarta) etc.
El ntimero de puntos coincide con el numero de cifras de la raiz correspondiente'.

e Contando de derecha a izquierda y mediante barras verticales se separan las ci-
fras del radicando en grupos de dos cifras (raiz cuadrada), tres cifras (raiz cbica),
cuatro cifras (raiz cuarta), etc. El nimero de grupos coincide con el nimero de ci-
fras de la raiz.

El método senalado en el punto i. ya fue utilizado, entre otros, por: Luca Pacioli
(1494), Juan Andrés (1515)'°, Joan Ventallol (1521), Girolamo Cardano (1539)!7, Gaspar
de Texeda (1546) y Marco Aurel (1552). Por su parte, el método del punto ii. puede en-
contrarse en la obra de, entre otros: Nicolas Chuquet (1484), Juan de Ortega (1512), Es-
tienne de la Roche (1521), Oroncio Fineo (1532 y 1555) y Juan de Yciar (1549).

4.3.2. Cdlculo de las cifras de la raiz

Para el célculo de las cifras de las raices de indices entre 2 y 11, Pérez de Moya debio
estar familiarizado con los «coeficientes binomiales» que Michael Stifel estudid en su
Arithmetica integra (1544) y Tartaglia en su General trattato (1556 — 1560) (figura 5).

Para las raices cuadradas y cubicas, el bachiller pone de manifiesto el conocimiento
de dichos coeficientes:

«La razo(n) de todo lo que en el sacar de rayz [cuadrada] se ha dicho sale d(e) la quarta
proposicion del segundo de Euclides'®.» (p. 334).

15. Este procedimiento se apoya en la expresion del radicando como suma de potencias de (raiz cua-
drada), (raiz ctibica), (raiz cuarta) etc.

16. Juan Andrés también utilizé puntos entre las cifras del radicando a modo de barras

verticales.
17. Cardano también utilizo puntos encima de las cifras del radicando. La misma técnica fue utilizada por
Petrus Apianus (1527), Michael Stifel (1544) y Nicolas Tartaglia (1556-1560).

18. En lenguaje simbodlico moderno dicha proposicion equivale a la identidad:
(a+b)y=a*>+b>+2ab
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Arithmetica integra (1544)
de Michel Stifel.

«Para ente(n)der la razon de lo que se ha hecho en el sacar de la rayz Cubica, considera
q(ue) si vna linea fuere diuidida en dos qualesquiera partes, el Cubo de toda la linea sera ygual,
al Cubo de la primera parte, y al triplo del quadrado de la dicha primera parte, multiplicada
por la segu(n)da, y al triplo del quadrado de la segunda parte, mutiplicada por la primera, y al
Cubo de la segunda.» (p.350)".

Los procedimientos de extraccion so6lo difieren de los actuales en la disposicion de
los calculos (figura 6).

A lo largo del libro quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas, el matema-
tico santistebefio calcula las siguientes raices exactas? (ver tabla).

Ademas de los aspectos aritmético-algebraicos de la extraccion de raices, Pérez de
Moya también considera su componente geométrica. Asi, al referirse a las raices cuadra-
das y cubicas, afirma:

19. En el libro segundo de la segunda parte del General trattato di numeri, et misure, Tartaglia describe
de forma retorica el desarrollo de distintas potencias del binomio. Asi, para el exponente 7, se expresa en los
siguientes términos:

«Se vna quantita sara diuisa in due parti, come si voglia, il secondo relato di tutta la detta quantita
sempre sara eguale a questi otto principali produtti, cioe al produtto del secondo relato della prima
parte. Et al produtto del settuplo del cubo censo della detta prima parte fia la seconda parte, & al pro-
dutto del 21 uplo del relato della detta prima parte fia il censo della seconda, & al produtto del 35
uplo del cen. cen. della detta prima fia il cubo della seconda, & al produtto del 35 uplo del cen. cen.
della seconda fia il cubo della prima, & al produtto del settuplo del censo cubo della detta seconda fia
la prima (simplice) & finalmente al produtto del secondo relato della detta seconda parte.» (fol. 51r).
20. Hemos utilizado el simbolismo moderno para radicales, desconocido por Pérez de Moya.
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«... buscar la rayz quadrada de vn numero, no es otra cosa sino buscar vna quantidad
media proporcional entre la vnidad, y el tal numero p(ro)puesto.» (p. 329).

«Nota, quando te piden que saques rayz [cuadrada] de vna qualquiera qua(n)tidad, enten-
deras que la tal quantidad es area de vn quadrado, y saber sacar su rayz es querer saber el lado,
o principio d(e) do el tal quadrado procedio. Y si dixessen rayz Cubica, la tal quantidad enten-
deras ser cuerpo Cubo.» (p. 330).

Ademas, el bachiller determina geométricamente la raiz cuadrada y la raiz ciibica de
dos numeros concretos [= segmentos rectilineos].

En el primer caso, calcula la raiz cuadrada de 12 sirviéndose de un método clasico
contenido en los Elementos de Euclides (Libro VI, prop. 9). El bachiller describe el pro-
cedimiento como sigue (p. 339):

«...queriendo sacar la rayz de doze, tomaras doze, y la vnidad, o dos, y seys, o tres, y qua-
tro, porque qualquiera destas par de quantidades multiplicadas, hacen doze, y assi no impor-
tara mas tomar vnas q(ue) otras, y por causa de exemplificar, siruamonos de quatro y tres.
Toma agora vna linea de 4 tamafios yguales, y otra de tres, assi como la linea a. b. y la c. d.
entre las quales buscaras vna linea media proporcional [...] y para hallar esta linea, juntaras
la a.b. y c.d. a la larga, y quedara de ambas hecha la linea e.f. sobre la qual haras medio cir-
culo, de modo que toda la e.f. quede por diametro, como paresce en la figura .Lh.m. luego del
punto. i. del didmetro (que es do se junto la linea a.b. con la c.d.) saca vna perpendicular hasta
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la circunferencia del semicirculo, como mues-
tra la linea. h.i. y esta sera la linea proporcional,
la potencia de la qual valdra doze, y por consi-
guiente sera la rayz del dicho doze.» (figura 7).
Pérez de Moya justifica este procedi-

miento con la ayuda de Euclides (corolario
de la proposicion 8 del libro VI y pentltima
proposicion del libro VI).

En cuanto a la construccion geométrica
de la raiz cubica, Moya utiliza una antigua
técnica para intercalar dos medias proporcio-
| nales entre dos segmentos rectilineos dados?!

/SR B pny S T AN

que encontramos en la Summa (1494) de

Fig. 7. Ilustracion que acompaiia a la

Luca Pacioli y en el libro segundo de la se-
gunda parte del General trattato di numeri,
et misure de Tartaglia. El bachiller describe la
construccion pero no la demuestra? (p. 351):

extraccion geométrica de V12

«Si por via de linea quisieres sacar rayz Cubica de algun numero, como si dixessen. Dame
la rayz Cubica deste numero, o linea de ocho tamafos, haz della vna superficie, o figura Pa-
rallelograma, que tenga por lado vn tamafio de los ocho, que es la linea larga, como mues-
tra a.b.c.d. con las otras lineas largas que se toquen en el angulo. b. del Parallelogramo, luego
para sacar el ce(n)tro deste paralelogramo, echa vna linea del punto. b. hasta el punto. c. y otra
desde el punto. a. hasta el pu(n)to. d. las quales se cortaran en el pu(n)to. g. y este sera el cen-
tro deste Parallelogramo. Luego asienta el vn pie del compas en este punto, o ce(n)tro. g. y
estiende lo tanto en las lineas. a.f. y en la. d.e. que hagas dos pu(n)tos en ellas, de modo que
echando vna linea del vno al otro, passe por el punto, o angulo. c¢. como haze la linea h.c.i. y lo
que esta linea cortare de la linea. d.e. (que es lo que ay entre la. i. y la. d.) sera la rayz Cubica
de la linea. b.d. que se diuidio en ocho tamafios. Y assi como la rayz Cubica de ocho, es dos,
assi esta quantidad. i.d. (que dezimos ser la rayz) es dos tamafios, yguales a los ocho de la dada
linea b.d. Y deste modo se sacara rayz Cubica de qualquiera numero.» Figura 8.

4.4. La aproximacion de raices

4.4.1. Aproximacion de raices cuadradas

Pérez de Moya inicia el estudio de las aproximaciones de raices cuadradas con las pa-

labras siguientes (p. 334):

«Algunos, como Oroncio, quieren que sacando rayz [cuadrada] de numero sordo, que lo
que sobrare se po(n)ga sobre vna raya, y la rayz que ouiere salido se doble y afiada vn punto,
y se ponga por denominacio(n) a lo que sobro.»

21. Siguiendo a Heath (1981), esta técnica fue utilizada por Apolonio, Herén y Filén de Bizancio.

82

22. En los textos de Pacioli y Tartaglia que hemos citado se ofrecen las demostraciones pertinentes.
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Fig. 8. Tlustracion que acompaiia a la extraccion geométrica de 8

En lenguaje simbolico moderno, la aproximacion que el canonigo de la Catedral de
Granada atribuye a Oroncio Fineo equivale a:

r
VN=ya+r=a+ ;

2a+1

donde a? es el mayor cuadrado contenido en N 3.
Consultando los ejemplos de aproximaciones de raices cuadradas contenidos en la
Arithmetica practica® de Fineo, se observa que la aproximacion utilizada por Oroncio es:

r
\/IV=\/a2+rEa+%

En consecuencia, la informacion facilitada por el bachiller es incierta.
Pérez de Moya también se refiere al tipo de aproximacion del que se sirvi6 Tartaglia
en los siguientes términos (p. 334):

23. En el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 22v), Pérez de Moya enuncia dicha
regla, sin referirse a Oroncio Fineo, en los siguientes términos:
«Qvando hauiendo sacada la rayz de algun numero sobrare algo pondras lo que sobrare sobre vna
raya, y doblaras la rayz del tal numero y afadille vno y ponerlo has debaxo por denominador.»
24. En lenguaje simbdlico moderno, los ejemplos de aproximaciones ofrecidos por Oroncio Fineo (fol.
11v) son:

11
V204315 =+/4522 + 11 = 452 +m

12 1
V291612 = /5402 + 12 = 540 +m =540 +9—0
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«Nicolas Tartalla quiere que al duplo de la rayz [cuadrada] no se afiada vno, sino que

solamente se doble la rayz que ouiere venido, y se ponga debaxo de lo que sobrare por
denominacion.»

Siendo cierto que Tartaglia en su General trattato (Libro segundo de la segunda
parte, fol. 25r) hace uso de esta aproximacion?, también lo es que, en raices cuadradas
del tipo VN =va? + 2a,, el matematico italiano aconseja esta otra:

r
= 2 — 2 4
VN \fa + 2a \/a +r,a+2a+1

A continuacion, el bachiller propone otra regla de Tartaglia (General trattato. Libro

segundo de la segunda parte, fols.25v-26r), consistente en la aplicacion reiterada de
aproximaciones del tipo

IR

N r
a a5
—2a

y la aplica al calculo aproximado de la raiz cuadrada de 3. En esencia, las operaciones
efectuadas, expresadas en el lenguaje simbolico moderno, son:
* Primera aproximacion:

2
V=yFresi+o=141=2

Segunda aproximacion

1
22=3+4+1=23=22—-1=+3=4/22-1=2- 2

1 7
2%2 4 4

Tercera aproximacion

N2 49 1 At

(@) =e=3+1e=3=(3) =3
7 1/16 97

4 7/2 56

El matematico andaluz concluye (p. 335):

«Y deste modo podras proceder aproximando tanto, que quasi no sea sensible el error, mas

al justo nunca llegaras, porque por tanto se dize vn numero sordo, porque quando del se saca
rayz, ni quanto, ni qual sea se oye.» (p. 335).

25. «Laqual regola e di questa sorte, che pongono quel tal auanzano sopra vna virgola, & il
doppio della prima radice (gia trouata) di sotto, et tal rotto lo accompagnano con la detta prima
radice sana, & tal summa concludeno esser la radice propinqua di detta prima quantita proposta.»
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Después de esto, el matematico jienense calcula el valor aproximado de la raiz cua-
drada de 5 utilizando un procedimiento similar al de Nicolas Chuquet (Triparty, 1484)%,
consistente en acotar el valor de dicha raiz mediante intervalos abiertos encajados cuyos
extremos se obtienen sucesivamente a partir de la «propiedad de los valores intermedios»:

a a a+c

c C
— — —_ - — 27
»a>bp+a~a

Pérez de Moya pudo conocer este método a través de Etienne de la Roche (Larismethi-
que nouuellement composee, 1520)*” o de Joan Ventallol (Pratica mercantiuol, 1521)8.

Por tultimo, el bachiller propone «otra orden de sacar rayz de numeros sordos» que
admite la siguiente traduccion al simbolismo moderno:

V10%F N
W ="

Esta forma de aproximar se encuentra la « Aritmética practica» de Oroncio (1555, fol.
12v) y Moya ya la utilizo en el Libro Segundo de Arithmetica (1557, fol. 23v). Advirta-
mos que la aplicacion esta regla incluye el uso de fracciones decimales.

4.4.2. Aproximacion de raices cuibicas

En cuanto a la aproximacion de las raices cubicas se refiere, el bachiller presenta las
dos reglas siguientes:

r r
W=Vad+rza+——; W=VYal+r=za+—5——

3a(a+1)+1 3a? + 3a

La segunda se describe en el General trattato (fols. 27v-28r) de Nicolo Tartaglia del
modo siguiente:

«Per cauare adonque la propinqua radice cuba delli numeri non cubi, caua prima la ra-
dice cuba del maggior numero cubo, che sia in quel tal numero non cubo, & quel che sopra-
restara a tal operatione poneralo sopra vna virgola, o vuoi dir sopra di vna leneetta, &
fatto questo per formar il denominator da mettere sotto di quella trippla sempre quella radice
gia cauata, e quel triplato multiplicalo per la medesima radice, & a tal multiplicatione aggion-
giui il detto triplato, & tal summa ponila sotto a quella lineetta per denominator, & questo tal
rotto aggiongilo alla prima radice, & tal qua(n)tita cosi co(m)posta sara la radice propinqua
cuba di quel proposto numero non cubo.»

26. La Triparty se escribio en 1484 pero su manuscrito no fue conocido hasta que Aristide Marré lo pu-
blico en 1881. Afortunadamente, parte de la obra de Chuquet fue plagiada por Estienne de la Roche en Laris-
methique nouellement composee (1520).

27. En los folios 32r y 32v, Estienne de la Roche propone el método de aproximacion de raices de
Chuquet.

28. En el folio CXXr, Ventallol resuelve dos ecuaciones de segundo grado con una incog-

nita utilizando el método de aproximacion de Chuquet.
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Refiriéndose a estas dos aproximaciones de la raiz cubica, Simon Stevin (1585, p.
125) dice:

«NOTA Nicolas Tartalia traictant curieusement de ceste reste, n’aiouste poinct ce dernier
1, comme nous (auec Tuan Peris de Moya) auons faict...»

4.4.3. Aproximacion de raices de indices superiores

Para las raices de indices entre 4 y 11, Pérez de Moya se sirve de aproxi-
maciones que admiten la siguiente generalizacion

AT =T AP

Tartaglia utiliza este tipo de aproximaciones en su General trattato.

YN=YVar+r=a+

4.5. Las pruebas de las raices

En todos los casos en que se aplica (raices de indices 2, 3, 4, 5 y 6), la prueba de la
extraccion de la raiz enésima de un nlimero natural consiste en elevar a la enésima po-
tencia la raiz hallada y afiadir el resto al resultado obtenido. En el caso de la raiz censi-
cuba [= raiz sexta], el bachiller puntualiza (p. 366):

«La prueba destas rayces, sera conuertir la tal rayz censicuba, multiplicando seys nume-
ros yguales, a la tal rayz, vnos por otros, y si el vitimo producto, afiadiendo lo que sobrare (si
sobrare algo) fuere tanto como el numero de quien se ouiere sacado la tal rayz estara buena, y
si no fuere tanto, sera falsa, y sera necessario hazer la otra vez, o otras, hasta q(ue) salga deste
modo.»

5. CONCLUSIONES

A la luz de lo expuesto en los paragrafos precedentes, podemos afirmar que el libro
quinto (Trata de varias rayzes de numeros) del primer tomo del Tratado de Mathemati-
cas presenta las siguientes mejoras o retrocesos en relacion a las aritméticas espafolas y
extranjeras del siglo XVI que hemos examinado.

1) La explicacion detallada de la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11, no
la hemos encontrado en las aritméticas consultadas, excepcion hecha del General
trattato di numeri et misure (1556 — 1560) de Tartaglia. En consecuencia, pode-
mos concluir que, en cuanto al detalle y al numero de casos estudiados, la exposi-
cion de Pérez de Moya es superior a la que aparece en la mayoria de los manuales
del siglo XVI.

2) El bachiller solo presenta la justificacion del procedimiento utilizado para la ex-
traccion numérica de la raiz cuadrada y la raiz cubica (cuadrado del binomio y
cubo del binomio). En esto el tratamiento de Pérez de Moya es inferior al de
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Tartaglia que, en forma retorica, enuncia el desarrollo de todas las potencias del
binomio relacionadas con la extraccion de las raices de indices entre 2 y 11.

3) La construccion geométrica de la raiz clibica que Pérez de Moya presenta, sin de-
mostracion alguna, no es frecuente en los manuales renacentistas y no aparece en
las aritméticas espafolas del XVI que hemos consultado. En el General trattato di
numeri et misure, Tartaglia ofrece una prueba de dicha construccion.

4) El método de Chuquet para la proximacion de la raiz cuadrada, que Pérez de
Moya incluye en su obra, no aparece en forma explicita, salvo en la Larismethique
nouellement compose (1520) de Estienne de la Roche y la Pratica mercantiuol
(1521) de Joan Ventallol, en ninguna de las aritméticas espaifiolas y extranjeras del
XVI que hemos consultado.

5) Las aproximaciones de las raices de indices entre 4 y 11, que el bachiller debio
tomar prestadas de Tartaglia, no las encontramos en las aritméticas espafiolas del
XVI que hemos estudiado.

A partir de las consideraciones anteriores establecemos las dos conclusiones
siguientes:

a) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccion numérica de rai-
ces es superior al que se encuentra en las aritméticas espafolas del X VI, anterio-
res a 1573.

b) El tratamiento que hace Juan Pérez de Moya de la extraccidn numérica de raices
es inferior al que Tartaglia desarrolla en su General trattato di numeri et
misure. Sin duda alguna, el bachiller se inspir6 en dicha obra para escribir el libro
quinto del primer tomo del Tratado de Mathematicas.
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