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Resumen:

En las dltimas décadas, ha ido creciendo
el interés de los investigadores en Histo-
ria de las Matematicas y Educacién Ma-
tematica, por analizar los libros de texto
de Matemadticas que han tenido influencia
en su ensefanza, bien por la relevancia
de su autor o por su amplio uso o difu-
sion. En este trabajo se presenta el andli-
sis del libro de texto espafol Tratado de
Algebra Elemental del autor del siglo XIX
Juan Cortazar, uno de los primeros Cate-
draticos de matematicas, cuyos libros de
texto fueron elegidos para formar parte de
las listas oficiales para la ensefanza en
secundaria desde el afo 1848 y siguieron
reimprimiéndose hasta entrado el siglo XX.
Se plantea un estudio descriptivo y cuali-
tativo mediante la técnica del analisis de
contenido. Se hallaron diversas estrategias

Abstract:

Over the last decades researchers in the
History of Mathematics and Mathematics
Education have developed a growing in-
terest in analyzing mathematics textbooks
which have influenced the teaching of this
subject. This increase has been mediated
by the relevance of the authors of the ma-
nuals or by the widespread use of those
manuals. This study presents the analysis
of the Spanish textbook Tratado de Alge-
bra Elemental (Elementary treatise on al-
gebra) written by the 19th century author,
Juan Cortazar, one of the first mathematics
professors in Spain, whose books were ap-
proved for secondary education in 1848
and continued being reprinted until the
20th century. We designed a descriptive
and qualitative study using the content
analysis technique. The results show that
the book included several didactic strate-
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didacticas, y se categorizaron los sistemas  gies. Representation systems and the phe-
de representacion y los aspectos fenome- nomena which Cortdzar used to model
nolégicos que el autor utilizé para mode-  numerous situations through the mathe-
lizar numerosas situaciones mediante los  matical contents included in the books
conceptos matematicos que se expone en  were also categorized.

la obra.
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Résumé:

Au cours des dernieres décennies, il y a eu un intérét croissant de chercheurs en histoire
des mathématiques et de I’enseignement des mathématiques, d’analyser les manuels
de mathématiques qui ont influencé son enseignement, soit par la pertinence de son
auteur ou de son utilisation généralisée ou par diffusion. Dans cet article, I’analyse du
Manuel Espagnol Tratado de Algebra Flemental (Traité de ElementaryAlgebra) de I'auteur
du dix-neuvieme siécle, Juan Cortazar, I'un des premiers professeurs de mathématiques
est présenté, dont les manuels ont été choisis pour faire partie des listes officielles pour
I'enseignement de I'année secondaire. Ils sont réimprimés en 1848, et ont continué
d’étre imprimés au cours du vingtieme siecle. Une étude descriptive et qualitative a été
proposée par la technique de I’analyse de contenu. Diverses stratégies d’enseignement
ont été faites, et les systemes de représentation et les aspects phénoménologiques que
I’auteur utilise pour modéliser de nombreuses situations en utilisant des concepts mathé-
matiques seront énoncés dans ce travail.

Mots-clés:
Histoire de I'enseignement des mathématiques, Juan Cortazar, XIXeme siecle, I'analyse
du contenu.
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Introduccion

La investigacion histérica en Educaciéon Matematica centrada en los li-
bros de texto proporciona informacion sobre el estado del conocimiento
cientifico de distintas épocas y puede ayudar a comprender los avances
de los planes de estudio vigentes en el sistema educativo de cada mo-
mento (Maz y Rico, 2015).

Es por ello que, en los Gltimos anos se han realizado numerosas in-
vestigaciones sobre la Historia de las Matematicas y de la Educacién
Matematica y, en particular, sobre el analisis de manuales de texto. A
nivel internacional, destacan trabajos que defienden que la Historia de
las Matematicas es un elemento fundamental a tener en cuenta a la hora
de ensefnar matematicas (Fauvel, 1991; Furinghetti, 2000; Jankvist, 2009;
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Tzanakis y Arcavi, 2000; Wussing, 1998). También se han realizado tra-
bajos especificos sobre libros de texto antiguos. Asi por ejemplo Frejd
(2013) analiza y compara libros antiguos de algebra publicados en Sue-
cia, entre 1794 y 1836. Schubring (1988) analiza manuales de matema-
ticas alemanes y franceses para determinar el tratamiento que se le daba
a los nimeros negativos en la primera mitad el siglo XIX. El propio Schu-
bring (1987) propone algunos aspectos metodolégicos para su andlisis.

En Espana también hay una corriente de investigacién histérica sobre
libros antiguos de matemadticas. En esta linea Gémez (2011a; 2011b)
establece un marco para su estudio a nivel espafol y sefala cémo identi-
ficar problemas de investigacion en esta tematica. Destacan los trabajos
espanoles de Sierra, Gonzalez y Lopez (1999; 2003) sobre los conceptos
de limite y continuidad en los libros de texto espanoles, Maz (2005) y
Maz y Rico (2007; 2009a) sobre el estudio de los nimeros negativos en
los manuales espanoles de los siglos XVIII y XIX. También los de Maz y
Rico (2009b; 2013) sobre el estudio de personajes histéricos como auto-
res de libros de texto.

La evolucién histérica de los conceptos y dmbitos matematicos cons-
tituye uno de los cinco organizadores curriculares, es decir, es una de las
componentes fundamentales para articular el disefo, desarrollo y eva-
luacién de unidades diddcticas, cuya finalidad es la de “senalar algunos
momentos a lo largo de la historia de la matematica en los que el conoci-
miento matematico considerado tuvo un desarrollo especial o desarrollo
algtn papel de interés” (Rico, 1997, p.55).

Debido al cardcter educativo que poseen, en los libros de texto se
encuentran dos de los organizadores curriculares propuestos por Rico
(1997):

e Los fendmenos o situaciones en las que se presentan y emplean
los conocimientos y las aplicaciones practicas de cada bloque de
contenidos, y

e Llas representaciones utilizadas en cada concepto, es decir, el
modo simbdlico o grafico por el cual se expresan los conocimien-
tos matematicos.

Este trabajo centra su atencion en estos dos organizadores. El objetivo
de este trabajo es analizar el libro de texto espafiol titulado Tratado de
Algebra Elemental de Juan Cortazar, mediante un analisis de contenido
centrado en los sistemas de representacion, sistemas fenomenolégicos y
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contenido matematico hallado. La relevancia de este tratado se manifies-
ta en diversos aspectos. Fue publicado por primera vez en 1848 vy, ree-
ditado en cuarenta ocasiones, estando las ultimas ediciones publicadas
en la primera parte del siglo XX. Por otro lado, su autor, Juan Cortazar,
fue uno de los dos primeros Catedraticos de Matematicas en Espafia, en
las catedras de Matemdticas Elementales del Instituto de Noviciado de
Madrid y de Algebra superior y Geometria Analitica en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Central de Madrid. Sus libros fueron selec-
cionados para formar parte del listado oficial de libros de texto para la
ensenanza secundaria en 1848 y siguieron figurando en los posteriores
listados oficiales que se actualizaban cada curso escolar (Vea, 1995).

Metodologia

La metodologia usada en este estudio es el andlisis de tipo histérico, en
particular el andlisis de contenido. Este se realiza alrededor de tres focos,
pautados en el trabajo de Gémez (2002): la estructura conceptual, los
sistemas de representacién y la fenomenologia.

La estructura conceptual identifica los conceptos, y las relaciones en-
tre ellos, del contenido matemético. Los sistemas de representacién son
las diferentes formas de expresar un concepto o una estructura matema-
tica. El analisis fenomenologico identifica las situaciones en las que los
conceptos matemadticos se plantean.

Este trabajo se basa en los estudios realizados en investigaciones an-
teriores de similares caracteristicas dentro del grupo de Historia de las
matematicas y la Educacion matematica de la Sociedad Espafola de In-
vestigacion en Educacién Matemdtica (SEIEM) en las que se usa como
método el andlisis de contenido aplicado a los libros de texto de matema-
ticas (Maz y Rico, 2009a; Madrid, Maz-Machado y Le6n-Mantero, 2015).

Se fijaron como categorias de analisis, los conceptos, las imdgenes,
representaciones, los ejemplos y las actividades propuestas.

En primer lugar, se analizé la secuenciacion de los contenidos, ejem-
plos, ejercicios y problemas que se encuentran en la obra y la interrela-
cion entre ellos. Ademas, se construyd un mapa conceptual que muestra
los focos conceptuales en los que se estructura la obra.

Por otro lado, se clasificaron los sistemas de representacion hallados,
entendiendo por representaciones, las formas de expresar de manera
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simbdlica o grafica los conceptos matematicos y sus propiedades mas
importantes, como por ejemplo son las representaciones verbales, alge-
braicas, numéricas o graficas (Castro y Castro, 1997).

Por ultimo, se examinaron los contextos o situaciones sociales, natura-
les y matematicas, que se encuentran presentes en los conceptos, ejem-
plos y ejercicios propuestos en la obra. El analisis fenomenolégico mues-
tra como se usan y se aplican los conceptos y la manera de abordar los
distintos ejemplos y ejercicios (Rico, Lupidihez, Marin y Gémez, 2008).

Resultados

El apartado resultados se ha dividido en cinco secciones. La primera
consiste en una breve semblanza del autor, que recorre la vida académi-
ca y profesional de Juan Cortdzar, y sirve de contextualizacién histérica,
social y cultural de la época. A continuacién, se describe la caracteriza-
cion de la obra, en el que se incluye el nimero de ediciones del libro de
texto, el publico al que va dirigido, la extensién, estructura y secuencia-
cién de los contenidos, asi como la informacion que aporta la portada
y el prélogo de la edicion. Las tres dltimas secciones corresponden al
andlisis de los resultados obtenidos sobre los aspectos que ya han sido
desarrollados en el apartado metodolégico: la estructura conceptual, los
sistemas de representacion y el analisis fenomenolégico de la obra. Los
ejemplos que ilustran los resultados, se han reproducido textualmente,
conservando la grafia original y sin adaptar ni la acentuacion ni la pun-
tuacion a la actual.

a. El autor: Juan Cortazar Abasolo? (1809-1873)

Naci6 en Bilbao el 8 de junio’ de 1809, teniendo en cuenta la baja tasa
de escolarizacion de la época, podemos considerar a Cortazar un indivi-
duo afortunado por tener la oportunidad de estudiar latin en el convento
de los Franciscanos de Bilbao, desde los 10 hasta los 13 afos, y después
realizar los estudios de Humanidades y los idiomas de francés e inglés

2 El apellido Abasolo aparece escrito también Albdsolo segtn la literatura consultada.
Hemos decidido usar Abasolo por aparecer un mayor ndmero de veces.

3 El mes de nacimiento aparece en muchos escritos como el de julio. Andlogamente
nos inclinamos a escribir junio por aparecer en un nimero mayor de ocasiones
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en el Colegio de Santiago hasta tener cumplidos los 18 afnos de edad.
Trabaj6 como profesor de Matematicas en el mismo colegio en el que es-
tudié hasta el aio 1834 en el que fue becado para estudiar en la Escuela
Central de Artes y Manufacturas de Paris (Irueste, 1912).

Escribié un tratado completo de trigonometria en 1838, mientras vi-
via atn en Paris, que nunca llegé a publicarse, pero gracias al cual de-
dujo una demostracién elegante y original de las analogias de Neper,
que fue publicada en el periédico francés titulado Nouvelles annales de
mathématiques en 1847 (Cortazar, 1847).

Al regresar a Espafia, ya con su titulo de Ingeniero fue nombrado
Catedratico de Matemdticas Elementales del Instituto de Noviciado de
Madrid, para dar respuesta a la incorporacién de estudios de segunda
ensenanza en la Facultad de Filosofia y asi dividir estos estudios en ele-
mentales y superiores de Filosofia. Supo compatibilizar su docencia con
la direccion del Colegio Politécnico, del Colegio Marsanau y de una
Academia de Matemadticas a la que bautizé con su nombre, dando res-
puesta a las necesidades de los continuos cambios de planes de estudio
que se produjeron desde 1837 (Rodriguez, 2009).

Se licencia en Ciencias Fisico-Matematicas en 1847, y, en 1850 es
nombrado Catedratico de Algebra superior y Geometria analitica de la
Facultad de Filosofia, en su seccion de Ciencias de la Universidad Cen-
tral, en la que mas tarde ocupara el titulo de decano (Rodriguez, 2009).
Como afirman Peset et al. (1978), Gil de Zarate realizé un escalafén con
el nimero de orden, nombre, Universidad, facultad y asignaturas que
impartian los catedraticos de la Universidad espafiola. Cortdzar aparece
como uno de los dos catedraticos de matematicas, junto a Francisco Tra-
vesedo, en 1851 vy, tras la jubilacién de éste, en el nuevo escalafén del
1859 aparece solo Cortazar.

Cortdzar fue docente de Algebra superior y Geometria analitica en la
Facultad de Filosofia hasta el ano 1857 en el que la Ley Moyano separ6
los estudios de ciencias de ésta y organiz6 la Universidad de Ciencias
en tres secciones: fisico-matematicas, quimicas y naturales. En las dos
primeras impartia Geometria analitica, y en la seccién de naturales, la
asignatura de Algebra (Universidad de Madrid, 1856; 1857).

Ese mismo afio fue elegido miembro de la Real Academia de Ciencias
Exactas, aunque debido a problemas de salud no Ilegé a ser miembro
activo ni a leer su discurso de ingreso, sin embargo, continué ejerciendo
como profesor hasta su fallecimiento (Irueste, 1912).
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Cortazar muere en Madrid el 12 de abril de 1873 a los 63 afos de
edad a consecuencia de un tumor. Gumersindo Vicuna, en su discurso
del acto de apertura del curso académico 1875-1876, en el que dedi-
ca unas palabras a profesores recientemente fallecidos, como Valledor,
Bengoechea, Presas, Elizalde, Rey Heredia y, por supuesto Cortazar, des-
cribe a nuestro autor como “el matematico Cortazar, caracter de oro
con corteza de barro, espiritu original, autor metédico y claro” (Vicuna,
1875, p. 31).

Varios alumnos suyos se convirtieron en ilustres profesores de mate-
maticas, como Hipdlito Diaz Pardo y Botaz, y José Andrés Irueste, quien
le sustituye al frente de sus clases al caer Cortazar enfermo. Este utilizo
sus obras como libros de texto hasta el afio 1876 y dedicé a su maestro
la publicacién de su libro en una emotiva nota en el que se refiere a él
como “eminente matematico, insigne profesor y probo ciudadano” (Gi-
ron y Girén, 2010, p. 355). En el XXXIX aniversario de la muerte de su
maestro, a lrueste le fue encomendada la tarea de escribir una semblan-
za de su vida y un analisis de su obra en la Revista de la Sociedad Mate-
matica Espanola. En ella, compar6 intelectual y moralmente a Cortazar
con el destacado filésofo y matematico cordobés D. José Rey y Heredia
(Irueste, 1912).

Figura 1. Juan Cortazar Abasolo (Irueste, 1912)
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b. La obra: Tratado de Algebra Elemental

Para el analisis del Tratado de Algebra elemental, se eligié la decimo-
quinta edicion, impresa en Madrid en el afio 1865 en la Imprenta de
Antonio Penuelas y Gabriel Pedraza, ejemplar que forma parte de la
biblioteca de la Universidad Complutense de Madrid.
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Figura 2. Portada del Tratado de Algebra Elemental por Juan Cortézar, 1865

El tratado se edit6 por primera vez en 1848 vy, tras 40 reediciones, en
1919, su hijo Daniel Cortdzar y Larrubia, publicé la dltima de ellas, 46
anos después de la muerte de su padre. Estd formado por un solo tomo
de 216 paginas, organizado en 6 libros, éstos a su vez divididos en 33
capitulos. Los 6 libros estan dedicados respectivamente al calculo algé-
brico, las ecuaciones de primer grado, los problemas determinados de
primer grado, las potencias y raices de las cantidades algebraicas, las
ecuaciones de segundo grado y los logaritmos y progresiones.

La obra usa un lenguaje formal, estd constituida por definiciones, teo-
remas con sus respectivas demostraciones, corolarios, métodos de reso-
lucién algebraicos y ejemplos variados. En ella, se intercalan diferentes
capitulos dedicados a resolver problemas mediante ecuaciones de pri-
mer y segundo grado.

242 Educatio Siglo XXI, Vol. 39 n° 1 - 2021, pp. 235-256
http://dx.doi.org/10.6018/educatio.469251



El Tratado de Algebra elemental de Juan Cortazar: un libro significativo para la
ensefianza de las matematicas en Espana
CARMEN LEON-MANTERO, ALEXANDER MAZ-MACHADO Y MARIA JOSE MADRID MARTIN

Tabla 1

indice del Tratado de Algebra Elemental de Juan Cortazar (1865)
LIBRO 1° - Calculo algébrico Pags. 4-41
LIBRO 2° - Ecuaciones de primer grado Pags. 42-72
LIBRO 3° - Problemas determinados de primer grado Pags. 73- 94
LIBRO 4° - Potencias y raices de las cantidades algébricas ~ Pags. 95- 134
LIBRO 5° - Ecuaciones de segundo grado Pags. 135-166
LIBRO 6° - Logaritmos y progresiones Pags. 167-216

Se encuentran pocas referencias a otros autores en el texto. Entre
ellas, cita a Descartes, para establecer su principio sobre las ecuaciones
que se plantean para resolver problemas y a Neper, Briggs, Lalande y
Marie como inventores y constructores de las tablas de logaritmos. Sin
embargo, hallamos referencias continuas a su Tratado de Aritmética y
Complemento de la Aritmética siempre que el autor necesita ampliar
informacién o usar un concepto o resultado previo.

c. Sobre la estructura conceptual

Utilizando metodologia inductiva, el tratado comienza con el plantea-
miento de un problema que resuelve aritméticamente, para después de-
ducir un resultado general. De esta forma, el autor concluye: “Acabamos
de ver que por medio del lenguaje simbdlico o razonamiento artificial se
simplifica mucho la resolucién de los problemas. Este lenguaje simbdli-
co o razonamiento artificial, aplicado a la resolucién de los problemas
matematicos, se llama algebra” (p. 5). Tras dar las diversas definiciones
que forman el calculo de expresiones algebraicas, el libro desarrolla las
operaciones de monomios, polinomios y fracciones algebraicas, aunque
en la obra se usa el término algébrico, en vez de algebraico, tal y como
se usa en la actualidad.

Cabe destacar la importancia que le da a que los alumnos sepan dis-
tinguir entre identidad y ecuacién dedicandole un apartado especial
para ello. Asi mismo, resalta la conveniencia de considerar la incégnita
de una ecuacién como representante tanto de un ndimero positivo como
uno negativo, para asi poder generalizar la misma ecuacién para dar
soluciones en ambos sentidos. Es por ello que dedica la mayor parte
del capitulo Il del libro primero a las operaciones y propiedades de los
nlimeros negativos. Ademds, se vale del uso de los paréntesis y las pro-
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piedades asociativa y conmutativa para expresar todos los casos posibles
a los que se puede enfrentar el alumno a la hora de calcular y simplificar
expresiones algebraicas.

El Gltimo articulo del libro primero Interpretacion de las expresiones
a/0 y 0/0, incluye tres proposiciones de las cuales se obtienen cinco re-
sultados. Para deducir el resultado de la expresién a/0, Cortazar estudia
la tendencia de la fraccion a/b siendo b un valor de la forma 1/10", al
que nombra “cantidad infinitamente grande, 6 de infinito” (p. 39). Como
consecuencia, se puede demostrar que a/eo tendrd un valor de cero.

El segundo resultado estudia el valor de la fraccion 0/0, demostrando
primero que es un valor indeterminado por ser la solucién de la ecuaciéon
a:0=0. Desde este punto y haciendo uso de cuatro ejemplos, elegidos
especificamente para ello, demuestra como calcular el valor numérico
de fracciones algebraicas cuando el resultado queda en términos de 0/0.

De la misma manera, y tras dar las definiciones y propiedades corres-
pondientes al calculo de ecuaciones de primer grado, en el libro segun-
do establece cuatro pasos para resolver las ecuaciones con una incég-
nita: “quitando denominadores, efectuando las operaciones indicadas,
haciendo la transposicion y la reduccién, es claro que la ecuacion de
primer grado con una incégnita tendrd la forma aX=b de donde resulta
X=b/a" (p.49). Ademas dedica un pequeno apartado a resolver ecuacio-
nes de primer grado con una incégnita en el que la incognita aparece en
el denominador y en las que aparecen radicales, explicando que en los
casos en los que se multipliquen o dividan ambos miembros de la ecua-
cién por cantidades desconocidas, asi como elevando a una potencia
o extrayendo raices, se debe comprobar que las soluciones dadas son
realmente soluciones de la ecuacion ya que el nimero de soluciones
puede variar.

Tras ofrecer numerosos ejemplos de cada uno de los pasos que deben
seguirse para resolver una ecuacién de primer grado, propone algunos
ejemplos con su solucion correspondiente, pero sin el procedimiento
resuelto, para que los alumnos los resuelvan instdndoles a comprobar
la solucién obtenida al finalizar el ejercicio y asi evitar que se hayan
cometido errores.

Para finalizar, enuncia un resultado que dice que una ecuacién de
primer grado con una sola incégnita solo tendra una solucién, debido
a que todas pueden reducirse a la forma a-X=>b, cuya Unica solucion es
X=b/a.
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En el caso de los métodos de resolucion de dos 0 mds ecuaciones con
dos 0 mas incégnitas, Cortazar desarrolla los métodos de sustitucion, de
adicion o sustraccién y de igualacién para demostrar que cualquiera de
estos métodos de eliminacién nos proporciona ecuaciones equivalentes
a las dadas. Por ese motivo, en el caso en el que queramos resolver un
sistema de ecuaciones de primer grado con igual nimero de incégnitas,

“se elimina una incégnita entre dichas ecuaciones, y resultard una ecua-
cién menos y una incégnita menos. Se vuelve a eliminar una incognita en
estas ecuaciones; y continuando del mismo modo, se llegard a una ecua-
cién con una incognita” (p. 58). Tras resolver el valor de dicha incégnita,
el célculo de las demas serd facil.

Al igual que en el caso de las ecuaciones de primer grado, recomien-
da la comprobacién de los valores obtenidos y propone varios ejemplos
con su solucién correspondiente que sirva de apoyo al alumno.

El libro tercero esta dedicado a problemas que pueden resolverse me-
diante ecuaciones de primer grado. El autor plantea todos los problemas
y los resuelve paso a paso siguiendo el siguiente esquema: definicion
de los datos, planteamiento, resolucién y comprobacién. La mayoria de
los ejemplos de este capitulo hacen referencia a situaciones de la vida
cotidiana y, como él mismo apunta, son susceptibles de ser resueltos
mediante operaciones aritméticas sin necesidad de usar lenguaje alge-
braico, sin embargo, “por medio del lenguaje simbdlico 6 razonamiento
artificial se simplifica mucho la resolucion de los problemas” (p.5).

Cortazar aclara que la mayoria de los problemas que resuelve a través
de ecuaciones de primer grado con una sola incégnita, también pueden
resolverse mediante varias incégnitas, y, por tanto, realiza de nuevo los
problemas, representando cada una de las incégnitas con una letra dife-
rente. Por dltimo, resuelve de nuevo los ejemplos usando datos genera-
les en lugar de datos particulares.

El libro cuarto, titulado Potencias y raices de las cantidades algébricas,
se centra principalmente en las propiedades del producto, cociente y
potencia de potencias y raices de monomios y de polinomios. Cortazar
acepta la definicion de raiz de un nimero como el “nimero que elevado
a la potencia cuyo exponentes el indice de la raiz produce el nimero
propuesto” (p. 97) con la consecuencia de que “Todo ndmero positivo
tiene dos raices de grado par, las cuales solo se diferencian en el signo:
pues un nimero positivo o negativo elevado a la potencia de grado par
da un resultado positivo” (p. 97). Por tanto, el autor debe adoptar un con-
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venio que le evite confusiones y Ilama raiz aritmética o valor aritmético
de la raiz de un nimero al valor de la raiz real positiva de éste.

Para calcular las potencias de los polinomios, define permutaciones
y combinaciones de grupos de elementos y deduce con antelacion la
férmula del binomio de Newton para expresiones del tipo (a+b)".

El Gltimo capitulo del libro cuarto, titulado Calculo de las cantidades
imaginarias de segundo grado, esta destinado al célculo de las raices
cuadradas de cantidades negativas. Tras definirlas como cantidades de
la forma a+bV-1 siendo a su término real y b su parte imaginaria, detalla
las operaciones de suma, diferencia, producto, cociente, potencias su-
cesivas y raices cuadradas.

En el libro quinto, desarrolla la resoluciéon de ecuaciones de se-
gundo grado, clasificindolas en incompletas, completas, bicuadradas
y resolucién de dos ecuaciones con dos incégnitas. Para la ecuacion
aX>+bXx+c=0 demuestra las soluciones X=-m/2+\(m?/4-n) siendo m=b/a
y n=c/a, las soluciones X=(-b+\(b*4ac))/2a y X=ry X=s, siendo r+s=-b/a
y rs=c/a.

Dedica un apartado a la discusion del nimero y tipo de soluciones en
funcién del discriminante y, por tanto, de los coeficientes de la ecuacién.
Al igual que el libro tercero, el quinto contiene problemas que pueden
resolverse mediante ecuaciones de segundo grado con la solucién co-
rrespondiente.

A continuacion, aunque el autor especifica que el cadlculo de maxi-
mos y minimos es una cuestion del Calculo Diferencial, lo explica para
el caso de funciones de segundo grado. Para ello, se despeja la funcion
y se resuelve y se discute los valores maximos y minimos que se pueden
obtener.

Los logaritmos y progresiones son estudiados en el libro sexto. Cor-
tazar introduce la teorfa sobre logaritmos estudiando las tendencias al
infinito y las propiedades de las funciones exponenciales. De ese modo,
define:“el logaritmo de un nimero es el exponente a que debe elevarse
una cantidad positiva y diferente de 1, llamada base, para que la poten-
cia sea igual al nimero” (p. 172). Incluye las propiedades y operaciones
de los logaritmos, asi como el método de construccion y el uso de la
tabla de logaritmos de base 10. Como complemento, incluye la reso-
lucién de ecuaciones exponenciales, a través de una serie de ejemplos
y un problema, en los que estudia la equivalencia entre logaritmos de
distinta base.

246 Educatio Siglo XXI, Vol. 39 n° 1 - 2021, pp. 235-256
http://dx.doi.org/10.6018/educatio.469251



El Tratado de Algebra elemental de Juan Cortazar: un libro significativo para la
ensefianza de las matematicas en Espana
CARMEN LEON-MANTERO, ALEXANDER MAZ-MACHADO Y MARIA JOSE MADRID MARTIN

En el siguiente capitulo, se estudian los términos generales y la suma
de las progresiones aritméticas y geométricas, asi como la interpolacion
de diferentes elementos, entre varios nimeros. En este caso, en contra-
posicion con los capitulos anteriores, el autor utiliza la resolucion de
problemas en vez de ejercicios para aportar los ejemplos necesarios. Los
problemas versan sobre calculo de distancias y tiempos. Plantea, asimis-
mo, el problema que habla sobre el inventor del ajedrez que se puede
encontrar de forma similar en libros espafoles dedicados a la ensefanza
de las matemdticas escritos en el siglo XVI, como por ejemplo en la obra
de Juan de Ortega. También se incluyen las aplicaciones que estudian
el nimero total de balas que podian colocarse en las pilas de balas que
se formaban en los parques de artilleria o las que estudian los intereses
generados por las anualidades o rentas vitalicias.

En la Figura 3 se presenta el mapa conceptual de la obra.

Adicion Adicién
Nameros negativos Sustraccion Sustracclon
Mult Multi
Divisién Divisién
Binomio de Newton Probl
- _ ¥
inomi Potencias i )_(r v i
Polinomios Logaritmos ft étrica Problemas

Adicion
Sustraccién
Multiplicacién
Division

Cantidades radicales

Espresiones algébricas

Cantidades imaginarias

Adicion
Sustraccion
Multiplicacién
[[\lgebraJ [ Exponenciales] Divisién

Fracciones algébricas

Expresi a/0yo0/0

Una ecuacién y una incbgnita)

//(Varias i y varias incé
Primer grado N PR

na i6n y una i

[Ecuaclones}—{Segundo gradoli{{ a

Dos ecuaciones y dos moogmtas]
[BlcuadradasJ\‘M‘
Maximos y minimos
Ecuaciones de dos términos
Figura 3. Mapa conceptual del Tratado de Algebra Elemental de Juan Cortdzar,
1865.

Adicién o sustraccion
Igualacién

d. Los sistemas de representacion

Se han localizado cuatro tipos de representaciones en el texto: algebrai-
cas, numéricas, graficas, y lenguaje verbal. Esta clasificacion esta basada
y adaptada de la propuesta de Maz-Machado et al. (2013) y Madrid et
al. (2015).

El tipo de representacion mds abundante es el lenguaje verbal. Se
usan las palabras para definir conceptos, enunciar propiedades y resulta-
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dos, realizar demostraciones, proponer ejemplos, ejercicios y problemas.
Las demostraciones de propiedades y resultados se realizan a través de
este tipo de representacion, aunque apoyadas en expresiones simbdlicas
y numéricas. Por ejemplo: “Acabamos de ver que por medio del lengua-
je simbdlico 6 razonamiento artificial se simplifica mucho la resolucion
de los problemas: este lenguaje simbélico 6 razonamiento artificial, apli-
cado & la resolucion de los problemas matematicos, se llama Algebra”
(Cortazar, 1865, p. 5).

Las representaciones algebraicas combinan nimeros con signos vy le-
tras. Estas se usan frecuentemente para expresar expresiones algebraicas
y ecuaciones con el objetivo de clarificar propiedades, realizar demos-
traciones y dar ejemplos (figura 4).

. & L Ve [ J—
Ejemplos. 1. ab W= ‘/ - = Viatbeet,
Voysm e . yau
g Yoew_ Jom \/-'- .

Figura 4. Representacién algebraica en el Tratado de Algebra Elemental de
Juan Cortazar, 1865, p. 101.

Para dar ejemplos, mediante nimeros y simbolos, de las diferentes
propiedades, se usan representaciones numéricas. Aparecen en muy po-
cas ocasiones debido a que se trata de un Tratado de Algebra y para
enunciar ejemplos es mas frecuente el uso de la representacién algebrai-

ca (figura 5).
Ejemplos. 1.* MA—(—6)= 144 6=120.
2* —4—(—8)=—14+46=~—8.
Figura 5. Representacién algebraica en el Tratado de Algebra Elemental de
Juan Cortazar, 1865, p. 8.

Por dltimo, y aunque solo en dos ocasiones, se observan gréficas para
ayudar a resolver problemas de méviles en la que las letras indican la
posicion de cada uno de los moéviles (figura 6).

Problema 19. Dos mdviles salen al mismo tiempo de dos pun~
tos M ‘? M', distantes 49 pies, en el sentido MM'A : el primero ca-
mina 74 pies por minulo, y el sequndo 53 pies por minuto; Jd qué
distancia de los puntos M y M' aleansard el primer méuil al se-
gundo?

M M 4

Figura 6. Representacion gréfica en el Tratado de Algebra Elemental de Juan
Cortazar, 1856, p. 5.
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e. Andlisis fenomenolégico

Se han encontrado nueve tipos de fenédmenos o contextos a través de
los cuales Cortazar ejemplifica los conceptos que presenta fenémenos
de: desplazamientos, capacidad, cronoldgicos, comerciales, laborales,
transmision, financieros, lGdicos y estrictamente matematicos, tanto arit-
méticos como algebraicos. Esta clasificacion coincide parcialmente con
la realizada por Madrid y Maz-Machado (2015).

La obra se desarrolla en un contexto fundamentalmente matematico a
la hora de dar explicaciones de las operaciones, realizar demostraciones,
enunciar ejemplos y proponer ejercicios y problemas. Se manifiestan de
dos formas distintas:

e Aritméticos: para mostrar las operaciones de adicion, sustraccion,
multiplicacién y division de los nimeros negativos, raices y poten-
cias de ndmeros positivos y negativos, resolver problemas de tipo
aritmético o calcular valores numéricos de expresiones algebrai-
cas.

e Algebraicos: para resolver las operaciones con expresiones alge-
braicas, resolver ecuaciones, potencias y raices de las cantidades
algebraicas o expresar los términos generales de las progresiones.

Como complemento a los fenémenos matemdticos, encontramos
contextos en los que hay que resolver problemas de situaciones que se
encuentran en la naturaleza y se rigen mediante leyes fisicas. Estos son
de tres tipos:

e Desplazamientos: para calcular distancias recorridas en ambos
sentidos de la recta o la circunferencia (avances o retrocesos) bajo
unas condiciones dadas. Por ejemplo, “Problema 9° .Siendo en un
reloj las 12 en punto, y estando por consiguiente el minutero sobre
el horario, ;qué hora serd cuando el minutero vuelva & colocarse
sobre el horario?” (Cortazar, 1865, p. 77).

e Capacidad: para calcular los tiempos de llenado o vaciado de pro-
ductos o sustancias en lugares o recipientes.

Problema 8° .Se ha llenado de agua en 12 minutos una vasija
de 39 azumbres de cabida, habiéndola espuesto primeramente
a un cafo que arrojaba 3 azumbres de agua en cada minuto, y
despues 4 otro que arrojaba 4 azumbres de agua en cada minu-
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to. ;Cuantos minutos estuvo expuesta a cada uno de los canos?
(Cortazar, 1865, p. 76).

* Cronoldgicos: para calcular la edad o edades de personajes y, para

ello se aportan las relaciones entre las edades de dos o varios de
ellos o las condiciones entre diferentes periodos de su vida. Por
ejemplo, “Problema 5°. Preguntandole & uno qué edad tenia un
hijo suyo, respondié: si del doble de su edad se resta el triplo de
que tenia 6 afos h4, resultara su edad actual ;Cuantos afios tenia
el hijo?” (Cortazar, 1865, p. 75).

Aquellas situaciones que implican la distribucion de bienes y servicio,
las denominamos situaciones econémicas. Encontramos cuatro tipos:
e Fenémenos comerciales: aquellos que se refieren a situaciones en

las que hay implicadas operaciones de compra-venta. Por ejemplo,

“Problema 18. ;Cuantas fanegas de trigo de a 50 reales y de & 40 rea-

les se han de mezclar, para tener trigo de & 47 reales, escediendo el
primer ndmero al segundo en 30 fanegas?” (Cortazar, 1865, p. 83).

e Fenémenos laborales: aquellos que se refieren a situaciones en las

que se debe calcular el salario a percibir por una o varias personas.

2.° Un particular ha pagado 60 reales por 6 dias de trabajo de
un obrero y 5 dias de trabajo de otro. En otra ocasion, ganando
los obreros el mismo jornal, les ha pagado 184 reales por 17 dias
de trabajo del primero trece del segundo. Se pregunta, cual fué
el jornal de estos obreros. (Cortazar, 1865, p. 92).

e Fenémenos de transmision: aquellos en los que debemos averiguar

250

las partes correspondientes al reparto de una herencia.

Problema 11. Dispuso uno en su testamento que del capital que
dejaba, se diesen al mayor de sus hijos 1000 duros y la décima
parte del resto; que al hijo segundo se diesen 2000 duros y la
décima parte del resto; al tercero 3000 duros y la décima parte
del resto, y asi sucesivamente. Hecho el reparto, se vi6 que todas
las partes eran iguales. Se pregunta, jcuanta era toda la herencia,
cuantos eran los hijos y cudnto correspondié & cada uno? (Cor-
tazar, 1865, p. 78).
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e Fenémenos financieros: aquellos en los que se presentan situa-
ciones en las que se debe determinar una ganancia o una pérdi-
da econémica. Por ejemplo, “255. Hallar la relacion que liga al
capital, al tanto por 1 anual, al tiempo y a la suma del capital é
intereses al cabo de este tiempo.” (Cortazar, 1865, p. 209).

Igualmente encontramos fenémenos que implican el calculo del ga-
nador de un juego o las ganancias obtenidas.

Problema 4. © Se pusieron dos & jugar con otros, y ambos perdie-
ron, el uno 12 rs. Y el otro 57 rs.: el dinero con que este segundo
se levant6 del juego era la cuarta parte del que al primero le
habia quedado; siendo asi que los dos se pusieron & jugar con
igual cantidad de dinero. Se pregunta ;cual era esta cantidad?
(Cortazar, 1865, p. 75).

-IDesplaza.m.ientos |
- Naftut_ales ¥ --| Cronolégicos‘
1s1cos
= Capacidad
Kz = Laborales
8
g 1 Financieros
% F Econémicos =
g - = Comerciales
I~ | = Luadicos
= Transmision

i - Aritméticos

-| Matematicos

Figura 7. Tipos de fenémenos o situaciones

Algebraicos
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Conclusiones

Podemos considerar al Tratado de Algebra elemental como una de las
obras de mayor importancia para la formacién matemética de varias ge-
neraciones de espafoles durante la segunda mitad del siglo XIX y la
primera del siglo XX. Entre los indicadores que muestran la calidad e in-
fluencia de la obra, se encuentran las numerosas reediciones, que, entre
todos sus libros de texto llegaron al medio millén de ejemplares vendi-
dos, tanto de las publicaciones oficiales impresas en Madrid, como las
que fueron impresas sin su consentimiento en ciudades tan importantes
como Paris o Nueva York. La obra conté con el consentimiento y apro-
bacion del gobierno, que la incluyé en la corta lista de libros de texto
oficial para uso en Universidades, Institutos y Escuelas Profesionales.

De entre las valoraciones dadas por otros autores sobre las obras, des-
tacan la actualidad de los contenidos con respecto a autores espafoles
contemporaneos, su buen nivel matematico tanto para los alumnos de la
segunda ensenanza como universitaria y sus evidentes influencias de los
planes de estudios franceses, debidas a sus afios de estudio de ingenieria
en Paris (Vea, 1995).

Cortazar introduce diferencias significativas con respecto a obras con-
temporaneas. Una de estas consiste en la segregacién del Algebra y la
Aritmética, su coherencia al ordenar los contenidos y al sefialar con aste-
riscos los enunciados que los profesores de secundaria debian omitir en
sus clases. Esto hace del Tratado de Algebra elemental una obra versatil
en la mayoria de los dmbitos educativos, ya sea en ensehanza secunda-
ria, en escuelas profesionales, en escuelas normales o en la Universidad.

Los contenidos destacan por su caracter y estructura formal. Todos
los resultados vienen acompanados de su rigurosa demostracion o de la
ubicacién, en alguna de sus obras, en las que puede hallarse. También
por la gran variedad de ejemplos y situaciones que se encuentran, desde
el estudio de los nimeros negativos, hasta la resolucion de ecuaciones,
pasando por el célculo de expresiones algebraicas.

Al tratarse de una obra sobre Algebra, el contexto al que mds se recurre
a la hora de proponer ejemplos y problemas, es el estrictamente matema-
tico. Sin embargo, también podemos encontrar situaciones de tipo econé-
mico, fisico o natural y lddico. Desde el punto de vista fenomenolégico,
presenta una gran variedad de contextos en los que pueden ser aplicados
el calculo de expresiones algebraicas y la resolucién de ecuaciones.
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El andlisis de contenido, centrado en los sistemas de representa-
cion de la obra nos muestra que predomina el lenguaje verbal elegido
meticulosamente para exponer definiciones, resultados, propiedades,
ejemplos, ejercicios y problemas y el lenguaje simbélico para ejem-
plificar dichos resultados y ejemplos. En menor medida se hallan re-
presentaciones numéricas y graficas, y es nulo, el uso de tablas y
esquemas.

Irueste (1912) y Vea (1995) realizan sendos andlisis de la obra y am-
bos coinciden en que su contenido se ajusta a las pautas comunes de
la mayoria de los textos de la época. Estos destacan la originalidad de
algunos de sus capitulos, como el cociente de un ndmero entre cero,
la indeterminacién cero entre cero, el tratamiento de la radicacion de
monomios y polinomios, la resolucién de ecuaciones de segundo grado
o los conceptos de maximo y minimo. El tratamiento dado a las progre-
siones y los logaritmos coincide con el que se le da en la actualidad v,
es que Cortdzar considera que los logaritmos deben ser incluidos dentro
del algebra y no dentro de la aritmética como lo hacen Bourdon o Fer-
nandez Vallin.

El analisis comparativo realizado por Peset et al. (1978) entre el Ma-
nuel des aspirants y los Elementos de Algebra de M. Bourdon, ambos,
libros de texto franceses contemporaneos a este tratado, nos revela que
el nivel cientifico del autor espanol es inferior que el de los franceses,
si bien ha de tenerse en cuenta el contexto histérico en el que nuestro
autor redacta su obra. Ademds, consideran que el texto matematico estd
escrito de forma esquematica, al contrario de lo que sucede en los textos
franceses de la época, que califican como deductivos.

Estudios como el que hemos presentado permiten comprender la
forma en la que se transmitian los conocimientos matematicos en una
época pasada y en un contexto geografico y social determinado, como
es el espanol. También revela la preocupacion que existia, ya entonces,
por aspectos didacticos que favorecieran el aprendizaje, algo que hoy
en dia, sigue siendo primordial, tanto en las aulas como en los manuales
actuales.
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