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Aspectos de la presentacion del sistema de
coordenadas cartesianas en la Introductio in
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Resumen: Este articulo estudia la presentacion del sistema de coordenadas cartesia-
nas en la Introductio in Analysin Infinitorum de Euler y en los libros de texto de Lacroix
Traité du calcul différentiel et du calcul intégral y Traité Elémentaire de Trigonométrie
Rectiligne et Sphérique, et d’Application de I’Algebre a la Géométrie, indagando qué
componentes hicieron posible su sistematizacion, y teniendo presente las dificultades de
los estudiantes en el uso de las coordenadas cartesianas.
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coordinate system in Euler’s Introductio in Analysin
Infinitorum and Lacroix’s textbooks

Summary: This paper studies the presentation of the Cartesian coordinate system in
Euler’s Introductio in Analysin Infinitorum and in Lacroix’s Traité du calcul différentiel
et du calcul intégral and Traité Elémentaire de Trigonométrie Rectiligne et Sphérique, et
d’Application de I’Algebre a la Géométrie, searching for what components made possi-
ble its systematization, and bearing in mind students’ difficulties.
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INTRODUCCION

Es un hecho harto conocido que los estudiantes tienen dificultades en la compren-
sion y el uso de la representacion de funciones en el sistema de coordenadas cartesianas
(SCC). Muchas veces provocadas por una lectura o localizacion incorrecta de las coor-
denadas cartesianas como se observa en la figura 1.

Figura 1. Errores en la localizacion de coordenadas cartesianas.

Esta problematica didactica nos ha conducido a establecer “qué textos debiamos exa-
minar en la historia y qué preguntas debiamos hacerles” (Puig, 2011, p. 29).

Hemos examinado los textos buscando lo que Puig (Puig, 2006, p. 113), llama “cog-
niciones petrificadas”. “Petrificadas” porque estan ahi, en el texto que nos ha legado la
historia, como en los monumentos de piedra de los que no cabe esperar que digan mas
que lo que ya esta en ellos. “Cogniciones” porque lo que queremos leer en esos textos no
es el despliegue de un saber, las matematicas, sino el producto de las cogniciones (mate-
maticas) de quien se declara su autor”.

Los textos que hemos elegido examinar desde este punto de vista han sido el libro
de Euler Introductio in Analysin Infinitorum (1748), y su traduccion francesa de 1796-
1797, y los libros de texto de Lacroix Traité du calcul différentiel et du calcul intégral
(1797) y Traité Elémentaire de Trigonométrie Rectiligne et Sphérique, et d application
de I’Algebre a la Géométrie (1797).

RAZONES PARA LA ELECCION DE LOS TEXTOS

Las razones para elegir la Introductio de Euler y los libros de texto de Lacroix son,
en primer lugar, que queriamos examinar textos del momento en que la forma actual de
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representar las funciones en el SCC se estaba constituyendo, y del momento en que se
estaba incorporando como materia de ensefianza en los libros de texto.

Ademas, la razén principal para elegir la Introductio de Euler es que es uno de los pri-
meros libros que tratan las coordenadas cartesianas de forma sistematica.

Por su parte, los libros de texto de Lacroix han sido elegidos porque

1) elementarizan las matematicas con el objetivo de ensefiarlas (Schubring, 1987),

2) tratan las coordenadas cartesianas de forma progresiva y

3) tuvieron un gran impacto en la ensefianza de las matematicas no solo en Francia,
sino también en Espaiia.

El Traité Elémentaire de Trigonométrie Rectiligne et Sphérique, et d’application de
[’Algebre a la Géométrie de Lacroix fue traducido al espafiol como parte del Curso com-
pleto elemental de matematicas, titulo con que se publico la traduccion espafiola de los
libros de texto de Lacroix. Esta traduccidn fue muy usada ya que el Real Decreto de 1824
del rey Fernando VII sobre el plan general de estudios del Reino, establecié en su arti-
culo 42 que “en todas estas catedras [refiriéndose a las catedras de Matematicas y Cien-
cias de las Universidades] duraran las lecciones hora y media por la mafiana y una por
la tarde; sirviendo de texto para las Matematicas puras la obra de Mr. Lacroix, traducida
por Rebollo”.
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Hasta donde hemos podido averiguar, el Tratado elemental de trigonometria recti-
linea y esférica, y de la aplicacion del dlgebra a la geometria se publico en ocho edi-
ciones, siendo la octava de 1846. Hemos usado la 6 edicion espafiola de 1820 (Lacroix,
1820), y la 4* edicion del original francés (Lacroix, 1807). El Traité du calcul différen-
tiel et du calcul intégral de Lacroix no se tradujo al espafiol, que sepamos, de modo que
hemos usado so6lo la primera edicion del original francés (Lacroix, 1797).

COMPONENTES DE LA CONSTITUCION DEL SCC

Como resultado de nuestro estudio, hemos establecido que los componentes princi-
pales que hicieron posible la sistematizacion del sistema de coordenadas cartesianas, tal
y como ésta se encuentra en los textos analizados, son los siguientes:

1) La dotacion de significado a las cantidades negativas en dlgebra y en geometria, y
el establecimiento de un origen fijo de coordenadas.

2) La constitucion del concepto de abscisa.

3) Elpaso de la nocion de aplicada (un segmento levantado en el extremo de las abs-
cisas) al concepto de ordenada (una distancia medida en el eje de ordenadas).

4) El paso de las coordenadas como segmentos a las coordenadas como distancias, y
el consiguiente paso a las coordenadas como niimeros.

5) El establecimiento de ejes de coordenadas absolutos, esto es, ejes no especificos
de la curva.

LA DOTACION DE SIGNIFICADO A LAS CANTIDADES NEGATIVAS EN ALGEBRA Y EN GEOMETRIA,
Y EL ESTABLECIMIENTO DE UN ORIGEN FIJO DE COORDENADAS

La dotacion de significado a las cantidades negativas en la aritmética y en el algebra
es una cuestion bastante compleja y sobre la que hay mucho estudiado y escrito. En con-
creto, la dificultad en la expresion y simbolizacion de estas cantidades en el algebra pro-
voca ciertas ambigiiedades en ambos autores.

En los libros analizados las letras representan cualquier tipo de nimero. Asi pues, la
letra simboliza cualquier niimero, ya sea un niimero (real) positivo o negativo. Sin em-
bargo, en las formas canonicas de segundo grado, la letra representa una cantidad posi-
tiva que se puede afiadir o sustraer.

axx+c¢==0, onaxx=—JXc

Figura 3. Ecuacion de 2° grado pura (Euler, 1774, p. 519).

Por otra parte, cada vez que se quiere subrayar que la cantidad es negativa, la ex-
presion lleva explicitamente antepuesto el signo —, es decir, la letra unicamente puede
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representar un nimero positivo. Lacroix proporciona la siguiente ecuacion de la recta
cuando la incognita es negativa.

Lorsque x sera négatif, on trouvera

y=—ax+4b

Figura 4. (Lacroix, 1807, p. 123)?

En el tomo II de la Introductio cada vez que se hace referencia a un valor negativo de
la variable x hace uso de la expresion —x.

18. Secundum Figuram apparec, dum AbkilTa negativa — »
contificatur intra limites AC & AE,; Applicsam y fieri ima-
ginariam, effeque PP < 0: uvlua E vero finiftrorflum progre-
diende Applicare irerum Bunt resles , quod fierl neguit nil

Figura 5. (Euler, 1748, t. 11, p. 9)°

Las dificultades que ocasionan las cantidades negativas en el algebra provocan a su
vez dificultades en la expresion de las ecuaciones en la geometria y el analisis.

Asi pues, la dotacion de significado de lo negativo se convierte en una cuestion pri-
mordial en el proceso de sistematizacion de las coordenadas. Hubiera sido imposible
dicha sistematizacion sin tener en cuenta tanto los valores positivos como los negativos,
lo que apremiaba a la geometria a dotar de significado a las magnitudes asociadas a can-
tidades negativas. Para ello fue necesario considerar las magnitudes como segmentos
orientados, lo que a su vez hizo imprescindible el establecimiento de un origen de coor-
denadas fijo.

Para representar cantidades en geometria, Euler utiliza magnitudes (en el sentido que
tiene magnitud en los Elementos de Euclides). Para representar las magnitudes determi-
nadas utiliza una recta ilimitada (RS) que contiene todos sus valores determinados y fija
en ella un punto que sera el origen (4), no de las cantidades, sino de las magnitudes de-
terminadas. Asi pues, cada magnitud determinada representa un valor determinado in-
cluido en la cantidad variable.

2. “Cuando x sea negativa, se hallara y = — ax + b”. (Lacroix, 1820, p.141)
3. “Esta claro, después de la inspeccion de la figura, que, mientras que la abscisa negativa —x esta
contenida entre los limites AC y AE, la aplicada y es imaginaria [...]”. (Traduccion nuestra)
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1. Use quantité variable étant une grandeur confidérée en
gfnéral, 3'ni renfesme toutes les valeurs déterminées; une

oite indéfinie, telle que R S, fera trés- propre i re-
préfenter, en géométrie, une quantité de cette nature. En
effet, puifqu'on peut prendre fur une droite indéfinie , une
partie queiconque, qui-ait une valeur déterminée, cecte ligne
préfente a I'efprit la méme idée de grandevs, que la quantité
variable, Ii faut done, avant tout, fixer fur une ligne indéfinie
R S ua point A, qui fera cenfé origine des grandeurs déer«
minées, qu'on en {éparera; ainfi une portion déterminée 4 P
rep}-:!t;gteta une valeur déterminée comprife dans la quantité
vatiable.

Figura 6. Magnitud (Euler, 1796-97, t. II, p. 1)*.

Euler, representa las magnitudes como segmentos en una recta ilimitada, que orienta
arbitrariamente respecto de un punto previamente fijado, el origen (A).

Fig 4
i ~ Ij _F A

A

Figura 7. Representacion de magnitudes orientadas (Euler, 1748, t. II, Table I).

Para que la correspondencia sea biunivoca es necesario considerar solamente los seg-
mentos que tienen el origen como uno de sus extremos. Fija arbitrariamente a la derecha
del origen los valores reales positivos de la variable x, a la izquierda los valores nega-
tivos y el valor cero en el origen. Establece el orden en la recta ilimitada: cuanto mas
se aleja el punto P hacia la derecha, mas grande es el valor de x representado por AP;
cuanto mas se aleja el punto p hacia la izquierda, mas disminuye’ el valor de x represen-
tado por Ap. Una vez fijados, afiade que es indiferente ubicar a la derecha o la izquierda

4. “1. Como una cantidad variable es una cantidad que se considera en general, que contiene todos los
valores determinados, una linea recta indefinida, como RS, serd muy apropiada para representar en geometria
una cantidad de esta naturaleza. En efecto, ya que se puede tomar sobre una recta indefinida, una parte
cualquiera, que tenga un valor determinado, esta linea presenta al espiritu la misma idea de magnitud, que
la cantidad variable. Por tanto, en primer lugar es necesario fijar sobre una linea indefinida RS un punto 4,
que sera considerado el origen de las magnitudes determinadas, que se separaran de ella, asi una porcion
determinada AP representara un valor determinado comprendido en la cantidad variable.” (Traduccion
nuestra)

5. En esta ocasion Euler utiliza la letra x para referirse a una cantidad numérico-algebraica negativa sin
necesidad de anteponer el signo —, que ademas asocia geométricamente a una magnitud considerada como
un segmento orientado.

24 Epsilon, 2013, Vol. 30 (2), n° 84, 19-40, ISSN: 2340-714X



Aspectos de lapresentacion del sistema de coordenadas cartesianas en la Introductio in Analysin Infinitorum...
Maite Navarro y Luis Puig

los valores positivos, puesto que los negativos se representaran en el lado opuesto, po-
niendo de relieve la arbitrariedad en la ubicacion de las magnitudes que representan los
valores positivos o negativos de las cantidades variables, y que lo realmente importante
es que los valores negativos se deben representar en el lado opuesto al de los positivos®.

3. Or, comme la droite indéhnie B § s’étend 4 linfini de
part & d'autre du point A, en R:urm aufli couper de part &
d'antre toutes les valeurs de x, Mais, fi nous prenons les va-
leurs pofitives de x, en allant fur la droite depuis le poine A,
les intervalles A p fitués fur la gauche repréfenteront les va-
leurs négarives de x. En effet, puiei;%uc plus le point £ s'éloigne
du [lmim A vers la droite, plus eft grande la valeur de x re-
préfentée par l'intervalle A F’ ; réciproquement , plus le poine
P s’éloigne vers la gauche, plus la valeur de x elt diminuée;
&, i £ rombe fur A4, la valeur de x devient==o, C'eft pout-
quoi, fi le point P eft reculé davantage vers la gauche, les
valeurs de x deviendront plas petires que zéro, c'eft-A-dire,
feront négatives , & les intervalles A p pris fur la gauche de-

is le point 4, repréfenteront les valeurs négatives de =, fi
es intervalles AP, fitués A la droite, font cerﬁ'és repréfenter
les valeurs pofitives. Au reile, il eft indifférent de prendre du
edté qu'on voudra les valeurs pofitives de x; car le edeé op-
pofé renfermera toujours les valewrs négatives.

Figura 8. Magnitudes orientadas (Euler, 1796-1797, t.1I, p. 2)’.

La arbitrariedad de la ubicacion de las cantidades en geometria se pone de manifiesto
en la representacion que Lacroix hace de senos y cosenos. En el primer capitulo del
Traité Elémentaire de Trigonométrie, Lacroix establece los signos de senos y cosenos en
los diferentes cuadrantes, siendo ésta la primera vez en la que, por una parte, el lector del
tratado se encuentra con este tema y, por otra, Lacroix justifica la ubicacion en el plano
de las magnitudes correspondientes a cantidades negativas. Dicha justificacion es bas-
tante peculiar pues se realiza tras la representacion grafica de los valores de senos y co-
senos que ha deducido previamente gracias a la generalidad de las féormulas:

6. De ahora en adelante nos referiremos a este aspecto como el convenio de oposicion de los signos
(COS).

7. “3. Ahora bien, como la recta indefinida RS se extiende hasta el infinito de una y otra parte del punto
A, se podra cortar también de una y otra parte todos los valores de x. Pero, si tomamos los valores positivos
de x, siguiendo la recta desde el punto A4, los intervalos Ap situados a la izquierda representaran los valores
negativos de x. En efecto, puesto que cuanto mas se aleja el punto P del punto 4 hacia la derecha, mas grande
es el valor de x representado por el intervalo AP; reciprocamente, cuanto mas se aleja el punto P hacia la
izquierda, mas disminuye el valor de x; y, si P cae sobre 4, el valor de x deviene = 0. Por ello, si el punto
P estd mas apartado hacia la izquierda, los valores de x devienen mas pequefios que cero, es decir, seran
negativos, y los intervalos 4p tomados a la izquierda desde el punto 4, representaran los valores negativos de
x, si los intervalos AP, situados a la derecha se considera que representan los valores positivos. Por lo demas,
es indiferente tomar del lado que se quiera los valores positivos, pues el lado opuesto contendra siempre los
valores negativos.” (Traduccion nuestra)
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cos (@£ b)=cosacosb = sin asin E:}
sin (a==b)=sin acosb*=sin bcosa

Figura 9. (Lacroix, 1807, p. 21)

que son aplicables a todas las magnitudes posibles de los arcos AM (figura 10).

En el articulo 23 hace un resumen de los resultados que ha obtenido respecto del valor
absoluto y el signo de los senos y cosenos de un angulo cualquiera segiin en qué cua-
drante se encuentre. Dichos resultados se ilustran en la figura 10, en la que es necesario
notar que los arcos se miden a partir del punto A4 y en el sentido horario, probablemente
bajo la influencia de la astronomia.

10
B
3 Fn
Nem
AlLD” vy
(€ P’
(o M/~n”
N
B

Figura 10. Representacion de senos y cosenos (Lacroix, 1807, Pl. I).

Los senos cambian de signo cuando estan situados por debajo del diametro A4’ y los
cosenos cuando pasan de un lado al otro del punto C, o cuando caen a distintos lados del
didmetro BB’ perpendicular al primero.

Luego las magnitudes correspondientes a los valores negativos de los senos no se si-
tuan por debajo del didmetro A4’ por convenio, sino que dichas magnitudes se interpre-
tan como negativas porque el valor que se obtiene de la aplicacion de las formulas para
los senos de arcos entre Ty 2w es negativo. Ocurre lo mismo con los valores negativos
de los cosenos, su ubicacion a la izquierda del punto C viene determinado por los arcos y,
puesto que son negativos, las magnitudes que los representan se han de interpretar como
negativas. De esta manera se pone de manifiesto que las magnitudes correspondien-
tes a cantidades negativas quedan ubicadas de manera natural en el lado opuesto a las
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magnitudes correspondientes a cantidades positivas. Conviene también indicar que los
segmentos A4’y BB’ de la figura 10 no representan ejes de coordenadas sino diametros
de la circunferencia. Hasta el capitulo 3, Lacroix no introducira los ejes de coordenadas
ni definira abscisa y ordenada, pero esta figura, junto con otras, preparan al estudiante
para comprender la sistematizacion de las coordenadas cartesianas en el plano. A pesar
de que los signos en la trigonometria no coinciden con los signos de las coordenadas en
la geometria analitica, hay un aspecto importante y que se mantendra: las magnitudes co-
rrespondientes a cantidades negativas se representan en el lado opuesto a las que corres-
ponden a cantidades positivas, siendo arbitrario, tal como ya expres6 Euler, en qué lado
se representen cada una de ellas.

Es decir, la oposicion de los signos mas y menos en aritmética y en algebra se tra-
duce en geometria en la inversion de la posicion de las magnitudes respecto de un seg-
mento o un punto.

En ambos casos, el origen se concibe como un punto arbitrario pero imprescindible
en la dotacion de significado de las cantidades negativas en geometria y por consiguiente
en la construccion de las coordenadas por segmentos.

LA CONSTITUCION DEL CONCEPTO DE ABSCISA

A cada uno de los segmentos que Euler ha construido en el articulo 1 (figura 6) lo va
a llamar abscisa. Es decir, define abscisa como un intervalo orientado de la recta, me-
dido desde el origen, el cual representa un valor determinado de la cantidad variable.
Definicion de la que es necesario subrayar que la abscisa no es el punto en la recta, ni la
longitud del intervalo sino que la abscisa es el intervalo, el segmento AP, que, como ya
habiamos sefialado anteriormente, tiene como uno de sus extremos el origen de abscisas.

2. Soit done x nne quantité variable, repréfentée par la
droite indéfinie RS ; il eft clair que toutes les valeurs déter-
minées de x, pourvu qu'elles foient réelles, peuvent étre
exprimées par des portions prifes furla igne R §. Par exemple,

fi le point P tombe fur le point A4, I'intervalle 4 P, devenant
nul , repréfentera 13.yaleur de x==0; mais plus le point P
s’éloignera du point Ay plus la valeur déterminée de x repré-
femtée par l'intervalfe 4 P deviendra grande.

On appelle ces intesvalles 4 P, ABSCISSES.

Ainfi les abfciffes repréfentent les valeurs déterminées de
la variable x,

Figura 11. Definicion de abscisa (Euler, 1796-97, .11, pp. 1-2)%.

8. “2. Sea pues x una cantidad variable, representada por la recta indefinida RS, esta claro que todos los
valores determinados de x, siempre que sean reales, pueden ser expresados por porciones tomadas sobre
la linea RS. Por ejemplo, si el punto P cae en el punto 4, el intervalo 4P, deviniendo nulo, representara el
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EL PASO DE LA NOCION DE APLICADA AL CONCEPTO DE ORDENADA

Euler sistematiza las coordenadas con el objeto de representar y estudiar las propie-
dades de las funciones. En su teoria de curvas el valor de la funcion es una cantidad va-
riable ligada a la variable x, de manera que para cada valor determinado de x, la funcién
y toma un valor determinado que se representa levantando una perpendicular desde el ex-
tremo de la abscisa AP, que representa el valor dado de x, cuya longitud es igual al valor
correspondiente de y. Euler llama aplicadas’® a cada una de estas perpendiculares.

Et onadonné le nom ’APPLIQUEES * aux perpendicu-
laires P M, menées des extrémités des abicifles 4 la courbe,

Figura 12. Definicion de aplicada (Euler, 1797, t. II, p. 5)'°.

Luego las aplicadas, al igual que las abscisas, son intervalos cuyas longitudes repre-
sentan a los valores dados. Las abscisas necesitaban un eje y un origen para que su cons-
truccion fuera incuestionable, en cambio cada aplicada depende para su construccion de
la construccion previa de la abscisa correspondiente. Esta dependencia provoca que cada
aplicada se levante de manera independiente del resto de las aplicadas y hace innecesa-
rio para Euler la introduccion de un nuevo eje. Asi, cada aplicada que se quiere levantar
necesita su propia perpendicular.

Ahora bien, dado que y puede tomar cualquier valor determinado, Euler tendra que
justificar donde representar cada tipo de valor real, y de nuevo fija arbitrariamente los
valores positivos por encima de la recta, los nulos sobre la recta y los negativos, por el
COS, por debajo.

A

Fy g/
&

l “E A P D\ S
g A

Figura 13. Abscisas y aplicadas (Euler, 1797, t. II, Table I).

valor de x = 0, pero cuanto mas se aleje el punto P del punto 4, mas grande se hara el valor determinado de x
representado por el intervalo AP.

Se llama a estos intervalos AP, ABSCISAS.

Asi, las abscisas representan los valores determinados de la variable x.” (Traduccion nuestra)

9. Aunque en la época se utiliza el término de ordenada, Euler utiliza el de aplicada.

10. Y se ha dado el nombre de APLICADAS a las perpendiculares PM, tiradas de los extremos de las
abscisas a la curva.” (Traduccion nuestra)
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En definitiva, en la Introductio las coordenadas no son un par de nimeros sino mag-
nitudes que se representan mediante segmentos dotados de sentido. Las abscisas medi-
das desde el origen en un Unico eje, el eje de abscisas. Las aplicadas levantadas desde los
extremos de las abscisas.

Lacroix va a liberar las coordenadas geométricas de la Introductio de la rigidez que
imponen los extremos de las magnitudes a abscisas y sobre todo a aplicadas, se despren-
dera de los extremos y conservara de sus predecesoras unicamente la distancia o longi-
tud de las magnitudes. Lacroix define simultanea y conjuntamente abscisa y ordenada
como coordenadas determinadas por la direccion de unos ejes de coordenadas previa-
mente fijados.

85. Cette maniére de représenter le cours des lignes,
¢’est-d-dire les circonstances de leur forme et de Jeur
situation , en lesrapportantd une droite, par des perpen-
diculaires, méritela plus grande attention; on voit qu'elle
revient 4 déterminer la position d'un pointquelconque,
par le moyen de sa distance a deux droites 48 et AC,
perpendiculaires entre elles. Le point M, fig. 34, esten ric. 34
effet déterminé lorsqu’on a les distances AP et AQ,
puisqu’il se trouve & l'intersection deslignes P et QM,
menées par lespoints P et , parallélement aux droites
AB et AC.

Les lignes AP et AQ), oun leurs égales, QM et PM,
se nomment les coordonnées. On se sert ordinairement
du mot abscisse pour désigner celle qn'on suppose eon-
nue, et I'on donne & l'autre le nom d'ordonnée. Ainsi,
dans les exemples precédens, onj'ai tonjours exprimé
les lignes PAT par les lignes AP, PM crait ordonnée
et AP l'abscisse. Les lignes 47 et AC, quidéterminent
la direction des coordonndes, se nomment les axes des
coordonnées.

Figura 14. Definicion de abscisa y ordenada (Lacroix, 1807, p. 119)!.

11. “Este modo de representar el curso de las lineas, esto es, las circunstancias de su forma y de su situa-
cion, refiriéndolas a una recta por perpendiculares, merece la mayor atencion; se ve que €l tiene por objeto
determinar la posicion de un punto cualquiera por medio de dos rectas 4B y AC, perpendiculares entre si. E1
punto M, fig. 34, esta determinado cuando se tiene las distancias AP y AQ, puesto que se halla en la intersec-
cion de las lineas PM 'y QM, tiradas por los puntos Py Q paralelamente 4 las rectas AB y AC.

Las lineas AP y AQ, 6 sus iguales PM 'y OM, se llaman coordenadas. Comunmente se emplea la palabra
abscisa para designar la coordenada que se supone conocida, y 4 la otra se le da el nombre de ordenada. Asi
en los ejemplos anteriores, en que siempre hemos expresado las lineas PM por medio de las AP, las tales PM
expresaban las ordenadas, y las AP las abscisas. Las lineas AB y AC, que determinan la direccion de las coor-
denadas, se llaman los ejes de las coordenadas.” (Lacroix, 1820, pp. 136-137)
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Figura 15. Abscisas y ordenadas (Lacroix, 1807, Pl. 2).

En esta definicion se aprecia un cambio sustancial en el concepto de abscisa pues,
deja de ser un intervalo, el segmento AP, y se convierte en la longitud o distancia de un
segmento orientado. Pero el cambio mas importante corresponde al concepto de orde-
nada y la construccion del eje de ordenadas. La ordenada (aplicada de Euler) ya no es
la perpendicular, sino su longitud, que se puede expresar mediante el segmento PM o su
igual AQ. O lo que es mas importante su longitud, ab, llevada sobre la recta AC, que se
convierte de esta manera en un auténtico eje de ordenadas.

EL PASO DE LAS COORDENADAS COMO SEGMENTOS A LAS COORDENADAS COMO DISTANCIAS, Y
EL CONSIGUIENTE PASO A LAS COORDENADAS COMO NUMEROS

El paso de la consideracion de las coordenadas como magnitudes geométricas a su
consideracion como distancias sera fundamental en el proceso de sistematizacion de las
coordenadas cartesianas.

La sistematizacion se inicia en el momento que Euler asigna sentido a las magnitu-
des para dotar de significado en geometria a las cantidades negativas que surgen en al-
gebra cuando quiere asociar las funciones con el trazado de sus curvas correspondientes.

Pero el proceso de sistematizacion de las coordenadas no habia hecho mas que empe-
zar y necesitara de muchas aportaciones para que poco a poco se transformen en las coor-
denadas cartesianas actuales, independientes del trazado de curvas y superficies.

Este proceso de independencia se aprecia claramente en el texto de Lacroix, las coor-
denadas se desprenden de los extremos y conservan, de sus predecesoras, Unicamente la
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distancia o longitud de las magnitudes. Con ello se consigue que las coordenadas pasen
de ser intervalos a ser distancias.

En la Introductio las coordenadas, como ya hemos comentado antes, no son un par
de numeros sino magnitudes que se representan mediante segmentos dotados de sentido:
las abscisas, medidas desde el origen en un Unico eje, el de abscisas, y las aplicadas, ge-
neralmente ortogonales, tomadas desde los extremos de las abscisas. Ademas abscisas y
aplicadas estan ligadas entre si por una curva o por su ecuacion que se representan en un
SCC que no se fija previamente sino que se elige segun la naturaleza de la curva que se
quiere representar. Y son los extremos de las aplicadas los puntos que trazan la curva de
la funcién de la que se pretende estudiar sus propiedades. De todo ello podemos llegar
a la conclusion de que la sistematizacion de coordenadas en Euler no tiene como obje-
tivo determinar la posicion de un punto aislado. Sin embargo, éste es el objetivo ansiado
de Lacroix aunque no siempre le resultara facil desprender el punto de las ataduras de la
curva o su ecuacion.

Euler define coordenadas tras la definicion y construccion de abscisas y aplicadas,
Lacroix, en cambio, comienza por el concepto de coordenadas para posteriormente dife-
renciar abscisa y ordenada. Define coordenadas de un punto (figura 15) a partir del modo
en que se representan las curvas, es decir, utiliza un proceso aceptado en su época (coor-
denadas geométricas) para convertirlas en coordenadas numéricas: las distancias de los
intervalos determinan el punto de la curva. En el momento en que el punto se desprende
de la curva quedan establecidas las coordenadas numéricas cuya direccion esta determi-
nada por ejes de coordenadas fijados previamente.

EL ESTABLECIMIENTO DE EJES DE COORDENADAS ABSOLUTOS, ESTO ES, EJES NO ESPECIFICOS
DE LA CURVA

Pero lo que hemos expuesto en el apartado anterior no es suficiente, pues el valor ab-
soluto de las magnitudes no permite establecer de forma biunivoca la localizacion del
plano cartesiano en toda su extension. La longitud de las coordenadas unicamente mide
la distancia a la que el punto se sitia respecto de los ejes de coordenadas, por lo que es
necesario conocer también el signo de afeccion de las magnitudes que ha considerado
anteriormente, para determinar el cuadrante concreto en el que situar cada punto. Por
tanto, es necesario considerar los signos de las coordenadas para fijarlos en un cuadrante
determinado, teniendo en cuenta abscisas y ordenadas de forma conjunta y el COS. La-
croix establece definitivamente de esta manera las coordenadas de puntos en el plano
cartesiano. En la figura 16 observamos como la localizacién de puntos en el plano se
hace de forma absoluta, los puntos adquieren indentidad propia, ya no son puntos que
pertenecen a una curva. Y teniendo en cuenta la tabla de signos que adjunta (figura 18) y
el texto que acompaiia a estas figuras, podemos afirmar que las coordenadas se han trans-
formado de manera considerable.
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Figura 16. Coordenadas de un punto (Lacroix, 1807, Pl. 2).

En ne donnant que les valeurs absolues de 'abscisse
AP etdel'ordonnée PM, le point M reste encore inde-~
terminé a quelques égards ; car on ne connait alors que
les distances de ce point aux droites indélinies BB’ et

¥ic. 35. CC', fiz. 37 et en conservant ces mémes distances, il
pourrait se trouver indifféremment dans I "un quelconque
des quatre anglesdroits BAC, B'AC, B AC, BAC
mais les combinaizons des signes alfectés aux coordon-
nées AP et PM, font connaitre danslequel de cesangles
se trouve le point proposé. En effer, étant convenu
de donner le signe 4 aux parties de la ligne 48, en
allant de A vers B, le signe —sera celui qu'il faudra
assigner aux parties de 4B, en allant de A vers B'. De
méme, si 'on a donné le signe 4 aux parties de AC,
en allantde A vers €, les partiesde AL, en allant de o
vers €7, seront nécessairement aflectées du signe —.
Cela posé, on aura

Figura 17. Coordenadas numéricas (Lacroix, 1807, p. 120)".
12. Si solo se dan los valores absolutos de la abscisa AP y de la ordenada PM, queda aun indeterminado

el punto M; pues en tal caso no se conoce mas que la distancia de este punto a las rectas indefinidas BB’y
CC’, fig. 37; y conservando estas mismas distancias, el tal punto podra hallarse indiferentemente en uno
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Figura 18. Signo de las coordenadas (Lacroix, 1807, p. 120).

Le choix deslignes 45 et 4 C, perpendiculaires entre
elles, n'est pas lescul qu'on puisse faire pour déterminer
surun planla position d'unsystéme quelconque de points;
toute combinaison de lignes capable de fixer la position
d'un point, ses distances & deux points donnés, par
exemple, serait également propre & cet usage ; mais dans
le plus grand nombre de cas les coordonnées perpen—
diculaires sont celles dont 1'emploi présente le plus de
facilité, et on verra plus loin plusieurs exemples de la
maniére dont on passe de ces coordonnées a diverses
maniéres d'assigner sur un plan la position des points.

Figura 19. Coordenadas perpendiculares (Lacroix, 1807, pp.120-121)%.

cualquiera de los cuatro angulos rectos BAC, B’AC, B’AC’, BAC’; pero las combinaciones de signos afectados
4 las coordenadas AP y PM hacen conocer en cual de estos angulos se halla el punto propuesto. En efecto,
habiendo convenido en dar el signo + 4 las partes de la linea AB, yendo desde 4 hacia B, el signo — sera el que
es necesario asignar 4 las partes de AB’ que estan desde 4 hacia B’. Del mismo modo si se ha dado el signo +
4 las partes de AC, que estan desde 4 hacia C, deberemos afectar del signo — 4 las otras que se hallan desde 4
hacia C’. En virtud de lo dicho se tendra (Lacroix, 1820, pp. 137-138)

13. “La eleccion de las lineas AB y AC, perpendiculares entre si, no es la unica que puede hacerse para
determinar sobre un plano la posicion de un sistema de puntos: toda combinacion de lineas capaz de fijar la
posicion de un punto, como, por ejemplo, la distancia de él & dos puntos dados, seria propia para este uso;
pero comunmente las coordenadas perpendiculares son las que en su empleo presentan mas facilidad: en lo
sucesivo se veran muchos ejemplos del modo con que se pasa de estas coordenadas 4 otros diversos modos de
asignar sobre un plano la posicion de un sistema de puntos.” (Lacroix, 1820, pp. 137-138)
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En definitiva, las coordenadas en el Traité Elémentaire de Trigonométrie determinan
la posicion de un punto a partir de dos ejes, que fijan la direccion de las coordenadas, y
un origen que divide el plano en cuatro angulos en los que se establece por el COS donde
se representa un punto cualquiera seguin los signos de la abscisa y ordenada conjunta-
mente. Las coordenadas de Lacroix son un par de valores que se representan en el plano
mediante distancias (longitud de una magnitud) siguiendo la direccion de unos ejes abso-
lutos y contadas desde el origen segtin el convenio de oposicion de los signos.

TRAZADO DE CURVAS

La sistematizacion de las coordenadas tanto en Euler como en Lacroix responde a una
necesidad instrumental. Para los dos autores, las coordenadas son el instrumento que per-
mite realizar dos procesos reciprocos: el trazado para cada funcidén-ecuacion de una linea
recta o curva que exprese su naturaleza, y la obtencion, a partir de las relaciones geomé-
tricas que se establecen en la curva entre las abscisas y las aplicadas-ordenadas, de la
ecuacion que asocia la curva con la funcién, siempre que esto sea posible.

Tanto Euler como Lacroix utilizan las coordenadas en el modo que cada uno de ellos
las ha formalizado. En ambos casos el sistema de coordenadas que se considera es en
principio el mas genérico posible, es decir, el sistema de coordenadas no tiene por qué
ser ortogonal, ni necesariamente la abscisa representa a la cantidad conocida, la varia-
ble x; ni es imprescindible representar las abscisas sobre una misma linea recta (Lacroix
explicitamente considera coordenadas desde un punto, aunque €l no utiliza este tipo de
coordenadas lo que nos induce a pensar que sea una manera de reconocer el tipo de coor-
denadas que utilizaron sus predecesores e incluso sus contemporaneos) y las aplicadas-
ordenadas paralelas entre ellas. Aunque en ambos casos, en aras de la comodidad y de la
simplicidad, el trazado de curvas se realizara, salvo que se indique lo contrario, a partir
de un sistema de coordenadas perpendiculares, en el que las abscisas se tomaran sobre
una misma recta, el eje de abscisas, y representaran el valor de la variable x.

Asi, en la Introductio de Euler, a partir de la funcion y, de su expresion analitica o de
una ecuacion entre x e y, se determinan los valores correspondientes de y al variar x. Los
valores de x se representan mediante un segmento, la abscisa; y, los de y mediante otro
segmento, la aplicada, levantado perpendicularmente al eje por el extremo de la abscisa.
(Ver figura 13)

Podriamos decir que lo que hace Euler es construir una tabla ilimitada de valores, va-
lores que no son pares ordenados de nimeros sino magnitudes que se representan, en un
sistema de coordenadas perpendiculares en el que utiliza un unico eje, mediante segmen-
tos (la abscisa y la aplicada) dotados de sentido, siendo los extremos de las aplicadas los
que trazan la curva de la funcion. Pero es necesario advertir que la curva no se describe
por un punto que se mueve, ni es un conjunto de puntos.

Por otra parte, en el Traité du Calcul de Lacroix, a partir de una ecuacion entre x e y,
los valores de x se representan mediante segmentos sobre el eje de abscisas cuya longi-
tud es el valor de x; y los valores de y, mediante segmentos segun la direccion, fijada a
priori, de la recta AC'y de longitud el valor de y correspondiente.
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Figura 20. Coordenadas oblicuas (Lacroix, 1797, Pl. I).

195. On sait que toute équation renfermant deux indérermindes mmm“mz
xety, peut s¢ construireen presant sur ude ligne A B, fig. 5,8 wnces du coun
partir d'un point donné A, des portions AP, AP AP eic, pour f;!ﬁ‘g"wf:
représenter les valeurs de 'une quelconque des indétermindes, celles équation.
de x par exemple , et en menant par Yes points P, P, P* etc, des 1O %
droites égales aux valeurs correspondantes de y, et paralltles & une
méme droite 4C, donndede position, A Pégard de 4 B; Ia ligne
M M M’ qui passe par tous les points ainsi trouves, est le lieu de

Péquation proposée.

Figura 21. Lugar geométrico de una ecuacion (Lacroix, 1797, p. 327)".

Luego, en el Traité du Calcul, Lacroix sigue utilizando las magnitudes para trazar la
linea como lugar geométrico correspondiente a una ecuacion (ver figura 20). Las longi-
tudes AP (las abscisas) representan los valores de x; las magnitudes PM, cuya longitud
(la ordenada) representa los valores de y, levantadas paralelamente al eje AC desde el
punto P. De momento, como en la Introductio, son los extremos de los segmentos PM
los puntos que dan lugar al trazado de la curva. La curva no se describe como un punto
que se mueve, pero aunque de la ecuacion solamente se puedan obtener puntos aislados,

14. Se sabe que toda ecuacion que contiene dos indeterminadas x e y, puede construirse tomando sobre
una linea 4B, fig. 5, a partir de un punto dado A, porciones las AP, AP’, AP, etc. para representar los valores
de una cualquiera de las indeterminadas, los de x por ejemplo, y tirando por los puntos P, P’, P”, etc. rectas
iguales a los valores correspondientes de y, y paralelos a una misma recta AC, dada en posicion, con respecto
a AB; la linea MMM ” que pasa por todos los puntos asi hallados, es el lugar de la ecuacion propuesta. (Tra-
duccién nuestra)
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siempre se podran determinar puntos tan inmediatos como se quiera ya que la variable x
puede tomar cualquier valor y por tanto la diferencia entre dos valores de x podra ser tan
pequefia como se desee (asi lo expresa en Lacroix, 1807, p. 119)).

Pero en el Traité du Calcul Lacroix da un paso mas y elabora una tabla de valores
para construir la curva por puntos, con el propdsito de conocerla mejor. Puntos cuyos va-
lores se calculan en la ecuacion correspondiente y se representan en el plano, en un sis-
tema de coordenadas perpendiculares con dos ejes, mediante la longitud de segmentos, y
teniendo en cuenta el sentido de los mismos, segun representen valores positivos o nega-
tivos. Es decir, representando los puntos tal como hemos analizado que estableci6 en el
Traité Elémentaire de Trigonométrie, obra que recordamos que se publico en el mismo
afio que el Traité du Calcul, pero teniendo en cuenta que esta tltima llevaba muchos afios
preparandola y que es su gran obra.

Teniendo en cuenta que el concepto de funcién en la época de Lacroix no es el con-
cepto actual, veamos coOmo representa la curva de ecuacion

Soit I'équation y*=—96 a* y* 4 100 @* 2* —af=0

Figura 22. (Lacroix, 1797, p. 334)

enel caso a=1.
Despejando y en la ecuacion y* — 96)% + 100x? — x* = 0 se obtiene las cuatro expre-
siones siguientes:

o |/43¢'+V::‘-!¢Qn‘-¥'+1]04ﬂ‘-*H{’)ﬁ

y= V*Bn‘—al’rx“— mna?;"+ 23044 404(2)

¥ =—|/4Bn'+ V ¥ —100a"x" +23044"....(3),
¥ =--l/4.34‘-—'/ Y—100a' %"+ :;043. «v+(4).

Figura 23. Ramas de la ecuacion (Lacroix, 1797, p. 335).

Expresiones que daran lugar a cuatro ramas semejantes dos a dos, (1) y (3);y, 2) y
(4). Por ello sera suficiente considerar las ecuaciones (1) y (2) para elaborar la tabla de
valores que haran conocer mejor la figura de la curva (figura 16), puesto que los valores
de las ecuaciones (3) y (4) se obtienen por el COS.

Lacroix elabora la tabla dando sucesivamente a x los valores 1, 2, 3, 4, etc., y calcu-
lando los valores de y por aproximacion, y la presenta de la siguiente manera:
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Lorsque s==
"|'l-‘f!‘|4|$|‘|? | 8 |9 o | m | m jes
P'équation (1) donve y =
m?ﬂim?ulmhIMHIEﬁrlhﬂeliﬂﬂlw'lﬁ.gmqs.sqnlwmiloﬁﬂllhﬁrllﬂt-
et Péquation (1) donne y=
0 | 1,031 [ 3,045 |3,076| 4135 | 5,234 6,938 |imagin. [6,918| 45 10| © |imagin.| imagin.|ete:

Figura 24. Tabla de valores (Lacroix, 1797, p. 337).

Con estos valores representa la funcién como aparece en la figura 25. Si la dibujamos
a partir de la expresion analitica con GeoGebra, la curva que obtenemos (figura 26) es li-
geramente distinta a la que aparece en el texto de Lacroix.

A e b s

LLEL L] MEdEFSEFAEIIR 0D liil‘l
-

Figura 25. Figura original (Lacroix, 1797, Pl. I).
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TN

Figura 26. Figura hecha con GeoGebra.

CONCLUSIONES

Uno de los instrumentos basicos en el estudio de las funciones tanto en la Introduc-
tio como en el Traité du Cdlcul estriba en el trazado de la curva mediante coordenadas
cartesianas.

En la Introductio de Euler, a partir de la funcion se determinan sus “infinitos valores”,
las aplicadas, que se representan elevando un segmento perpendicular al eje de absci-
sas. Estos valores no son pares de nimeros sino magnitudes que se representan mediante
segmentos, la abscisa y la aplicada, y son los extremos de las aplicadas los que trazan la
curva de la funcion. Esto es, la curva no se describe por un punto que se mueve, ni es un
conjunto de puntos.

Por otro lado, en el Traité du calcul de Lacroix, a partir de la funcion se determina
una tabla de valores tal como la entendemos actualmente, salvo por el hecho de que la
funcion puede tomar mas de un valor. Valores que se representan conjuntamente en el
plano cartesiano teniendo en cuenta la longitud y el signo de las coordenadas, a partir de
los que se dibuja la curva.

Una de las mayores aportaciones de estos autores respecto a la representacion grafica
de funciones o lugares geométricos en el plano estriba en el reconocimiento y justifica-
cion del uso de las cantidades negativas en la representacion grafica de funciones, dado
que se reconoce que la forma grafica de la funcion depende en gran medida del uso de
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las cantidades negativas, es mas, no se puede obtener la forma completa de una curva si
no se utilizan las cantidades negativas.

La otra gran aportacion surge de la evolucion de las coordenadas geométricas, que
Euler recoge en la Introductio, a las coordenadas numéricas gracias al establecimiento de
unos ejes de coordenadas absolutos en el Traité Elémentaire de Trigonométrie, que per-
miten la localizacion de puntos en el plano cartesiano mediante un par de coordenadas
que se consideran de forma conjunta pero independientes, a las que solamente les faltara
tomar la expresion actual como un par ordenado.

Por ello, dos de los componentes de mayor importancia que hemos visto en el uso
y sistematizacion de las coordenadas en los textos estudiados son precisamente la dota-
cion de significado de la cantidades negativas en la geometria y el paso de las magnitu-
des coordenadas (ligadas a cada curva o a su ecuacion) a las coordenadas como un par de
nimeros (no sometidos a curva alguna o ecuacion), que se representan en el plano como
longitudes orientadas segun el COS. Es esto lo que permitid, a nuestro entender, el esta-
blecimiento definitivo de unos ejes de coordenadas absolutos.
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