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Modelar y resolver problemas con la calculadora
ClassPad 330

Mauricio Contreras del Rincon
LE.S. Benicalap (Valencia)

UNAS PALABRAS PARA EMPEZAR

En Portugal, los examenes finales de matematicas que dan acceso a la Uni-
versidad vienen realizandose desde el ano 1999 con calculadora grafica. No es
que se tolere el uso de calculadora grafica en la resolucion de los problemas, es
que la resolucién de los problemas propuestos no seria posible si no se dispone
de una buena calculadora grafica. En pocas palabras, la calculadora grafica es
obligatoria, como podemos observar en los mismos enunciados de los examenes.
Por otra parte, la calculadora grafica esta presente no solamente en los examenes
nacionales que permiten acceder a la Universidad, si no también en los examenes
finales de matematicas de 10°, y 11° afio de Secundaria, en los que también su uso
es obligatorio.

En nuestro pais la situacion es muy diferente. En cada comunidad autébnoma
las normas de selectividad son distintas y los curriculos de secundaria y Bachille-
rato también son diferentes. Se podria decir que, mientras el curriculum aconseja
y apuesta por el uso de las TIC, en particular, de las calculadoras (y de las grafi-
cas también), lo cierto es que hay comunidades auténomas donde no se permite
el uso de calculadoras graficas, o donde se tolera el uso de algunas marcas y no
de otras, o donde se permite el uso de graficas, pero no el de calculadoras CAS.

Sin embargo, la tendencia en todos los paises europeos es a utilizar cada vez
mas tecnologia para la resolucion de problemas, y, en particular, calculadoras gra-
ficas y CAS sin ningan tipo de restriccion, tal como se aprecia en los paises nor-
dicos y centroeuropeos.

Las actividades que se proponen en este texto proceden de los examenes de
selectividad portugueses. Aunque en Portugal se permite calculadora grafica, no
se permite en cambio, el uso de CAS. En este trabajo se apuesta por la tecnologia
CAS de la ClassPad 330, ya que con ella se facilita mucho el trabajo de modeli-
zacion, el cual es un poco mas complejo con la calculadora grafica. La intencidén
de este trabajo es mostrar que hay matematicas que se pierden si no se usa una
calculadora grafica o simbdlica en las clases. Hay maneras de ver los conceptos e
ideas matematicas que no serian posible si no se dispone de tecnologia grafica o
CAS. Hay conexiones entre campos conceptuales diferentes que no se aprecian si
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no se dispone de tecnologia grafica o CAS. Si repasamos las competencias mate-
maticas segun PISA, (Pensar y razonar, argumentar, comunicar, modelar, plantear
y resolver problemas, representar, utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico
y las operaciones), vemos que la calculadora ClassPad 330 favorece el desarrollo
de todas ellas. Por tanto, prohibir o restringir su uso seria equivalente a prohibir
o restringir que todos los estudiantes alcancen mejores niveles de desarrollo de
su competencia matematica. El objetivo de este trabajo es ayudar a estudiantes y
profesores en la tarea de lograr una mayor competencia matematica y un mejor
nivel en el uso de tecnologias.

LOS PROBLEMAS

1. Horas de Sol

En el presenta afo civil, en Lisboa, el tiempo que transcurre entre la salida y
ocultacion del Sol, en el dia que ocupa el lugar n del afo, estd dado, en horas,
aproximadamente, por:

- (n—81)
f(n) = 12,2 + 2,64 - sen 1 n € {l, 2,3, ... 366}
(el argumento de la funcidn seno esta expresado en radianes).

Por ejemplo,: en el dia 3 de febrero, trigésimo cuarto dia del afio, el tiempo que
transcurre entre la salida y ocultacién del Sol fue de f (34) = 10,3 horas.

1) En el dia 24 de Marzo, Dia Nacional del Estudiante, el Sol salio a las seis y
media de la mafana. ;En qué instante se oculto el Sol ese dia? Presenta el
resultado en horas y minutos (los minutos redondeados a las unidades).

Notas:
* Recuerda que, en el presente ano, el mes de Febrero tiene 29 dias.

« Siempre que, en los calculos intermedios, realices redondeos, conserva,
como minimo, tres cifras decimales.

2) En algunos dias del aiio, el tiempo que transcurre entre el nacimiento y la
ocultacion del Sol es superior a 14,7 horas. Utilizando la calculadora, deter-
mina en cuantos dias del afio ocurre esto. Indica como lo haces.

Resolucion
1) El dia 24 de Marzo es el dia 31+29+24=84 del afo. Para ver cuantas horas

de sol hubieron ese dia, representamos la grafica de la funcion y calculamos el
valor f(84), con la opcion Analisis / Resolucion grafica / CalY
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Ese dia, el nimero de horas de sol fueron 12.335903. Podemos concluir que
la puesta de Sol del dia 24 de Marzo tuvo lugar alas 6 h 30 m + 12 h 20 m =
18 h 50 m.

2) Pretendemos hallar n de forma que f(n)>14.7. Con la calculadora grafica
tenemos dos formas de obtener la respuesta.

Primera forma: usando tablas de valores

Construimos una tabla de valores de la funcidn, tal como se indica a conti-
nuacion:
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Vemos que f(x) > 14.7 si 154 < x =< 191, lo que supone un total de 191 — 153
= 38 dias. Por tanto, durante 38 dias, el nimero de horas de sol es superior a 14,7
horas.

Nota: debes configurar la calculadora para que los angulos se expresen en
radianes.

Segunda forma: usando grdficos

Introduce la funcién Y2 = 14.7 en el editor de graficos y representa grafica-
mente las dos funciones, con la siguiente ventana de visualizacion:
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Ampliamos la zona central del grafico con un zoom de cuadro:

A continuacion, hallamos los puntos de interseccion con el cursor de recorrido.
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lo que confirma el resultado obtenida con las tablas de valores. También podemos
obtener el mismo resultado, usando el comando Analisis / Resolucion grafica /
Interseccion, tal como indican las siguientes pantallas:

Comprobamos que las 14,7 horas de sol ocurriran en dos instantes, apro-
ximadamente, correspondientes a 153,445 dias y 191,555 habiendo por tanto
191 — 154 + 1 = 38 dias con mas de 14,7 horas de sol.

Competencias

En esta actividad hay que utilizar el cursor de recorrido, tablas de valores y
graficos de la calculadora grafica para resolver una inecuacién trigonométrica, in-
terpretando previamente la funcion correspondiente en el contexto del fendémeno
periodico en estudio. Con la ClassPad, el problema se resuelve graficamente, en
vez de algebraicamente.

* Modelar: como el modelo ya esta dado en el enunciado por medio de la
funcién seno, mas que construir el modelo, hay que comprenderlo interpre-
tandolo en el contexto del fendmeno periddico que se esta analizando.

» Conectar tablas y graficos para resolver problemas.
* Representar y comunicar el resultado.

2. El Satélite

Un satélite S tiene una 6rbita eliptica alrededor de la Tierra, tal como se repre-
senta en la figura. Ten en cuenta que los elementos sefialados en ella no estan en
la misma escala. En la elipse estan sefialados dos puntos:

114



Modelar y resolver problemas con la calculadora Classpad 330

* El apogeo, que es el punto de la orbita mas alejado del centro de la Tierra.

» El perigeo, que es el punto de la érbita mas proximo al centro de la Tierra.

El angulo, x, sefialado en la figura, tiene su vértice en el centro de la Tierra,
su lado origen para por el perigeo, y su lado extremo pasa por el satélite S y su
amplitud estd comprendida entre 0 y 360 grados.

La distancia d, en km, del satélite al centro de la Tierra, esta dada por:

7820°

1+ 0,07 - cos x

Considera que la Tierra es una esfera de radio 6378 km.

1) Determina la altitud del satélite (distancia a la superficie de la Tierra) cuan-
do éste se encuentra en el apogeo. Presenta el resultado en km, redondean-
do a las unidades.

2) En cierto instante, el satélite esta en la posicion indicada en la figura.

La distancia al centro de la Tierra es, entonces, de 8.200 km.

Determina el valor de x, en grados, redondeando a las unidades.
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Resolucion

1) Si el satélite se encuentra en el apogeo, el angulo x tiene amplitud igual a
180°. Basta calcular d(180), que es la distancia del satélite al centro de la Tierra.

La distancia del satélite al centro de la Tierra en el apogeo es 8408,6 km.

Si a esta distancia le restamos el radio de la Tierra, tenemos 8408,6 — 6378
= 2030,6 km, que es la altitud a la que esta el satélite cuando se encuentra en el
apogeo.

2) El razonamiento en este apartado es inverso al del apartado anterior. Que-
remos resolver la ecuacion d(t)=8200, lo que podemos hacer con el comando solve
de la calculadora:
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Como el angulo x esta en el tercer cuadrante, la solucion es:

X =360° - 131.4541813 = 228.5458187° = 228,55°

Competencias

Como el modelo ya viene en el enunciado, nuevamente hemos de comprender
el modelo conectandolo con el contexto de la situacidén planteada. Después hay
que usar el modelo para resolver una ecuacion trigonométrica que permita obte-
ner el angulo pedido.

*  Modelar: comprender el modelo, dado por la funciéon coseno en términos
de la situacidén propuesta.

* Conectar el modelo con la situaciéon propuesta para obtener valores parti-
culares y para dar el paso inverso, resolviendo la ecuacion trigonométrica
que permite resolver el problema.

* Argumentar la validez de la solucion recurriendo a las propiedades de las
funciones trigonométricas.

3. Funcion
Considera la funcion f de dominio R, definida por f(x)=2x — cos x:

1) Utilizando el teorema de Bolzano, demuestra que la funcion f tiene, por lo
menos, un cero en el intervalo (0, ).

2) Sea f’ la funcién derivada de f. Demuestra que f’(x)>0, para todo x de R, y
justifica que el cero de f, cuya existencia esta garantizada por el enunciado
del apartado anterior, es el tnico cero de esta funcion.

3) En la figura de abajo estan representadas: a) parte del grafico de la funcién
f, b) parte de una recta, cuya inclinacion es de 45°, que contienen al punto
A(-3, 0) y que corta al grafico de la funcién f en el punto B.
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Utilizando la calculadora, determina el area del triangulo AOB, donde O de-
signa el origen de coordenadas. Presenta el resultado redondeando a las unidades.

Resolucion

1) Se trata de ver que la funcién f cumple las hipétesis del teorema de Bolzano.
Evidentemente, f es continua en [0, t] y f(0)= -1<0 y f(x)=2x+1>0. Aplicando el
teorema de Bolzano, existe al menos un punto a € (0, 2x) tal que f(a)=0.

2) La derivada de la funcion es f’(x)=2 — (—sen x)=2+senx. Como sen x > 0 en
el intervalo (0, x), resulta que f’(x)>0, para x€(0, ).

3) La recta r que contiene al punto A(-3, 0) y cuya inclinacion es 45° tiene
por ecuacion la expresion y=x+3. De hecho, la ecuacion de una recta es del tipo
y =mx+b, en la que m es la pendiente de la recta y b la ordenada en el origen.
La inclinacion 45° de la recta corresponde a una pendiente m=1 (basta observar
que para cualquier vector director de la recta, los vectores componentes tienen
la misma norma). Para calcular b se sabe que el punto A de coordenadas (-3, 0)
pertenece a la recta. Por tanto: 0=1x(-3)+b <= b=3. Asi, la ecuacion de la recta
es y=x+3.

Para determinar el area del tridangulo AOB, debemos hallar, en el sistema de
referencia dado, las coordenadas del punto B.

En el menu Graficos y Tablas, introducimos la funcion f y la recta r.

Para definir mejor la ventana de visualizacion, podemos ver que los valores de
x varian entre 2 y 3 y que el valor de la ordenada esta comprendido entre 5y 6.
Introducimos una tabla de valores, tal como se indica a continuacion.
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Analizamos los valores de la tabla y deducimos que la mejor ventana de visua-
lizacion para el grafico es la siguiente:

Podemos determinar las coordenadas del punto B, a través de la interseccion
de la recta r con la funcién f. Para ello, recurrimos al comando Analisis / Resolu-
cion grafica / Interseccion.
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Concluimos que las coordenadas del punto B son, aproximadamente, (2.32,
5,32).

Podemos determinar el area A del triangulo AOB.

Sea B’ la proyeccidon ortogonal del punto B sobre el eje OX. Tenemos:

AO x BB’ |0—(=3)| x |0-5.32] 3 x5.32 '
A= 5 = 5 = 5 = 7.79 ~ 8 unidades.

Redondeando a las unidades, el area A del triangulo AOB es igual a 8 unida-
des cuadradas.

Competencias

En este caso no hay propiamente una actividad de modelizacién, pero si la hay
de argumentacion y razonamiento matematico, puesto que hay que utilizar teore-
mas y propiedades de las funciones para hacer demostraciones, pensar, razonar
y argumentar. Ademas el calculo del area del triangulo AOB, requiere ¢l uso de
tecnologia para hallar el punto de interseccion B.

* Argumentar: utilizar las propiedades de la funcidén para justificar otras
nuevas.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcién y de la recta para
hallar el punto de interseccion y usarlo para obtener el area pedida.

» Conectar; asociar el punto de interseccion de dos graficas con la resolucién
del sistema formado por sus ecuaciones.
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4. “Antidor — Accion rapida y prolongada”

Un laboratorio farmacéutico lanza al mercado un nuevo analgésico, el Anti-
Dor. La concentracion de este medicamento, en decigramos por libro de sangre, t
horas después de ser administrado a una persona, estd dada por:

C(t) =2 e (t20)

El laboratorio realiza una campana de promocién de este medicamento, basa-
da en el slogan “AntiDor: Accion rapida y prolongada™.

En una breve redaccion de sesenta a ciento veinte palabras, comenta el slogan,
teniendo en cuenta que:

» Para la mayoria de dolores, el AntiDor solo produce efecto si su concentra-
cion es superior a 1 decigramo por libro de sangre.

* De acuerdo con una asociacion de defensa del consumidor, un buen analgé-
sico debe comenzar a producir efecto, como maximo, media hora después
de haberse tomado, y su accion debe permanecer durante, por lo menos,
cinco horas (después de haber comenzado a producir efecto).

Nota: En la resolucion de esta cuestion, debes utilizar la calculadora grafica e
ilustrar la redaccién con el trazado de uno o mas graficos.

Resolucion

Para la mayoria de los dolores, el Antidor apenas produce efecto si su concen-
tracion en la sangre fuera superior a 1 decigramo por litro. Teniendo en cuenta
esto, hacemos un analisis conjunto de las dos funciones C(t) = t* - ¢t (t>0) y
E(t) = 1, (t20) , siendo E(t) el valor a partir del cual se da el efecto. Utilizamos la
siguiente ventana de visualizacion:
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Usamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion para determinar
los puntos de corte de las dos funciones.

Con el primer punto de interseccion podemos inferir que el medicamento solo
comienza a tener efecto mas de una hora y media después de haber sido adminis-
trado (cerca de 1.631 horas después).

Por lo que se refiere a la accion prolongada, podemos también observar que el
segundo punto de interseccidén de las curvas acontece 5.938 horas después de la
administracion del medicamento.

Asi, hallando la diferencia, tenemos 5.938 — 1.631 = 4.307 horas de duracion
del medicamento, lo que contradice las premisas de la asociacion de defensa del
consumidor para una accion prolongada.
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Podemos afirmar que estamos ante un caso de publicidad engafnosa, ya que
la accidon del Antidor no es rapida (pues hace efecto mas de una hora y media
después de haber sido tomado) ni prolongada (pues el efecto dura menos de cinco
horas).

Competencias

Aunque el modelo ya esta construido, hay que comprenderlo, para poder ana-
lizar si la publicidad que hace el fabricante es o no correcta. Comprender el mo-
delo implica representarlo graficamente y analizar si algunos valores particulares
se ajustan o no al mismo. Después hay que representar graficamente la linea de
nivel y=1 para poder estudiar la eficacia del medicamento.

*  Modelar: comprender el modelo, analizando su validez.

» Representar: dibujar la grafica de la funcion y de la linea de nivel y=1 para
encontrar el intervalo de eficacia del medicamento.

* Conectar: los puntos de interseccion de la grafica con la linea de nivel son
los extremos del intervalo de eficacia del medicamento.
5. Una funcion
Considera la funcion f, de dominio R+, definida por f(x) = 3x — 2 In x.

1) Utiliza métodos exclusivamente analiticos para resolver las dos cuestiones
siguientes:

1.1) Estudia f'en cuanto a la existencia de asintotas de su grafica.
1.2) Demuestra que la funcion f tiene un unico minimo.

2) El grafico de f contiene un unico punto cuya ordenada es el cuadrado de
la abcisa. Utilizando la calculadora, determina un valor aproximado para
la abcisa de este punto (presenta el resultado redondeado a las décimas).
Explica como hacerlo (en la explicacion debes incluir el grafico, o graficos,
que consideréis oportuno para resolver esta cuestion.

Resolucion

1.1) Se cumple que

lim f(x) = Iim (3x—Inx)=+8
X—>+o0 X—>+oo
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Ademas
lim f(x)= lim (3x-1Inx)=+8
X—>+o0 X—>+o0
Por lo tanto, el eje OY es una asintota vertical de la grafica de la funcion.

1.2) Se cumple que:

2 2 2
ffx)=3-—=0<3=——=3x=2—=>x=—
X X 3

Este es el unico valor critico y como f es derivable en su dominio, esto indica
que solamente puede haber un tnico maximo. En efecto,

f7(x) = >0

X2

Por tanto, x=2/3 es un minimo relativo. La grafica de la funcion muestra, que
en efecto, solo hay un unico minimo relativo.

2) La abcisa del punto del grafico de f cuya ordenada es el cuadrado de la ab-
cisa, puede calcularse hallando el valor de la abcisa del punto de interseccion de
la grafica de f con la grafica de la parabola de ecuacion y = x2, Graficos y tablas
introducimos las expresiones de dichas funciones, A continuacién estudiamos la

evolucion de dichas funciones mediante una tabla de valores, en la que se mues-
tren f(1), f(2), f(3), f(4) y f(5).
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Examinando la evolucion de los valores de la dos funciones, a través de la
tabla, podemos observar que el valor de la abcisa del punto pedido esta compren-
dido entre 2 y 3.

Teniendo en cuenta la observacion de la tabla, asi como el hecho de que el gra-
fico f solo admite una asintota vertical (x=0) y un minimo tnico, x=2/3 , siendo
f(2/3)=2,8, podemos elegir la siguiente ventana de visualizacion:

Podemos ahora determinar las coordenadas del punto de interseccion de las
dos graficas, seleccionando el comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion.
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Concluimos que las coordenadas del punto de intersecciéon son, aproximada-
mente, (2.27, 5.18). El valor aproximado a las décimas de la abcisa del punto
pedido es 2.3.

Otra forma:

Como el punto del grafico de f cuya ordenada es el cuadrado de la abcisa
puede ser visto como el punto de interseccion de las graficas de las funciones f e
y = x?, su abcisa se puede calcular resolviendo la ecuacion x> = 3x — In x. En el
ment Grificos y tablas, introducimos la expresion Y3 = x? — (3x — In x):

Vamos a examinar la evolucion de los valores de la funcion editada en Y3 me-
diante una tabla. En la lista de funciones, seleccionamos solamente la funcion Y3.
Define el intervalo de salida de la tabla y muestra la tabla:
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Observamos en la tabla que el cero de la funcién Y3 estd comprendido entre 2
y 3. (Esto lo podemos afirmar, ya que la funcion Y3 es continua en R*, aplicando
el teorema de Bolzano). Basandonos en esto, podemos elegir la siguiente ventana
de visualizacion:

Podemos ahora determinar el valor del cero de la funcion, seleccionando el
comando Analisis / Resolucion grafica / Raiz.
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Vemos que se cumple que la funcidén tiene un cero para x=2,27. Por tanto, el
valor aproximado a las décimas para la abcisa del punto pedido es 2.3.

Competencias

En este caso, se trata de hallar el punto de interseccion de las graficas de las
funciones f(x) = 3x — 2In x, g(x) = x?, lo que puede hacerse graficamente, median-
te el comando Interseccion del menu Resolucidén grafica o numéricamente, me-
diante la construccion de una tabla de valores de la funcidén g(x)-f(x) o mediante
la obtencion del cero de esta funcion. Es decir, lo que tradicionalmente ha sido un
problema de algebra, se puede enfocar desde un punto de vista grafico o numéri-
co, acercando asi el problema a un ntcleo mas amplio de estudiantes:

*  Modelar: comprender que se puede trabajar con las dos funciones f y g o
solamente con una, la resta de ambas. En este caso, no hay modelo de nin-
guna situacién real.

* Representar: hay que dibujar las graficas de las dos funciones o de la
funcién resta de la dos.

* Conectar: hay que comprender que el punto de corte de la grafica de la
funcion resta f-g con el eje OX corresponde al valor 0 de la funcidn resta
f-g en la tabla de valores.

6. Un problema de alturas
Supongamos que la altura A (en metros) de una generacion de sexo masculino

puede ser expresada, aproximadamente, en funcion de su peso p (en kilogramos),
por:
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A(p)= - 0,52 + 0,55 In (p), (donde In representa el logaritmo de base e)

Recurriendo a métodos analiticos y utilizando la calculadora para efectuar
calculos numéricos, resuelve las siguientes cuestiones:

1) Ricardo mide 1,4 m de altura. Admitiendo que la altura y el peso de Ricar-
do estan de acuerdo con la igualdad referida, ;cual sera su peso? Presenta
el resultado en kilogramos, redondeando a unidades.

2) Comprueba que, para cualquier valor de p, la diferencia A(2p) — A(p) es
constante. Determina un valor aproximado de esa constante (con dos cifras
decimales) e interpreta ese valor en el contexto de la situacion descrita.

Resolucion

1) Introducimos la férmula de la funcién en el ment Graficos y tablas. Exami-
namos la evolucién de la funcion por medio de una tabla de valores:
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Podemos conjeturar que, en la situacion referida, el peso de Ricardo esta com-
prendido entre 32 y 33 kilogramos. Usamos la siguiente ventana de visualizacion:

Seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / CalX e introducimos
1.4 como valor de Y:
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En la situacion referida, el peso de Ricardo es aproximadamente 33 kilo-
gramos.

2) En Y2 escribimos la expresion Y2=-0.52+0.55 In (2x) correspondiente a
A(2p). Queremos ver que, para cualquier valor de p, la diferencia A(2p) — A(p) es
constante. Por tanto, escribimos en Y3 el resultado de Y2 — Y1.

A continuacion, desactivamos las funciones Y1 e Y2 y dejamos activa Y3.
Construimos una tabla de valores de Y3, tal como se indica a continuacion:
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Observando, a través de la tabla, la evolucidén de los valores de la funcion Y3,
vemos que la diferencia A(2p) — A(p) permanece constante, y dicha constante es,
aproximadamente, 0,38. En el contexto de la situacion descrita, este valor significa
que un niflo con el doble del peso de otro, tendra 38 centimetros mas de altura.

Competencias

En primer lugar hay que sustituir en la expresion algebraica para obtener el
peso de Ricardo. Se busca en este primer apartado una comprension del modelo
que relaciona la altura y el peso. La ClassPad permite una visualizaciéon del mode-
lo y sus herramientas algebraicas para resolver el problema. El apartado 2 se pue-
de hacer mediante una tabla de valores, mediante una grafica o simbodlicamente.

* Modelar: comprender el modelo que relaciona el peso y la altura y aplicarlo
para obtener valores particulares.

132



Modelar y resolver problemas con la calculadora Classpad 330

Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

Conectar: hay que comprender que una tabla de valores de la funcién pue-
de ser suficiente para hallar el peso conociendo la altura y para decidir si la
resta A(2p)-A(p) es 0 no constante.

Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores para argu-
mentar que la resta A(2p) — A(p) es constante.

7. Sube y baja

En la figura esta representado el grafico de la funcién f, de dominio [0, 2],
definida por f(x) = x + 2 cos x.

A y B son puntos del grafico cuyas ordenadas son extremos relativos de f.

1)

2)

Sin recurrir a la calculadora, resuelve las siguientes cuestiones:
T+ 643
1.1) Demuestra que la ordenada del punto A es ————

5-n+6+43
6

y que la del punto B es

1.2) ;Cual es el recorrido de f?

Considera la recta tangente a la grafica de f en el punto A. Esta recta corta
al grafico en otro punto C. Recurriendo a la calculadora grafica, determi-
na un valor aproximado para la abcisa del punto C (presenta el resultado
redondeando a las décimas). Explica como hacerlo (en la explicacion de-
bes incluir el grafico, o graficos, que consideres oportuno para resolver esta
cuestion.

133



Mauricio Contreras del Rincon

Resolucion

1) Como f/x)=x+2cosx — f’(x)=1-2senx=0 — sen x = 1/2 — x = 7w/6 6
x = 5m/6. Hay, por tanto, dos valores criticos. Por el criterio de la segunda deriva-
da: f”(x)=-2cos x. Entonces: f”(st/6)=-2cos (nt/6)=—1.73<0 — x=1/6 es un maxi-
mo relativo (punto A) y

Por otra parte, f”’(51/6)=-2 cos(57/6)=1.732>0 — x=57/6 es un minimo relati-
vo (punto B) y

2) Introducimos la funcién en el ment Graficos y tablas. Teniendo en cuenta
que el dominio es [0, 2] y que el recorrido de f es

consideramos la siguiente ventana de visualizacion:

El punto A es ¢l maximo de la funcion. Configuramos la ClassPad para que
muestre en pantalla el valor de la derivada de la funcién en cada punto. Para cal-
cular el maximo, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Max,
obteniendo:
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Las coordenadas (0.523599; 2.25565) representan al punto A (maximo de la
funcion).

La recta tangente al grafico de f en el punto A tiene por ecuacion:
T+6+3
6

Editamos esta expresion en Y2. Para determinar la abcisa del punto C, recurrimos
al comando Analisis / Resolucion grafica / Interseccion

Concluimos asi que las coordenadas del ponto C son, aproximadamente,
(3.81; 2.25).

El valor aproximado a las décimas para la abcisa del punto C es 3,8.
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Competencias

En primer lugar hay que sustituir en la expresion algebraica para obtener el
peso de Ricardo. Se busca en este primer apartado una comprension del modelo
que relaciona la altura y el peso. La ClassPad permite una visualizacion del mode-
lo y sus herramientas algebraicas para resolver el problema. El apartado 2 se pue-
de hacer mediante una tabla de valores, mediante una grafica o simbodlicamente:

* Modelar: comprender el modelo que relaciona el peso y la altura y aplicarlo
para obtener valores particulares.
* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

* Conectar: hay que comprender que una tabla de valores de la funcion pue-
de ser suficiente para hallar el peso conociendo la altura y para decidir si la
resta A(2p)-A(p) es o no constante.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores para argu-
mentar que la resta A(2p) — A(p) es constante.

8. Busca la tangente
De una funcidn f, de dominio [-m, xt], sabemos que su derivada f” esta definida
igualmente en el intervalo [-m, 7] y esta dada por: f’(x)=x+2cos(x).

El grafico de f contiene un unico punto donde la recta tangente es paralela al
eje OX. Utilizando la calculadora, determina un valor, redondeado a las centési-
mas, para la abcisa de ese punto. Explica cdmo hacerlo.

Resolucion
Para que una recta paralela al eje OX sea tangente al grafico de f en un punto
dado, la derivada de la funcién en ese punto debe ser 0.

Introducimos la formula de la funcion f” en el mena Graficos y tablas. Previa-
mente, configuramos la ClassPad para que los angulos se expresen en radianes.

A continuacidén analizamos la evolucion de la funcion f” mediante una tabla
de valores.
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El intervalo de salida de la tabla sera [-m, m].
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Podemos observar que cuando el valor de x estd comprendido entre —m y ,
los respectivos valores de f’(x) estan comprendidos entre -5,20 y 2,19. Teniendo
en cuenta esta observacion, podemos elegir la siguiente ventana de visualizacion:

Para determinar el cero de f°, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion
grafica /| Raiz, obteniendo el siguiente resultado:

Concluimos asi que el cero de f” ocurre para x=-1,03, que es la abcisa del
punto buscado.

Competencias

En este problema hay que utilizar las propiedades de las derivadas, relacionan-
dolas con la forma de la grafica de la funcién. La ClassPad permite visualizar la
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grafica, al mismo tiempo que podemos recorrer con el cursor ésta, obteniendo
en cada punto sus coordenadas y también el valor de la derivada en cada punto.
También se puede visualizar una tabla de valores, o usar comandos especificos de
la calculadora para determinar el punto de corte de la grafica con el eje OX.

* Modelar: en esta tarea no hay que modelar ninguna situacion contextual.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion.

* Conectar: hay que relacionar las propiedades de las derivadas con la grafica
de la funcidén, conectando el hecho de tener derivada nula con el hecho de
tener tangente horizontal.

* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar porqué la pendiente de la
recta tangente es la derivada de la funcién y porqué si la derivada es cero la
recta tangente es horizontal.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar la tabla de valores o el grafico
de la funcién para argumentar que la derivada se anula cuando la recta
tangente es horizontal y localizar el punto de tangencia.

9. Una inecuacion

Considera las funciones f y g, de dominio R, definidas por:
f(x):T+2-e1*" g(x) = 2 sen X — cos X

Utilizando la calculadora, determina las soluciones enteras de la inecuacion
f(x)>g(x) en el intervalo [0, 27xt]. Explica como lo haces.

Resolucion 1
En el menu Graficos y tablas, introducimos las dos expresiones. Como se pre-
tende determinar las soluciones enteras de la inecuacién f(x)>g(x) en el intervalo

[0, 2], vamos a considerar valores de x comprendidos entre 0 y 7. De esa forma
definimos los parametros de salida de la tabla de valores:
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Vemos que f(x) es mayor que g(x) para los valores enteros {0, 1, 4, 5, 6}.

Resolucion 2

Se cumple que f(x)>g(x) es equivalente a f(x) — g(x)>0.

En el mena Graficos y tablas, escribimos la expresion de las funciones f, g y
f-g

Desactivamos Y1 e Y2 y dejamos seleccionada Y3.

A continuacion, visualizamos una tabla de valores de Y3, dando a x valores
entre 0y 7.
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En esta tabla vemos que los valores de f(x) — g(x) estan comprendidos entre
-1,17 y 6,77. Teniendo en cuenta esta observacion, definimos la siguiente ventana
de visualizacion:
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Seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Raiz para hallar los
ceros de la funcion f(x) — g(x).

Vemos que los ceros de f — g son 1,35; 3,37; 6,89. Por lo tanto, la funcion
f — g toma valores positivos en los intervalos [0; 1,35), (3,37; 2x). Por lo tanto,
los valores enteros para los que f(x) — g(x) es positiva son: 0 y 1 en el intervalo
[0; 1,35), y 4, 5y 6 en el intervalo (3,37; 2x). Por tanto, las soluciones enteras de
la inecuacion son {0, 1, 4, 5, 6}.

Resolucion 3

Escribimos las dos funciones en Y1 e Y2. Para proceder a la representacion grafica
necesitamos determinar la mejor ventana de visualizacion. Para ello, analizaremos la
evolucion de los valores de las dos funciones, mediante una tabla de valores. La tabla
la construimos entre 0 y 7, ya que el dominio de las funciones es el intervalo [0, 2mx].
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En la tabla observamos que los valores de f(x) estan comprendidos entre 0,34
y 5,77 y los valores de g(x) estan comprendidos entre -2,20 y 2,23. Teniendo en
cuenta esta observacion, seleccionamos la siguiente ventana de visualizacion:

A continuacion, seleccionamos el comando Analisis / Resolucion grafica / Inter-
seccion, para hallar los puntos de corte de las dos funciones:
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Vemos que los tres puntos de interseccion se obtienen para x=1,35, x=3,37
y x=6.89. Vemos, ademas que entre x=1,35 y x=3,37, la grafica de f(x) va por
encima de la grafica de g(x) y lo mismo ocurre si x>6.89. Por tanto, el conjunto
de las soluciones enteras de la inecuacion f(x)>g(x) en el intervalo [0, 2m] es
{0, 1, 4, 5, 6}.

Competencias

En este caso hay que resolver una inecuacion en la que intervienen funcio-
nes irracionales transcendentes. La resolucion algebraica con lapiz y papel es muy
compleja; por ello, la calculadora CAS cumple un papel esencial, al acercar un
contenido matematico dificil a un sector amplio de estudiantes, que si no fuera
por la calculadora no podrian abordar la tarea. Para la resolucion existen distin-
tas estrategias: se puede construir una tabla de valores de cada funcién y compa-
rarlas, o bien se puede construir una tabla de valores de la funcion resta de ambas
y estudiar su signo y comprobar el resultado visualizando la grafica; o, simple-
mente, bastaria representar graficamente ambas funciones y localizar el interva-
lo comprendido entre los puntos de interseccion de ambas graficas. La ClassPad
permite hacer cualquiera de estas cosas, gracias a las opciones relativas a graficos
y tablas de valores.

e Modelar: en esta tarea no hay que modelar ninguna situacion contextual.

* Representar: hay que dibujar la grafica de las funciones o de la funcién
resta de ambas y estudiar sus propiedades.

* Conectar: hay que relacionar el intervalo solucion de la inecuacion con el
intervalo en el que una grafica va por encima de la otra, cuyos extremos son
puntos de corte de las dos graficas. O relacionar el intervalo solucion con el
intervalo en el que la grafica de la funcion resta esta situada por encima del
eje OX, cuyos extremos son los ceros de la funcion resta.
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* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar porqué existe solamente
una cantidad finita de soluciones, siendo que las graficas tienen infinitos
puntos. Hay que comprender y razonar la existencia de restricciones de tipo
numeérico a la hora de resolver el problema y que, por tanto, la resolucion
grafica conlleva inevitablemente soluciones extrafas que se deben eliminar.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar las tablas de valores o los grafi-
cos de las funciones para argumentar que solamente hay una cantidad finita
de soluciones enteras.

10. EI balon de futbol

En la figura esta representada la trayectoria de un balon de futbol después de
haber sido golpeada por un jugador de la seleccidon espanola, durante un encuen-
tro de preparacion para la EURO-2012.

Designamos por a la distancia, en metros, entre el punto donde el baléon fue
golpeado y el punto donde cae. Considera la funcién h definida en [0, a] por
h(x)=2x+10 In (1 - 0.1x).

Admitimos que h(x) es la distancia, en metros, del balén al suelo, en el mo-
mento en que su proyeccion sobre el suelo se encuentra a X metros del lugar don-
de fue golpeado.

Utilizando la calculadora, determina el valor de a, redondeando a las décimas.
Explica como lo haces, presentando todos los elementos obtenidos en la utiliza-
cion de la calculadora.

Resolucion

Se pretende encontrar la solucion de la ecuacion h(x)=0.

En el mena Graficos y tablas, introducimos la férmula de la funcion Y1 = 2x
+ 10 In(1-0,1x).

Visualizamos la grafica con la siguiente ventana de visualizacion:
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Para calcular el cero de esta funcion, usamos el comando Analisis / Resolucion
grafica /| Raiz.

En el momento en que el balén fue lanzado, la altura a la que se encontraba
del suelo era de cero metros. Lo mismo se verifica en el momento en que cae. Ve-
mos que a = 7,97.

Competencias

En este problema hay que hallar el cero de la funcion que da la altura del
balén en cada instante. Este cero se puede obtener graficamente, visualizando la

146



Modelar y resolver problemas con la calculadora Classpad 330

funcion o mediante una resolucion algebraica, la calculadora CAS permite hacer
las dos cosas:

*  Modelar: en esta tarea ya se da el modelo, por tanto, se trata de comprender
el modelo, mas que construirlo. Comprender el modelo significa interpretar
el significado de la ecuacion en relacion con el contexto del problema.

* Representar: hay que dibujar la grafica de la funcion que da la altura segtin
el tiempo transcurrido.

* Conectar: hay que relacionar el punto de interseccion con el eje OX con la
solucién del problema.

* Pensar y razonar: hay que comprender y razonar que, aunque la grafica
presenta una parte negativa para los valores de Y, mas alla del punto de
corte con OX, no tiene sentido que el balon esté situado por debajo del sue-
lo. Por tanto, hay que comprender y razonar que el modelo tiene sus limites,
separando del modelo matematico del problema real a resolver.

* Argumentar y comunicar: hay que utilizar el grafico de la funcién para ar-
gumentar en qué momento el baldén alcanza su maxima altura, qué altura
alcanza, y en qué momento toca el suelo.

CONCLUSIONES

En las diez actividades anteriores se ponen en accion algunas de las tareas
que permiten desarrollar la competencia matematica: modelar, pensar y razonar,
representar, argumentar, conectar, comunicar, plantear y resolver problemas. En
algunas ocasiones estas acciones estan implicitas en la tarea que se propone, en
otras tareas surgen de manera natural, por el mero hecho de usar la calculadora
CAS, y las habilidades que los estudiantes ponen en juego con ellas no se podrian
activar con los métodos clasicos de lapiz y papel, especialmente por la carga alge-
braica que contienen los algoritmos habituales.

Con la ClassPad, la visualizacion de los problemas es inmediata, lo que favo-
rece el tratamiento geométrico, disminuyendo la carga algebraica. De esta manera
es posible acercar las matematicas a los estudiantes, al evitar un amplio abanico
de dificultades que se plantearian si no se usara la calculadora. Ademas, supone
también una revolucion metodoldgica, porque se puede abordar la resolucion de
problemas de varias maneras: aritmética (por ejemplo, mediante tablas de valo-
res), grafica (mediante la visualizacion de graficas y figuras geométricas) y alge-
braica (mediante las funciones y comandos CAS).

Por tanto, el uso de la ClassPad supone un gran avance al permitir reflexio-
nar sobre estrategias y contenidos que no se podrian tratar sin tecnologia. Por
ello, cualquier prohibicién del uso de calculadoras supone una restriccion en el
aprendizaje de las matematicas, significa cerrar la puerta a importantes contenidos
matematicos para muchos estudiantes. Mas bien al contrario, deberia favorecerse
el uso de tecnologias en general y de la ClassPad en particular, para lograr una
mejora en el desarrollo de la competencia matematica.
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