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RESUMEN

En este trabajo formulamos tres problemas de optimizacién cuyas funciones obje-
tivos se basan en las medidas de concordancia kappa de Cohen, alpha de Aicken y los
modelos log-lineales. La solucién éptimas de estos modelos nos permiten estimar que
«caracteres» en Andlisis de Correspondencias (ACF) son propios de una o varias «po-
blaciones». Esto complementa los objetivos basicos del ACF.

1. INTRODUCCION

L Anilisis Factorial de Correspondencias (ACF), ver Cuadras
E(1991), es apropiado para representar geométricamente las tablas
de contingencias. Supongamos que los datos de interés corresponden a
dos criterios de clasificacién, a los que llamaremos «caracteres» y «po-
blaciones» las cuales se disponen como en la Tabla 1 de contingencia:

Uno de los objetivos del ACF es obtener una representacién geo-
métrica de las poblaciones H,, ..., H; en relacion de la distribucién de
frecuencias relativas de los «caracteres» Ay, ..., A,.

Este problema de representacién de las poblaciones en dimensién
reducida determinada por las coordenadas con referencia a los caracte-
res A; se puede interpretar como un problema de representacién de da-
tos mediante andlisis de componentes principales.
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H, Pu Pn Pim P

H, Pz Pn Pam P2

H, Pi Pr Pim Pr
Total P Pa i 1

El objetivo de este trabajo es presentar varios criterios que permiten
establecer la relacién existente entre una poblacién o un subconjunto
de poblaciones afines y un subconjunto de caracteres caracteristicos de
ellos.

Los coeficientes de concordancia son especialmente dtiles para me-
dir el grado de asociacién entre la relacién de los dos conjuntos de atri-
butos. La medida mas popular para evaluar la concordancia entre va-
rias variables cualitativas es el coeficiente kappa de Cohen, [Cohen
(1960)], quien lo formulé para dos variables binarias. Este estadistico
se desarrolld originariamente para medir la concordancia entre obser-
vadores, aplicandose particularmente a problemas de fiabilidad entre
diagnésticos. En este contexto, se han presentado sucesivas generaliza-
ciones [Cohen (1968), Fleiss (1971), Landis et al (1977), Fleiss et al.
(1979), Chmura (1980)]. Todas estas generalizaciones se basan en que
todas las variables cualitativas deben medirse en el mismo sistema de
categorias, cuestién inherente al propio objetivo de medir la concor-
dancia entre observadores. Su aplicacién se ha extendido lejos de este
problema especifico, de hecho se emplea como una medida similari-
dad para datos categéricos [Fleiss (1981)].

Varios autores [Feiss et al. (1973)] interpretan este coeficiente
como una medida de correlacién entre las categorfas de dos variables
nominales. En este contexto planteamos su aplicacién.

Otro método para estudiar la concordancia entre items cualitativos
lo proporciona los modelos log-lineales. Tanner (1985) muestra como
se pueden analizar la concordancia entre variables cualitativas de ma-
nera andloga al andlisis de la asociacién en tablas de contingencias.
Becker et al. (1991) y Graheam (1995) aplican estos modelos para des-
cribir la concordancia en determinadas situaciones.

Aickin (1990) propone una medida de concordancia, alfa, parecida

al coeficiente kappa de Cohen pero la concordancia esperada estimada
mediante maxima verosimilitud.



2. MODELOS E INDICES PARA MEDIR LA

CONCORDANCIA

Nos planteamos que cada poblacién posee un subconjunto de carac-

teristicas propias. Estos induce una particién dentro de {Aj, ...

cuando k = m como muestra la figura 1.

3 Am}

FIGURA 1

Este problema también tiene una formulacién dual si el interés es

encontrar que grupos presentan ciertas caracteristicas (figura 2).

Ambos problemas se pueden plantear en un marco mas general. Su-
ponemos que existen r < {m, k} grupos de poblaciones significativas
que se asocian con r subconjuntos de caracteristicas, tal como muestra
la figura 3. En nuestro problema suponemos que r es conocido. En este
sentido puede ser orientativo el nimero de factores significativos que

obtiene el ACF.

Esta asociacién induce un reagrupamiento en la tabla de contingen-
cia que clasifica a nuestros datos. En la tabla 2 se observa un ejemplo.

FIGURA 2
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FIGURA 3

TABLA 2
Ejemplo de reagrupamiento.

H, Pu Pi P P Pis P

H, Pa Pn Pz P Pas .

H, a1 Px Pn Py P35 P,

H, Pa Pa Pa Pa Pis P,
Total 22 Pa s Pis 1
...... = s e =

- 1=4,+4. 2 2=4, | 3=4 B - Total
I=H +H, | pu+pis+pntps Pu+ Pa Pt Pt Pat Pn Pt D
2= H, Pzt Pss Pa PastPan s,
3=H, Paz t Dus Pai Pas + Puy Pa.

Total P2t s P PatPa 1

2.1. Coeficiente de concordancia kappa de Cohen

Suponemos que cada uno de los sujetos de cierta poblacién reciben
dos tasas de modo independiente y medidas en una misma escala con r
categorias. La distribucién de probabilidad conjunta de ambas tasas se
observa en la tabla 3.

Denotamos la probabilidad de la celda (i, j), por pij, para i,j =1, 2,
..., I, 'y empleamos el simbolo “+” para denotar el sumatorio respecto
el indice omitido. Los valores pi, i=1, ..., r denotan la r proba-
bilidades marginales de las filas y p,;, j =1, ..., r denotan las r probabi-
lidades marginales de las columnas y p,, = 1. Las probabilidades espe-



Distribucién de probabilidad conjuta para dos tasas.

TABLA 13

2 P2 Pn Par Pa.
r pfl ])&2 Prr I)r
Total P P2 Py 1

radas bajo el supuesto de independencia entre las tasas las escribire-
mos como T; = pi+ p+j para i, j = 1, ..., r. La suma de las probalidades
observadas y esperadas en la diagonal principal las denotamos por

r r
Po= Z Pi Y Pe= Z T; respectivamente.
i=1 i=1
La férmula del coeficiente kappa para una tabla de contingencia
cuadrada r X res

x=Po"Pe (1)
1-p.

Para estimar dicho coeficiente se toma la versién muestral de su de-
finicién reemplanzando las correspondientes probabllldades por las
estimadas en la muestra, que las representaremos por p,j, y T; para
l:J' - ]1

El coeﬁciente de concordancia kappa es una medida de la concor-
dancia en la diagonal principal de tablas de contingencia cuadradas.

Nos planteamos estimar la asignaciéon que maximiza dicho coefi-
ciente. El anterior problema se formula matematicamente mediante un
problema de optimizacion.

Variables. Parai=1, .., k;j=1, ..., m; s =1, ..., r definimos:
{ 1 si la poblacién ¢ la incluimos en el grupo s
iy = .
0 en caso contrario

3 { 1 si la poblacién j la incluimos en el grupo s
iy =

0 en caso contrario

{ 1 si la poblacién i posee la caracteristica j
Xy =
gy .
0 en caso contrario
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Restricciones. Las restricciones a que sometemos nuestras variables
modeliza el tipo de asignacién deseada. Consideramos que todas las
caracteristicas A,, ..., A,, corresponden alguna poblacién H,, ..., Hx y
que toda poblacién posee alguna caracteristica relevante. Esta suposi-
ci6n se modeliza mediante el siguiente conjunto de restricciones:

iyj_\-ZI j=1,..,m

s=1

Y=l =tk

2@-21 sg=1, ...F

Las restricciones que relacionan las variables x;; con las z;; e yjsson

4 i=1,..,k

x;,-—Zz;,vyj,,- j=1; csm &
Funcidn objetivo. Calculemos, en funcién de las variables de deci-

si6n, el valor de kappa en la tabla plegada r X r. El porcentaje observa-

do en la muestra de casos concordantes, una vez plegada la tabla, se

expresa por:

k, m

Po=, D%y 3)
iJ

El porcentaje esperado de casos concordantes en la muestra bajo el
supuesto de independencia se calcula mediante la expresion:

ﬁe = 2 F.H : Eﬂ'
s=1
donde py ¥ Pis,5=1, ..., r son las probabilidades marginales de la
tabla plegada en r categorias. Calculemos estos valores en funcion de
las probabilidades marginales de la tabla original kxm.

k
— A
Ps+ = ZPHZL\- s=1,..,r

i=1

m

,E“h\‘: Zﬁ-ﬂ y_,lY §= l y e I

i=1



s=1 |i,j=1

¢ k n (7 k,m
32 = [ ,Br'+ Zfs][ ﬁﬁ Yis ]= 2 [ 2 ],3:'+ Zis £+j _)’js] =
i i
- k,m A k,m
= E [z Pi+ p+j Ziy yj.s] Z Pi+ P+_r [2 Zix yj\] (3)

Li=1|s=1 ihj=1 y=1

Sustituyendo la relacién (2) en (3), obtenemos:
k,m
Pe= 2 ﬁr‘+ ﬁ+j Xij 4)
ij=1
La versién muestral del coeficiente kappa en términos de nuestras
variables de decision x;; se obtiene al sustituir (3) y (4) en (1)

Esto conduce al siguiente problema de maximizacion:

k,m
A AA
Y By = Pir Py ) X
=1
(P)) Maximizar x = -
1_23I+ﬁj+xij
ij=1
; E i=1,..k
Sujeto a: X5=Y ZuVie . .
! ¢ ; Y j=1,.,m

iijzl j=1,...,l?’l
s=1

Ya=1 izl ..k
s=1

m

Zyj',.ZI s=1,.,r
j=1
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2.2. Modelos lineales para el estudio de la concordancia

Se han aplicado los modelos log-lineales para el estudio de la con-
cordancia para el caso de dos tasas. El modelo log-lineal general para
este caso es '

D= exp (l,‘] + lﬁ ik "C;j)
' zu zb exp (lul + ?‘“bZ + T{II))
donde los pardmetros del modelo satisfacen

2;7\-;1=2j7»j222;'5ﬁ:zj'5rj=0

Para describir la concordancia en escalas nominales, Tanner (1985)
utiliza el modelo de casi-independencia con

ki=tl  (i=)) &)

donde / (.) es la funcién indicadora que vale 1 cuando la tasas coinci-
den y 0 en otro caso. Para nuestro caso dicha funcién es desconocida y
es la que queremos estimar. La relacién existe entre la funcién indica-
dora y nuestras variables viene dada por [ (i = j) = x;;.

Se puede demostrar que la estimacién méximo verosimil de los pa-
rametros de nuestro modelo T, A;j, Aj5, [ (.) conduce al siguiente proble-
ma de optimizacidn:

(Pz) Maximizar L+T ﬁa + 2 [_)H_ lf] + Z ]_)Jrj 7\.j2
j=1

i=1

Sujeto a: 2 Ai=0

i=1

PRI

j=1

r

2 exp (L+Ay+Ap+x;1)=1

ij=1

k
_ ‘
Ps+ = ZPH— Ziy s=1,..,r

i=1

m

E+.\' = Zﬁﬂ Yix §= 1, —

j=1



Po= zﬁfi Xij

Q=1

i i=1,..,k
Xij = Z Ziy Yjs ji=
s=1

1,...m

iyj,.:l j=1,.,m

y=1

zr‘Zi,.-=l i=1,..,k
=1

n

Zyj.,.zl s=1,..,r
j=1

n
2 e | =1 I
i=1

x."j: Zixy yj\ € {Oi 1 }

2.3. Coeficiente alfa de Aickin

Aicken (1990) propone una medida de concordancia, alfa, que esta
basado en el modelo descrito por Kraemer et. al. (1988). Este conduce
a una estimacion similar al coeficiente kappa de Cohen, pero reempla-
zando la concordancia esperada por su estimacién maximo verosimil
pe Po—p.
q=P0"Pe

1-p/
Aicken (1990) demostré que si consideramos el modelo de Tanner

de casi-independencia, [(5)], para la estimacidn de p,” la expresion an-
terior adopta la forma:

o= P (t)-1
exp (1)

La estimacion de las equivalencias que maximiza el coeficiente alfa
de Aickin conduce el siguiente problema de optimizacion:

exp (1) -1 A

(P3) Maximizar z =
exp (7)

o

AW



Sujeto a: An=0

Eexp (R+An+Ap+x;T)=1

hj=1

k
—_— _ A -
P = E Pi+ Zix 5= ], vy P
i=1

m

Eﬂ':z ﬁ-;j Yis §= 1, !

j=1

p i: ], ) k
xﬁ_;z;..- Yjs j=1,..,m

ﬁﬂzzjﬁrjxﬁzl

ij=1

2){,;;21 j=1,.,m
§=1

Zr‘z,;\:l =1 0k
y=1

m

Zyj_\.ZI s=1,..,r
j=1

n
Zz,-_\-zl §= s il
i=1

xr'j: Ziss yj.\' € {O: 1}

3. METODOS COMPUTACIONALES

El conjunto de restricciones (2) no son lineales. Este conjunto de
restricciones son equivalentes al siguiente conjunto de restricciones li-
neales:



i=1,..,k
Q’ijgzix +x|}' j: 1, wauy HE
s=1,..,r

Si reemplazamos el conjunto de restricciones (2) por el conjunto de
restricciones (7) el problema de optimizacién P1 se convierte en un
problema de programacion lineal fraccional entera [ver Bazaraa
(1979)]. Existen varios algoritmos para resolverlo. Hemos adaptado el
algoritmo descrito en Garcia et al. (1995) basado en el método simplex
[ver Bazaraa (1989)].

Planteamos el siguiente problema de programacion lineal [ver Ba-
zaraa (1989)]

(Ps) Maximizar Z (x) = Y, [Py — (1= X) Pi Py x— A
Lj=1
Sujeto al mismo conjunto de restricciones de (P;) donde A es una
constante positiva prefijada de antemano.

Algoritmo. El siguiente algoritmo converge a una solucién 6ptima
del problema P,.

e Paso 1. Resolver el problema P, mediante el algoritmo del mé-
todo simplex para un valor A =2, tal que 0 <Xy < 1. Sea zp su
valor éptimo y xj una solucidén éptima.

e Paso 2. Sea A, el valor de A para la iteracién n-ésima. z, el valor
6ptimo y x;, una solucidn 6ptima para el problema P, en dicha
iteracion.

Si z; = 0 entonces x,, es una solucién éptima del problema P,.
En caso contrario definimos

A'n+l =7\ﬂi+

*
ZJI

A A "
1= i by (50
=1
y volvemos a resolver el problema P, para dicho valor de A.

Los problemas P,y Ps son dificiles de resolver. Su resolucién pasa
por aplicar una generalizacién del método de los multiplicadores de
Lagrange descrito en Clarke (1990).

4. CONCLUSIONES

El ACF es capaz de representar geométricamente las poblaciones y
caracteres simultineamente. Dicha representacién permite identificar
graficamente ciertas asociaciones entre ambos conjuntos de categorias.
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En este trabajo hemos formulado tres modelos que nos permiten es-
timar, maximizando las medidas de concordancia kappa y alpha, y me-
diante la estimacién maximo verosimil en los modelos log-lineales de
casi-independencia, las anteriores relaciones.

Estas medidas tienen una distribucién muestral conocida y ésta
puede ser aplicada para determinar la significacién y cuantificar la aso-
ciacion establecida.
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