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1 Introduccion

El objeto del presente trabajo es analizar la dgdpdade algunos programas informaticos
para ayudar a entender y aprender algunos concggbosétricos en el aula y proponer una serie
de préacticas para los alumnos de Secundaria, mendal libro de texto, que le ayuden en su
aprendizaje de la geometria.

En primer lugar quisiera valorar positivamentelibsos de texto, que por lo general estan
bastante bien estructurados y redactados e incluyehos ejemplos que permiten a los alumnos
ir asimilando progresivamente cada uno de los aiagitle las asignaturas.

Mi experiencia como estudiante y como docente noe lpar otro lado valorar mucho las
clases. En ellas el profesor consigue generalmacbetar el tiempo de aprendizaje de las
materias al alumno. Pero una buena explicacioneesigrto esfuerzo del alumno para poderla
asimilar. A veces esa asimilacion resulta inconapletdeficiente y se requiere un tiempo de
estudio personal en casa. Estoy convencido detgudjén desde mi percepcion personal, tomar
apuntes durante la clase exige a los alumnos reésiamh y consigue un mayor aprovechamiento
de las horas de clase.

Aunque la mayor parte de los centros de secunddiliagan un libro de texto en el
desarrollo de las clases, el alumno contempla tanmaagque se explica en clase como la que debe
preparar para el examen. De tal modo que cuandalwmno no puede asistir a clase, debera
recuperar los apuntes de lo explicado por el poofes

Los graficos que generan los programas de SoftRémeamico ayudan a entender las
explicaciones y hacen mas evidentes las explicaside la pizarra. Permiten al profesor mostrar
de un modo vistoso, atrayente, y sobre todo, wadbr, ideas, conceptos, y facilitan la
resolucion grafica de problemas. El alumno puenfenscesidad de haber estado presente en
clase, con las indicaciones adecuadas, reprodekiente lo explicado en el aula, sin los errores
gue pueden incorporar los apuntes tomados por mnpa&idero. Estos programas constituyen por

tanto un complemento ideal a los apuntes, el lilertexto, y las explicaciones del profesor.
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2 Demostraciones graficas en Geometria

Las pruebas graficas en geometria son ilustrapesa gran parte de los resultados que se
pueden representar y por tanto, bien justificagasden servir para demostrar los desarrollos
tedricos mas complejos. Estas pruebas graficasuitangla necesidad de las demostraciones
matematicas rigurosas que en la historia de lasm@icas han permitido avanzar con seguridad
en cada momento, y a veces han puesto de maniéestes que los gréaficos escondian.

Los conceptos tipicos de Geometria se concentragl Bioque 4 de Secundaria y en el
Bloque 2 de Bachillerato. Se imparten de un modmsivo en la Ensefianza Secundaria y
Bachillerato seguin la Normativa actualmente ennvigo modo de resumen recordatorio extraigo
los conceptos geomeétricos mas relevantes que séapadatar con herramientas de Software
Dindmico:

a) En 1° ESO los conceptos geométricos de punto,,rsetamento, angulo, paralelismo,
perpendicularidad, mediatriz, bisectriz, alturadiagea, incentro, circuncentro, triangulos,
cuadrilateros, poligonos regulares y circunferencRerimetros, areas, arcos, sectores
circulares, simetria axial.

b) Los conceptos geométricos que abarca 2° ESO lazptws geométricos que abarca son
los siguientes: Teorema de Pitdgoras, semejanzalassy Teorema de Tales, geometria
basica espacial con puntos, rectas, planos, angligolsos. Incidencias, paralelismo y
perpendicularidad entre rectas y planos en el asp@oerpos geométricos elementales:
cubo, prisma, piramide, paralelepipedos, poliedroap, cilindro esfera. Composicién y
truncamiento de poliedros. Longitudes, Areas, Vaides en el Sistema Internacional de
Unidades.

c) 3° ESO revisa la geometria del plano y el concelgtdugar geométrico con alguna
propiedad especifica. Teorema de Tales para dis@imentos proporcionales. Teorema
de Pitdgoras para resolver problemas. Traslacignmes, y simetrias en el plano. Revision
de la Geometria en el Espacio. Planos de simemi&oliedros. Movimientos en Conos y

Cilindros. La esfera terraquea, longitud y latithdeas y Volimenes.

'DECRETO 52/2007, de 17 de mayo, por el que se lesmtel curriculo de la Educacion
Secundaria Obligatoria en la Comunidad de Castillabn y DECRETO 42/2008, de 5 de junio,
por el que se establece el curriculo de bachilexatla Comunidad de Castilla y Leon.
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d) 4° ESO: Se estudia la Razén de Semejanza con edrhaade Tales, y la resolucion de
medidas indirectas. Planteamiento y resolucion adl@mas geométricos cotidianos.
Geometria Analitica Plana: el punto, la recta.

e) 1° BAC: La Geometria de los triAngulos se comptetala Trigonometria. Se estudia el
producto escalar, el modulo de un vector y la amadjdad. Se estudian analiticamente
los lugares geométricos del plano. Conicas: cienamicia, elipse, parabola, hipérbola,
con su ecuacion canonica.

f) 2° BAC se completa con el estudio analitico deelgtar y el plano en el espacio, el
producto escalar y vectorial y su significado getim@ Incidencia, paralelismo,
perpendicularidad, &ngulos, distancias, areasmah@s en el espacio.

La Geometria analitica proporciona tratamiento mateo numeérico detallado. Los
resultados y propiedades se podran demostrar ieaalénte y/o visualizar graficamente.
Trataremos de hacerlo de ambos modos, primero pizdara y a continuacion en el ordenador

con el apoyo de un programa de geometria dinamica.

3 Entorno informatico para el aprendizaje

Introducir el uso de ordenadores en las clasesateriviticas es interesante desde el punto
de vista didactico para dar mas claridad a lasieaqbnes. A veces las demostraciones tedricas
no convencen a fondo al alumno porque no entiertitodo lo que se esta demostrando. Dentro
del campo de la Geometria existen ejercicios qupugglen desarrollar tanto numérica como
graficamente. Basta seleccionarlos con un pocaidado y preparar unas clases introductorias
que permitan a los alumnos recibir las primerasomgs de manejo de esos programas.

Es necesario que el programa sea de facil manaja,que en una o dos horas los alumnos
sean capaces de hacer los primeros ejercicios, seragesmotiven. En ese tiempo, el software
elegido deberia permitir que el alumno se manejara soltura con los objetos béasicos del
temario. Sus primeros pasos contemplarian la caicale puntos dentro del sistema de ejes
cartesiano. A continuacion las rectas, semirrecteggmentos que pasan por dos puntos, pasando
después a representar rectas que se cortan pemgangiente y otras paralelas entre si.
Posteriormente, los poligonos regulares, las céneta., describiendo y comprobando diferentes

propiedades sobre cada uno de estos conceptos.
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4 Anadlisis de los resultados graficos

Segun el nivel académico en el que estemos y & tpra corresponda, se pueden plantear
distintas finalidades y objetivos a conseguir.

El primer objetivo es mostrar a los alumnos quaéssiitados que se han desarrollado en la
pizarra tienen sentido real cuando un programaniaspreta. En este estado sélo se capta la
atencion momentaneamente para verificar unos ejesotoncretos.

Un segundo objetivo, un poco mas ambicioso, eseguiis que parte de las horas de
matematicas se dediquen a aprender a manejar twassfgrafico con el que hacer algunas
practicas que tendran su reflejo directo en la potgue seran practicas evaluables. Para ello los
alumnos deberian tener al menos una hora a la sedeaacceso al ordenador, ya sea de modo
individual o en parejas, siempre que las condidodel centro escolar lo permitan. Seria
aconsejable que los alumnos instalaran el progmmaasa para continuar fuera del aula las
practicas, mejorando en el manejo de la aplicadi®o no pretende sustituir en absoluto las
clases dadas en la pizarra, son necesarias paradentl fundamento matematico de cada una de
las lecciones. Pero si queremos dotar a las padctie geometria dinamica de cierta relevancia,
es preciso asignarles un peso adecuado en elaé&sds la asignatura y en la evaluacion.

Los resultados graficos proporcionados por estogrpmas, en ocasiones, inducen al
alumno a obviar la solucion numérica. Es importayte el profesor les transmita la idea de que,
siendo didacticamente relevantes porque ayudartemdsr las situaciones, no son sustitutivos

del razonamiento analitico.

5 Programas de simulacion matematica en el Aula

Existe a disposicion del profesor una amplia vaiede programas de geometria dindmica,
algunos libres y gratuitos. Una primera tarea dekdte seria seleccionar de entre todos ellos el
que considere que mas se ajuste a los objetivaxdo8j para desarrollar su tarea. En el presente
trabajo hemos confrontado las prestaciones deidpgentes (en la referencia bibliografica se
indica la pagina oficial desde la que es posibseaear cada uno de ellos):

1. CaRMetal[1]
2. Cinderella.[3]
3. GeoGebra[5]

Software de Geometria Dinamica en la Educacioni®koia
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Se realizard una breve descripcion de cada undlaieyeuna comparativa para elegir el

mas conveniente de acuerdo a los objetivos propsiest

6 Un poco de historia de estos programas.

6.1 CaRMetal

CaRMetales una aplicacion interactiva de geometria dinandiice, realizada con licencia
GNU GPL, disefiada por el programador E. HakenhmizJava. Se basa éna.R.(Compass
and Rulej, software desarrollado por Rene Grothmann en 1989 mantienen varias
funcionalidades del program@.a.R.pero utilizando una interfaz grafica mejorada gérece
acceso directo a numerosos efectos graficos y naditra. Las construcciones se hacen usando
una paleta principal, que contiene algunos atajilestde construccion, ademas de las
herramientas de compés y una regla estandar. Hsthsyen las siguientes aplicaciones:
mediatriz, circulo a partir de tres puntos, arcocueunferencia que para por tres puntos, y la
seccion conica que pasa por cinco puntos no alosgaaco de circunferencia que para por tres
puntos, y la seccién conica que pasa por cincooguritambién son interesantes los apartados
dedicados a los lugares geométricos, funcionesjasuparameétricas, y graficos de funciones
implicitas. En cuanto a la apariencia de los objetpresentados dispone de las herramientas de
grosor del elemento, color, etiqueta, y otros atdb (incluyendo la llamada propiedad
magnética) que pueden definirse mediante un papeakrado.

CaRMetalposee cinco paletas de colores para introducst éando de la construccion: dos
de colores saturados, otras dos de colores indatusaotra de colores weGaRMetaltiene un
lenguaje de script (JavaScript) que permite al isw@nstruir figuras mas complejas, como los
fractales. Esta disponible en varios idiomas (féandnglés, holandés espafiol, aleman, italiano,

portugués y arabe). En [1] y [2] puede consultarseinformacion mas detallada.

6.2 Cinderédlla

Cinderella fue inicialmente desarrollado por Jurgen Richteb&t y Henry Crapo. El
software original se cre6 en C Orientado a Objetoka plataforma NeXT creada por la empresa

de Steve Jobs cuando abandono temporalmente lzsmmple
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En 1996, el software fue reescrito en Java desaepme Jirgen Richter-Gebert y Ulrich
Kortenkamp. Esta version gan6 el Premio a la Inaidva Multimedia en Learntec '97 en
Karlsruhe, Alemania. Este galardon atrajo la atemcie la editorial educativa alemana Heureka-
Klett y la editorial cientifica Springer-Verlag ¢heidelberg, que aceptaron producir una version
comercial del software. La version de la escueleCuolerella 1.0 fue publicado en 1998, e
incluye cerca de 150 ejemplos, animaciones y ejesicreados coi€inderellg la version
universitaria fue lanzada en 1999.

En 2006, una nueva version @aderellg la 2, fue publicada sélo en version-line El
manual impreso para la version actual 2.6 ha siddigado por Springer-Verlag en 2012. Desde

2013, la version Pro deinderellaesta disponible gratuitamente.

6.3 GeoGebra

Software matemaético interactivo libre orientada @hsefianza en colegios y universidades.
Su creador, Markus Hohenwarter, comenzé el proyent@®l afio 2001 en la Universidad de
Salzburgo y lo continta en la Universidad de Attgritlorida.

GeoGebraesta escrito en Java y por tanto esta disponibialdtiples plataformas.

Es basicamente un procesador geomeétrico y algebrgite reine geometria, algebra,
calculo y estadistica, por lo que puede ser usadwién en disciplinas afines como fisica,
proyecciones comerciales, estimaciones de desitiatégica etc.

Con GeoGebrapueden realizarse construcciones a partir de puméxtas, semirrectas,
segmentos, vectores, conicas, etc., mediante deendirecto de herramientas operadas con el
raton o la anotacion de comandos en la Barra de@tcon el teclado o seleccionandolos del
listado disponible. Todo lo trazado es modificable forma dinAmica: es decir que si algun
objeto B depende de otro A, al modificar A, B pasajustarse y actualizarse para mantener las
relaciones correspondientes con A.

GeoGebrapermite el trazado dindmico de construcciones g&toecas de todo tipo, asi
como la representacion gréafica, el tratamientokalgjeo y el calculo basico con funciones reales

de variable real, sus derivadas, integrales, etc.
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7 Puntos a comparar en los programas dinamicos

Para tomar la decision del programa sobre el gsard#lar las clases, se han seleccionado
un conjunto de parametros sencillos que se vamraradlo de un modo intuitivo y permiten
establecer algunas pautas para la seleccion.

1. La facilidad de descarga y de instalaciGnSe puede exigir que las aplicaciones
sean faciles de descargar y de instalar, sin rtacegnocimientos excesivos de
programacion.

a. GeoGebra, Cinderella y CaRMetalson aplicaciones que usan
Complementos y Applets Java y se necesita que iestélado en el
ordenador. Esto implica cierto grado de ralent@@a&n las ejecuciones que
normalmente es asumible por la potencia de logequi

b. CaRMetales una aplicacion nativa en Java y es la mas tentas tres en
ejecucion.

2. Uso intuitivo: Se trata de comparar el tiempo necesario pararpadpezar a usar
la aplicacion partiendo de cero.

a. CaRMetal: este programa tiene algunos inconvenientes de fe#
versatilidad: No proporciona distancia entre olgetoi el angulo entre
rectas. Posee los iconos agrupados por clasesepkaltan varios necesarios
para hacer medidas.

b. Cinderella: No tiene el ajuste de la escala ni del zoom aretdana grafica
de modo rapido. Todos los iconos aparecen sin orden

c. GeoGebra: Tiene resueltos los problemas de los anteriooeguye ajusta el
zoom de modo correcto entre los ejes y los objd@smite medir las
distancias. Posee los iconos ordenados por temgmageietados en varios
grupos.

3. Salidas de los Datos y ficherod.os ficheros de salida en los tres casos somuGapt
directa de la pantalla.

a. CaRMetal permite exportar el grafico a eps, pdf, jpg y svg.

b. Cinderella acepta los formatos pdf, pnp y jpg. También perniéde
exportacion a HTML.

c. GeoGebra puede exportar a formatos pdf, gif, eps, svg, pnf,
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4. Potencia en 3Den este Trabajo no sera tratada, dado que elogydeews temas del
curriculo de Secundaria es de geometria planaotRotado, el estado actual de los
entornos 3D para estos programas no esta demasiadeguido y podria distraer
mas que aclarar situaciones. En la aplicacBeoGebrase estad preparando la
Version 5 que incluird proximamente esta opciomjesn en el momento actual solo
se puede descargar la version B&adqGebra-Windows-Installer-4-9-272-0.gxe

5. Manejo del Zoom y del posicionamiento en el graficoEstas funciones se usan
constantemente mientras se va haciendo el traBajotanto es recomendable que
sean faciles de encontrar entre las funciones siédtones del raton. Unicamente
GeoGebra incorpora las dos funciones integrad&aRMetal tiene el zoom
integrado en el raton pero no el movimiento pagréfico. Cinderellano integra ni
el zoom ni el movimiento en los botones del raton.

6. Herramientas disponibles: El programaCaRMetal posee 12 grupos con 123
herramientas un poco ordenadas pero se echan@lfpinas fundamentales como
las de medicién de angulos, areas y longitudesadli@acionCinderellano posee
grupos Yy tiene todas las 76 herramientas visiblesilgineamente, ordenadas por
temas pero una detras de otra. El mas ordenate@Sebraque tiene 12 grupos
con un total de 72 herramientas, teniendo visial@rimera herramienta de cada
grupo. Manteniendo el raton pulsado sobre ell@espliega el grupo y nos permite

elegir una de las ocultas, pasando ésta a la @ipwsicion de la tira.

7.1 Distancia de un punto a una recta.

A continuacion, se elige un ejercicio sencillo @mue comparar la resolucion que tendria
lugar con cada uno de los programas elegidos. @ha@ado puede ser el siguiente: Dada una
rectar de ecuacion generalkA By + C =0 y un punto cualquiera(Bi, p,) exterior ar, hallar la
distancia a la recta desde dicho punto. Antes piesentar la situacion graficamente, hacemos la
resolucion algebraica. Sabemos que la distanaitsene empleando una recta auxiliar que pasa
por el punto P y es perpendicular a la rectésa recta auxilias corta a en el punto Qy1, &).

A partir de la ecuacion general deconocemos el Vector directfd(—B, A) y de él
obtenemos un Vector Normal de médulo unitario eeldar, cuyas coordenadas vienen dadas

por:
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A B
Vn= ,
e Jw

Vn serd paralelo al vectd®Q cuyo modulo es la distanch que buscamos ya que al

efectuar el producto escalar entre los vectoréiese que
PQ *Vn =d=|PQ] |Vn| co®)=|PQ|.
Operando tenemos lo siguiente:

A B | |AG-p)+B(a-p,)

- p2)'(\/(A2+BZ) ’\/(A2+BZ) (A2+BZ)

d=|(0 ~ P10

d:|AQ1+BQ2_Ap1_Bp2
(A7 +87)

en valor absoluto por ser la distancia siempretipasi

Por otro lado sabemos que el punto Q debe satidfaezuacion de la rectay por tanto
sustituyendo sus coordenadas en la ecuacion tengueoAq; + B g + C = 0. Despejando se
obtiene que G — A q.— B .. Sustituyendo en la expresion de la distancia e&ands que

-C-Ap-Bp,|_|Ap +Bp, +C|
‘ /(A2+BZ) ‘ ‘ (A% +B?) ‘

Aplicaremos el caso general a un ejercicio concreto

d=

4° ESO Dada la rectaque para por los puntog-A4,4) y B(0,—4), y el punto exterior a
ella C(6,4), calcular:

a) La ecuacion general de la recta

b) La rectas que sea perpendicular gue pase pdt.
c) El punto de interseccion con

d) La distancia del punto C a la recta

a) Partimos de la ecuacion de la recta que pasa mpdotos: Empleamos la ecuacion
continua que se obtiene a partir de un punto (elgA por ejemplo) y un vector director

gue obtenemos a partir de Ay B:

X=X - -(- -
A — y YA :X ( 4): 4 4 ;___>8X+4y+16:0;:::>|‘:2X+y+4:O
Xa=Xg Yi—Yy -4-0 4-(-4)
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b) La ecuacion de la recta perpendicular@ue pase por el punto C se deduce a patrtir del
vector directovd = (—B, A) = (—1, 2), obtenido de la ecuacion general @elya forma
es Ax + By + C' = 0. El vector normal serd Vn = (A, B) = (2, 1).

La ecuacion de s serd entoncesx — 2y + C' = 0, donde podremos obtener C
sustituyendo el punto C del enunciado—=62 x 4 + C' = 0, que nos da C’' = 2. Por tanto
tendremos la ecuacion de la restx—2y + 2 = 0.

c) El punto de interseccion entre las rectdss lo obtenemos resolviendo el sistema de dos
ecuaciones y dos incognitas que se nos plantea:
r2x+y+4=0
SX—2y+2=0

Su multiplicamos la primera ecuacion por 2 y la amuos a la segunda tendremos:

4x + 2y + 8 = 0 sumada r— 2y + 2 = 0 obtenemos quex5 10 = 0 y por tanta = —2.
Sustituyendo en la primera tenemos—2) +y + 4 = 0. Por tanty = 0. El punto de corte sera
Q2,0)

d) Finalmente la distancia entre dos puntos la obtesaplicando el teorema de Pitagoras,

a la diferencia de sus coordenadas:

d=/(6-(-2))% + (4-0)> =+/82 +42 =/80 = 894.

Aplicando el desarrollo anterior tendremos:

|Ap1+Bp2+C| 8B +a@+16 _| 48+16+16| 80 _ /50 804

S Jwren || e || B0 | Jeo

Vayamos a la representacion grafica, utilizandoacado de los programas que hemos
considerado.

Parece claro que lo primero es representar logasbfpie intervienen en el enunciado del
problema, la recta y el punto. A continuacion,ragd una recta auxiliar perpendicular a la recta
dada que pase por el punto dado. Calculamos eb pidmtinterseccion y posteriormente la

distancia entre los dos puntos.

Software de Geometria Dinamica en la Educacioni®koia



Trabajo fin de Master de Ensefianza SecundariackEdigad Matematicas 16

7.2 CaRMetal

Esta aplicacion posee las herramientas agrupada® grupos, siendo los mas importantes
los situados en la parte mas alta. Por este opmeeen los desplegables:

» Archivo, que posee ocho iconos: nuevo archivo, abrir wochguardar, copiar al
portapapeles y exportar a png, eps, svg y pdf.

» Edicién con diez iconos: mover, seleccionar objetos, editgeto, borrar ultimo
objeto, deshacer borrar, ocultar objeto, mostrgtoloculto, mostrar cuadricula y
animar un punto

» Construccion, que posee veintisiete iconos. Los mas importaswesel de crear
punto, la interseccién entre lineas, punto mediogesia axial, simetria central,
traslacion, recta, semirrecta, recta paralelaarpetpendicular, mediatriz, bisectriz,
segmento, poligono, angulo, circulo realizado deosamodos, texto, férmula e
imagen.

» Otras barras desplegables son: Aspecto y color, Faiones y Lugares, Tests,
Controles, Aspecto de rejilla, Histérico, Fondo: clor e imagen, tamafo y

precision numérica.

)| [ Aspecto | Humérico | Condicional X [4.475692026204002 ]m [] Atado a la ventana . B = -
Y [0,9446184175908128 A V) R
MNom.. P1 ] = T 1 e
- 1 Fijar Incremento-... 0.0 SS0080 | una prequrita - % |
CaRMistal 66 6 Ziuin
M % e =
Archive Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @J E;n = b
— = 3 B
| = [ S i "
¥ Edicitn
T by 27 B
|Todos los objetos |VI ? e
-~ Pl : (-4,48 ; 0,94) B & °\l_.
¥ _Construccitn
L) )
o M 0°% 2 °%h
Apiis] £ 3¢ 3¢ %o
£
L 7 DAA
ool olelalw!
T a=2 o=
o I' '
¥ Aspectoy color
»_Funciones y lugares
b Tesis
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En este caso se dibuja una recta con la herranfRaatia a partir de 2 puntos

| Consfruccion

o | X|,o 1% o1 21| 2| 5| X | Yo | 2 2] 2|
6

1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15

w Construccion

/ Jor - r o | =
0 AAICCRAGR S| T -3
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Utilizamos la herramienta n° 7 de la paleta llam@dastrucciéon Podemos cambiar el

aspecto de la recta con la palEticion

¥ Edicion

NERNR RN E]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Para editar las propiedades seleccionamos la hiemam® 1. En la parte superior aparecen

todas las opciones de personalizacion que podeamoisiar.

A continuacion se dibuja un punto externo a laaelét utilizando la herramienta n® 1 de la
paleta deConstruccién Después con la herramiemtzcta perpendicular a otra recta que pase
por el puntoP; (herramienta n° 10 de la paleta @enstruccion dibujamos la recta auxiliar.
Marcamos a continuacion el punto interseccion elagsedos rectas que se obtiene mediante la
herramienta n° 2 de la paleta@enstruccion

El softwareCaRMetalno nos proporciona el valor de la distancia. Unieai® nos testea si
hay perpendicularidad entre las dos rectas. Samds en la herramienta que representa la cara
de un mono, el dibujo se mueve manteniendo la pdrpalaridad entre rectas. Es el que menos

prestaciones nos da de los tres:
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<La Distancia entre un Punto y una Recta se
Calcula de varias maneras

ncontrar el punto de
a prependicular que
antinuacion aplicamoas &l
en el truangulo Rectangulo
que se ha farmada, que nas dara la distancia.

by Otra opcianes emplear et desarrolio teorico
que nog dara &l mismpo resultado

Teaorema de Pitacaor

El raton nos permite hacer zoom con la ruleta eépero no es posible mover el dibujo
para ver otra zona. Esta es una caracteristicaastapdarizada en los programas para Windows
gue se echa de menos. Tampoco nos permite reduamafo de la ventana gréafica, quedando
blogueada en su maximo tamafio sin otras posibéslad
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7.3 Cinderella

Nombraremos Unicamente algunas de las herramieptassean mas usuales de esta

aplicaciéon que son necesarias para comenzar aadiblgmentos basicos. La pantalla de inicio

posee las barras de herramientas con todos lossaasibles:
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Para comenzar, se traza la ractpue pasa por los puntos A y B, utilizando la hrareata
n°® 27. A continuacion sefialamos un punto exterida aecta con la herramienta n® 23.
Seguidamente tenemos que representar una rectangdenplar a la recta inicial y para ello
empleamos la herramienta n° 31. El punto exterlarractar se ha denotado por C; trazamos la
recta perpendiculds y marcamos el punto de corte Q entre las dosg@cta la herramienta n°®
24. Finalmente medimos la distancia entre los dostgs con la herramienta n° 11. Si

modificamos C podemos comprobar dinamicamente adria la distancia.

EERR

Se echan en falta las funciones méas estandariz@damvimiento del dibujo con el raton.
La méas extendida, el zoom, no esta disponible, snicenfigurable. Tampoco funciona el

desplazamiento por el dibujo.

7.4 GeoGebra

Finalmente analizamos las herramientas disponitdidsprogramaGeoGebra Existen

muchos tutoriales completos del programa pero eragpdineas pasaremos a describir sus
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caracteristicas mas interesantes, y el procedimiems rapido para realizar ejercicios de
geometria dinamica de modo sencillo y didactico.

En primer lugar estimamos conveniente tener acliamsvistas algebraica y grafica y la
entrada en linea de comandos. Aparecen inicialmEdteonos desplegables que guardan 72
herramientas graficas agrupadas. Se citaran lagnteiesantes para realizar ejercicios graficos
con estudiantes de secundaria, ademas de ir desdab coémo proceder para realizar los
primeros ejercicios mediante geometria dinamica.

En la parte derecha de la pantalla de inicio teselo® botones de deshacer y rehacer que
sirven para eliminar los pasos anteriores o vabgerhacia delante, respectivamente. La
interrogacion indica la llamada al menu de ayudel ylibujo del engranaje las opciones de
configuracion mas tipicas como son las unidadeseldida y la eleccion de Grados o Radianes
para los angulos.

& 5
€3 GeoGebra ESSEERT
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar

A 1IN el RS _ (53] A

‘ % @ _‘ /_ r___'__,.ﬂ— .l‘_a--‘ '\!_,4" '4‘._ - ABC —ai ‘%’ '.'I' a3
! 7l 7 = ¥ il ¥ ) ) ) ¥ i ¥ oo
¥ Vista Algebraica EI [ Visl_a Grafica . IE]

3_

2_

14 4

i]

2 1 ] 1 2 3 4 5 ]

_1_

24
Entrada: =

Los pasos principales a tener en cuenta para aedtiz primeros gréaficos dindmicos en
GeoGebrason los siguientes:
a) leer y entender bien el enunciado pegalizarlo ordenadamente A este respecto, y

considerando el nivel en el que nos encontramos, lgsl alumnos pueden no haber
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manejado nunca un ordenador, etc., el profesolitéaéi un guion detallado de cémo
realizar la practica paso a paso.

b) Para poder aprovechar las capacidades dinamica&eat€sebra se utilizara con
frecuencia undeslizador nombrado por la letra ¢ que nos servird de ayuda para
modificar las coordenadadel punto C (en el caso concreto que nos ocugangeguir
posteriormente que la figura varie de modo autébnomo

c) La grafica que generamos cGroGebranos permite introducir la ecuacion de los puntos
y las rectas a través de la linea de comandoseRrimtroducimos los puntos A (—4,

4), B = (0,—4) y después se representa la rectiefinida por esos puntos.

d) A continuacién dibujamos en pun@= (6, 4). Trazamos por C una recta perpendiaular
r y marcamos el punto de interseccion entre lasasecbn la letra Q. Calculamos la
distancia entre Q y C. Para hacer dinamico el dilkeajpleamos el deslizadedefinido,
entre el valor 0 y 3 con saltos de 0.01, con vamaoscilante, que actia como variable
auxiliar. Definimos C = (6 #, 4), para percibir como va cambiando la distaad@largo

de la recta segun varia e.

~ Vista Grafica EI
|- c—- o ([7]

a) Ecuacionder:2x+y=4

b) Ecuacion de larectas: x+2y=2

c) Punto de interseccion entre las rectas: Q: (-2,0)
d) Distancia entre CQ=8.94
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Los seis menus de cabecera de GeoGebra son losstié casi todos los programas para
Windows, con algunos contenidos especificos:

Aru::hi'u'nl Edita Vista Opciones Herramientas Edita] Vista Opciones Herramientas Ventana Ayu
[ | MNuevaVentana Crl+h 71 Deshacer Cirl+Z
Mueyo # Rehace Cri+Y
& Abrir ... Cirl+D )
! Copiar Cirl+C
[T.: Abrir desde GeoGebraTube .. B
Pega Ciri+V
Abrir reciente ¥ — | ; ;
[ Wista grafica al Porapapeles Ciri+Mayus+C
@ Guardar Ctrl+5 ;
Inserta imagen desde.. L
Guardar comao... ...
_ ¢ Propiedades .. Cirl+E
;ie Compartir..,
Exporta b Seleccionar todao Ctrl+A
{3 Previsualizacian Ctrl+P
[l cierra Alt+F 4

Archivo: tiene las opciones de abrir, guardar, y expoctano las mas interesantes. No se
pretende utilizar todas exhaustivamente, solo ks mecesarias.
Edita: Deshacer e insertar imagen desde un archivolega@enar todo el dibujo de una vez,

seran las opciones que se emplearan.
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Cipciones Herramientas Ventana Ayuda [Dpcinnes Herramientas Ventana Ayuda
|'__E| Vista Algebraica Ctrl+Maylis+4 Descripciones g
== . . ) & Afraccion punto-cuadricula k
|t,__ Hoja de Calculo Ctri+Mayas+3 f
— Redondeo g
!x=| Calculo Simbdlico (CAS) Cirl+Maylis+K [
A Efiquetado L4
|-ab_ Vista Grafica Crl+Maylis+1
FA] i 3
Vista Gréfica 2 Ciri+Mayis+2 | 4 Tamafodeletra
. = ldioma 3
!~= Protocala de Construccion Ctri+Mayis+L
o8  Avanzado ...
=i7| Teclado

[

Campo de entrada Guardar la configuracion

Reestablecer la configuracidn por defecto
¢ Disposicion ...

@ Actualiza las Vistas (limpia rastros) Cirl+F

Recalculo de todos los objetos Cirl+R

Vista: Nos muestra otras vistas posibles que se usa@oraicamente. También incluye la
activacion del campo de entrada de datos poréa liie comandos, que nos sera bastante Uutil.

Opciones Sirve para configurar algunos parametros deljdibu

|Herramientas Ventana Ayuda Ventana| Ayuda

Personalizar la barra de herramientas .. |_| Mueva Ventana Cirl+h

&% Crear una nueva herramienta ...

[4] Gestion de herramientas ...

Herramientas: Para personalizar las barras de herramientasay ana propia.
Ventana: Permite abrir dos gréficos a la vez.

Ayuda

4 Ayuda F1
Tutoriales
(&} GeoGebraTube

Informar de un fallo

Acerca de GeoGebra / Licencia

-
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Ayuda: Acceso en Internet al sitio Web GeoGebra

Las herramientas mas utiles para nuestros proggsibo las siguientes:

HERRAMIENTAS DE PUNTOS: HERRAMIENTAS DE MOVIMIENTO
.‘ﬂ" Punto % Elige y Mueve

I.“\ Punto en objeto ! % Gira en torno a un punto

V'(' Limita/Libera Punto ?E % Registro en la Hoja de Calculo

_ ,\,(' Interseccidn

L Punto medio o Centro

° 2 Wimero complejo

Punto: Sitba puntos en el plano. Los hombra con letragusculas correlativamente, aunque se
puede personalizar con el botén derecho a travda dpcionPropiedades También se puede
introducir mediante la linea de comandos para dexés coordenadas concretas.

Punto en Objeto: se usa para definir un punto dentro de un objetorgtrico; se utilizara en
una recta generalmente.

Interseccion herramienta para determinar el punto exacto die @ntre rectas, curva o entre
recta y curva.

Punto media como su propio nombre indica, se usa para detamel punto medio entre

puntos.

Entre las herramientas de movimiento, la mas (dilEége y Mueve que permite

seleccionar y trasladar un determinado objeto.
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HERRAMIENTAS DE OBJETOS . HERRAMIENTAS DE RECTAS.:
/'/ Recta r:._,, Recta perpendicular
./' Segmento ;_,; Recta paralela
& *# Segmento de longitud dada ./- Mediatriz

L Bizectriz
/ Semirrecta -~
- -
“{' Paligonal 'C}' Tangentes
| .
@ Recta Polar o Diametral
.)'" Vector it
e o ; )
";.r WVector equipolente */ | Ajustelineal

5:\ Lugar geomeétrico

Recta Representa la recta que pasa por dos puntos.ddelo®mbra automaticamente con letras
en minuscula a no ser que se personalice con éhl@recho, en |laBropiedadesTambién se
puede introducir a partir de la linea de comandwsst ecuacion correspondientex ABy + C

= 0.

Las herramientaSegmento y Semirrectarepresentan esos objetos a partir de los puntos de
referencia.

Recta perpendicular. Se representa a partir de un punto y la recteedalgue incidir.

Recta paralela igualmente la usaremos con un punto y una rextaférencia.

Mediatriz: Divide un segmento en dos partes iguales mediardggecta perpendicular.

Bisectriz: Divide los angulos mediante una recta.

Tangentes a Circunferencias y curvas en general.
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HERRAMIENTAS DE HERRAMIENTAS DE POLIGONOS :
CIRCUNFERENCIAS: i
"r__'_':- Poligona
(;) Circunferencia (centro, punto) a

L ,
i '- FPoligono regular

Circunferencia (centro, radio} Y : i
= Faligono rigido

Compas

£,- Poligono vectorial
Circunferencia por tres puntos

Semicircunferencia
Arco de circunferencia

Arco Tres Puntos

Sector circular

Sector Tres Puntos

Poligona Representa el poligono determinado por variosgsun

Poligono regular A partir del numero de lados que se le indiquda ydistancia entre dos
vértices, representa el poligono regular correspotel

Circunferencia dado Centro y un puntq es bastante usada por ser muy comoda y rapida.
También se puede introducir por linea de comand@gsacion canonica.

Circunferencia dado el centro y el radig analoga a la anterior.

Compés Sirve para trazar una circunferencia tomandadibrentre dos puntos.

Circunferencia con tres puntos Seleccionamos tres puntos y nos dibuja la cienaemicia que
pasa por ellos y nos de su ecuacion, incluyenderglo y el radio que ha sido necesario.

Arcos y sectoregle circunferencias.
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HERRAMIENTAS DE PROPIEDADES: HERRAMIENTAS DE CONICAS:

i o .
,é:: Angulo [ 'L-,-*' Elipse
" : . M Hinérbol
-L__; Angulo dada su amplitud .y iperbola
em ~&_ | Pardhola
- Distancia o Longitud o

2 : W s :
s Area C o Conica porcinco puntos

/ Pendiente

{1,2}| CrearLista

A partir de los focos y los ejes (o la directrip, @ caso de la paradbol&@eoGebranos
permite representdlipses Hipérbolas y Pardbolas dandonos ademas la ecuacion general.
Conica por 5 puntos dibuja una curva a partir de cinco puntos y dalsu ecuacion general.
Angulo: Nos mide el angulo entre dos rectas.

Distancia o Longitud: Nos da su valor de modo aproximado.
Area: Aproxima el valor de una superficie cerrada.

Pendiente Aproxima el valor de la pendiente de una recta.

HERRAMIENTA DE SIMETRIAS: HERRAMIENTAS DE TEXTO:
N Simetria Axial ABC  Texto
. ®  Simetria Central n: SO
-\t wersisn Jf Lapiz
. Ilunll_/" Dibujo a mano alzada

o Fota alrededor de un punto

*_w» Traslacidn a—p Relacion

K oa ) : l Calculadora de probabilidades
® Homotecia

B Analizador de funciones
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Simetria axial: Se obtiene seleccionando los puntos y objetda sienetria, y el eje.
Simetria Central: Nos hace la simetria de un punto respecto détade simetria.

Texto: Permite introducir comentarios y observacionelsmepresentaciones graficas.

HERRAMIENTA DE ZOOM : HERRAMIENTA DESLIZADOR:
<—|:—> Desplaza Vista Grafica _ a2 Deslizador
&, | Aproximar [¥] % Casilla de control
2, Alejar [OK] Batén
2 a=[1] Casilla de Entrada

Mostrarfocultar Objeto
A A Mostrarfocultar Etiqueta

54 Copiar estilo visual

7 | Eliminar

Deslizador. Es una variable que puede tomar varios valoragéantervalo segun la posicion del
cursor. Es muy importante para realizar ejercicitess geometria dinamica. Mediante los
deslizadores podemos variar dindmicamente un pam@mg obtener variaciones de
representacion grafica y movimiento a una deterdaneelocidad.

Desplazar vista Nos permite movernos a traves de la vista. També&consigue manteniendo
pulsado el boton central del raton y arrastrandolo.

7.5 Conclusiones

Los tres programas considerados tienen una largariai de desarrollo y numerosas
versiones que han ido mejorando el producto y hdoié cada vez de un manejo mas sencillo y
potente.
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Los resultados de la comparacion nos llevan aref@égoGebracon diferencia sobre los
otros dos porque es el mas completo en todos pectEs considerados. Ademas a igualdad de
tiempo utilizado, considero que se alcanza un aizeje mas rapido y de un modo mas sencillo
e intuitivo que corCinderellay CaRMetal El menu de ayuda desarrollado p@@oGebraesta
mucho mas completo, aspecto esencial para tratiajeglumnos de Secundaria.

Por otro ladoGeoGebraha generado una amplisima bibliografia y fichgraia multiples
conceptos y aplicaciones matematicas (no exclusmgenpara Secundaria). Asimismo se han
multiplicado los grupos de trabajo con una inteastividad de mejora y puesta en comun,
ampliando cada vez mas su campo de accion. Etralstgo quiero mantener mi compromiso de
originalidad y por tanto todos los ficheros queinmrporado, los he realizado personalmente y

estan pensados exclusivamente para esfB]fin

8 Software dinamico en la ESO

Se trata de aplicar en una unidad didactica eldesprogramas de geometria dinamica. En
concreto platearemos actividades y ejercicios dengéria plana para los cuatro cursos de la
ESO, dejando como posible ampliacion de este alitap mas especifico dedicado a los cursos
de Bachillerato.

8.1 Introduccion Contextual

El contexto en el que aplicamos el software dinanmes el de una clase general de
matematicas de cualquiera de los cuatro cursoeden8aria. Se trata de ensefar a los alumnos
la capacidad de los programas graficos para expliesolver célculos, realizar graficos
complejos y conseguir que los alumnos lo lleguemaaejar de un modo adecuado a su edad con
cierta destreza.

Con la prioridad de cumplir el temario que marc&desejeria de Educaciéon para cada uno
de los cursos, se planificaran las clases en lasig@remos los recursos informaticos. El objetivo
inicial es que al menos una hora a la semana $eere@racticas preparadas con el ordenador
durante el periodo que contemple la parte de geéara| curriculo (si bien podria extenderse al
curso completo en caso de permitirlo el desarmadida asignatura y las posibilidades del centro)
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con el fin que lleguen a familiarizarse con el paomga y en casa complementen o acaben las
practicas propuestas.

8.2 Contribucion a las competencias Basicas

Atendiendo al RD 1631/2006 del MEC sobre la ESO522007 JCyL sobre ESO.

CB2. C. Matemética: Aprenderan a calcular, relamionrazonar sobre conceptos e ideas
matematicas, empleando los simbolos y el lenguatemmatico segun su nivel. Pensar una
segunda forma de resolver problemas, ahora de g@dico, permite a los alumnos entender la
geometria de un modo mas profundo, y por tantanakr mejores resultados académicos.

CB4. C. Digital: Aprovecharemos una aplicacion infatica que ayude a realizar con
agilidad célculo mental con ejercicios sencillas gelocidad progresivamente creciente. En esta
era tecnoldgica, es aconsejable incorporar la pi@ende la informéatica para aprender

matematicas de un modo vistoso y atrayente.

8.3 Sobre los Objetivos Especificos

OEL1. Mejorar la capacidad de Razonamiento Reflexjeoque aplicando la inteligencia en
la resolucién de problemas con programas se migj@apacidad de razonar matematicamente.

OEZ2. Aplicar herramientas mateméaticas como Softwafalculadoras. Con este software
comprobaremos que el razonamiento matematico teésicorrecto y lo verificaremos con el uso
del ordenador. Hay plataformas méviles como Andedi®S que permiten el uso de aplicaciones
de geometria dinamica.

OEG6. Adquirir habitos racionales de trabajo (Harake Estudio, Orden, Tareas). El trabajo
en el ordenador nos exige intensidad y orden quarsebteniendo a base de tesén e intensidad.

OES9. Utilizar los medios tecnoldgicos para calcuR y calculadora. En la actualidad los
alumnos estan fuertemente atraidos por los metkosr@icos y audiovisuales y por tanto los
conocen y usan muchas horas al dia. Se trata aleom@render a utilizar herramientas de
software para entender geometria en particulartgmégicas en general.

OEL11. Elaborar estrategias generales para situegicmncretasd?(SA). Se necesita pensar
un guion de trabajo que sirva de estrategia pateae los graficos dinamicos.
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OE12. Actitud positiva en la resolucion de problenyaconfiar en el poder de la propia
capacidad, sin desanimarse ante lo diffeiSA). Pueden aparecer problemas complejos que nos
van a exigir inventiva y una busqueda de solucigrega encontrar los procedimientos en cada
ejercicio. Lo normal es que los ejercicios seaftiths y lejos de desanimarnos hemos de buscar

sus soluciones.

8.4 Objetivos Didacticos

Se trata de aplicar en cada curso el uso de ordenadle un programa de software
dinamico, para conocer su funcionamiento y resobyercicios del libro de texto mediante una
herramienta gréfica de gran potencia.

Para conseguirlo dedicaremos varias clases duehmigrso, repartidas entre los temas de
geometria de cada uno de los cursos de ESO. mmmé se buscara el uso del aula de
informética, que deberd tener instalados los progsanecesarios, principalmendava y
GeoGebra Si es posible los grupos seran de dos alumn@s qua& ambos se puedan apoyar y
resolver dudas mutuamente. Si no hubiera aula fdeméatica cambiariamos la estrategia para
trabajar principalmente en casa, individualmente.

Sabiendo que la dificultad de cada curso sera esrexiprogresivamente, y que los
contenidos van cambiando de afio en afo, se pueti@natgunos puntos concretos como
conceptos basicos interesantes:

« Saber dibujar rectas perpendiculares y paraletdisaa dadas.

+ Saber realizar mediciones de Longitudes y Angulos.

e Saber cambiar las propiedades de los objetos,dalas su nombre, el aspecto, el
color, el grosor.

» Saber hacer uso de los deslizadores, aplicAndoldersos ejemplos.

» Tener nociones béasicas de las propiedades dinaonecks objetos, tales como la

oscilacién, el Valor inicial, el Valor final, el tnemento de la variable.
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8.5 Contenidos Generales

Las clases que contengan las practicas del softdim@mico seran, siempre que se
disponga, en un aula de informética y constaranndeestructura estandar, con un guién en el
que se detalle una explicacion de los ejercicimsatizar y los pasos a seguir. Estos, inicialmente
muy sencillos, irdn aumentando progresivamentdfswitad hasta alcanzar los niveles exigidos
en el curso correspondiente. Cada grupo los realeau ritmo. Se intentard que durante la hora
de clase se puedan resolver los obligatorios, autayractica contendra algun ejercicio mas
para que aquellos con mayor facilidad en el madejoordenador no se queden sin tarea, sin
nada que hacer.

A continuacion se muestran, a modo de ejemplo, poaibles practicas para cada uno de
los cursos de ensefianza secundaria obligatoriaalgtmos casos, utilizando los conceptos y
resultados explicados en clase, se propondraniagsrcun poco mas complejos, pero
perfectamente asumibles gracias al software. Eiseb adjunto a esta memoria se adjuntan los

ficheros utilizados en formato ggb utilizados @@oGebra

8.5.1 Ejemplo para 1° ESO

8.5.1.1 Medianas y Baricentro

P4.1.A) Dado un triangulo de lados 3, 5, 7 cm agitoid, dibujar sobre él las Medianas y
el Baricentro. Introduce una variacion de la pasicde uno de los vértices|y
comprueba que tanto las Medianas como el Baricersgo recalculan

automaticamente de modo correcto.

1°ESO Ejercicio basado en el N° 6 de la UD 12 Ra8§.del Libro de Matematicas de
Anaya[COL1]

Los pasos principales que deberan realizar los radanpara realizar el ejercicio son los
siguientes:

1) Dibujar un triangulo a partir de las longitudes Ide lados no es una tarea tan

elemental como puede parecer, y menos para aludensscundaria. En la resolucion

que hemos propuesto, comenzariamos situando uncevéen el origen de
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2)

3)

4)

5)

6)

7

coordenadas, para disponer sobre el eje de absuisade las medidas. En nuestro
caso hemos optado por la longitud mayor, la de 7emotamos el segundo vértice
como F. Utilizando una circunferencia auxiliar (danherramientaCircunferencia:
centro y radig con centro en el origen y radio 3 cm. y despugsapn centro en F y
radio 5 cm. El punto en que se cortan ambas ciecantias, nos proporciona el tercer
vértice del triangulo (se obtiene con la herranaiémierseccion y lo denotaremos por
G.

Se trazan los lados del triangulo (herramieB&gmentp uniendo los vértices
obtenidos.

Localizamos el punto medio de cada lado (herramiBointo medio o centjoy a
continuaciéon se une cada punto medio con el védmeesto, trazando los tres
segmentos. Asi obtenemos las medianas.

Mediante la herramientaterseccionlocalizamos el Baricentro.

Mediante el MenuOpciones Avanzadapodremos personalizar los segmentos
importantes y ocultar los objetos no relevantesegle caso, podemos modificar el
aspecto de los segmentas b, e aumentando su grosor y cambiando su color.
Anélogamente con los objetos que se quieran degBagcentro).

Para observar cdémo se modifican los objetos calosla emplearemos dos
Deslizadores (herramienizeslizadoj. Los colocaremos en la parte superior derecha.
Con ellos introduciremos una variacion (en el m@pgiones Avanzaddsiscamos el
objeto F y modificamos su valor en el apart&#sicg en la posicion del vértice F
que inicialmente estaba en la posicion F(7, 0) pleemdo loDeslizadoredendra
F(6 +AX, Ay ).

Pulsando con el boton derecho del raton sobre ksizddores activamos la
Animacion que producird un movimiento lento eni¢aifa, manteniendo invariables
las condiciones geométricas de su construccion.
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» Vista Grafica
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8.5.1.2 Alturas y Ortocentro
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P4.1.A) Dado un triangulo de lados 4, 5 y 6 m.afegitud, trazar sus alturas y determipar
el Ortocentro. Introducir algun elemento dinamiocekgrafico.

1°ESO Ejercicio basado en el N° 7 de la UD 12 R&2§. del Libro de Matematicas
[COL1]

De un modo similar al ejercicio anterior, los pagoe deben realizar los alumnos para

realizar el ejercicio seran los siguientes:

1) Representar el triangulo partiendo de uno de ldasceé que situamos en el origen de

coordenadas, que denotaremos por A. A continuasihre el eje de abscisas

colocamos el vértice B a 6 cm de distancia. Eletenértice lo determinamos

empleando dos circunferencias auxiliares que gosteente ocultaremos. La primera

tendra centro en A con radio 4 cm y la segundar@aeah B con radio 5 cm

(herramientaCircunferencia con centro y radio

2) A continuacion trazamos los lados (herramieSggmentp

3) Seguidamente trazamos desde cada vértice la pérpkmd al lado opuesto

(herramientdRecta perpendiculdr Estas tres alturas se cortan en el Ortocentro.
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4) Destacaremos los objetos de interés, personalil@naoodificando los colores, el
ancho, etc.
5) Para introducir el movimiento en el grafico modificos el vértice B(6, 0) en el que

introducimos los valores de los Deslizadores: B{&;+Ay ). Este cambio hara que el

triangulo vaya cambiando, recalculandose alturagocentro.
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8.5.1.3 Bisectrices e Incentro
P4.1.B) Dado un triangulo equilatero de lado 5 dioyjar las bisectrices, el Incentro y|la

circunferencia inscrita. Aplicar algun elemento&tmco al gréafico.

1° ESO Ejercicio basado en el N° 8 de la UD 12 P28.de Matematicd€OL1]

Los pasos que deben seguir los alumnos en est&cijeson los siguientes:

1) Representacion del triangulo equilatero (herrami®dligono Regulgr de manera
semejante a los casos anteriores.

2) Para trazar las bisectrices empleamos tres cinemd@as auxiliares que luego

ocultaremos, alrededor de los tres vértices. Lasgsude corte con los lados nos
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3)

4)

b \ista Grafica

serviran para trazar un segmento y encontrar suopaoredio. A continuacion

trazamos la bisectriz (herramier@amirrect.

El punto de corte de las bisectrices es el Inceoae sera el centro de la

Circunferencia Inscrita. Como el triangulo se madta siempre equilatero

conocemos el punto de tangencia con los lados pa@era el corte de cada bisectriz

con el lado opuesto, y por tanto conocemos su radio

Modificamos las propiedades de los objetos a msglimodificamos la posicion del

vértice B introduciendo en su definicién, de la mms manera que en los casos

anteriores los dos deslizadores.

w

@
C
=

T

|Circunferencia q Circunferencia que pasa por 3 con centro INCENTRO

INCENTRO

8.5.1.4 Mediatrices y Circuncentro

y i

P4.1.B) Dado un triangulo rectangulo de lados 3,54¢m de longitud, trazar las
Mediatrices, el Circuncentro y la circunferenciecenscrita.
1° ESO Ejercicio basado en el N° 9 de la UD 12 P2g.de Matematicd€OL1]

Los pasos que deben seguir los alumnos para nealiegercicio son los siguientes:
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1) Trazar el triangulo colocando un vértice en el emigle coordenadas (de este modo

los ejes nos marcan ya el angulo recto), situantcedos ejes los lados de longitudes

menores.

2) Seguidamente buscamos el punto medio de cada kdotyazar a partir de él una

recta perpendicular a cada lado, que seran lasatfiedis.

3) El punto dende se cortan las Mediatrices es el uBtentro, centro de la

circunferencia circunscrita, cuyo radio sera laadlisia a un vértice cualquiera.

¥ Vista Grafica 3]
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8.5.1.5 Recta de Euler
P4.1.C) Dado un triangulo cualquiera, determinar ®utocentro, Baricentro

algun elemento dindmico en el grafico.

Circuncentro para comprobar que siempre estan aaloge formando

recta en algunos tipos de triangulos como los étuibs isdsceles. Introducir

F:1

denominadaRecta de Euler. Comprobar que el Incentro sélo pertenece a dicha

1°ESO Ejercicio basado en los 4 anteri¢@3L1]
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Para realizar este ejercicio los alumnos debenirslegusiguientes pasos:

1) Primero se traza un triangulo cualquiera y a comiiion se dibujan las Bisectrices,

2)

3)

4)

5)

6)

b Vista Grafica

Mediatrices, Alturas y Medianas.
El corte de las mismas nos permitira obtener aritro, la Circunferencia Inscrita,

Circuncentro y la circunferencia Circunscrita, eld@entro y el Baricentro.

el

Trazamos la recta de Euler que pasa por el Ortageel Circuncentro y el

Baricentro.

Verificamos graficamente que la recta de Euler galsara por el Incentro cuando el

triangulo sea isosceles.

Cambiamos los colores y el grosor de los elemaidstacados.

Introducimos los deslizadores para variar el tan@gidriangulo y comprobar como

cambia la recta de Euler.

1
(]

N

8.5.1.6 Medianas de un cuadrilatero

P4.1.D)

Dado un cuadrilatero cualquiera, trazgrodigono que une los puntos medios

de

los lados y comprobar que siempre se obtiene ualgbagramo para cualquie
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posicion de los vértices originales.

1°ESO

Ejercicio sugerido y relacionado con losalgdwgramos del N° 19 de la UD 12

Pag. 234COL1]

Para resolver este ejercicio los alumnos debenrdegwpasos siguientes:

1) Primero trazamos un poligono cualquiera a partouddro lados.

2) Hayamos los puntos medios de cada uno de los jaldesunimos consecutivamente.

3) Verificamos entonces que la figura obtenida esaralplogramo.

4) Para introducir los deslizadores en la figura modiemos uno de los vértices para

que la figura cambie de forma, percatdndonos de rqualeja de formarse un

paralelogramo en su interior.

' Vista Grafica
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8.5.2 Ejemplo para 2° ESO

8.5.2.1 Teorema de Pitdgoras

P4.2.A) El area de los cuadrados construidos dobreatetos de un triangulo rectangulo
es de 9 my 16 nf, respectivamente. Calcular el area del cuadrad® sg)
obtendria a partir de la hipotenusa.

2°ESO Ejercicio basado en el problema N° 1, P@§. del Libro de Matematicas de

Anaya[COL2]

El procedimiento que debe seguir el alumno patdizegda practica podria ser el siguiente:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Trazar el TriAngulo Rectangulo. Para facilitar spresentacion puede ayudarse de los
ejes de coordenadas.

A continuacién se trazan rectas perpendiculares &atos auxiliares, una por vértice.
Posteriormente estas rectas se ocultaran.

Con centro en los vértices, se representan circemé&s auxiliares, y de longitud del
lado. El punto de interseccion de cada circunfeaecon las rectas que pasan por los
vértices nos determina las dimensiones de los adadr

Representamos los cuadrados determinados de esle subre cada lado del
triangulo.

Podemos etiquetar cada cuadrado (herramiBett), escribiendo por ejempio*n =
para que el alumno recuerde con claridad tant@aketa como la superficie del
cuadrado. Estas se determinan facilmente mediarterramientd\rea, completando

la anotacion con el valor obtenido y las unidadese cree conveniente.

Con la utilidad Opciones avanzadascultamos los elementos que no aportan
informacién relevante y cambiamos el color de les tcuadrados para hacer al
alumno mas vistosa la representacion.

Para incluir movimiento en la grafica, se modifigalefinicion del los vértices E y H

afiadiendo los valores que se estimen oportunosodeDleslizadoresA y B
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respectivamente para que al ir variando las dimeesi del triAngulo se observe que
el teorema sigue cumpliéndose.

[ v vista Grafica &
A=D
B=10
&
—|4 g8 10 1|2 14 16
8.5.2.2 Volumen de Cilindro, Esferay Cono
P4.2.B) Comprobar graficamente que el volumen deilimdro circular de diametro de |a

based = 1.5my altura 1.5m es igual al volumen de una esfera de diametrg
1.5m, mas el volumen de un cono circular recto de ditotke la basel = 1.5m
y alturah=1.5m.

2°ESO Ejercicio basado en el problema N° 21, R4§. de la UD 10 del Libro de
Matematicas de Anay&OL2]

El primer paso que debe dar el alumno para resaese ejercicio es recordar las
expresiones del volumen de los tres cuerpos. Yarifianaliticamente el resultado no es
complicado:

VOLUMEN DEL CILINDRO: Vi =z R?h

VOLUMEN DEL CONO: Vcon = %n R h
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VOLUMEN DE LA ESFERA:Vgse= gn R®

Operando, se obtiene
Vcon + VEsg = %7[th+ gTE R3: %TERz(h'i' 4R)

El alumno se percata con esta operacion que w@itads no es cierto en general, sino que
la altura del cono y el cilindro debe guardar aluelacion concreta con el radio de los tres
sélidos. Es sencillo (en estos niveles lo mas friebes que el profesor deba indicar la relacion)

comprobar que $i = 2R, la igualdad se verifica:
Veon + Vese = %n R(2R+4R) =2n R = Ve

Los pasos que podriamos seguir para verificar esselltado graficamente son los
siguientes:
1) El primer paso es crear tres variables en las qunaos a almacenar el valor de los
volimenes de las tres figura¥’OLCIL, VOLCON y VOLESFEN la linea de

comandos introduciremogOLCIL = 277R*. Analogamente para las otras dos.

2) Formamos dos columnas en las que representarenvadueien del cilindro con su
altura a la izquierda y la suma del volumen delocords el volumen de la esfera a la
derecha.

3) Tomamos como ancho constante de las columnasielgad nos da el enunciado de
1.5 m. El volumen del cilindro resulta ser de 21n#1

4) A continuacién situamos los puntos que marcaracudaso esquinas de las columnas
de anchura 20Q. Para el cilindro, escribimos en la linea de cainan

A = (0, 0); B = (20, 0); D = (0, VOLCIL); E = (28/OLCIL).

5) Después realizamos la columna que correspondel@ahea del cono, compartiendo
el vértice B ya dibujado: C = (40, 0); F = (20, VOQN); G = (40, VOLCON).

6) Seguidamente formamos sobre la columna del comollanna que corresponde al
volumen de la esfera, compartiendo los vérticgsa=

H = (20, VOLCON + VOLESF); | = (40, VOLCON + VOLESF
7) Mediante la herramientaoligonoconstruimos los rectangulos que representen a cada

una de las tres figuras.
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8) Con la herramient®pciones avanzadawodificaremos el color de cada uno de los
rectdngulos que hemos dibujado. Dentro de cadaintrmducimos el texto con la
formula del volumen y el resultado varia, segivaédr del radio.

9) El radio se introduce mediante un deslizador quelmaremos com&®ADIO, cuyo
valor inicial sera de 1.5 m y su valor final de Zam incrementos de 0.01 m. De este
modo podemos comprobar que la relacion demostraderi@mente entre los

volimenes se cumple.

b Vista Grafica &3]
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8.5.2.3 Superficie de Cilindro, Esferay Cono

P4.2.C) Verificar graficamente la relacion entraugerficie total de una esfera de ralip
= 2, un cilindro circular recto de rad® = 2 y alturah = 4, y un cono circular
recto de radidr = 2 y alturah = 4.

2° ESO Ejercicio basado en los problemas N° 1@)a),d) Pag. 200 de la UD 9 del Libfo

Software de Geometria Dinamica en la Educacioni®koia



Trabajo fin de Master de Ensefianza Secundariackdigdad Matematicas 45

de Matematicas de AnayaOL2]

Seguiremos un proceso analogo al de la practicariant es decir, compararemos la
superficie de cada uno de estos volumenes expmsand valores como superficie de
rectdngulos. De forma analitica, se tiene en este gue

1) SUPERFICIE DEL CILINDRO:
SL=2nR+2xRh=2aR(R+h)
2) SUPERFICIE DE LA ESFERA: Ssf=4n R?
3) SUPERFICIE DEL CONO:Scon =7 R? + Sat
La superficie lateral del cono se calcula a paeita longitud de la generatriz utilizando el

teorema de Pitdgoras, a partir de la altura ydebrde la base del cono:
GENERATRIZ G =h? + R?
Operando tendremos:

TG? 2R _
211G

AT ——

TRG.

Finalmente tendremoS:on = 7R (R++vh? + R?)
Para verificar el ejercicio graficamente los alusinpueden seguir el siguiente
procedimiento:
1) Se crean tres variables de tipo deslizador queallamos:
(1) ALTURA(definida de 1 a 12 cm con paso de 0.01 cm),
(2) RADIO (definida de 1 a 4 cm con un incremento de 0.0L cm
(3) ANCHURAdEe las columnas (definida desde 1 hasta 10 cnsaltws de 0.01 cm)
2) A continuacion asignamos a tres variables
(1) VOLCIL=2 7 RADIO (RADIO+ALTURA);
(2) VOLESF = 47 RADIC;
(3) VOLCON =7 R (ALTURA+ RADIO?)Y2.
3) Definimos cada uno de los rectangulos que contendn@ superficie equivalente a
cada una de las figuras que representan:
(1) La primera columna verde representa la superfieiardcilindro, con los vértices

que siguen en las cuatro esquinas:

Software de Geometria Dinamica en la Educacioni®koia



Trabajo fin de Master de Ensefianza SecundariackEdigad Matematicas 46

A = (0, 0); B=(ANCHURA, 0); E = (0, VOLCIL/ANCHUR);
F = (ANCHURA, VOLCIL/ANCHURA);
(2) La segunda columna, en color azul, representaiparicie de la esfera. Los
vértices seran el B ya definido y los siguiente:
C = (2 ANCHURA, 0); H = (ANCHURA, VOLESF/ANCHURA);
| = (2 ANCHURA, VOLESF/ANCHURA).
(3) La tercera columna corresponde a la superficiecdeb y sus vértices seran los
siguientes, junto a C ya definido:
D = (3 ANCHURA, 0); J = (2 ANCHURA, VOLCON/ANCHURA)
K = (3 ANCHURA, VOLCON/ANCHURA).

4) Designados los vértices, construimos los rectasguitediante la herramienta
Poligona A continuacion insertamos el texto de cada féoamileg las superficies y
tomamos como valor de la superficie la de cadagpob, que se obtiene con la
herramientéArea de GeoGebra De este modo, con solo pinchar dos veces destro d
poligono, autométicamente se calcula la superfiegeada.

5) Finalmente aprovechamos las propiedades dinamie#&3edGebrapara buscar qué
altura deberia tener el cilindro para tener la raisoperficie que la esfera, obteniendo
que siALTURA= RADIOentonceSUPCIL=SUPESF.

6) Por otra parte las superficies del cono y de laras$e igualan cuando = 2,83
RADIO,redondeando a dos decimales, valido para cualcpdés.

» Vista Gréfica
25 [HISUPCIL=2*pi*R*(R+h)=131.95emA2

[2]SUPESF=4*pi*R"2=113.1cm?2
[ASUPCON= pi*R*G=pi*R*sqr{ALTURA*2+RADIOA2)=75 dcm*2

20

ALTURA=4

RADIO =3
154 E F ol

ANCHURA=918

.
-

Ao 1 b Tk = Es = p
13
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8.5.3 Ejemplo para 3° ESO

8.5.3.1 Teorema de Tales y Simetria Central

P4.3.A) Reducir la figuraABCD al 50% de su tamafio y realizar su simetria axial,

empleando algun elemento de geometria dinamica.

3°ESO Ejercicio basado en el problema N° 30 P&3. de la UD 8 del Libro d
Matematicas de Anay&OL3]

11°]

Para realizar este ejercicio el alumno debe redbzasiguientes pasos:

1) Lo primero que hay que hacer es representar laafilyBCD que se da como dato, a

partir de las coordenadas de sus vértices:

A=(—6,2),B=2,4);C=¢2,—-1); D=4, 2).
Unimos con la herramienfdoligonolos puntosA, B, C, Dpara delimitar la figura.
Cambiamos sus propiedades por defecto: el colorydj0% de transparencia.
Inicialmente, se tomara el origen de coordenadamqumnto central de la simetria.

2) A continuacién trazamos semirrectas que nacen®puatosA, B, C, Dy pasan por
el origen de coordenadas.

3) Mediante la herramientBunto medio o centrobtenemos los puntos medios de los
segmentos determinados por los vertiéggsB, C, Dy el centro de simetria. Se
obtienen asi los puntds F, G, | que unidos determinan el poligono que buscamos.
Podemos cambiar sus propiedades para diferendeklanterior, por ejemplo a color
azul con un 50% de transparencia.

4) A continuacion trazamos la figura simétrica de tanpra respecto del origen de
coordenadas empleando la herramieBit@etria centralcon la que obtenemos los
vértices de la tercera figurs, B’, C’, D’, que unimos con la herramierRalinomia
Editamos sus propiedades con el boton derecho iaams a color verde y el indice
de transparenta al 50%.

5) Para sacar partido de las capacidades dinamicés aaicacion, introducimos dos
deslizadores, que denotaremos poy b con valores comprendidos entre 0 y 3. El

centro de simetria puede modificarse pinchandatéhrsobre él con el boton derecho
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y seleccionando sus propiedad€s=(a, b). De este modo cuando activemos la
opcion de movilidad en los deslizadores, las figusa moveran de acuerdo al centro

de simetria que salga en cada momento.

» Vista Grafica ) ) ) ) ) ] ! i . . s B3]

o
1
=1

8.5.3.2 Simetria Axial y Giro

P4.3.B) Explicar que transformaciones se debenizegal sabiendo que son figuras
semejantes, para pasar del triangulo—2(1), B&2, 3), C€3, 1) al triangulg
D(2, 1), E(2, 4), F(8, 4).

3°ESO Ejercicio basado en el problema N° 5 P4®. d& la UD 8 del Libro d¢
Matematicas de Anay&OL3]

1%

Los pasos que deben realizar los alumnos para bstzeactividad son los siguientes:

1) Sabemos que los dos triAngulos rectangulos sonjae® porque sus catetos son

transformaciones que nos permiten pasar de ungoanmnteniendo las reglas de

semejanza. Resolvemos graficamente esas transfomeac
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2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Lo primero que debemos hacer es representar amidsyulos en los ejes
coordenados, etiquetando sus veértices correctargaiméndolos con la herramienta
Poligona

Comparando las dos figuras semejantes observangolayuvarias transformaciones
para pasar de una a otra: una ampliacion primerspues una simetria axial y a
continuacién un giro. Vamos a ir paso a paso cda caovimiento.

El coeficiente de ampliacion lo tomamos de lostoatbomaologos que resulté con un
valor de tres.

Hacemos graficamente la ampliacion empleando semejale triangulos con el
teorema de Tales. Emplearemos como origen de serae@n este caso el vértide
que posee el angulo recto y trazaremos dos setagreon origen eA que pasen por
B y C. Multiplicando la longitud del segmen#B por el valor dek obtenemos la
longitud deseada, que etiquetamos con la (Btr&n el otro cateto procedemos de la
misma manera: multiplicamos la longitud del segmehC por k para obtener el
vértice H. Completamos el triangulo trazando elgmio que une sus vértices.

La segunda transformacion que se ha producido assimetria axial, con eje de
simetria en la recta = 0. Para resolverla dibujamos una recta que pasel moigen
de coordenadas y sea perpendicular al »xjeA continuacion empleamos la
herramienté&Bimetria axialpara hallar los puntos homologos de A, G, H respae la
recta x = 0, obteniendo los puntos A’, G, H’, respectivaite. Seguidamente
trazamos el poligono que une estos vértices y @anmds sus propiedades de color
azul y opacidad 50%.

La siguiente transformacion es un giro. Se obsgna el angulo de giro es de 90°
pero no tenemos el centro de giro. Para hallarbe@s unir al menos dos puntos
homodlogos; el centro estard en la mediatriz deetdarque los une porgue ambos
puntos homologos equidistan del centro. Trazamaseldiatriz de las rectd<s’, EA’

y DH’ y vemos que se cortan en el puktpque sera el centro de giro. Tras realizar
esta operacion con los tres arcos de circunferdf@laEA’ y DH’, concluyendo la
comprobacion de la semejanza.

Para introducir un elemento dinamico empleamosastizhdor que denominaremos

Angulq con un valor inicial de 0° y otro final de 908ndncrementos de 1°. El giro lo
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redefinimos para cada uno de los puntos D, E, Foemtro en M, y el deslizador
Angula Cambiamos el color del poligono y la opacidad@d. De este modo el

triangulo recorrera de modo gradual desde su gosfedrizontal hasta la vertical.

» ViswGa®ca

8.5.3.3 Semejanzay Giro

P4.3.C) Razonar si los tridngulos ABC y A'D’E’ seemejantes:

A0, 0), B4, 1), CE4,—1), A'(14, 8), D'(12, 0), E'(16, 0).
Sabiendo que ambos tienen un angulo de 28r@alizar las transformaciones
necesarias (teorema de Tales, traslacion, simeirgasos), para transformar umno

en otro. Introducir algun elemento dinamico enréfigo.

3°ESO Ejercicio basado en el problema N° 40 P&4. de la UD 8 del Libro d
Mateméticas de Anay&OL3]

112

1) La semejanza de los triangulos isosceles se sigrmrgrobar que los triangulos son
isdsceles con angulo igual en los lados de la misngitud.
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2) Para representar los triangulos introducimos lasdemadas a través de la linea de
comandos:
A=(0,0), B={4,1), C=£4,—1), A’ = (14, 8), ’= (12, 0), B'= (16, 0).
3) Calculamos el coeficiente de ampliacion empleaaddtura de cada triangulo y el
lado desigual, porque al ser paralelos a los gjédad medir su verdadera magnitud:
_8_4_
4 2
4) Representamos el nuevo triangulo ampliado con r&zén2 obteniendo el triangulo
de vertices ADE.

K 2.

5) Seguidamente buscamos el centro de giro que debempkear para pasar de este
triangulo al A’'D’E’. Para obtenerlo trazamos losgsentos entre los puntos
homadlogos y dibujamos las tres mediatrices de lssnws. El centro de giro sera el
punto de corte de las tres rectas, que en el grafie| punto M.

6) A continuacion para introducir un elemento de geoiaedinamica empleamos la
herramientaGiro y creamos una variable tipo Deslizador de tipcuémgon amplitud
de 0° a 90°, con incrementos de 1° en cada pasam®Gs los tres giros entre los
vértices homologos usando la nueva variable pagmxesar el angulo de cada
movimiento.

7) El movimiento dindmico se activa cuando sobre Idabée Angulo seleccionamos

Animacion activada&on el botén derecho.

®

b Vista Grafica

Anguld =90°
104 ®

[p=20.07°

il
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8.5.3.4 Distancia y Tangente a Circunferencia

I

P4.3.D) Desde un punto P que dista 29 cm del celgrana circunferencia de radio R0
cm, se traza una tangente. Calcula la distancid®® dd punto de tangenci
Introducir algun elemento dinamico en el gréafico.

3°ESO Ejercicio basado en el problema N° 21 a) P& de la UD 7 del Libro de

Matemaéticas de Anay&OL3]

Mediante GeoGebravamos a representar graficamente todos los elesegtie se

necesitan para el ejercicio: la circunferenciaiahicon un radio de 20 cm, a 29 cm del centro de

ésta colocamos un punto P desde el que queremosesda distancia al punto de tangencia E.

Los pasos que debe seguir el alumno para realiegreicio conGeoGebrason los siguientes:

1)

2)

3)

4)

5)
6)
7

En primer lugar vamos a crear tres variables de dgslizador, que llamaremos X1,
Y1 (ambas van a variar de 1 a 5 cm con paso den@)y RADIO (que oscilara entre
15 y 25 cm), que nos permitiran introducir al fited efectos dinamicos en el grafico.
Definimos el centro de la circunferencia como CENIR(X1, Y1) y el RADIO = 20
cm.

Es posible introducir a través de la linea de calnarna orden de dibujo de esta
circunferencia de dos formas posibles: la primemapleando la instruccion
Circunferencia (CENTRO, RADIO); la segunda forma emplear la ecuaciéon
canénica de la circunferencia- X1)?+ (y— Y1)*= RADIO?

A continuacién empleamos una circunferencia auxdl@radio 29 cm, centrada en el
mismo CENTRO que la anterior, empleando la hermatai@ircunferenciacon centro

y radio.

Seguidamente elegimos un punto cualquiera de lanskegcircunferencia con la
herramientaPunto en un Objety le nombramos por P. Empleando la herramienta
Segmentainimos el punto P con el CENTRO de la primerauciferencia.
Localizamos el punto medio entre P y CENTRO, demduo por D.

Seguidamente trazamos una circunferencia con centidy radio de longitud DP.

El punto de corte superior es el punto que estédmesando y le etiguetamos por la
letra E.
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8) Para obtener la longitud del segmento EP empledanbsrramienteDistancia que
nos marca en el caso inicial 21 cm.

9) Los efectos dinamicos en este caso nos permitebiaaia posicion del centro de la
circunferencia inicial o su radio, viendo en cadaccla distancia real que se actualiza

automaticamente.

b Vista Gréfica IE

=2
—_—

yl=4
RADIO =20

8.5.3.5 Distancia al centro de una Circunferencia

P4.3.E) Trazar una tangente a una circunferenciadie 20 cm desde un punto Q exterior
a ella, sabiendo que la distancia entre Q y el@ulet tangencia es de 30 cm.
Hallar la distancia de Q al centro de la circuniera. Introducir algin elemento
dindmico en el grafico.
3°ESO Ejercicio basado en el problema N° 21 b). R&Q de la UD 7 del Libro de

Mateméticas de Anay&OL3]

Los pasos que debe seguir el alumno para resolgeifitamente son los siguientes:
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1)

2)

3)

4)
5)

6)

7

8)

Introducimos tres deslizadores para obtener lostafedinamicos al final de la
representaciorxl eyl, variando entre uno y cinco cm con un paso dec,lque
seran las coordenadas de la circunferencia. Losdimtimos a través de la linea de
comandos mediante la expresion Ox, (1). El tercer deslizador lo etiquetaremos
como Ay tendra rango de valores entre 15 y 25 @msaltos de 0.1 cm. Servira para
variar el radio de la circunferencia.

A continuacion trazamos la circunferencia con lardmienta Circunferencia
indicando el centro y el radio, utilizando las ahtes ya definidas: centro O y radio
A.

Seguidamente trazamos un radio cualquiera y eaqueet con la letra D el punto de
corte con la circunferencia.

Trazamos una recth, perpendicular al radio trazado que pase por reiopD.

Se representa una circunferencia auxiliar con cegnrD y radio 30 cm, la distancia
entre Q y D como indica el enunciado.

Dibujamos un segmento entre los puntos Q y O ynalm®s su longitud con la
herramientadistancig dando el valor 36.06 cm.

Destacamos con distintos colores los objetos mamckbles del grafico empleando
la herramient@pciones En el gréfico adjunto se han agrandado los pudtgsQ, y
se han representado en azul saturado, la circuciarey su deslizador en rojo
saturado, la recta tangente a la circunferenciaasaumentado de grosor y se ha
marcado en azul saturado; asimismo se ha hechel@gmento QO en verde claro.
Estas modificaciones tienen, como ya se ha comentaldpropdsito de que los
alumnos perciban con mas detalle los elementospgumiten resolver la situacion
propuesta y puedan recordarlos de un simple vistazo

Finalmente se activa el movimiento de los deslireglpara que modifique el centro y
el radio de la circunferencia, comprobando comaesalcula la distancia en cada

caso.
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b Vista Grafica B B IEI
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8.5.4 Ejemplo para 4° ESO

8.5.4.1 Hallar el Circuncentro de un triangulo determinado por tres rectas.

P4.4.A) Las rectas x—y + 1 = 0;s: x +y+ 9 = 0;t: 4 —y — 14 = 0 forman un triangulo
ABC. a) Calcular las coordenadas de los vérticgsHallar el circuncentro.

Introducir algun elemento dinamico en el gréafico.

4° ESO Ejercicio basado en el problema N° 61 g)delda Pag. 183 de la UD 8 del Libro
de Matematicas de AnayaOL4]

Los pasos que debe realizar el alumno en estéapeson los siguientes:
1) Crear dos variables de tipo deslizador para inttindifectos dinamicos en las figuras:
Variable PENDIENTEque oscila entre 1 y 2, con incremento de 0.0& pariar la
pendiente de la recta y un segundo llamad®¥ARIABLE que nos modifica la

ordenada en el origen de la recta
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b

S

2)

3)

4)

5)

6)

7

A continuacion dibujamos las tres rectas empleal@ddinea de comandos;
PENDIENTE*x —y + 1 + VARIABLE = 0; s: x+y9=0t 4 +y-14=0Q
Ponemos como valor inicial de los DeslizaddP€&NDIENTE= 1 y VARIABLE= 0
para que se inicie el ejercicio como esta deseritel libro.

Una vez dibujado el triangulo, calculamos los wési empleando la herramienta
Intersecciénque nos proporciona directamente los puntos A4:-5), B = (5, 6), C
= (1,- 10).

Seguidamente buscamos los puntos medios de los lzmo la herramient®unto
medio o centrpdenotandolos por D, E, F.

Continuamos dibujando la recta perpendicular a aag@a de los tres lados del
triangulo que pase por los puntos medios con lcotppenemos las rectasb, ¢

El punto en el que se cortan estas tres rectasl aircencentro, centro de la
circunferencia circunscrita, que pasa por los twéstices del tridngulo. Lo
determinamos con la herramieiiéerseccion

Trazamos la circunferencia circunscrita empleaadeerramient&irculo con centro
y puntq tomando como centro el circuncentro y como pentdquiera de los vértices

del triangulo.

DRT T — ; g

181 : PEAIDIENTE = 1
£

VARIABLE = 0
<

A=(-5, -4)

B=(5, 6)

c=(1, -10)
CIRCUNCENTRO= (3, -2)
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8.5.4.2 Teorema de Varignon

P4.4.B) Calcular la coordenadas de los puntos meatkdos lados y de las diagonales|del
cuadrilatero ABCD, siendo sus coordenadas: A(4B@).2, 3), C£4,—4), D(5,—
2). Introducir algun elemento dinamico en el gr&fic

4° ESO Ejercicio basado en el problema N° 4 apdedg. 180 de la UD 8 del Libro de

Matemaéticas de Anay&OL4]

Los pasos que debe realizar el alumno en esteapeson los siguientes:

1)

2)

3)
4)

5)

6)

7

En primer lugar debemos fijar la posicion de loatou puntos con las coordenadas
que nos indica el enunciado. Emplearemos la linesndos.
A continuacion empleamos la herramieB&gmentgara trazar los cuatro lados del
cuadrilatero.
Seguidamente se trazan las diagonales del cuadoilat
Aplicamos ahora la herramienta de punto medio pacantrar los puntos medios de
los seis segmentos dibujados.
Mediante la herramienta de texto, podemos desaihbin lado de la pantalla el valor
obtenido de cada punto medio: por ejemplo el pubteerd el punto medio del
segmente de extremos A y B, denotado pag.MEscribiremos la operacion que se
hace en su calculo (semisuma de las coordenadas dgtremos). Para sacar partido
de las posibilidades dinamicas @eoGebra en lugar de escribir el nombre de los
puntos, pinchamos con el ratén en el punto endta \dlgebraica. Asi obtenemos una
actualizacién inmediata de los calculos. Lo mismacemos con el resto de puntos
medios.
Representamos los poligonos resultantes uniendettises A, B, C, D,y E, F, G, H.
Los diferenciamos cambiando su color e indice éeidjpd.
Para introducir los efectos dindmicos vamos a neadifos puntos A y D empleado
dos variables de tipo deslizador llamadas VALOR_XALOR_Y que variaremos,
por ejemplo, entre 0 y 3 unidades con saltos d& 0.0

A= (4 + VALOR_X, 6 + VALOR_Y); D = (5- VALOR_X, -2 + VALOR_Y).
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8)

b Vista Grafica

mitad del area del cuadrilatero exterior.

valores de los puntos medios en cada caso.

VALOR, =0
@

VALOR, =0

Mpg=((4, 6)+(2, 3.04))I2=(1, 4.52)
Mgo=((-2, 3.04)+(4, 3.96))2=(-3, -0.46)
Mgp=((4, -3.96)+(5, -1.96))=(0.5, -2.96)
Mp,=(5, -1.96)+(4, 6))I2=(455, 2.02)

M, =((4, 6)+(-4, -3.96))/2=(0, 1.02)
Mgp=((-2, 3.04)+(5, -1.96))2=(1.5, 0.54)

De este modo, cuando activamos la animacion eddebzadores, la figura parte de

los valores iniciales del enunciado y va oscilanukrp el grafico nos devuelve los

Se observa en los dos cuadrilateros que sea coatas®rma del mayor, en el
cuadrilatero interior siempre obtenemos un pargtalmo, cumpliéndose el teorema

de Pierre Varignon, que nos informa ademas queeeal de ese paralelogramo es la

8.5.4.3 Comprobacion de un trapecio.

T T T T T T
12 14 16 18 20 22

T
24

P4.4.C) La figura de vértices A3, — 2), B~ 3, 3), C(3, 5), D(12, 3) forma un
paralelogramo que parece un trapecio. Comprobkr s y, en caso contrari
modificar los vértices C y D para que los ladogespondientes sean paralelps.
Introducir algun elemento dindmico en el grafico.

4° ESO Ejercicio basado en el problema N° 59 dealg. 183 de la UD 8 del Libro de

Matemaéticas de Anay&OL4]

Los pasos que debe realizar el alumno en esteapeson los siguientes:
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Se representa la figura del cuadrilatero inicidkoduciendo en la linea de comandos
cada unos de los cuatro veértices. Los dos prim@ssintroducimos segun los
proporciona el enunciado: A =3, -2); B = (2, 3). Para los vértices C y D
emplearemos variables de tipo deslizador, dos pada vértice: XdeC estard
comprendida entre los valores 3 y 6 e YdeC estandprendida entre 5 y 8, con
incrementos de 0.01, de modo que podremos es@ibir(XdeC, YdeC). De modo
semejante definimos otros dos deslizadores pasrgréice D: XdeD comprendido
entre 12 y 18 e YdeD comprendido entre 3 y 6, ancbasincrementos de 0.01. De
este modo podremos escribir D = (XdeD, YdeD).

A continuacion trazamos con la herramieRaligono el cuadrilatero ABCD. Lo
vamos a colorear con una opacidad del 50% de ogjlmsaturado.

Seguidamente realizamos dos rectas auxiliargd que nos permitiran conocer la
pendiente de los lados BC y AD, obteniendo en este inicial los valores de 0.4 y
0.33, respectivamente. Por tanto inicialmente molados paralelos.

Para poder leer de modo continuo la pendiente dedts lados empleamos un
recuadro de texto con la leyenda “Pendiee(recta (BC))=g” y de modo semejante
“Pendientd = (recta (AD)) = h".

Trazaremos las diagonales del poligono, que seacran el punto O, como rectas
auxiliares y dibujaremos dos rectas perpendiculaae$os lados que estamos
estudiando que pasen por el punto O, coloreandolas el lado que les corresponde.
Empleado los deslizadores creados y los elementaaaes vamos a poder obtener
las coordenadas adecuadas de C y D para que ldigpies de sus lados sean iguales.
Finalmente obtendremos que para C(3, 5), el vélidebe estar entre algunos de los
siguientes valores de coordenadas para que lagep&side ambos lados sean de 0.4:
(12, 4), (13, 4.4,; (14, 4.8), (15, 5.2), (16, 5@y, 6).

Para el caso de mantener constante el vértice Bj1as dos pendientes se igualaran
a 0.33 si C toma estas coordenadas: (4, 5), (b, (5,%.6), (7, 6), (8, 6.3), (9, 6.6).
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b Vista Grafica IZI

SV XdeD=12 xdoC =1
Y g
&

Pendiente de e = {récta(B,C)]=0.4.
Pendiente de f= (recta(A,D))=0.33

8.5.4.4 Ejercicio Olimpiada

Finalmente se incluye un ejemplo de practica airpdet un ejercicio propuesto en una
olimpiada internacional, con la que se pretendeodénar comaGeoGebrgpermite afrontar a los
alumnos, a partir de conceptos y definiciones cinlagcpor los alumnos de Secundaria retos mas

complejos.

Se construyen los triAngulos equilate®BK, BCL, CDM, DAN dentro del cuadrado
ABCD. Demostrar que los puntos medios de los cuatnmeetpskL, LM, MN, NK y los puntos
medios de los ocho segmen®#®kK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN son los doce vértices de un
dodecagono regular. (Problema propuesto en la decwena Olimpiada Matematica
Internacional, tomado de [KLA]).

Resolucion Clasica
El ejercicio puede resolverse mediante argumentogetdmetria clasica o de geometria
analitica.
Teniendo como referencia la construccion finalizedla conGeoGebra llamemosO al

centro del cuadrado. Las diagonakssS y BD son ejes de simetria al igual que las rectas que
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pasan poM y Ky porL y N. Un giro alrededor d® de cualquier multiplo de 90° deja la figura
invariable. Basta por tanto con razonar con laipardel plano acotado por las semirreclssy
OL. SearP,, P, Ps los puntos medios d&K, LM y AN, respectivamente.

ComoAK = AD y ODAK = 90° — 60° = 30°, tenemos quéADK = [JAKD = 75°. Por
tanto los triangulos isosceles congruer@e&d, BCN, ABM, DAL tiene en la base angulos de 75°
— 60° = 15°, Por ello, los triangul@gviL, BNM, CKN y DLK son todos equilateros. Seda
longitud de su lado.

El segmentdP;, que une los puntos medios de los ladisy AC en el trianguldAAKC
es paralelo &C y tiene longitud 1/RC = ¥2s. Por simetriaDL es paralelo ®C, asi queILOP;
= ODCK = 15° [OAOL = 45° con lo qudlP;OP, = 30° Los segmento8O y BO son
perpendicularesBO es la bisectriz dellMBN y por tanto es perpendiculaivéN. Por tantaVIN
es paralelo &0y OP, = MPs = %25, de dondeQP; = OP..

Por reflexion sobre la rec@A, se tiene qu©P; = OP;, OP,0OP; = 30°,0P;0OM = 15°,
Haciendo una reflexidn sobre la reGM y afiadiend®P,, OPs y OP; a la lista de segmentos de
la misma longitud y1P;0P, = 2- 15° =[0P,0OPs = (0PsOPs a la lista de angulos de 30°.

Finalmente una reflexion sobk®N produce el resto de la figura, obteniendo docegsun
sobre una circunferencia de radi@ y separados 30° en esa circunferencia, queosovéltices

del dodecagono regular.

Si enfocaramos el ejercicio mediante geometriatesafijando, por ejemplo, el centf®
del cuadrado en el origen de un sistema de coaddsren el plano, quedando los vértices con las
siguientes coordenadas
A=(-2,-2)B=(2,-2)C=(2,2),D=(-2,2)
La altura del triangulo equilaterdBK, de lado 4, tiene longitud B, asi que las

coordenadas del punko serank = (O, 2\/5—2). Sucesivas rotaciones de 90° s@r@bsérvese
queB, C, D pueden obtenerse a partir de A por sucesivos ged30° alrededor del origen, en
sentido contrario a las agujas del reloj), nosdliea que
L=(2-2/3,0), M= (0, 2-2/3), N=(243-2, 0).
Calculamos las coordenadas de los puntos m&djd%, P; de los segmentosK, LM, AN,

respectivamente, como semisuma de las coordenadas extremos, obteniendo
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P1= (-1,4/3-2),P, = (1—/3, 1+/3), P3 = (+/3-2, -1).

Como +/3-2 < 0 y 1+/3 < 0, Py, P,, P; estan en el tercer cuadrante. Los otros nueve
puntos pueden obtenerse a partiPgeP,, P; mediante sucesivos giros de 90° sobre el oi@en
Para probar que los doce puntos forman un dodeoagmular, es suficiente, por la simetria,
probar queP,, P,, P; estan a igual distancia d@ y que los lado$:P,, P,P; y P3P, del
dodecagono tiene la misma longitu®}, es la imagen d®; bajo un giro de 90° y tiene por

coordenadas$’, = (2—\/5, —1). La igualdad?1P, = P,P3; es consecuencia de la simetria con
respecto a la diagonal AC del cuadrado.

Para demostrar lo que pretendemos, utilizamosstarttia
OP/’= 1 +(3-2f =8-4/3
OP,’= 2(1—/3)’ =8 - 4/3
OPy’= (//3-2F +1=8—4/3,
mientras que
P,P,?= (1/3—2F + (2/3-3F = 28 — 16/3
PsP2= (2/3-4Y = 28 - 16/3,
lo que demuestra que todos los puntos medios astistancia ﬂdeo y que los

lados del dodecagono tiene Iongitud?Z— 43 .

Guibn de la préactica

1.- Representa median@@eoGebraun cuadrado. Etiqueta sus vértices com®, Cy D
respectivamente, siendd la esquina inferior izquierda continuando en skngontrario a las
agujas del relo;.

2.- Construye los triangulos equilaterBK, BCL, CDM, DAN dentro del cuadradaBCD.
Etiqueta correctamente los vértices.

3.- Sefiala sobre el dibujo en color rojo los pumeslios de los segmentig, LM, MN,
NK, etiquetandoles mediarn®e;, P,, Ps y Ps, respectivamente.

4.- Sefala a continuacion, del mismo modo a lozaab en el apartado anterior, los puntos
medios (en otro color diferente) de los ocho sedgoseAK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN,
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etiquetandolos respectivamente mediante el suldmlie corresponda al vértice del dodecagono
de modo que finalmente aparezcan en orden.

5.- Unir los vértices del dodecagono y comprobassiegular.

Desarrollo y comentario de la practica
1.- Primero preparamos el escenario:
» Usando la Barra de Estilo (Menu Vista) ocultarfussejes y la cuadricula. M&s adelante
los mostraremos para verificar los datos de la gdoananalitica.
* En Opciones, elegimos la ultima opcionAteaccion a Cuadricula’Desactiva”.
» Si hemos actuado con anterioridad sobre la gsifica, también es aconsejable (con
clic derecho del ratén sobre ella) asegurafisda Estandar
Se representa graficamente el cuadrado utilizahdooro Poligono sefialando los dos
primeros puntos (conviene avisar a los alumnosugecqgmiencen coA y B para queéseoGebra
asigne automaticamente el resto con las etiquetssadas) e indicando el nimero de vértices del
poligono (4 en este caso). Se pretende que eladmdicupe la mayor parte de la ventana posible

por lo que se utiliza la opciddesplazar Vista Graficai fuera necesario.

2.- Nuevamente, mediante la opciBaligono Regularse van construyendo los triangulos

@ GeoGebra E@E
Archivo Edita Wista Opciones Herramientas VYentana Ayuda
A . 7 o 4 X - Poligono Regular E
L V)| N7 | i ‘{-. Dos puntos extremos del lado. Luego, nimero de véices Y
3 Ohjetos Linres %
-3 A=(-1.28, .5.02) D C
& B=(11.86,-4.98)
(3 Objetos Dependientes /
@ a=13.14
3 a,=13.14
Lo a,=13.14
@ b=13.14
b, =134
2 b, =13.14
@ ec=13.14
€= 1314
L@ C,=1
@ d=13.14
L@ dy=13.14
L@ d,=13.14
@ e=13.14 ]
@ f=13.44 T
L@ g=13.14
@ h=13.14
@ poligono1 = 172.66
i@ poligono2 = 74.76
@ poligono3 =T74.76
@ poligonod =74.76
L@ poligonos = 74.76
B
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equilateros y renombrando los vértices. Para nooemiar el grafico, conviene eliminar la
opcion de nombrar los lados de los objetos queasecanstruyendodpciones/ Rotulado/ Sélo
los nuevos puntgssi algin segmento ha sido etiquetado, basta ginsbbre él con el boton
izquierdo del raton para desactivar la opcion dglR®).

3, 4.- Mediante la opciéRunto Medio o Centrcse van calculando los puntos pedidos.

/-,

m

5.- UtilizandoSegmento entre dos punteg van uniendo los vértices. Damos un grosor

D C

mayor para que se aprecie mejor el resultado
final.

Para comprobar si se trata o no de un
dodecagono regular, basta con utilizar la
herramientdistancia o Longitucen cada lado.

Mediante la opcidrElige y Muevesobre
los puntos inicialesA o B, es posible, gracias a
GeoGebra ir modificando el cuadrado original
(no solo haciéndolo menor; también girandolo)

para verificar experimentalmente que el

resultado es valido siempre.
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6.- Introducimos un deslizador denominddmgitud para crear una figura dinamica, que
oscilara entre 4 y 8, con saltos de 0.1. Redefigilos dos vértices de la base:
A = (— Longitud/2,— Longitud/2), B = (Longitud/2- Longitud/2).
Al activar la animacidon del deslizador la figurandaara de tamafio manteniendo sus

proporciones.

|» vistaGranca o
L5

Longitud = 4

25
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