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1. PLANTEAMIENTO DEL TRABAJO FIN DE MASTER

1.1. INTRODUCCION

En este apartado se presentan diferentes puntos de vista que destacan la pertinencia
de investigar y desarrollar propuestas didacticas innovadoras destinadas a tutelar a
varios grupos de alumnos en el desarrollo de trabajos relacionados con las

Matematicas del Planeta Tierra.

Se comienza planteando los antecedentes que han motivado el desarrollo de este
Trabajo Fin de Mdster, seguidos de la justificacion que nos anima a su desarrollo y de

los objetivos que se persiguen.

A continuacién se muestra una lista de once propuestas, con temas tan diversos que
van desde las el movimiento parabdlico presente en diversos deportes hasta la
determinacion experimental de las pérdidas de carga debidas a la presencia de un

elemento de un conducto.

Finalmente se desarrollan en profundidad los temas de “El reloj de Sol”, “Las
matematicas de los deportes” y “La optimizacion matematica”. En este apartado se
muestra la propuesta didactica para cada uno de ellos, describiendo las explicaciones
que debe realizar el profesor, las actividades propuestas a los alumnos, asi como la

guia para que los desarrollen.

Finalmente se describen las conclusiones que se han obtenido de la realizacion del
presente Trabajo Fin de Master y las vias de trabajo de futuro que se abren a partir de

éste.

1.2. ANTECEDENTES

El afio 2013 ha sido declarado Ano de “Las Matematicas en el Planeta Tierra” por la
UNESCO y por los institutos de investigacion matematica de Norteamérica, a los que se
han sumado otras instituciones relevantes, como la American Mathematical Society
(AMS), la European Mathematical Society (EMS) o la International Mathematical Union

(IMU). Las “Matematicas del Planeta Tierra” (MPE2013), ha sido un proyecto a nivel
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mundial que se ha llevado a cabo a lo largo del afio 2013. Desde su concepcion en el
afilo 2010, MPE2013 se ha convertido en una iniciativa que ha puesto de relieve las
aportaciones de las matematicas en la solucidon de grandes retos de la humanidad,
incluidos desastres naturales tales como huracanes, terremotos y tsunamis, cambio

climatico, sostenibilidad y pandemias.

El objetivo del MPE2013 ha sido fomentar la participacién de los matematicos, los
investigadores, profesores, estudiantes y de todo el publico que juegue algun papel
relacionado con las matematicas en cuestiones que afectan al Planeta Tierra y a su

futuro. Las estrategias han sido:

v" Fomentar la investigacion para identificar y abordar preguntas fundamentales
acerca de nuestro planeta sobre las que las matematicas puedan aportar una
solucion, incluyendo la comprensién del clima de la Tierra y el medio ambiente

y hacer frente a su sostenibilidad.

v Animar a los profesores de matematicas de todos los niveles a comunicar las
cuestiones relacionadas con el Planeta Tierra a través de su instruccion y el

desarrollo del curriculo.

v" Animar a los estudiantes de matematicas y a los investigadores principiantes a

abrir areas de investigacion relacionadas con el Planeta Tierra.

v" Informar al publico acerca de los roles que las matemadticas pueden

desempeiiar a la hora de abordar cuestiones relacionadas con el Planeta Tierra.

El tema MPE puede interpretarse en un sentido muy amplio, lo que ha dejado un
amplio espacio para que muchos institutos y sociedades de todo el mundo hayan
podido organizar actividades relacionadas con el tema. La Tierra es un planeta con
procesos dindamicos en el manto, los océanos, y la atmdsfera que provocan el clima, los
desastres naturales, y los aspectos fundamentales que influyen en la vida y en los
sistemas de soporte vital. Ademds de estos procesos naturales, los humanos han
desarrollado sistemas de gran complejidad, incluyendo los sistemas econdmicos y

financieros; marcos para la gestién de recursos, el transporte y la prestacién de
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atencién a la salud; y sofisticadas organizaciones sociales. La actividad humana ha
aumentado hasta el punto de influir en el clima mundial, los impactos de la capacidad
del planeta para alimentarse a si mismo, y amenaza la estabilidad de estos sistemas.
Las matematicas estan preparadas para desempenar un papel esencial en el estudio de
problemas planetarios, tanto como una disciplina fundamental y como un componente

esencial de investigacion multidisciplinar.

Matematicas del Planeta Tierra 2013 ha tenido como objetivo el desarrollo de este
papel de las matematicas, proporcionando una plataforma para mostrar la esencial
importancia de las matematicas en problemas planetarios, a unir actividades
actualmente dispersas entre instituciones, y crear un contexto para las matematicas y
desarrollos interdisciplinares que seran necesarios para hacer frente a una gran
variedad de temas y conocer futuros retos. Las actividades de MPE se han llevado a
cabo en todas las partes del planeta. Las actividades cientificas han incluido talleres,
grupos de investigacién en colaboracidn, escuelas de verano y nimeros especiales de
revistas cientificas. Sociedades cientificas han celebrado reuniones sobre el tema o la

voluntad de publicar articulos relacionados en sus boletines.

En paralelo con la parte cientifica, las actividades de divulgacion han permitido
concienciarnos del papel de las matematicas en el estudio del planeta, dirigido al
publico, a los medios de comunicacidn, y a las escuelas. Estas han incluido conferencias
publicas, mesas redondas, programas de radio o televisidon, exposiciones, articulos en
periddicos, etc. Las actividades escolares han incluido carteles, temas especiales en las
revistas, paginas web, exposiciones, actividades de divulgacion a organizaciones de
docentes, conferencias en las escuelas, aulas de proyectos, etc. La colaboracién

internacional ha maximizado la visibilidad de la iniciativa.

Las matemdticas desempefian un papel fundamental para resolver los grandes retos
del futuro mds inmediato. Y aunque los matemdticos no sean los unicos cientificos
capaces de aportar soluciones a los grandes desafios que afronta nuestro planeta,

podemos decir que Gaia, si existiera, tendria una mente matemadtica.

Manuel de Ledn (profesor de investigacion de CSIC)
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Una vez finalizado el afio 2013, y viendo la exitosa acogida que ha tenido, se ha
decidido que el proyecto del afio internacional de las Matematicas el Planeta Tierra
2013 (MPE2013), continte desde el 1 de Enero del 2014 como el nombre del
Matematicas del Planeta Tierra (MPE). Los objetivos de este nuevo proyecto
divulgativo siguen siendo los mismos, es decir, impulsar las relaciones entre las
matematicas y las ciencias de la Tierra, identificar los problemas de investigacién en
matematicas fundamentales que afectan al Planeta Tierra, y llegar al conjunto de la

ciudadania.

Segun Irina Bokova, directora general de la UNESCO, “la iniciativa de las Matemdticas
del Planeta Tierra (MPE) coincide estrechamente con los objetivos de la UNESCO de
promover las ciencias y la ensefianza cientifica, sobre todo a través de nuestro
Programa Internacional de Ciencias Bdsicas. Las matemdticas hacen que la
investigacion fundamental avance, ademds de jugar un papel importante en nuestras
vidas diarias. Mds que nunca hace falta que desarrollemos materiales relevantes de
ensefianza y que transmitamos a todos los alumnos, un sentido de alegria ante el
mundo maravilloso de las matemdticas y el potencial inmenso que encierra esta
disciplina. En este sentido respaldamos esta iniciativa y estamos plenamente de

acuerdo con la propuesta de que contintue este programa mds allg del 2013.”

A lo largo del curso académico 2013/2014 se ha llevado a cabo un concurso promovido
por el Instituto de Investigacion en Matematicas de la Universidad de Valladolid
(imUVa) denominado “Concurso imUVa las Matematicas del Planeta Tierra”. En este
concurso podian participar grupos de alumnos (de entre 4 y 6 personas) del segundo
ciclo de la ESO y de Bachillerato de Centros oficiales de ensefianza secundaria de las
provincias de Palencia, Segovia, Soria o Valladolid. Cada grupo debia esta coordinado
por un profesor de su centro. El concurso consistid en la elaboracién de un trabajo
original relacionado con el tema del concurso: “Las Matematicas del Plante Tierra” vy,
en el caso de los 4 finalistas, su presentacion publica. El formato fue libre, pero los
materiales a presentar debian estar exclusivamente en formatos digitales. El objetivo
de los trabajos era poner de manifiesto la presencia y la interaccién de las

matematicas con cualquier aspecto del planeta Tierra en sentido amplio. Este vasto
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objetivo abarcaba desde la aparicion de pautas matematicas en la naturaleza,
modelizacion de los fendmenos naturales, intervencion de las matematicas en la

comprensién de cualquier aspecto de nuestro planeta, etc.
1.3. JUSTIFICACION

Los antecedentes descritos y el interés personal de la autora por el tratamiento
multidisciplinar de las matematicas han motivado la realizacion de este Trabajo Fin de

Master.

1.3.1. Reflexion personal

Como motivacién adicional tengo que incluir mi propia percepcién a lo largo de mi
participaciéon en las practicas de este Master. La realizacion de este Mdster para
profesorado de secundaria me dio la oportunidad de apoyar el trabajo del profesor en
clases de 22 y 42 de la ESO y 12 de Bachillerato durante un periodo de dos meses. Es
evidente que un espacio de tiempo tan corto solo permite una experiencia muy
acotada y quiza aporta una vision relativamente sesgada y no completa de la relacién a
tres bandas que se desarrolla en el aula entre el profesor, el alumnado y la propia
materia impartida. A pesar de ello considero conveniente y necesario para la

sustentacion de este trabajo aportar mi propia reflexion.

De alguna forma también he intentado recuperar de mi memoria la forma en la que
yo, como alumna, percibia las clases de matematicas durante mis estudios de
secundaria. He tratado de dar forma a estos recuerdos, analizando el comportamiento
de los alumnos ante esta materia, y de los actuales profesores y comparandoles con la

percepcion que yo tengo de mi propia experiencia.

En la etapa educativa desarrollada en un instituto, se puede apreciar cémo la
asignatura de matematicas comienza siendo una ciencia bastante tangible. En los
primeros cursos de la ESO practicamente todos los conceptos que surgen tienen una

aplicacién real inmediata que se pone de manifiesto en las explicaciones.

Sin embargo, a medida que avanzan los cursos en los institutos, la dificultad que

suponen las matemadticas va en aumento. Los conceptos matematicos se van
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abstrayendo de la realidad, para acabar convirtiéndose en mera teoria. La aplicacién
de las matemadticas se deja a un lado para desarrollar conceptos tedricos cuya
utilizacidn se evidenciard en cursos superiores o en otras disciplinas. Habitualmente,
en los ultimos cursos de la Educacion Secundaria Obligatoria y en Bachillerato, un

elevado numero de alumnos muestra rechazo ante esta disciplina.

A todo ello cabria afiadir que la asignatura de matematicas de 42 de la ESO opcion A,
es una asignatura terminal para la mayoria de los alumnos que la cursan, enfocada a
un Bachillerato de Humanidades o Sociales o Ciclos Formativos. Los alumnos en
ocasiones muestran desanimo ante una asignatura, que segun su apreciacion, no les va
a ser util en el futuro. Por todo ello consideramos que una iniciativa como esta en el

seno del curso podria ser muy positiva.

Las observaciones que he podido realizar a lo largo de las practicas muestran que, por
lo general, los profesores de matematicas siguen empleando metodologias clasicas de
clase magistral. Los recursos empleados en la mayoria de los casos no son otros que la
pizarra y el libro de texto. Considero que es necesario un cambio en las aulas, en la
docencia de una disciplina tan clasica como es las Matematicas, pero que a la vez

permite una gran versatilidad a la hora de ser impartida.

Viendo la necesidad de transformar esta sensacidn que presentan algunos alumnos
ante las Matemadticas, se desarrolla el presente Trabajo Fin de Master como una
propuesta innovadora en la docencia de las Matematicas destinada a alumnos de los
cursos mas elevados del instituto, en concreto enfocada al ultimo ciclo de la ESO y a

Bachillerato.

1.3.2. Descripcion del TFM

En este trabajo se propone la presentacion y posterior desarrollo en las aulas, o fuera
de ellas, de diversos trabajos en los que se presentan las matematicas como una
herramienta para resolver situaciones reales que podamos encontrar en el Planeta

Tierra.
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El planteamiento que vamos a realizar consiste en proponer en cada aula, una serie de
posibles trabajos que los alumnos, con la orientacion y guiado del profesor, tendran

que desarrollar.

La presentacién en el aula de las distintas propuestas se llevara a cabo a lo largo de
una sesién completa. Se propondra en cada caso, una introduccién motivadora
buscando atraer el interés de los estudiantes. Se plantearan temas de diversas indoles
dentro del mundo que nos rodea, ya que somos conscientes de que los alumnos tienen

diferentes intereses y motivaciones.

En esta introduccion, se planteara que los trabajos se desarrollardn en pequefios
grupos (de entre tres y seis alumnos, en funcion de las exigencias del trabajo en
concreto que se vaya a desarrollar). A lo largo de los trabajos, se potenciard que los
alumnos investiguen y realicen experimentos, para que constaten empiricamente la
importancia que tienen las matematicas en el ambito de estudio. Consideramos que
ambos aspectos son muy importantes de cara a que los alumnos comprendan la
aplicacién, la utilidad y el alcance que las matematicas puedan tener en diversos

campos.

Las finalidades que se persiguen con el desarrollo de estos trabajos se pueden clasificar

en los dos apartados siguientes:

TRABAJOS COMO ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA

Los trabajos que enmarcariamos en esta categoria, son aquellos cuya carga de trabajo
investigadora por parte de los alumnos, la extension de los mismos, o la dedicacién
gue requiere de los alumnos para su desarrollo, impliquen que se desarrollen fuera de
las aulas. Se estima, que el desarrollo de estos trabajos tenga una duraciéon de unos

dos meses.

Estos trabajos podran ir destinados a concursos programados por organizaciones
externas al centro, como ha sido el “Concurso de las Matematicas del Planeta Tierra”
promovido por el imUVa. O como una propuesta del centro como actividad

complementaria al normal desarrollo de la docencia en el aula. En este Ultimo caso, los
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trabajos podrian presentarse en un momento dado al resto del alumnado del curso

gue desarrolle la actividad, con algun tipo de compensacién por su realizacion.

También son trabajos integrables en centros que disponen de Bachilleratos de
investigacion/excelencia. Estos Bachilleratos son una opcion educativa dirigida a aquél
alumnado que tenga interés en profundizar en los diferentes métodos de investigaciéon

y en el andlisis de los problemas propios de cualquier investigacion.

Estos trabajos deberan ser desarrollados por grupos de unos seis alumnos, quienes
deberdn organizarse para realizar el trabajo en grupo fuera del horario escolar. El
profesor estara a disposicion de los alumnos para dirigir el equipo y coordinar las

tareas que deban ser realizadas.

Los objetivos didacticos que se persiguen con el desarrollo de estos trabajos, no se
enmarcarian necesariamente en el curriculo del curso al que pertenezcan los alumnos.
Los conceptos matematicos necesarios para el desarrollo del trabajo, podrian haberse
visto en cursos previos, o ser considerablemente asequibles como para ser explicados

expresamente para ese momento.

Sin embargo, en la Ley de Organica para la Mejora de la Calidad Educativa, se
incorpora un nuevo Bloque al curriculo de Matematicas denominado Procesos,
Métodos y Actitudes en Matematicas, en el que se podrian enmarcar los trabajos
propuestos en esta seccion. En este bloque, algunos de los contenidos que se incluyen

son los siguientes:

v" Elaboracion y presentacion oral y/o escrita de informes cientificos sobre el
proceso seguido en la resolucidon de un problema o en la demostracién de un

resultado matematico.

v" Realizacién de investigaciones matematicas a partir de contextos de la realidad

o contextos del mundo de las matematicas.

v" Elaboraciéon y presentacién de un informe cientifico sobre el proceso,

resultados y conclusiones del proceso de investigacién desarrollado.
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v" Practica de los proceso de matematizacion y modelizacidn, en contextos de la

realidad y en contextos matematicos.

v" Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico. Utilizacién de medios

tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje

Estos trabajos seran siempre de caracter voluntario, pero tratando, en su introduccién,
gue participe el mayor numero posible de alumnos. Se realizard algun tipo de

compensacion para aquellos que quieran participar en esta actividad.

TRABAJOS INTEGRADOS EN LA DOCENCIA

Este tipo de trabajos se incluiran a lo largo de la practica docente como introduccion a
los nuevos temas, fomentando la inquietud de los alumnos desde el comienzo de un
nuevo tema. Consideramos que es muy conveniente introducir cada unidad con una
propuesta motivadora para que los alumnos contextualicen los nuevos conceptos que
se le van a introducir. En estos casos se partira siempre de los conocimientos previos

de los que dispone el alumno, ya sea de la misma materia como de otras disciplinas.

Se trata de trabajos mas sencillos, realizables en la medida de lo posible en horas
lectivas, o a lo sumo invirtiendo una tarde para la realizacién de experimentos o breves
investigaciones. Para el desarrollo de estos trabajos los alumnos se agruparan en

equipos de 2 o 3 alumnos, para que de esta manera todos participen activamente.

En este TFM, se plantean una serie de propuestas enfocadas, como ya se ha
comentado, al segundo ciclo de la ESO y a Bachillerato. Las actividades propias de este
tipo de trabajos integrados en la docencia, requerirdn su adaptacién en funcion del

nivel al que finalmente vayan destinados.

Los objetivos didacticos perseguidos con el desarrollo de estos trabajos, seran los
propios de la unidad a la que van a servir de introduccidn, a los que cabria afiadir todos

los objetivos genéricos que se presentan en el siguiente apartado.
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1.4. OBJETIVOS

Los objetivos buscados en este Trabajo Fin de Master son realizar una recopilacion de
temas y materiales para describir una serie de propuestas didacticas innovadora en el

transcurso del desarrollo de la docencia de matematicas.

En cada uno de los trabajos propuestos se persigue una serie de objetivos generales al

margen de los objetivos didacticos que se buscan en cada uno de ellos:

MOTIVACION Y ACERCAMIENTO A LAS MATEMATICAS

El principal objetivo de estos trabajos es conseguir motivar a los alumnos sobre la
importancia que tienen las Matematicas en diversos ambitos de la vida. Atraer el
interés de los estudiantes hacia esta disciplina a través de la observacion y

experimentacion de su utilidad en diversas situaciones reales.

En el Decreto 42/2008 por el que se establece el Curriculo de Bachillerato de la
Comunidad de Castilla y Ledn, se puede encontrar en su introduccion y obijetivos,
constantes alusiones a enfocar la docencia de las matemadticas hacia situaciones

cotidianas, de la vida real y con conexiones con otras ciencias:

“Aunque se desarrollen con independencia de la realidad fisica, tienen su origen en ella
y son de suma utilidad para representarla. Nacen de la necesidad de resolver
problemas prdcticos y se sustentan por su capacidad para tratar, explicar, predecir y
modelar situaciones reales y dar rigor a los conocimientos cientificos. Su estructura se
halla en continua evolucion, tanto por la incorporacion de nuevos conocimientos como
por su constante interrelacion con otras dreas, especialmente en el ambito de la

ciencia y la técnica”

“1. Comprender y aplicar los conceptos y procedimientos matemdticos a situaciones
diversas que permitan avanzar en el estudio de las propias matemdticas y de otras
ciencias, asi como en la resolucion razonada de problemas procedentes de actividades

cotidianas y diferentes ambitos del saber.”
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“q. Apreciar el desarrollo de las matemdticas como un proceso cambiante y dindmico,
con abundantes conexiones internas e intimamente relacionado con el de otras dreas

del saber.”

APRENDIZAJE A TRAVES DEL DESARROLLO DE LOS TRABAJOS GUIADOS

Consideramos que el aprendizaje por descubrimiento guiado es una valiosa
herramienta metodoldgica que no podemos desaprovechar, maxime en un area que se
presta especialmente para ello. Ademas de adquirir conocimientos, se trata de
fomentar la capacidad de resolver situaciones variadas, en las que por supuesto los
conocimientos son basicos para afrontar las mismas, pero donde las estrategias
utilizadas van a ser las determinantes para su resolucién. La construccion personal de
estrategias es una de los pilares del “aprender a aprender”, trata de capacitar para
resolver situaciones, siendo éstas de lo mas variadas, y para ello va a ser determinante

la metodologia que se utilice en nuestras clases.

TRABAJO EN EQUIPO

Mediante el desarrollo de estos trabajos se persigue fomentar la dindmica de trabajar
en equipo. Hoy en dia las tendencias laborales y la necesidad de reducir costes, han
motivado a las empresas a hacer uso de los equipos como forma de trabajo habitual.
Alcanzar y mantener el éxitoen las organizaciones modernas requiere talentos

practicamente imposibles de encontrar en un solo individuo.

Trabajar en equipo permite la integracién de las actividades desarrolladas por los
diferentes componentes del grupo. Para que el trabajo en equipo se desarrolle
correctamente, es preciso que todos los alumnos se responsabilicen y compartan las
tareas que se han de realizar. Es necesaria una buena coordinacion para el desarrollo
de las actividades. Asi como una buena planificacién para alcanzar, entre todos, el

objetivo comun.

Todos los integrantes del equipo deben saber que son parte de un grupo, por lo que
para que el trabajo se desarrollo correctamente, los alumnos deben reunir las

siguientes caracteristicas:
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v’ Ser capaces de establecer relaciones satisfactorias con el resto de compafieros.

Debe existir una correcta cohesion entre los miembros del equipo.
v Ser leales consigo mismo y con los demas.
v Tener espiritu de autocritica y de critica constructiva.
v' Tener sentido de responsabilidad para cumplir con los objetivos.
v" Tener capacidad de autodeterminacion, optimismo, iniciativa y tenacidad.
v" Tener inquietud de perfeccionamiento, para la superacion.

v En el equipo debe existir buena comunicacién interpersonal para el correcto

desarrollo de la tarea.

A todo lo anterior, cabria afiadir que la experiencia nos ha mostrado que a los alumnos
les gusta trabajar en equipo. Personalmente, a lo largo de mi experiencia en un
instituto durante las practicas, pude apreciar como cada actividad que se desarrollaba

en pequefios grupos tenia una gran acogida por parte de los estudiantes.

PENSAMIENTO LOGICO Y REFLEXIVO

En la ensefianza en general, pero especialmente en la docencia de matematicas,
consideramos que es necesario que el profesor se encargue de que el alumno sea
capaz de pensar reflexivamente, de razonar y dejar de aprender mediante procesos

repetitivos y mecanicos, que no inducen al pensamiento.

Nos gustaria prescindir en gran medida de procesos repetitivos, evitando aquellos cuya
resolucién es mecanica. De esta manera, se consigue que el alumno se aprenda las
férmulas, mecanice un método de resolucidon, lo memorice, realice numerosos
ejercicios similares y finalmente acabe aprobando la materia. Si se sigue este proceso,
no se estimula un pensamiento reflexivo. No se despierta en el estudiante la curiosidad
y el que se pregunte para qué le sirve esa formula, cdmo se ha obtenido el resultado,
doénde se va a aplicar, qué podria crear él con ese conocimiento. Simplemente acepta

una férmula porque asi lo dice su profesor, su libro o internet.
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Consideramos que es tarea del profesor despertar la curiosidad de los alumnos,
plantear conflictos cognitivos que favorezcan el pensamiento critico y reflexivo del

alumno.

Desarrollar un pensamiento légico, implica el desarrollo del actividades secuenciales y
relacionadas entre si, hasta llegar a dar respuestas coherentes al planteamiento de un

problema concreto.

UTILIZACION DE MATERIALES Y RECURSOS SENCILLOS

Siendo conscientes de que actualmente cuesta renovar los equipos, vamos a tratar de

emplear, siempre que sea posible, materiales y recursos sencillos.

El principal recurso que se va a necesitar para el desarrollo de estos trabajos es un
ordenador con conexion a internet, con el que los alumnos puedan realizar las
investigaciones necesarias para encontrar las soluciones a las actividades. Siempre que
sea necesario, el instituto pondra a disposicidén de los alumnos un aula de informatica

en la que puedan trabajar conjuntamente.

Asi mismo, serd necesario el uso de algun programa informatico como GeoGebra que
les permitira obtener una vision considerablemente mas clara de las actividades que

estan desarrollando.

El trabajo en grupo requiere en muchos casos de un espacio de trabajo en el que todos
los integrantes del equipo puedan realizar una puesta en comun del trabajo individual.
Siempre que sea posible se tratard de que el centro facilite un lugar de trabajo fuera

del horario lectivo.

EXPERIMENTACION

No se trata solo de aprender, sino de comprender. La mejor forma de asimilar unos
conocimientos es mediante la propia experiencia. Por este motivo, creemos que una
buena practica para motivar y conseguir nuestros objetivos, que no son otros que
ayudar a que los alumnos comprendan las matematicas, es mediante Ia

experimentacion personal.
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Ya hemos comentado que a través de este trabajo se pretende fomentar el
pensamiento reflexivo de los alumnos, una buena manera de que ellos mismos se
hagan preguntas, es mediante la experimentacion. Al margen de que la construccién
de instrumentos o aparatos es de por si una actividad motivadora para los alumnos, su
manejo y experimentacion les va a permitir descubrir empiricamente resultados que
hasta el momento se daban por sentado. Es cierto que las demostraciones permiten
asegurar que un resultado es cierto, sin embargo en la mayoria de los casos, los
alumnos olvidan las demostraciones o simplemente no las prestan la atencion

suficiente.

Por todo ello, a lo largo del desarrollo de los sucesivos trabajos que aqui se presentan,
se va a tratar que los alumnos puedan experimentar siembre que sea posible. Se va a
fomentar la participaciéon de todos los integrantes del grupo en las actividades que

impliquen la experimentacion.

Sin embargo, en algin ejemplo sera razonable subdividir al grupo, y que cada uno de
los subgrupos se dedique a una actividad, potenciando la posterior puesta en comun

de los resultados obtenidos por cada subgrupo.

INTRODUCCION DE NUEVAS TECNOLOGIAS

Actualmente nos encontramos inmersos en un mundo rodeado de tecnologia. El
mundo que nos rodea se ha transformado gracias a la tecnologia, allda donde miremos
se aprecia esta oleada tecnoldgica. No tiene sentido continuar con un sistema
educativo tradicional, con unos recursos en las aulas tradicionales, ya que se trata de

una metodologia, hoy en dia, obsoleta.

Es preciso incorporar a las aulas herramientas que mejoren la calidad de la ensefianza
y favorezcan el interés y la participacion de los estudiantes. En empleo de Tecnologias
de la Informacion y Comunicacién (TICS), en el seno de la ensefianza como elementos

pedagdgicos, permite aprovechar una amplia variedad de recursos.

Los jovenes de hoy en dia necesitan estar conectados a la red constantemente, no

“pueden” dejar a un lado el teléfono movil para mantener una conversacién. Las
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nuevas tecnologias y las redes sociales le han restado protagonismo a nuestra
presencia en vivo. La intriga que provoca la comunicacion que obtenemos a través de
Internet nos provoca una atencién que las conversaciones en directo parecen ya no

alcanzar.

Cada uno de los trabajos que en este documento se presentan, tratan, en la medida de
lo posible, de incluir el uso de las nuevas tecnologias para su desarrollo. Se emplearan
programas informaticos, de uso habitual en esta etapa educativa como es el programa
GeoGebra. Se empleard este programa, ya conocido por los estudiantes para no incluir

una carga adicional a la que ya supone el desarrollo en si de los propios trabajos.

Tal y como plantea el curriculo actual (Decreto 52/2007 de la ESO de Castilla y Ledn)

El uso de la tecnologia informdtica es, hoy en dia, una necesidad en amplios espectros
de la sociedad. En un futuro inmediato el desconocimiento de aspectos bdsicos de esta
tecnologia serd causa de discriminacion funcional en la vida cotidiana. De otra parte,
dicha tecnologia es en la actualidad un recurso diddctico de primer orden, que debe ser
puesto a disposicion de profesores y alumnos. Algunos contenidos del curriculo de
Matemdticas son el campo ideal para introducir, de forma motivada, métodos
informdticos, pero teniendo en cuenta siempre que estos métodos son un medio y no

un fin en si mismos.

La utilizacion de la calculadora y las herramientas informdticas permite proponer y
resolver problemas de la vida real que, por la exigencia de cdlculos engorrosos, estaban
ausentes de la actividad matemdtica; ademds, estos recursos tecnoldgicos facilitan la
busqueda de regularidades numéricas y la formulacion de conjeturas. También ofrecen
un amplio campo para la formulacion de nuevos problemas a partir de las
potencialidades y limitaciones de estos recursos (operar con numeros que tienen mds
cifras de las que caben en la pantalla, dibujar figuras geométricas con distintos
programas, analizar juegos de estrategia, etc.). Las tecnologias de la informacion y de
la comunicaciéon han de constituir una herramienta cotidiana en las actividades de
ensefianza y aprendizaje del drea de Matemadticas, como instrumento de trabajo para

explorar, analizar e intercambiar informacion.

M2 Luisa Llanos Husillos I 15



Las Matematicas del Planeta Tierra | 2014

INVESTIGACION

Creemos que es importante introducir a los estudiantes en la construccién de un
conocimiento cientifico y profesional, alcanzable todo ello con la realizacion de
pequefias investigaciones. Se busca que el alumno indague sobre temas vinculados a

los temas propuestos, aprendiendo a reflexionar y plantear dudas y cuestionamientos.

Entre los objetivos desarrollados en el Decreto 42/2008 de Castilla y Ledn se

encuentran alusiones a la investigacion:

“3. Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y las destrezas
propias de las matemdticas (planteamiento de problemas, planificacion y ensayo,
experimentacion, aplicacion de la induccion y deduccion, formulacion y aceptacion o
rechazo de las conjeturas, comprobacion de los resultados obtenidos) para realizar

investigaciones y en general explorar situaciones y fenémenos nuevos.”

“7. Mostrar actitudes asociadas al trabajo cientifico y a la investigacion matematica,
tales como la vision critica, la necesidad de verificacion, la valoracion de la precision, el
interés por el trabajo cooperativo y los distintos tipos de razonamiento, el

cuestionamiento de las apreciaciones intuitivas y la apertura a nuevas ideas.”

16 | M2 Luisa Llanos Husillos



Las Matematicas del Planeta Tierra | 2014

2. PRESENTACION DE LOS TEMAS PROPUESTOS

2.1.

EL RELO]J DE SOL. Matematicas tradicionales

El reloj de sol es un instrumento para muchos desconocido, y que para su comprension

requiere analizar los movimientos de rotacidén y de traslacién de la Tierra, asi como el

efecto que produce la inclinacion del eje de rotacion de la Tierra respecto al plano del

movimiento de traslacién alrededor del Sol, y el debido a la forma de su érbita.

2.1.1.

v

2.2.

Descripcion del tema

A lo largo de este trabajo, se va a analizar los movimientos de rotacion y
traslacion de la Tierra, los efectos que tienen sobre la evolucion de las sombras

y cdmo se puede aprovechar para medir el paso del tiempo.

Se va a determinar experimentalmente la direccion del polo Norte, para a
continuacion posicionar correctamente el reloj de sol construido. Se van a
construir dos relojes de sol, uno previamente graduado y otro sin graduar para
comparar la variacién de los angulos que va formando la sombra del estilete a

medida que avanza el dia (medicion cada hora).

Se analizara la relacion entre la hora solar y la hora de un reloj mecanico en la
misma localidad y en el mismo momento. Se expondrdn los conceptos
necesarios para comprender las diferencias existentes, debidas a la inclinacion
del eje de rotacidn de la Tierra, y a la forma de la érbita por la que se mueve la

Tierra en el movimiento de traslacion.

IMPORTANCIA DE LA AERODINAMICA

El mundo del automovilismo se posiciona como uno de los mayores intereses de una

parte de la sociedad. La forma de los coches ha ido evolucionando con el paso de los

afios. Uno de los motivos que influye en la evolucién de la estética de los coches, es la

busqueda de mejorar su aerodinamica. Con este trabajo se va a analizar en qué

consiste este concepto de aerodinamica, y la evolucion que han ido sufriendo los

coches con el paso del tiempo para mejorarla.
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2.2.1. Descripcion del tema

v éQué es la aerodindmica? ¢Como se puede cuantificar la aerodinamica de los
objetos? La aerodinamica consiste en estudiar la forma de los objetos, en este
caso de los coches, para que el flujo del aire que rodea al elemento en su
movimiento sea lo mds provechoso posible. Cuando un objeto cruza el aire, lo
divide como una cuchilla, y ese aire pasa dividido por ambos lados del objeto.
Pues bien, la relacién y las diferencias entre el aire de un lado y el aire del lado

opuesto generan enormes fuerzas.

=

Baja presion 'T‘
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v Existen diversas fuerzas que influyen en la aerodindmica de un coche. La fuerza
de sustentacion (vertical), la fuera de resistencia aerodinamica (horizontal), y la
fuerza lateral (que es la fuerza segun la direccién perpendicular al plano de
simetria del objeto). Para el estudio de la aerodindmica, se emplean
coeficientes adimensionales que dependen de la forma del objeto, de las

propiedades del fluido, o de la velocidad del objeto.

v" En la evolucién de los coches se
puede apreciar la influencia de la
aerodindmica como se puede

apreciar en las siguientes

imagenes:
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v" El estudio de los flujos laminares y turbulentos han sido muy utiles para el
disefio de las pelotas de golf. La rugosidad de las pelotas de golf general un
flujo de aire turbulento en su estela que permite un mayor avance de la bola

frente a pelotas lisas.

. . F resistencia
F resistencia

v' Estos resultados pueden extrapolarse a otros fluidos como es el agua. lLa
hidrodindmica ha servido para mejorar, entre otras cosas, los cascos de los
barcos. Alfio Quarteroni (director de la Catedra de Modelizacion Computacion
Cientifica en el Instituto Federal de Tecnologia de Suiza y director cientifico en
el Laboratorio de Modelizacién y Computacion Cientifica del Politécnico de
Milan) en una entrevista realizada a El Pais plantea otra aplicacién. Cuando un
nadador se sumerge en el agua lleva un bafiador que, en funcion de su forma,
ofrece mds o menos resistencia a su movimiento. El problema es que el disefio
optimo de dicho traje de bafio no es intuitivo. Uno podria pensar que para
reducir la resistencia seria necesario ofrecer menos friccion al agua, pero al

estudiar el problema mds detenidamente vemos que la friccion no es lo mds
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2.3.

importante, sino la turbulencia que provoca el nadador en torno a si mismo

mientras nada. Lo necesario es un bafiador que minimice dicha turbulencia.

LAS MATEMATICAS Y LOS DEPORTES.

El deporte es un fendmeno social que atrae la atencidn del alumnado. Sus reglas,

estrategias, movimientos, resultados y clasificaciones contienen muchos elementos

matematicos. En las diversas especialidades deportivas podemos encontrar variadas

ocasiones para motivar a los estudiantes con situaciones que las matematicas ayudan

a comprender mejor.

2.3.1.

v

Descripcion del tema

El movimiento parabdlico se encuentra presente en multitud de deportes.
Algunos de ellos implican el lanzamiento de pelotas o balones como son el
baloncesto, futbol, tenis o golf. Sin embargo hay otros deportes en los que
también se pone de manifiesto como el salto con pértiga o el lanzamiento de
martillo. A lo largo de este trabajo se va a estudiar el lanzamiento parabdlico

desde un punto de vista experimental.

En el ciclismo, es fundamental la preparacién de la etapa previa a realizar la
competicion. Gracias al estudio de la altimetria, es posible analizar la variacion
de la pendiente de la carretera para encontrar estrategias a la hora de llevar a

cabo la prueba.

En las pruebas de atletismo es muy importante conocer la geometria de la pista
para poder determinar la posicién de salida de cada atleta, para compensar la
diferencia de longitud de cada calle en las zonas curvas. En particular, nos
centraremos en el estudio de la geometria de la pista para la prueba de

atletismo de 400m.

Mediante la experimentacién, se analizara la geometria de un balén de futbol,

realizando la construccidn a partir de un icosaedro.
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2.4. GLOBAL POSITIONING SYSTEM (GPS)

Hoy en dia la mayoria de los alumnos tiene, o conoce la utilidad de un GPS, pero
seguro que muy pocos, o incluso ninguno, entiende el funcionamiento de uno de ellos.
Con este trabajo se pretende dar una visién matematica del funcionamiento de un

GPS.
2.4.1. Descripcion del tema

El sistema GPS (Global Positioning System) esta compuesto por al menos 24 satélites
orbitando alrededor de la Tierra. Cada satélite tiene un reloj, todos ellos
perfectamente sincronizados entre si. La posicidon de los satélites es conocida en todos
los tiempos. Los satélites envian sefales repetidas peridodicamente. El receptor esta
equipado con un reloj y al menos cuatro canales, recibe las sefales de al menos cuatro
satélites, incluyendo las medidas, en su reloj, de los tiempos de transito de por lo
menos cuatro sefiales. Sin embargo, el reloj del receptor, no tiene por qué estar
necesariamente sincronizado con el reloj de los satélites, por lo que estos tiempos son
tiempos de transito ficticios. Esto produce un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas: las tres coordenadas del receptor, y el desplazamiento de tiempo entre el
reloj de los satélites y la del registro. Este sistema de ecuaciones tiene dos soluciones,

una de las cuales es la ubicacién real del receptor.

El GPS se utiliza en geografia para medir la altura de las montanas y medir su
crecimiento. Se han utilizado para establecer la altura oficial del monte Everest y

confirmar que efectivamente es la montafa mas alta de la Tierra.

Un proceso de resolucion es el siguiente:

1) El GPS envia una sefial de radio al primer satélite y éste a su vez traza
imaginariamente una esfera con centro en las coordenadas de S (X1, y1, Z1) ¥
radio d4, y supone que el punto se encuentra en la superficie lateral de esta

esfera (superficie azul de la imagen).

2) Luego el GPS envia una sefial de radio al segundo satélite y éste traza una

segunda esfera con centro en S; (X, y», Z3) y radio d, y determina que el punto
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3)

4)

se encuentra dentro de la circunferencia (verde) que se forma de la

interseccion de las superficies laterales de las esferas S; y Ss.

Luego el GPS hace lo propio con el tercer satélite y éste traza una tercera esfera
con centro en Sz (X3, y3, z3) y radio ds la cual, al interceptarla con la
circunferencia ya encontrada nos dara dos posibles puntos como solucion (A 'y

Po).

Por ultimo el GPS manda una ultima sefial al cuarto Satélite el cual trazara una
cuarta esfera desde S4 (xs, Y4, z4) y radio d4 de donde se hallara el punto Py de

coordenadas (Xo, Yo, Zo) con lo cual se encontrara asi el punto buscado.

El problema se reduce a calcular las distancias d;, d,, ds, ds, mediante una
resolucién vectorial. Ademas para determinar las distancias del GPS a los 4
satélites se usa una de las reglas del movimiento rectilineo uniforme

diferencial: d; =t-ct A
Donde

t = Diferencia del tiempo marcado por el reloj entre los puntos (tiempo de viaje

de la sefial)

¢ = Velocidad de las ondas electromagnéticas, en este caso de radio, que es la

misma que la de la luz (c = 299.792.458 m/s).

A= Error que se admite ya que la seial no viaja en el vacio.
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v' Experimentacién: Mediante el uso de programas informéaticos como GeoGebra

se realizard la representacion de las esferas que crearia cada satélite y sus

intersecciones.

2.5. LA EVOLUCION DE LAS MATEMATICAS

La mayoria de los estudiantes tienen acceso a internet, ya sea a través de un ordenar,
de sus teléfonos moviles o de tablets. La sociedad hace uso de internet, realiza
busquedas en Google, se entretiene con las redes sociales, sin plantearse cémo es
posible que todo ello funcione. Y mas auln, sin preguntarse qué matematicas se

esconden detras de la pantalla de nuestro ordenador.

Las matematicas, tal y como plantea Alfio Quarteroni (director cientifico en el
Laboratorio de Modelizacién y Computacién Cientifica del Politécnico de Milan), tienen
una gran aplicacion en el campo de la medicina para ayudar a mejorar la calidad de
vida de las personas; en concreto, para entender mejor las enfermedades del cerebro,
como el alzhéimer. Tenemos que entender mejor la manera en que las neuronas
trabajan y se comunican, lo que puede hacerse a través de modelos matemdticos para

predecir también su evolucion. Hay otra gran drea en que podrian trabajar mds, y son
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las catdstrofes meteoroldgicas. Son muy dificiles de modelar y predecir por la enorme

complejidad y estabilidad de los modelos que matemdticamente los representan, pero

es un buen campo en el que desarrollar nuevas herramientas.

2.5.1. Descripcion del tema

v

Las matematicas no son una ciencia finita que ya se haya desarrollado
completamente. A medida que avanzamos en el tiempo, hemos podido ver
como las matematicas han ido evolucionando. Actualmente nos encontramos
en una situacion en la que las teorias matematicas existentes no permiten

abordar completamente los problemas que se plantean.

En este tema se propondran actividades de investigacion en las que se
muestren brevemente la evolucion de las matematicas a lo largo del tiempo.
Con la matematica clasica, se hacia uso de las matematicas principalmente para
resolver problemas fisicos. Actualmente, con la llegada de internet y los
buscadores como Google, entre otros campos, surgen nuevos retos para las

matematicas.

El algoritmo que emplea Google en cada proceso de busqueda, ha ido
evolucionando con el paso del tiempo. El algoritmo original, se denomind
PageRank y fue desarrollado por Larry y Sergey en Standford. El PageRank se
basa en una serie de algoritmos matematicos utilizados para asignar de forma
numérica (por orden) la relevancia de las distintas pdginas web que pueden

indexar los motores de busqueda.

Para el calculo del PageRanke de cada pagina, es necesario hacer un estudio
matricial. En la tabla de doble entrada se asignard un 1 si una pagina esta
relacionada con otra y un 0 si no lo estan, o hablamos de la misma pagina.

Facebook Wikipedia Youtube

Facebook 0 1 1
Wikipedia 1 0 1
Youtube 1 1 0
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2.6.

El proceso consiste en tratar esta tabla como una matriz, y a partir de ahi
calcular el vector que tenga por componentes es valor de PageRanke de cada
pagina. Para ellos se lleva el problema a uno de autovalores y autovectores,
cuya solucién implica resolver un sistema de tantas ecuaciones e incdgnitas
como paginas se quiera relacionar en el problema de partida. Al realizar el
proceso con millones de paginas, es preciso hacer uso de métodos numéricos

para aproximar la solucién.

En este trabajo se plantea una limitacién de las matematicas y la necesidad que

emplear aproximaciones y métodos numeéricos para su resolucion.

En el siguiente video se muestra el desarrollo matematico del algoritmo de

Google. https://www.youtube.com/watch?v=FNjQ-itLuBY

OPTIMIZACION MATEMATICA (AUTOBUSES DE VALLADOLID)

El medio de transporte mads utilizado para los jévenes en la ciudad de Valladolid es el

autobus. Todos los alumnos conocen como funciona y cuales son sus puntos fuertes y

débiles. Sin embargo, ése habrd preguntado algun alumno cémo se disena una linea de

autobus? ¢Cudles podrian ser los aspectos mas influyentes a la hora de realizar este

diseno?

2.6.1. Descripcion del tema

v A lo largo de este trabajo se muestran una serie de problemas sencillos

relacionados con cdmo optimizar el disefio del trazado de una linea de autobus.
Estos problemas se podran resolver geométricamente haciendo uso de la

programacion lineal.

Con este trabajo se pretende poner de manifiesto la utilidad de Ia
programacién matematica no solo para el problema de la optimizacién de los
tiempos o los recorridos de una linea de autobus, sino también su aportacion a
la resolucién de problemas de otras indoles. Algunos de estos problemas son la
planificacion de viajes, en los que sea necesario elegir qué medio de transporte

me permite optimizar el trayecto o el coste.
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2.7.

FORMAS GEOMETRICAS EN TU CIUDAD

Los alumnos suelen criticar las matematicas alegando que “no sirven para nada”, con

este trabajo se pretende que los alumnos observen las matematicas de su alrededor,

de los aspectos cotidianos de la ciudad en la que viven.

2.7.1. Descripcion del tema

Mi propuesta es realizar una excursién por la ciudad descubriendo aquellos aspectos

en los que se ven reflejadas las matematicas.

v

v

2.8.

Busqueda de la geometria en las plantas y flores de Campo Grande.

Andlisis de la forma que describe el agua en su movimiento al salir de las

fuentes.

Andlisis de los movimientos en el plano que podemos encontrar en los

mosaicos de las Iglesias.

Percatarse de la importancia que tienen las matematicas en la sincronizacion
de los semaforos, determinar las frecuencias mdas adecuadas de cada uno de
ellos. Para todo ello es necesario hacer un estudio de los flujos de trafico mas

importantes a lo largo del dia, los puntos criticos, etc.

La mayor parte de las alcantarillas son circulares, en vez de cuadradas o
rectangulares. El motivo es su geometria, en el siguiente video se aprecian

algunos aspectos relacionados con el circulo en la ciudad:

ANALISIS DIMENSIONAL

Suele resultar costoso memorizar formulas o leyes fisicas. Sin embargo, gracias al

estudio dimensional somos capaces de deducir o verificar una determinada ecuacién.

Es preciso conocer las magnitudes fundamentales, (sus definiciones y unidades), en

funcién de las cuales se puede expresar cualquier magnitud derivada. El analisis

dimensional hace uso del hecho de que las dimensiones pueden ser tratadas como

magnitudes algebraicas.
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2.8.1. Descripcion del tema

v' Andlisis de las magnitudes fundamentales. Las principales magnitudes
fundamentales son: La masa, cuya unidad de medida en el Sistema
Internacional es el kilogramo; El tiempo, cuya unidad basica es el segundo; la

Longitud, que tiene por unidad en el Sl el metro.

v" Principio de homogeneidad de una ley fisica: Para que una ley fisica sea valida

debe ser consistente dimensionalmente.
v Alo largo del trabajo se planteardan actividades como:

0 Se quiere conocer la ecuacién que describe la velocidad de un cuerpo en
caida libre. En primer lugar identifica las magnitudes que consideres que
van a intervenir en este proceso. (parece légico que dicha velocidad de
caida dependa de la altura a la que se le deja caer, la fuerza que ejerce
la gravedad, a lo que alumnos de secundaria puede que afadieran la
masa del cuerpo). Plantear la ecuacion dimensional y comprobar si
todas las magnitudes que se habian propuesto ciertamente intervienen

en el proceso.

O La tercera Ley de Kepler implica una relacion entre el periodo de un
planeta (T), su radio (R), la constante G de gravitacion de Newton
(cuyas unidades son Nm?/kg’ y la masa del sol (M). Escribir la ecuacién

para que sea dimensionalmente correcta.

2.9. AEROGENERADORES

Una aeroturbina o aeromotor es todo mecanismo o ingenio que transforma la energia
del viento en energia mecanica. A su vez, esta energia mecdnica se puede transformar
en otros tipos de energia haciendo uso de dispositivos especiales. De este modo
podemos obtener energia eléctrica haciendo uso de un generador eléctrico a partir de
la energia mecdnica del rotor, y entonces denominamos al aparato conjunto que

realiza esta transformacién como aerogenerador.
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2.9.1.

2.10.

Descripcion del tema

¢Cuantas palas tiene un aerogenerador? éDe qué depende tomar esta
decision? Existen diferentes configuraciones de turbinas edlicas: monopala,
bipala, tripala, multipala. El aumento del numero de palas disminuye Ia
velocidad de rotacién, aumenta el rendimiento y encarece el precio de estas
turbinas. Turbinas con menos de tres palas extraen menos energia y son mas
ruidosos (debido a que las cuchillas deben girar mas rapido). Los que tienen
mas de tres palas podrian capturar mas energia, pero sélo alrededor de un tres

por ciento mas, lo que no justifica el aumento del costo.

La Energia ni se crea ni se destruye, solo se transforma. Hasta los aeromotores
mas modernos, son incapaces de transformar el cien por cien de la energia que
posee el chorro de aire que los atraviesa, pues han de obedecer las leyes fisicas
y termodinamicas. Por este motivo su rendimiento sera siempre menor que la
unidad. Pero, ademas, hay que sefalar que en cuanto a extraccion de la energia

del viento hay otra limitacion establecida por el limite de Betz.

¢Qué porcentaje de la energia edlica puede extraer una turbina? Calculos y las
leyes de conservacién proporcionan la justificacion para la ley de Betz, que
establece que ningun aerogenerador puede capturar mas del 60% de la energia

en el viento. Las turbinas modernas extraen generalmente entre el 40-50%.

PRUEBA DEL CARBONO 14. DATACION DE FOSILES

Los paleontdlogos, cuando descubren un fosil, son capaces de estimar cuantos afios

tenia el animal al que pertenecié en el momento de su muerte. Gracias al desarrollo de

este trabajo descubriremos cudles son los modelos matematicos que permiten

conocer la edad de un fdsil.

2.10.1. Descripcion del tema

v" El Carbono 14 es un elemento radiactivo que se encuentra en los seres vivos en

la misma proporcidn que la existente en la atmdsfera. Cuando los seres vivos
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mueren, dejan de renovar su carbono a partir de entonces decae, con una

razén de 0,00012 por cada afio que pase.

Los elementos radiactivos en la naturaleza se desintegran con una tasa de
variacién constante. P'(t) = k - P(T). El alumno debera deducir cual seria la
expresion que determina la cantidad de elemento presente en un instante:

P(t) =C-e*t.

Si se denomina Py a la cantidad de elemento existente en el instante de la
muerte (momento que consideraremos que empieza a contar el tiempo),
deducir la expresion de la cantidad de Carbono 14 existente en un fésil en
funcién del tiempo:

P(t) = P, - e*t, donde k es la razén con la que disminuye el elemento en un

fosil.

La vida media de un elemento radiactivo es el tiempo necesario para que una
cantidad de ese elemento se reduzca a la mitad. Algunas de las actividades que

se propondran a los alumnos seran:

0 En 1947 se descubrid Lascaux, Francia, una cueva con pinturas murales
prehistdricas. Se encontrd un trozo de carbon de madera que contenia
un 20% de carbono 14 que hay en los seres vivos. ¢ Cuantos afios tienen

esas pinturas?

0 Una isla del Pacifico estd contaminada por residuos de una explosion
nuclear. Si el estroncio 90 es 100 veces el nivel que los cientificos
consideran seguro, es decir, 100 S siendo S el valor seguro. ¢Cuantos
aflos deberan pasar para que la isla sea nuevamente segura para la

ocupacion humana? La vida media del estroncio 90 es de 28 afios.

2.11. CALCULO EXPERIMENTAL DE PERDIDAS DE CARGA

La presion que tiene un fluido, va disminuyendo a medida que pasa a través de una

tuberia. Cuando se va a disefiar una instalacion, es necesario conocer las pérdidas de

presidon que supone cada uno de los elementos que componen la tuberia para asegurar
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que al final del trayecto, por ejemplo en un grifo de tu casa, el fluido llegue con la

presion deseada.

2.11.1. Descripcion del tema

v" Todos los elementos que se puedan colocar en una tuberia de una instalacién,
produce una diferencia de presion (pérdida de carga) entre los puntos situados
aguas arriba y abajo del elemento. Experimentalmente se demuestra que esta
caida de presidon, es directamente proporcional a cuadrado del caudal que

circula porella. dP = P — Ps = k - Q2

v Un filtro es uno de los elementos que producen pérdidas
de carga en una instalacién. El disefiador de la instalacion,

a la hora de solicitar a un fabricante un filtro, le pregunta

por la curva que relaciona la caida de presion producida
con el caudal que fluye por la tuberia. Habitualmente, cada elemento dispone
de una tabla con los coeficientes de pérdidas en funcidon del caudal, sin
embargo hay ocasiones en que estos datos no estdn tabulados y es preciso

calcularlos experimentalmente.

v" Una de las actividades que se propondran en el desarrollo de este trabajo sera
el calculo experimental de la perdida de carga producida por una pinza que

estrangula un conducto por el que circula agua.

0 Los materiales necesarios son: una manguera transparente que
conectaremos a un grifo y que descargara el agua en un depdsito con una
graduacién para medir su volumen. A lo largo de la manguera se realizaran
dos perforaciones en las que colocaremos dos T para unir en ella otro trozo
de manguera graduada en forma de U tal y como se muestra en la
siguiente figura. En esta situacién ambas mangueras se encuentran llenas

de aire y a presidén atmosférica.
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0 Una unidad de medida de la presion es el metro de columna de agua. Este
medida de presion de un fluido, en este caso de agua, se calcularia como
P = pgh donde p es la densidad del agua (1000 kg/m>), g es la aceleracion
de la gravedad (9,8 m/s?), y h la altura de la columna de agua (en metros).
(Comprobar analizando las unidades que ambos lados de la igualdad son

coherentes dimensionalmente hablando).

0 Se realizard un primer llenado de agua, con el grifo a baja presién, hasta
gue el agua llegue a la marca realizada en el depdsito que indica el inicio de
la medicién de volumen. Lo que se podra observar experimentalmente, es
gue a medida que llenamos la manguera, el agua va a ascender a través de
la U por ambos picajes generando una burbuja de aire en su interior. Esta
burbuja de aire sufrira una disminucién de su volumen a medida que
aumenta su presion siendo por tanto superior a la presion atmosférica.
Cuando el agua llegue a la marca del depdsito y el sistema quede en
equilibrio, podremos observar que la altura del agua a través de la U es la
misma por ambas entradas. El significado es que en una situacion de
fluidoestatica, la presion de ambos puntos es la misma. Ademas la altura
alcanzada por el agua en la U serd menor que el nivel del depdsito, por
encontrarse éste a presion atmosférica y el aire comprimido en el interior

de la U a mayor presion.
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Py = pghy
Si hA:hB_) PB:PA

Py = pghg

0 A continuacién se colocara una pinza en medio de los dos picajes, que

realice un pequeno estrangulamiento en la manguera pero sin llegar a
bloquearla. El siguiente paso consiste en abrir el grifo, una parte del grupo
medird el caudal y la otra la caida de presiéon debido a la presencia del

estrangulamiento. La medida del caudal se realizara anotando qué

volumen se llena en el depdsito a lo largo de un minuto. La medida de la

caida de presidon se realizara midiendo la diferencia de altura a la que se

encuentra el agua en ambas patas de la U. En este caso, el punto B tendra
menor presion que el punto Ay por tanto la altura a la que llega el agua en

este punto sera mayor que la que existe en el punto B.

dP =P, — Pz = (Paire +pghA) - (Paire +pghB) =hy — hg
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0 Repetir el proceso variando la posicion del grifo para generar una tabla con

los datos de cuatro caudales y pérdidas de presién diferentes. A

continuacion representar graficamente los datos obtenidos, ésta es la
grafica solicitada por el disefiador de la instalacién. Se puede observar que
la grafica obtenida es una parabola. Posteriormente calcular el coeficiente

de pérdidas (k) del estrangulamiento.

dp
dP (bar) | Q(m>*/min) | k
dP, Qu
dP, Q,
dP; Qs
dp, Qa
Q
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3. DESARROLLO DIDACTICO DE TEMAS PROPUESTOS

A lo largo del desarrollo de cada uno de los temas, se va a perseguir, en todo
momento, la participacion de los alumnos que constituyen el grupo de trabajo
mediante el guiado del profesor. Para ello, la practica docente se va a basar en
preguntas directas a los alumnos buscando en sus respuestas el desarrollo de un

razonamiento légico.
3.1. EL RELO]J DE SOL. Matematicas tradicionales
3.1.1. Objetivos didacticos de este tema

Mediante el desarrollo de este tema, se persiguen una serie de objetivos didacticos:

v" Relacion interdisciplinar: mediante el desarrollo de este trabajo, se pone de
manifiesto la importancia de las matematicas en otras disciplinas como es en
este caso la astronomia. Asi mismo se puede observar la intima relacidon que

existe entre las matematicas y la medida del tiempo.

v Los alumnos van a poder poner de manifiesto el papel que han realizado las
matematicas a lo largo de la historia en los temas que tratamos, como por
ejemplo como empleando matematicas elementales se pudo realizar la primera

aproximacion del radio Terrestre.

v' A través de las actividades los alumnos van a ir deduciendo cémo fueron
surgiendo las diferentes medidas del tiempo a lo largo de la Historia, en funcién

de las observaciones que iban realizando.

v' Mediante la experimentacion, van a poder apreciar los aspectos de influyen en

la construccion y colocacion de un reloj de sol.

3.1.2. Introduccion motivadora

Seguro que todos los alumnos han visto en alguna ocasién un reloj de sol. En Valladolid
capital podemos encontrar varios. Se puede apreciar cdmo existe gran diversidad,

unos se encuentran situados en el suelo, otros en paredes, segun la orientacion de la
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pared tiene una u otra forma, a continuacidon se muestra algunos de los relojes de sol

que podemos encontrar en Valladolid:

1) Monasterio del Prado: Reloj de sol (izquierda) y reloj de luna (derecha)

2) Parquesol
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¢Alguna vez os habéis fijado en la hora marcada por un reloj de sol? éLa habéis
comparado con la que muestra vuestro reloj mecanico? Si lo habéis hecho, habréis
comprobado que las horas no coinciden, esto de debido a que en general, los relojes
de sol proporcionan la hora solar, que difiere de la hora oficial que muestran nuestros
relojes. Al finalizar este trabajo seremos capaces de conocer la hora oficial a partir de

la hora solar.

A lo largo del desarrollo de este trabajo, vamos a descubrir las matematicas que se

ocultan tras la construccién de un reloj de sol.

3.1.3. Desarrollo del tema

Actividad 1: Si a lo largo de este trabajo queremos construir un reloj de sol, nos
tenemos que realizar una serie de preguntas antes de comenzar, como por ejemplo:
¢Como funciona un reloj de sol? ¢El sol se encuentra siempre en la misma posicion
respecto de Valladolid? { Qué provoca el aparente movimiento del Sol? ¢La alturaala
que se encuentra el Sol varia a lo largo del aifo? ¢A que es debida esta variacidon?
¢Qué podemos decir acerca de los periodos de luz y de oscuridad a lo largo del dia?
¢Como evolucionan estos periodos a lo largo del ano? ¢{Qué causa la variacion de las
sombras de los objetos durante el dia? Debate sobre cudles creen que son los

factores mas influyentes en el funcionamiento de un reloj de sol.

Mediante esta actividad se espera que los alumnos lancen una tormenta de ideas
sobre la percepcion que ellos tienen, a pripori, sobre el funcionamiento de un reloj de
sol. De esta manera se observara los conocimientos previos que tienen los alumnos en
relacion con este tema, para, partiendo de ellos, poder desarrollar el tema acorde con

el nivel del grupo.

Con estas preguntas se pretende que los alumnos sean capaces de analizar que el
movimiento de la Tierra alrededor del Sol, o el aparente movimiento del Sol entorno a
la Tierra provoca variaciones en la luminosidad que recibimos. Se pretende poner de
manifiesto la influencia que tiene sobre la formacién de las sombras el movimiento de
traslacion de la Tierra alrededor del Sol, asi como la importancia de la forma de la

orbita del movimiento de traslacién, y la situacion del Sol en la misma.
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El reloj de sol es un instrumento empleado para medir el paso de las horas. Esta
formado por una superficie con una escala (cuadrante) y un estilete (o gnomon)
situado en el centro de la superficie, se emplea la sombra producida por el gnomon

para indicar la posicién del Sol.

En primer lugar, notamos que durante un dia cualquiera existe un periodo de luz y otro
de oscuridad. Se puede observar que a lo largo de los dias mas frios los periodos de luz
se acortan mientras que en los dias mas cdlidos, los periodos luminosos aumentan.
Ademas, en los meses de invierno se observa como el arco que recorre el Sol en su
aparente movimiento es mds pequefio que en el resto de meses. En el ecuador, los

dias duran practicamente lo mismo a lo largo de todo el aino.

Las variaciones de la duracidn de los periodos de luz y de oscuridad son el resultado
del movimiento de traslacion de la Tierra alrededor del Sol. En su movimiento, la
inclinacién de su eje permanece constante en relacion con el plano de su drbita, que es
aproximadamente eliptico, situandose el Sol en uno de sus focos. La inclinacién
(n=23,5°) del eje de la Tierra en relacién con el plano de su érbita alrededor del Sol y la
forma eliptica de dicha drbita, son los causantes de la variacion de la altura a la que se

encuentra el Sol.

Ademas se puede observar como la sombra de cualquier objeto va variando a medida

gue pasan las horas, la sombra se acorta hacia el medio dia, y se alarga hacia el
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LAS MATEMATICAS Y LA ASTRONOMIA

Con la actividad anterior, se ha puesto de manifiesto la relacidon que existe entre la
posicién relativa entre la Tierra y el Sol para el funcionamiento de un reloj de sol, por

tanto, se observa una relacion con la Astronomia.

En efecto, la relacidn que existe entre la Astronomia y las Matematicas se remonta a
muchos afios antes de Cristo. A continuacién se plantea una actividad que muestra un

ejemplo de esta relacion:

Actividad 2: Para el cdlculo de la primera aproximacidon del radio de la Tierra, no fue
necesario ningun tipo de instrumento, simplemente se empled la sombra producida
por una vara y matematicas elementales. ¢{Como pensais que pudo realizarse esta
medida en el s. Il a.C.? Este calculo fue realizado por Eratdstenes, director de la
Biblioteca de Alejandria. Para la resolucion de este problema, entre otras cosas
necesito conocer la distancia que existia entre Alejandria y Siena, para ello, contraté
a un hombre para que midiese a pasos la distancia entre ellas. Realiza una

investigacion sobre la primera aproximacidn para calcular el radio de la Tierra.

A la hora de realizar esta pequefa investigacion, se espera que los alumnos descubran
como Eratostenes (276 - 194 a.C.), empleando Unicamente la geometria elemental,

calculé de una forma asombrosamente aproximada la medida del radio de la Tierra.

Eratdstenes estando en la Biblioteca encontré un informe sobre observaciones
realizadas en la ciudad de Siena, situada a 800 Km. al sur de Alejandria. En este
informe, se indicaba que a mediodia del dia del solsticio de verano (21 de Junio), los
objetos no producian sombra. El motivo de esta afirmacion, es que la ciudad de Siena
se encuentra situada sobre la linea del
Trépico, (en realidad a 33’ al Norte del

Trépico de Cancer).

Eratdstenes observd que en Alejandria, en

el mismo momento del solsticio de verano

los objetos si que producian sombras.
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Asumid que el sol se encuentra a gran distancia de la Tierra, y que la trayectoria de sus

rayos al incidir en la Tierra podian considerarse paralelos.

A continuacion calculd el angulo que formaban los rayos del sol con la vertical en la
ciudad de Alejandria. Tal y como se observa en la imagen anterior, por construcciéon
este dngulo corresponde con el angulo cuyo vértice se encuentra en el centro de la

H

Teniendo en cuenta que la distancia entre Alejandria y Siena era de 800 Km. obtuvo

que la longitud de la circunferencia de la Tierra fuera:

800 Km

Longitud = 360°x7 = 40.000 Km

Con lo que el radio de la Tierra seria de: [R = 40'000/2 = 6.366 Km}frente a los

6.371 Km. aceptados hoy en dia.

LAS MATEMATICAS Y LA MEDIDA DEL TIEMPO

A partir de este punto, el objetivo va a residir en guiar a los alumnos a que deduzcan el
funcionamiento del reloj de sol. Para ello se va a partir del origen de la medida del

tiempo, avanzando paso a paso hasta llegar a su construccién experimental.

Actividad 3: ¢éComo se ha dividido el tiempo a lo largo de la historia? Actualmente
sabemos que existen afios, meses, dias u horas, pero équé unidad de tiempo creéis
que fue la primera en surgir? {CoOmo pensais que fueron surgiendo el resto a partir
de la primera? Por ejemplo, cuando se tuvo que dividir la hora en unidades de
tiempo mas pequeno, se hizo uso de la base sexagesimal, dividiendo cada hora (o
grado) en 60 minutos. Muchos anos después llegé la division del minuto en 60

segundos.

El origen de la base decimal, la base duodecimal y la base sexagesimal fue el

siguiente:
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Es necesario remontarse a una época dgrafa en la que se contaba con los dedos. Si
extendemos la palma de la mano derecha y contamos con el dedo pulgar cada una
de las tres falanges de los dedos meiique anular corazon e indice, al acabar la cuenta
tendremos 12 unidades, en lugar de las cinco obtenidas de contar exclusivamente los
dedos. Si a cada 12 unidades asignamos un dedo de la mano izquierda, habremos
obtenido 60 unidades al acabar la cuenta, con lo cual unicamente con 10 dedos
tenemos la posibilidad de designar biunivocamente hasta 60 objetos con sélo senalar
los dedos correspondientes de la mano izquierda, y la falange determinada de un

dedo de la mano derecha. La base duodecimal y la sexagesimal quedan establecidas.

La medicion del tiempo esta intimamente relacionada con los movimientos de la Tierra

y lo que ello supone, las sucesivas apariciones y desapariciones de la Luna y el Sol.

Los hombres, en la Antigliedad, ya se percataron de que existian intervalos de luz y de
oscuridad, y que si bien estos intervalos no tenian la misma duracion, la suma de dos
periodos de luz y oscuridad consecutivos permanecia practicamente constante. De

esta manera surgid la division del tiempo en dias.

Ademas, habian observado, que la Tierra tardaba en dar una vuelta alrededor del Sol

365 dias, a esta unidad de tiempo la denominaron afio.

Ya se sabia que la Luna tarda 29 dias y medio (aproximadamente 30 dias) en dar una
vuelta alrededor de la Tierra, y observaron que esto ocurria 12 veces al afio. De esta
manera se dividio el afio en 12 unidades temporales, y cada una de ellas en 30 dias
obteniendo un afo de 360 dias. El afio lunar (360 dias aproximadamente) no se
correspondia con el afo solar (365 dias aproximadamente) por lo que habia cuatro

dias al afio en los que reajustar el calendario. El circulo de 360 grados, lo dividieron en
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12 sectores (signos del Zodiaco) de 30 grados cada uno. Dividieron el dia en 12 horas,

gue posteriormente se convirtieron en 24 (12 para el dia y 12 para la noche).

RELOJ SOLAR ECUATORIAL

Existen diversos tipos de relojes de sol, los mas usuales son los de cuadrante horizontal
y los de cuadrante vertical. En nuestra localidad, como ya hemos comentado, la
duracion entre los periodos de luz y de oscuridad no son los mismos a lo largo del afio
por lo que para que la construccion resulte mas sencilla de entender, emplearemos un
reloj de sol de cuadrante ecuatorial, lugar en el que practicamente todos los dias la
duracion de los periodos de luz y de oscuridad permanecen constantes, y las horas

solares tienen la misma duracién independientemente del dia del afio escogido.

Los relojes de sol de cuadrante ecuatorial se caracterizan porque el estilete debe estar
inclinado (respecto de la horizontal) un angulo igual a la latitud del lugar en el que nos
encontremos, con lo que le estaremos posicionando paralelo al eje de rotacién de la
Tierra. Ademas en este tipo de relojes, el dial (o cuadrante, o superficie sobre la que
mediremos el paso del tiempo) ha de ser perpendicular al estilete con lo que sera
paralelo al plano del ecuador. En estas circunstancias, cada hora que pasa implica que
el desplazamiento angular de la sombra a través del dial permanezca constante a lo

largo del dia.

En el caso de los relojes verticales u horizontales, el paso de las horas no implica un
avance angular uniforme a lo largo del dia, sino que en las horas centrales las marcas
se encuentran mas juntas que en el resto de las horas del dia. Su construccién, consiste
en la proyeccidon de las marcas que indican las horas en un reloj de cuadrante

ecuatorial sobre el plano vertical u horizontal.

Actividad 5: En la situacidn anterior, {cdmo deberian ser las marcas que debemos

realizar en el cuadrante?

Como el estilete es paralelo al eje de rotacién de la Tierra sobre si misma, a lo largo de
un dia lo que va a ocurrir es que el Sol, en su movimiento aparente visto desde la

Tierra, realice una rotacién de 360° alrededor del estilete durante 24 horas. Si esos
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360° les dividimos por las 24 horas, obtendremos que cada hora el Sol gira 15°, y

también lo hara la sombra del estilete (15°/h) sobre el cuadrante.

Actividad 6: Esta actividad consiste en construir un reloj de sol ecuatorial, marcando
el paso de las horas experimentalmente para corroborar que efectivamente se
encuentran distanciadas 15° las unas de las otras. El primer paso para su

construccion sera conocer la latitud de Valladolid.

Para conseguir que la superficie del reloj sea paralela al plano
del ecuador, tenemos que conocer la latitud del lugar en el que
vayamos a colocar el reloj de sol. Una vez que conozcamos la
latitud, colocaremos el estilete inclinado tantos grados como
indique la latitud, y el cuadrante deberd colocarse

perpendicular a él.

En el caso de Valladolid, la latitud es de 41,65°.

6.1. Construccion de dos relojes de sol, uno graduado y otro sin graduacion. Para ello
se seguirdan las siguientes indicaciones. Para la realizacion de esta actividad se
seguira parcialmente la propuesta realizada por el departamento de fisica y quimica

del IES Gaviota:

Para la construccidon del cuadrante recortaremos en un cartdn un

rectangulo cuyo lado mayor sea el doble del lado menor. En el

punto medio del lado mayor se realizara una ranura de longitud — | =
igual a la mitad del lado menor (linea punteada). Realizaremos | /////\\\\\ s

otro cuadrante en el que graduaremos la superficie plana con 13 |

marcas separadas 15° entre ellas.

Realizaremos dos estiletes. Para que la construccidén y posterior

empleo de lo relojes del sol resulte sencillo y practico, les

construiremos en forma de tridngulo rectangulo, siendo el B8 C

angulo opuesto al vértice A, el correspondiente a la latitud a la que nos encontremos.

Ademas la altura del triangulo sobre el lado AC (es decir la longitud Bb) debera medir
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lo mismo que el lado menos del cuadrante. Finalmente realizaremos una ranura en el
segmento Bb partiendo de b y con longitud igual a la mitad del lado menor del
cuadrante, con la finalidad de ensamblar ambas piezas. Al haber realizado la ranura del
estilete siguiendo una altura del triangulo, aseguramos que al ensamblar las piezas una

sea perpendicular a la otra.

Cara de
primavera-verano

Estrella Polar

Para finalizar, una vez construidas las dos piezas que
formaran cada uno de los relojes de sol, deberemos [*

ensamblarlas. Como nos encontramos en el hemisferio

Norte, deberemos situar el estilete de cada reloj con el

Oésteu

vértice A apuntando al Norte, tal y como indica la
Cara de otofio—invierno

figura. \

Sur

6.2. Un reloj de sol de cuadrante ecuatorial, el estilete debe estar orientado hacia el
polo Norte (es decir, situado a lo largo del meridiano del lugar). Para conocer la
posicién exacta del polo Norte no podemos hacer uso de una brujula, ya que ésta nos
indica la posicion del polo Norte magnético, que dista considerablemente del polo
Norte Real. Por ello esta actividad va a consistir en descubrir por donde pasa el
meridiano de Valladolid. Para el desarrollo de esta actividad habra que seguir los

siguientes pasos:

El Meridiano del Lugar, en nuestro caso Valladolid, nos marca el instante en el que son
las 12 horas solares o mediodia. En este momento el Sol se encuentra en su posicién
mas alta del horizonte. Ademas, senala la exacta direccién Norte-Sur. Los pasos a

seguir seran los siguientes:

- Iraunlugar bien llano. Preferentemente sin sombra durante la mayor parte del

dia.

- Sobre un papel blanco, en el que se ha trazado previamente una circunferencia
de radio cualquiera, se clava una varilla vertical en el centro de la

circunferencia.
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. Durante el transcurso de un dia, el final de la

Otoiia — Inviering

sombra de la varilla sobre el suelo describe !
una curva como la que se muestra en la
figura, se ird marcando en la hoja de papel \

Primavera — Verano

esta trayectoria en intervalos de una hora.
Finalmente se realizard una marca que indique

los cortes de la trayectoria de la sombra con la circunferencia.

« A continuacidn se traza el angulo que forma el punto
donde se ha clavado la varilla al suelo (centro de la
circunferencia), con los puntos en que la sombra del

final de la varilla corta a la circunferencia.

Meridiano ‘

. Se traza la bisectriz del angulo. Esa linea
corresponde al meridiano del lugar.
El instante en que la sombra de la varilla pasa por

el meridiano, son las 12 horas solares.

Una vez analizada la geometria que debe tener el reloj de sol de cuadrante
ecuatorial, se daran unas aclaraciones sobre el movimiento de la Tierra para la

correcta comprension del funcionamiento del reloj de sol.

Debemos tener en cuenta, que debido a que el eje de rotacion de la Tierra, en su
movimiento de traslacién, mantiene siempre su direccién hacia el Polo Norte
(coincidiendo aproximadamente con la estrella Polar), y esta inclinado 23°27’ respecto
del plano de la drbita de traslacion de la Tierra alrededor del Sol, el dangulo de
incidencia de los rayos del Sol varia en funcion del momento del afio en el que nos

encontremos.

Vamos a distinguir tres situaciones diferentes que se dan a lo largo del afio, teniendo

en cuenta que nos encontramos en el hemisferio norte.
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Equinoccio de primavera y de otoio.

En estos dos dias, los rayos del Sol inciden en la Tierra
paralelos al plano del ecuador. Por tanto, fijandonos en
nuestro reloj de sol, en estos dias no se proyectard sombra
sobre la superficie, y por tanto no podremos hacer uso del
reloj. Estos dos dias nos indicardn la entrada de la

primavera y del otoino.

Durante primavera y verano

En el solsticio de verano los rayos del Sol inciden
sobre la Tierra con un angulo de 23°27' respecto al
plano del ecuador. Desde el equinoccio de
primavera hasta el de otofio, es decir, durante la
primavera y el verano, la sombra del estilete se
proyecta sobre la cara superior del cuadrante. La

cara inferior permaneceri a la sombra.

Durante otoio e invierno

En el solsticio de invierno con un angulo de 23°27' respecto al
plano ecuatorial. Desde el equinoccio de otofio hasta el de
primavera, es decir, durante el otofio y el invierno, la sombra
del estilete se proyecta sobre la cara inferior del cuadrante,

guedando la superior a la sombra.

Una vez realizadas estas aclaraciones, observamos que es
necesario graduar el cuadrante por ambas caras, para asi

poder hacer uso del reloj de sol en todas las estaciones del

afio. Por tanto la graduacion que debemos realizar seran, por ambas caras del cuadrante:

Para primavera y verano Para otofo e invierno
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Actividad 9: Una vez situados ambos relojes del sol (uno graduado y otro sin graduar)
correctamente orientados, a partir del mediodia solar, (teniendo en cuenta que el
medio dia solar no corresponde con las 12 horas marcadas por nuestro reloj, sino
que sera el momento en que la sombra del estilete esté alineada con el meridiano de

Valladolid), los alumnos se dividiran en dos grupos:

9.1. La mitad del grupo debera realizar, en el reloj de sol no graduado, marcas sobre
la cara del cuadrante correspondiente a partir del mediodia solar en adelante, cada
hora indicada por nuestro reloj mecanico. A continuacion se debera comprobar si las

marcas realizadas distan 15° las unas de las otras.

9.2. La otra mitad del grupo debera apuntar, a partir del mediodia solar, cada hora
que pase segun el reloj solar la hora que indica dicho reloj y la hora indicada por un
reloj mecdanico. A continuacion se comprobara si las horas marcadas por cada uno de

los dos relojes (solar y mecanico) coinciden.

Tras la realizacion de esta actividad, los alumnos apreciaran (en funcién del dia
escogido para realizar la medicién), que las marcas realizadas no distan exactamente
de 15° sino que existiran pequenas desviaciones. También observaran que la hora
marcada por el reloj de sol no coincide con la proporcionada por un reloj mecanico. La
siguiente actividad permitira relacionar inequivocamente la relacidon entre la hora

indicada por el reloj de sol y la hora marcada por los relojes mecanicos.

HORA SOLAR Y HORA LEGAL

Existen tres factores que influyen en la diferencia observada entre la hora indicada por

el reloj de sol y la hora marcada por un reloj mecanico:

ECUACION DEL TIEMPO

Si comparamos la hora marcada por el reloj de sol con la hora indicada
con un reloj mecanica, observaremos que existen una serie de
diferencias. Estas diferencias pueden ser cuantificadas

experimentalmente si, a lo largo de un afio, en el mismo momento cada
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dia, marcamos el punto final de la sombra de una varilla vertical. La figura obtenida
tiene la forma de un ocho alargado asimétrico que muestra la posicién del sol a lo

largo del afo, esta figura se denomina analema.

Podriamos decir que nuestro reloj de sol nos proporciona la hora solar verdadera
mientras que nuestro reloj mecanico nos muestra la hora oficial. El llamado dia solar
medio es el promedio entre todos los dias verdaderos. Estas diferencias son la

consecuencia de dos causas diferentes:

Influencia de la forma de la drbita de la Tierra. El plano del ecuador no es el mismo
que el plano de la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol, sino que esta inclinado respecto
de ella por lo que se denomina el angulo de oblicuidad. La diferencia que existe es
proporcional a la diferencia entre el dngulo de la posicién de la Tierra en su trayectoria
y un angulo de referencia correspondiente a un movimiento circular uniforme. La
siguiente imagen muestra la representacion de la diferencia indicada, dando como
resultado una forma sinusoidal de periodicidad anual y cuya amplitud maxima es de

7,6 minutos.

s

-2

-4

-G

Influencia de la oblicuidad de Ia
ecliptica. La drbita de la Tierra alrededor
del Sol es una elipse y no un circulo; por

ello el movimiento aparente del Sol no es

igual todo el afio. El Sol parece moverse
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mas rapido cuando la Tierra estd mdas cerca de él. La proyeccién del aparente

movimiento del Sol en el plano del ecuador, no corresponde con un movimiento

circular uniforme, y por tanto el dngulo proyectado 8, no varia uniformemente en el

tiempo. La diferencia entre la hora dada por el reloj de sol y la proporcionada por el

reloj mecanico depende directamente de la diferencia diaria entre el dangulo 6p y el

angulo correspondiente a un movimiento circular uniforme en el plano del ecuador.

Representando estas diferencias, se obtiene un grafico en el que se muestra una

sinusoide con un periodo aproximadamente de 6 meses.

1
{8 ]

Difterenca netwean The mean solar day and tha real day due to me scliptic
obiguity

La llamada “ecuacion del tiempo” se define formalmente como la diferencia entre la

hora solar media y la hora solar verdadera y se obtiene como la suma de las dos

graficas anteriores.
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En la siguiente tabla se muestran los datos it — —

correspondientes a la ecuaciéon del tiempo para | january | +5mo03s || +omi0s || +12m 125

los dias 5, 15 y 25 de cada mes. February |+14m0ls| | +14mi6s | | +13m 18s
March +11m 45s +9m 13s +6m 16s
La ecuacion del tiempo nos permite conocer la apri comsze || —om1as || -1 s6e
hora solar media a partir de la hora solar | ., —amags | | —3mads | | =2m 165
verdadera. June —1m46s || +0m10s || +2m 20s
July +4m 19s + 5m 46s +6m 24s

Hora solar media = Hora solar verdadera + e | aswses | |pamans | | esmiee

EcuaCién del tiempo September | —1m 05s —4m 32s —8m 04s
QOctober —11m 20s| | — 14m O01s| | —=15m 47s
Puedes encontrar la ecuacién del tiempo
November | —16m 22s| | —15m 28s | | —13m 11s
correspondiente a cualquier dia del afio en la | ___ | o sacll _smose || —om 13

pagina siguiente:

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/~04000134/fisiqui/relojsol/horas.htm

HUSOS HORARIOS

Todos los lugares de la misma longitud geografica tienen el mismo tiempo solar medio.
En cambio, en dos lugares con diferente longitud la hora solar media serd distinta,
hacia el Este la hora se va adelantando y, por el contrario, en la direccion Oeste se va
retrasando. En la vida cotidiana también resultaria incomodo usar la hora solar media,
deberiamos atrasar o adelantar los relojes incluso en viajes cortos en direccion Este-

Oeste.

Para evitar ese inconveniente, se ha introducido lo que se denominan husos horarios,
resultantes de dividir la Tierra en 24 zonas de 15° lo que equivale a una hora de
tiempo, y que van del Polo Norte al Polo Sur. Dentro de cada huso rige la misma hora,
la correspondiente al meridiano central del huso horario correspondiente. Las lineas
divisorias de los husos no son meridianos exactamente, sino que se adaptan a las
fronteras de cada pais, para que pueblos de una misma nacién no tengan hora

diferente.
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La hora legal se rige por el meridiano central del huso horario correspondiente. En
Espana (peninsula y Baleares) el meridiano central de nuestro huso es el meridiano 0°

6 de Greenwich.

Para pasar de la hora legal a la hora solar media habra que determinar en grados la
diferencia en tiempo entre la longitud del meridiano central del huso y la del lugar en
cuestién y multiplicarla por cuatro (a cada grado de longitud le corresponde una

diferencia de 4 minutos, 24x60 minutos / 360 grados = 4 minutos/grado).

De esta manera podremos calcular la hora legal (marcada por nuestros relojes

mecdnicos) partiendo de la hora del reloj de sol mediante la siguiente ecuacion:

Horalegal = Hora solar verdadera + Ecuacion del tiempo +
(Longitud del lugar — Longitud del meridiano central del huso) -

4(minutos)

Teniendo en cuenta que las longitudes se expresan en grados y que la longitud sera

negativa si es longitud este.

AHORRO ENERGETICO

Finalmente, para aprovechar al maximo las horas de luz solar y asi ahorrar energia, en

muchos paises se adelantd la hora. Esta, que es la que utilizamos habitualmente, se

denomina hora oficial.

En Espana la hora oficial lleva un adelanto de una hora en invierno sobre la hora legal,
el ultimo domingo de marzo a las 2 de la madrugada se adelantan los relojes 1 hora,
con lo cual el adelanto es de 2 horas, hora ésta que se recupera el Ultimo domingo de

Octubre (a las 3 de la madrugada se retroceden los relojes una hora).

~N

Hora oficial = Hora solar verdadera + Ecuacién del tiempo
+ (Longitud del lugar
— Longitud del meridiano central del huso) - 4(minutos)

+ (2 hde Abril a Octubre o 1 h el resto del afio)

J
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Actividad 10: Comprueba con los datos recogidos en la ultima actividad (9.2.) si la
hora solar indicada por el reloj de sol (correctamente graduado) se corresponde con

la hora marcada por un reloj mecanico tras aplicar las correcciones anteriores.
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3.2. LAS MATEMATICAS Y LOS DEPORTES

3.2.1. Objetivos didacticos de este tema
Mediante el desarrollo de este tema, se persiguen una serie de objetivos didacticos:

v" Reconocimiento de una funcién de tipo cuadratica como es la parabola en
multitud de situaciones que se presentan en diversos deportes. Mediante la
experimentaciéon podran comprobar el efecto que supone la variacion del
angulo de tiro de un proyectil. Justificacién de la trayectoria parabdlica
mediante las expresiones de los movimientos de un proyectil, buscando la

relacién interdisciplinar entre las matematicas y la fisica.

v' Tasa de variacion media en un intervalo y tasa de variacién instantanea

aplicadas a la preparacion de las etapas ciclistas.

v’ Estudio de la geometria de un balén de futbol. Construccién geométrica del

poliedro que mas se asemeje a una esfera.

v Analizar la geometria de una pista de atletismo calculando las posiciones

iniciales de los atletas de una competicién de velocidad de 400 m.

3.2.2. Introduccion motivadora

A la hora de introducir este tema presentaria un video de duracion aproximada de 6
minutos.

https://www.youtube.com/watch?v=dylFohEjkyM

A lo largo de este cortometraje humoristico, se puede apreciar como realizando una
serie de calculos matematicos vy fisicos, una persona que a priori fallaba cualquier tiro,

es capaz de encestar desde el medio campo de una cancha de baloncesto.

En algunos medios hemos podido escuchar que la velocidad maxima conseguida por el
atleta Usaint Bolt fue de 10,4 m/s en el pasado Campeonato del Mundo de Berlin en

2009. Sin embargo, éeste dato es real?

Los datos que tenemos son que el atleta, recorrié 100 m lisos en 9,58 s. Efectivamente,

si dividimos el espacio recorrido entre el tiempo empleado, obtenemos que la
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velocidad fuera de 10,4 m/s. La pregunta es, ¢Esta velocidad que acabamos de calcular
es la velocidad maxima? La respuesta es que no, dado que se trata de la velocidad
MEDIA a la que realizé la prueba el atleta. Debemos tener en cuenta que parte del
reposo, por tanto si de media corrié a una velocidad de 10,4 m/s, la velocidad maxima

alcanzada por el atleta tuvo que ser mayor.

3.2.3. Desarrollo del tema

LANZAMIENTO PARABOLICO

Las funciones aparecen en multitud de deportes. Los lanzamientos de balones o
pelotas que implican un movimiento horizontal rectilineo uniforme, combinado con un
movimiento vertical uniformemente acelerado, se convierten en trayectorias

parabdlicas. Esto ocurre en deportes como baloncesto, futbol, tenis o golf.

Otro deporte en el que se pone de manifiesto una trayectoria parabdlica es en el salto
de altura con pértiga. En este deporte la maxima altura que alcanzard el saltador se
corresponde con el vértice de la parabola del movimiento, es decir que el deportista
debe conseguir mediante su salta que el liston que debe saltar coincida con el vértice

de la parabola.

Actividad 1: La siguiente actividad consiste en calcular el angulo con el que hay que
lanzar un proyectil para conseguir la mayor distancia posible. Para ello vamos a

realizar una experimentacion y posterior calculo matematico.

1) Construccion de la plataforma de lanzamiento de una canica con posibilidad

de variar el angulo de tiro.

Para realizar esta construccion se empleara una caja de cartdn fuerte. Se

clavardn dos chinchetas alineadas entorno a las cuales se colocara una goma.

A continuacidén, en el lateral de la caja se realizardn las posiciones a las que
debe colocarse la tapa para que el dngulo de tiro sea el deseado. Con ayuda de
un transportador de angulos, se realizard una graduacion desde 30° hasta 60°,

con intervalos de 5°.
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En la parte central de la caja se realizard una graduacion de potencia, desde 0%

hasta el 100%.

2)

3)

4)

Colocacion de la plataforma para la experimentacion.

En un arenal (puede encontrarse en cualquier parque infantil), se colocara la
arena de tal forma que la plataforma quede “hundida” para que la superficie de
la arena quede alineada con la linea de reposo de la goma. Con ello se consigue
que el inicio del movimiento parabdlico esté a la misma altura que el lugar

donde finalizara el movimiento, (yo=0, Xo=0, Xmax=0)

Realizar diversos lanzamientos de una canica, variando el angulo de tiro y
empleando siempre la misma potencia de tiro (100%). Medir las distancias
que alcanza la canica en cada tiro. éCon qué angulo se consigue la mayor

distancia?

Con esta actividad se pretende que experimentalmente descubran que la
mayor distancia que puede alcanzar un proyectil en un movimiento parabdlico

es empleando un angulo de 45°.

Deduce la expresion de la expresion matemadtica de la trayectoria del
proyectil, en funcion del angulo de tiro y de la maxima distancia alcanzada.

Para esta actividad vamos a suponer que la trayectoria es una parabola.
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La expresién general de una parabola es y = ax? + bx + ¢, siendo x la variable
gue indica el desplazamiento horizontal e y la que indica el desplazamiento

vertical.

En este caso, sabemos que la pardbola va a estar abierta hacia abajo por lo que
el valor del coeficiente a sera un ndmero negativo. También sabemos que

cuandolax =0,lay =0, porloquec = 0.
De esta manera la expresion de la pardbola pasa a ser: y = ax? + bx.

También sabemos que cuando finaliza el movimiento, maximo desplazamiento
horizontal, el valor de la coordenada y =0 » 0 = x(ax + b) = Xpax = —b/

a, valor que se conoce experimentalmente.

Por otro lado, se conoce el dngulo de lanzamiento, y por tanto sabemos que la
pendiente de la recta tangente a la parabola en el momento de iniciar el
movimiento (derivada de la trayectoria en el origen de coordenadas), coincide

con la tangente del angulo de tiro:

dy dy
vl 2ax + b;enelpuntox =0 - T b =tg(a)
Por tanto, sib = tg(a),como —b/a = Xy, = a = —tg(@)/Xmax-

Siendo la expresion que relaciona el desplazamiento vertical con el horizontal

del proyectil:

y = —tg(@)/Xmax - x* + tg(a) - x

5) Escribe la expresion para el caso particular de que el angulo de tiro sea de

45°, y las medidas experimentales:

En este caso, partiendo de que el dato del desplazamiento maximo se ha

calculado experimentalmente se tendria: y = —1/X;q, - X% + x

6) Determinar experimentalmente la distancia que se alcanza al lanzar el

proyectil con un angulo de 30° y con uno de 60°. ¢Qué relacion existe?
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Experimentalmente se puede comprobar que la distancia alcanzada en ambos
casos es la misma. Se podria comprobar que la distancia alcanzada para angulos

de (45°+a) y (45°-a) es siempre la misma.

Actividad 2: Con esta actividad vamos a comprobar si la hipotesis de que la
trayectoria del movimiento anterior era una parabola es cierto o no. Para ellos se va
a analizar la relacidn que existe entre la expresion matematica, y las ecuaciones que

rigen el movimiento del proyectil.

1) Plantea las ecuaciones de desplazamiento y velocidad del movimiento
horizontal (movimiento rectilineo uniforme) y las del movimiento vertical

(movimiento rectilineo uniformemente acelerado).

w=V-sen{o)

V= V- cos(o)

Movimiento horizontal: Se trata de un movimiento rectilineo uniforme, en el

gue el desplazamiento es una magnitud vectorial igual a la componente
horizontal de la velocidad inicial por el tiempo. Y la velocidad, es otra magnitud

vectorial que surge de derivar el desplazamiento respecto del tiempo.

X =V, cos(a)-t7

—_d® ,
V,C=T=V0-cos(a) l

Movimiento vertical: Se trata de un movimiento rectilineo uniformemente

acelerado. En este movimiento el desplazamiento esta compuesto por la
componente vertical de la velocidad multiplicada por el tiempo, mas la
componente propia del efecto de la gravedad. La velocidad de nuevo, surge de

derivar el desplazamiento respecto del tiempo.
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1
J=o-sen(@)-t—5-g-t3)]

—, dO)
7 =" vy sen(@) —g-6) ]

2) A partir de las expresiones anteriores deduce la expresion que relaciones el
desplazamiento horizontal con el vertical en funcion del angulo de tiro,

eliminando la dependencia del tiempo.

Despejando el tiempo en la expresién del desplazamiento horizontal y

sustituyéndolo en la del desplazamiento vertical obtenemos:

x 1 X

y="Vo sen(a) - Vo-cos(a) -3 9 Vo?-cos2(a)

x2

1
=to(a) x ——" —_—
y = tg(@) 2 Vo* - cos?(a)

Relacionando la expresion anterior con la expresion general de la trayectoria de

la parabola que habiamos obtenido en la actividad anterior:

y=a-x*+b-x=-tg(a)/Xmax " x>+ tg(a)-x

_tg(@) _ g

Xmax 2- VOZ ' COSz(a)

b=tg(a) =tg(a

De las expresiones anteriores se obtendria que

Vy% - sen(2a)
9

xmax -

3) Calcula algebraicamente el angulo a para el cual se obtiene el desplazamiento
horizontal maximo. ¢Es el mismo que habias obtenido experimentalmente?

El desplazamiento maximo se obtiene en el momento en el que el proyectil
toca la arena, es decir, cuando la componente vertical del desplazamiento se

anula.

0 = ta(a) 1 x?
—to(q) X —— (g ——
8 2 Vo* - cos?(a)
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0=V,%-2-sen(a)cos(a) —g-x

xmax -

Vy% - sen(2a)
9

Cabe destacar que hemos obtenido la misma expresion que la calculada
anteriormente.

Para calcular el angulo que produce el desplazamiento maximo, dividimos el
desplazamiento con respecto al angulo e igualamos a cero:

d(Xmax)  d Vo* - sen(2a) B Vo% -2 cos(2a)
da  da g B g

2max) _ ) cos(2a) =0 - 2a =90°

da

En efecto el dngulo debe coincidir con el calculado experimentalmente.

4) Con los datos obtenidos experimentalmente, écual es valor de la velocidad
inicial con la que es lanzado el proyectil, en el caso de 45°? ¢Y en el caso de
30°? ¢Y para el de 60°?

Con los datos de las distancias maximas alcanzadas por el proyectil para cada
uno de los angulos, y con la expresidon del desplazamiento horizontal maximo,
es inmediato deducir el valor de la velocidad inicial en cada caso:

VOZ -sen(2a) Xmax " 9
= = e
Ymax g 0 sen(2a)

LAS PENDIENTES DEL TOUR DE FRANCIA

En el Tour de Francia, uno de los ascensos mas complicados es el ascenso al Col du
Tourmalet, con una altitud de 2.115 m. Previamente al comienzo de cada etapa, los
ciclistas estudian detenidamente la grafica de altimetria. En este tipo de gréficas, se
muestran las cotas de altitud alcanzada en cada punto kilométrico, y la pendiente

media subida en cada kildometro:
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Actividad 3: A lo largo de esta actividad vamos a analizar algunos de los factores que

influyen a la hora de preparar es ascenso a un puerto de montaia.

1)

2)

¢Cual es el desnivel total del ascenso del Tourmalet? Si tuvieras que comparar
la dificultad que supone ascender a dos puertos con el mismo desnivel, équé
otro factor tendrias en cuenta para realizar dicha comparacion? Calcula la

pendiente media de este puerto de montaia.

Con esta actividad, se busca que los alumnos observen la diferencia entre la

tasa de variacion de la altitud, y la tasa de variacion media.

La tasa de variacidn nos muestra el desnivel de la prueba:

TV = 2.115 - 660 = 1.455m

A la hora de comparar dos puertos que tienen el mismo desnivel, la dureza no
seria la misma, seria mas duro aquél que subiera el mismo desnivel en menos
kildbmetros, es decir el que tuviera mayor pendiente. La tasa de variacidn media

determina la pendiente promedio del puerto.

_ (2115 - 660)m

M 23.000m

=6,22%

La pendiente media, nos da una informacion acerca de la dureza general de la
prueba. Sin embargo, es posible que en ningin momento la pendiente sea

realmente del 6,22%, del mismo modo que podria ocurrir por ejemplo las
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3)

notas, un alumnos puede tener un 7 de media pero no haber obtenido
exactamente un 7 en ningun examen. Lo que realmente le interesaria a un
ciclista, seria conocer la pendiente en tramos mas reducidos, por ejemplo a
cada kildmetro. ¢Cuales serdn los dos tramos (de un kildmetro de longitud) de

ascenso, con mayor pendiente de todo el puerto?

Calculando la tasa de variacion media por kildmetros, se observa que los dos

tramos en los que la pendiente es mayor son:

(2.115 - 2.014)m

(1.667 — 1.573)m
TVMem 17-km 18) = 1000m =94 %

éPodria haber tramos de carretera, en los que la pendiente fuera mayor del
10,1%? ¢Qué concepto matematico permite calcular la pendiente de la

carretera en un punto concreto, como por ejemplo a la salida de una curva?

A medida que se va acortando el intervalo en el que se calcula la pendiente, la
informacidén recibida es mas precisa. Es posible que haya tramos de carretera
de longitudes menores a un kilémetro, en los que la pendiente sea mayor de

10,1%.

En la siguiente imagen, se pueden apreciar una serie de tramos con pendientes

superiores, llegando a ser en algunos de ellos de hasta el 13%.
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En efecto es posible calcular la pendiente en la salida de cada curva, en un
intervalo infinitesimal (tasa de variacion instantanea), es decir, la derivada de la

curva en un intervalo infinitesimal.

4) Si un ciclista quisiera preparar un ataque a lo largo de 3 km frente, éen qué

tramo seria mas conveniente que lo hiciera?
Calculo de la tasa de variacién media por tramos de 3 km.

LA GEOMETRIA EN LOS DEPORTES

La geometria ha jugado un papel fundamental en diversos aspectos del deporte. A

continuacion se muestran algunos ejemplos:

Actividad 4: La geometria de un balén de futbol no es una esfera perfecta, si nos
fijamos en realidad es un poliedro que al ser hinchado adquiere la forma bastante
esférica. La siguiente actividad consiste en la construccion del poliedro que dara

forma a un balén de futbol. Este poliedro es un icosaedro truncado.
1) En primer lugar debemos partir de un =
icosaedro: poliedro formado por 20 triangulos @
equilateros. En el siguiente enlace se puede
observar como se construye el icosaedro
partiendo de su descomposicion. Dibujar la
descomposicion en una cartulina %

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a2/lcosaedro desarrollo.gi
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2) Podemos observar, que en cada vértice se unen cinco triangulos, el siguiente
paso consiste en convertir cada vértice en un pentagono. Para ello deberemos
cortar cada esquina a la misma distancia del vértice, esta distancia serd igual

a un tercio del lado cada triangulo.

De esta manera, podemos observar que en los centros de
los tridngulos vamos obteniendo hexagonos regulares, es
decir, que el poliedro que vamos buscando estara formado

por 12 pentagonos regulares y 20 hexagonos regulares.

Actividad 5: En las carreras de atletismo de 400 m, se observa que en la posicidn de

partida de cada atleta esta adelantada respecto a la del corredor de su izquierda.
Estas diferencias en las posiciones son debidas a la construccion geométrica de la
pista. Una pista de atletismo estandar esta formada, en su parte interior, por dos
rectas de 84,39 m, y dos semicircunferencias de 36,50 m de radio. La pista tiene 8
calles de 122 cm de anchura cada una. La meta se encuentra al final de una recta, y

las vueltas se dan en sentido contrario a las agujas del reloj.

1) Con los datos mencionados, écudl serd la compensacidon que hay que dar al

corredor de la calle 2 respecto al de la calle 1?
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Los tramos rectos son los mismos para todos los corredores, la diferencia reside
en los tramos curvos. El corredor de la primera calle recorre en los tramos

Curvos:
Long.curva=2-n-r=2-m-3650 =229,34m

El corredor de la segunda calle, recorre la misma distancia en los tramos rectos,
pero los tramos curvos de su calle tienen un mayor radio por lo que la longitud
gue recorreria si empezaran en la misma posicién seria mayor. La longitud de la

circunferencia (suma de los dos tramos curvos) de la segunda calle sera:
Long.curva=2-w-r=2-nm-(3650+1,22) =237m

La diferencia entre la distancia en las curvas, que debe recorrer el atleta que
corra por la calle 2 (237m) y el que corra por la calle 1 (229,34 m) es de 7,66m.
Por tanto el corredor de la calle 2 deberd comenzar 7,66 m adelantado

respecto a la posicion inicial del corredor de la calle 1.

2) ¢éCual sera el angulo comprendido entre los radios que pasan por la posicion

de salida del corredor de la calle 3 y el de la calle 5?

En primer lugar debemos calcular la longitud del arco de circunferencia

comprendida entre las dos posiciones de salida mencionadas:

La diferencia que existe es debida a dos posiciones, por lo que la compensacion
sera:

ArcoCalle3—CalleS =2- 7,66 = 15,32m
El angulo correspondiente a este arco de circunferencia es:

2 rad

Angulocgiies—caites = 15,32mxm = 0,42rad

3) éCuantos corredores como maximo pueden competir a la vez en esta prueba?

Como maximo podran competir 8 corredores a la vez en la prueba de velocidad

de 400 m.
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3.3. OPTIMIZACION MATEMATICA (Los Autobuses en Valladolid)

3.3.1. Objetivos didacticos de este tema

v A lo largo de este tema se va a realizar una introduccion a la programacion
lineal. Segun el Real Decreto 1467/2007 por el que se regula el curriculo de
Bachillerato, este contenido se incluiria en la asignatura de Matematicas

aplicadas a las Ciencias Sociales II, en el bloque de Algebra.

v Capacidad de los alumnos para transformar la informaciéon verbal en lenguaje
matematico. Interpretacion y de un texto y extraccién de la informacion
relevante dentro de un texto, comprendiendo su significado y reflejandolo en
expresiones y relaciones matemadticas para modelar matematicamente un

problema real.

3.3.2. Introduccion motivadora

En la vida se nos presentan numerosas situaciones en las que debemos tomar

decisiones basdandonos en la maximizacién de beneficios, o minimizacién de costes.

En Valladolid existen 25 lineas de autobuses urbanos. Para organizar de forma éptima
el numero de lineas necesarias, los trayectos que deben realizar, las frecuencias de
cada una de ellas, los costes, ha sido necesario el trabajo de numerosos ingenieros y
matematicos, entre otros profesionales, durante mucho tiempo. Nosotros, por tanto,
no nos encontramos en condiciones de resolver un problema tan complejo como el

que aqui se presenta.

A la hora de realizar un viaje por Espafa, nos planteamos qué combinacion de medios
de transporte emplear para minimizar el tiempo de trayecto, o los gastos que el viaje

conlleva.

Cualquier empresa, al inicio de la temporada, debe planificar cémo va a sacar al
mercado sus productos, qué ofertas seran mds rentables en cada época, qué
combinaciones de productos serdn mas ventajosas para el negocio, entre otras muchas

decisiones.
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Existen por tanto un gran nimero problemas de optimizacidn que se encuentran a
nuestro alrededor. A lo largo de este trabajo realizaremos una serie de actividades que
nos permitirdn descubrir diferentes ambitos de la vida en la que podemos hacer uso de
la optimizacion matematica, en concreto la programacién lineal, para la toma de

decisiones.

3.3.3. Desarrollo del tema

La programacion lineal es un procedimiento o algoritmo matematico mediante el cual
se resuelve un problema indeterminado, formulado a través de un sistema de

inecuaciones lineales, optimizando la funcidon objetivo, también lineal.

Consiste en optimizar (minimizar o maximizar) una funcién lineal, denominada funcién
objetivo, de tal forma que las variables de dicha funcion estén sujetas a una serie de

restricciones que expresamos mediante un sistema de inecuaciones lineales.

Actividad 1: Realizar una lista con los aspectos que consideren mas relevantes a la
hora de disefar de una linea de autobus. ¢{Qué observaciones harias para la

recopilacién de datos?

A la hora de plantearnos el disefio de una linea de autobuses, tendriamos que tener en

cuenta una serie de aspectos entre los que podrian destacar:

v" Lugar de partida y de llegada de la linea. Trayectoria que va a realizar para unir
esos dos puntos, teniendo en cuenta los sentidos de circulacidon de las calles.
Qué lugares de interés existen a lo largo del trayecto de la linea.

v" Numero de paradas que va a realizar. Para ello se tendrd en cuenta los lugares
gue conecta, el resto de lineas de autobuses con las que va a coincidir a lo largo
de la trayectoria para facilitar el transbordo de unas lineas a otras. Las paradas
deberan situarse teniendo en cuenta que minimicen la distancia maxima que
debe caminar cada usuario para llegar a una de ellas. Se sabe que cuanto
mayor es el nimero de paradas, menor es el recorrido que debe hacer cada
persona para llegar a una de ellas, sin embargo el aumento de paradas provoca
mayor duracién en los recorridos, se observa que existen diversos factores que

influyen en la determinacién éptima del nimero de paradas.
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v" Frecuencia de los autobuses. A la hora de determinar la frecuencia, uno de los
factores a tener en cuenta serd el nUmero de usuarios que se estima que va a
hacer uso de la linea, el coste que supone la inclusion de un mayor nimero de
autobuses de una misma linea, etc.

v' Tipo de autobls que se empleard, simple de alrededor de 95 plazas, o
articulado con una capacidad de unas 146 personas. En intima relacion con el
apartado anterior.

v Costes de usuario, entre los que se tendran en cuenta, el tiempo que tarda en
llegar a la parada, tiempo que debe esperar hasta que llegue el autobus,
tiempo que tarde el autobus en realizar el trayecto deseado, tiempo que tarda
el usuario en llegar de la parada del autobus a su destino (si no se tienen en
cuenta transbordos).

v" Los costes de operacion estaran relacionados con el nimero de vehiculos que
circulan por la via de estudio en un momento determinado, y con los ingresos
del conductor que se podrian considerar proporcionales al numero de

pasajeros.

Se puede observar como existen numerosas relaciones entre todas las variables que
afectan al disefio de una linea de autobus. Sin embargo la mayoria de estas
relaciones no son lineales por lo que no seria posible resolverlas mediante el método

de programacion lineal que vamos a ver a continuacion.

Actividad 2: Analiza las lineas 1 y 5 de Valladolid. En cada una de ellas se observan
diferencias en las frecuencias de los autobuses y en las distancias entre las paradas
que forman su recorrido. ¢A qué se pueden deber estas diferencias? ¢En qué zonas

las paradas se encuentran mas préximas unas de otras?

Actividad 3: Conseguir la satisfaccion de un usuario de autobuses urbanos depende
de diversas variables. Es habitual escuchar quejas de los usuarios respecto a la
duracion de los trayectos, o respecto al nimero de paradas a lo largo de una linea.

Con esta actividad vamos a analizar algunos de estos aspectos:
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Se desea maximizar el nimero de pasajeros satisfechos que hacen uso de una linea

de autobus de tu ciudad.

Este numero de pasajeros satisfechos se relaciona con tres variables de la siguiente

manera:

Cuanto mayor es el recorrido que realiza un autobuis a mas ciudadanos puede
dar servicio. De esta forma existen 60 potenciales pasajeros satisfechos por

cada kildmetro de recorrido de la linea de autobus (Lg).

El trayecto del autobus en si mismo no ofrece un servicio. Para que un
ciudadano pueda hacer uso del autobus, debe disponer de una parada
cercana. La correcta distribucion de las paradas permite reducir la distancia
que los pasajeros deben recorrer hasta las mismas. Un mayor nimero de
paradas significa una distancia menor a recorrer y un ciudadano mas
contento. Se estima que por cada parada del trayecto (Np) existen 10

pasajeros potencialmente satisfechos.

No todo aumento de las variables hace feliz al usuario. Una excesiva duracion
del trayecto suele suponer un factor negativo en la satisfaccion del pasajero.
En ese sentido se estima que por cada hora que dure el trayecto (TR)
disminuye el nimero de pasajeros satisfechos en 50 personas. La duracién del
trayecto (Tg) depende asi mismo de la longitud total de la ruta y del nimero
de paradas. Considerar que el autobts viaja a una velocidad media entre
paradas de 40 km/h, y que el tiempo en cada parada es de 2 minutos (este
tiempo incluye ya la estancia y los tiempos de aceleracion y deceleracion

asociados a cada parada).

Existen una serie de restricciones relativas a la relacién entre la longitud del

recorrido (Lg ) y el numero de paradas (Np) a lo largo del mismo. Se pretende evitar

que las paradas estén innecesariamente juntas o excesivamente separadas. De esta

forma la longitud del recorrido (Lr) debera ser mayor o igual a un sexto el numero de

paradas (Np) y menor o igual a dos quintos este nimero de paradas (Np).
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Como restriccion adicional, el tiempo del recorrido (Tg) desde la primera parada

hasta la ultima, no debe superar una hora.

1)

2)

3)

Plantear la ecuacion que relaciona el numero de pasajeros satisfechos con las
variables longitud de recorrido (Lz en kildmetros), nimero de paradas (Np) y

tiempo de recorrido (T en horas).

Si denominamos S al niumero de pasajeros satisfechos, su relacidn con las

variables mencionadas sera:

Mediante la relacion que existe entre las tres variables, plantear la funcién
objetivo en funcién Gnicamente de la longitud del recorrido y del niimero de

paradas.

LR
40 km/h

La relacion que existe entre las tres variables es: Ty = + 2"+ Np,

pasando todas las unidades a kildmetros y a horas:

_LR(km)+2 -
R 40 km/h go (W Ne

Sustituyendo en la ecuacién del apartado anterior:
§=60-Lg+10-Np—50- (2 +2-N,)

(5= (60-3) ta+ (10-) 1)

Plantear las restricciones que se plantean para las variables longitud del

recorrido y niumero de paradas.

Las restricciones impuestas por el problema son las siguientes:

"Np < Lp | (R1)

L2 Np | (R2)
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L

_Lr, 2 (12
Te=12+2-Np<1- [LRS4O (1 . Npa (R3)

Por motivos evidentes consideramos que todas las variables son positivas.

4) Representa graficamente cada una de las regiones delimitadas por las

restricciones.

Si representamos en el eje de ordenadas la Longitud del recorrido y en el eje de

abscisas el niumero de paradas, obtenemos la siguiente representacion:

5) El conjunto interseccion, de todos los semiplanos formados por las
restricciones, determina un recinto, acotado o no, que recibe el nombre de
validez o zona de soluciones factibles. El conjunto de vértices del recinto se
denomina conjunto de soluciones factibles basicas y el vértice donde se

presenta la solucion 6ptima. Calcula las soluciones factibles basicas.

Los vértices de la regidn factible son el A y el B. Calculando sus coordenadas

obtendriamos:

A se obtiene de resolver las restricciones R1 y R3, obteniendo el punto de
coordenadas (23,92), es decir que este recorrido tendria 23 paradas y tendria

una longitud de 9’23 km.
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6)

7)

8)

El punto B se obtiene de resolver las restricciones R2 y R3, las coordenadas del
punto obtenido serdn redondeando (27,4’5), es decir un recorrido de 27

paradas con una longitud maxima de 4’5 km.

Calcula en cada caso la duraciéon completa de la ruta (Tg).

(Toyp =M 2 gy oy, =220 2 g3

R4 ™40 km/h ~ 60 P740 "60 °7 T
Lg (km) 2 4's 2 B

(TR)B——LI_Okm/h-I-%(h) NP—E-I—% 27 =1h

Por ultimo, calcula los valores que se obtendrian de la funcion objetivo
(nimero de personas satisfechas) en cada uno de los casos anteriores, y
determina cudl es la soluciéon éptima (combinacion de nimero de paradas y

longitud de recorrido que maximiza el nimero de personas satisfechas).
Sustituyendo el punto A (23,9°2) en la funcién objetivo se obtiene:
Sy =60-9'2+10-23 -50-1= 732 personas satisfechas
Sustituyendo el punto B (27,4’5) en la funcidn objetivo se obtiene:
S=60-4'5+10-27 — 50 = 490 personas satisfechas

Por tanto la solucion final del problema seria realizar un recorrido de 9’2 km de
longitud, en el que se realicen 23 paradas, y con ello se consequirian 732

personas satisfechas.

Si todas las paradas estuvieran equiespaciadas a lo largo del recorrido del

autobdus, équé distancia separaria cada una de ellas? Analiza los resultados.

Con la solucién obtenida, se tiene que las paradas se encontrarian a 400 m de
distancia unas de las otras. Si realizamos una comparacion con la situacion real
de nuestra ciudad, encontramos que por la zona del centro las paradas de
autobus se encuentran considerablemente mas préximas entre si que en el

resto de las zonas. Como es evidente, en una linea que atraviese la ciudad, las
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paradas no van a estar en todo el recorrido espaciadas de la misma manera. Es
necesario analizar los nucleos de poblacién y los puntos de interés para realizar

una buena distribucién de las paradas.

Como ya hemos comentado, existen numeras variables que influyen a la hora
de disefar una linea de autobus, y mas aun en el disefio de todo un sistema
de autobuses de una ciudad. Con esta actividad se ha pretendido dar una
vision simplificada de una hipotética situacion en la que se pone de
manifiesto como un modelo matematico puede ser de utilidad para resolver

una situacion real.

Actividad 4: Vuestro instituto va a organizar una excursion en la que pueden
participar 400 alumnos. La empresa de transporte tiene 8 autobuses de 40 plazas y
10 de 50 plazas, pero solo dispone de 9 conductores. El alquiler de un autocar grande
cuesta 800 € y el de uno pequeno 600 €. Calcular cuantos autobuses de cada tipo hay

que utilizar para que la excursion resulte lo mas econdmica posible para la escuela.

Actividad 5: Una compaiia de viajes utiliza dos autobuses A y B para realizar
excursiones turisticas. La compaiiia planifica la temporada estimando que realizara,
entre los dos autobuses, al menos 60 viajes, aunque no puede ocuparse de mas de
200 excursiones. El programa de revisiones de los autobuses impone que el autobus
A no puede hacer mas de 120 viajes, aunque debe realizar al menos los mismos
viajes que el autobus B. Si en cada trayecto el autobis A consume 300 litros de
combustible y B consume 200 litros, écuantos viajes debe hacer cada autobus para

que el consumo sea minimo?

Actividad 6: Una empresa juguetera manufactura trenes y muiecas de madera en
sus dos talleres dedicados a carpinteria y a pintura. Cada muiieca se vende a 27
euros y tiene un costo de 24 euros. Cada tren se vende a 21 euros y tiene un costo de
19 euros. Una muiieca requiere 2 horas de trabajo de pintura y 1 hora de carpinteria,
mientras que cada tren requiere 1 hora de pintura y 1 hora de carpinteria. Cada
semana el taller de pintura dispone de 100 horas y el de carpinteri de 80. Teniendo
en cuenta que los pedidos de muiecas no superan las 40 unidades por semana, {Qué

produccién debe tener el taller para maximizar sus ganancias?
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Actividad 7: Con el comienzo del curso se van a lanzar una oferta de material
escolar. Unos almacenes quieren ofrecer 600 cuadernos, 500 carpetas y 400
boligrafos para la oferta, empaquetandolo de dos formas distintas: en el primer
bloque pondran 2 cuadernos, 1 carpeta y 2 boligrafos; en el segundo, pondran 3
cuadernos, 1 carpeta y 1 boligrafo. Los precios de cada paquete serdn de 6,5 euros y
7 euros, respectivamente. ¢{Cuantos paquetes les conviene hacer de cada tipo para

obtener los maximos beneficios?
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4. CONCLUSIONES

La finalidad de este trabajo era seleccionar una serie de temas y materiales para
mostrar una serie de propuestas diddcticas que permitieran atraer la atencién de los
alumnos hacia las Matematicas, desde el descubrimiento de su utilidad en diversos

campos presentes en el Planeta Tierra.

Se ha pretendido desarrollar con mayor profundidad tres de los once temas
planteados, con el objetivo de dar una muestra de lo que conllevaria este trabajo
puesto en practica. En todo caso se ha permitido compaginar diferentes aspectos
curriculares de secundaria y de Bachillerato con la experimentacidn, investigacion y

trabajo en grupo de un modo grato y participativo.

Se trata de conseguir que los alumnos desarrollen sus capacidades, procesos légicos y
en definitiva su intelecto para afrontar su siguiente evolucion educativa y/o futuro

profesional.

La puesta en practica de esta propuesta didactica va dirigida a todos los alumnos,
tanto a aquellos que son mas aplicados como para los que presentan ciertas
dificultades en la materia. Con ella, se pretende que todos los alumnos vean de otro

modo las matematicas, mas cercanas, mas aplicables y necesarias.

La experiencia reciente de “Concurso de las Matematicas del Planeta Tierra” ha
mostrado una gran acogida por parte de alumnos y profesores. Todos ellos muy
satisfechos y gratificados por el trabajo realizado y las experiencias vividas a lo largo

del desarrollo del trabajo.
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5. VIAS DE DESARROLLO FUTURO

Las posibilidades que abre este trabajo son las siguientes:

v' Puesta en practica de los trabajos planteados. Mi propuesta consistiria en

realizar una serie de observaciones a lo largo del proceso con la finalidad de

corregir aquellos aspectos susceptibles de ser mejorados.

1)

2)

3)

4)

Realizacion de un analisis riguroso sobre la acogida que tiene la propuesta
entre los estudiantes de diferentes cursos de un instituto. Se analizara si los
alumnos muestran mayor motivacion por la asignatura, o si los alumnos se
muestran receptivos ante la propuesta de realizar trabajos extraescolares

para profundizar en un tema concreto.

A medida que avance el curso, el profesor realizara un estudio en el que se
muestre si las actividades previamente propuestas son factibles, ya sea por
el grupo de alumnos en concreto que esta desarrollando el trabajo, o por
las condiciones externas que puedan influir. Se analizara si la duracién de

los trabajos se encuentra acorde con la planificacion.

Se realizara una comparacion entre clases del mismo nivel, en las que en
una de ellas se haya puesto en prdctica esta propuesta didactica y en la otra
me mantenga la metodologia cldsica. Se estudiara tanto los resultados
obtenidos en ambos casos, como la reaccion de los alumnos ante la

asignatura.

Finalmente se solicitara a los alumnos que realicen un cuestionario sobre su
percepcion de la actividad realizada. Con esta encuesta se pretende conocer
la acogida que los alumnos han tenido a una nueva forma de impartir las
matematicas. Es importante saber cual es su opinidn sobre esta iniciativa,

asi como conocer sus propuestas de mejora.

v" Desarrollo méas en profundidad de cada uno de los temas propuestos en el apartado 2

de este Trabajo Fin de Master.
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v" Propuesta didactica para todas las unidades de un curso, ya sea de la ESO o de
Bachillerato. Realizar un planteamiento de trabajos de introduccién a cada tema en los

que se pongan de manifiesto la importancia de las Matematicas en el Planeta Tierra.
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