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SUMMARY

Mathematical Problem Solving is analysed from a position which attempts to study its implications for curricular
development in mathematics. The analysis begins by inquiring the assumption of Problem Solving as the axis
to develop this work while recognizing its currently relevance and the necessity of an increasing interconnection
between research and curricular development in this field, Such interconnection ¢an be seen in the recent works
of many researchers and it determines the so-called «postpiagetian paradigm». From the author’s perspective,
the studics of addition and subtraction problems represent 2 domain in which this paradigm is well exemplified

and from which we can learn a lot to improve both the curriculum and the teacher’s training.

1. INTRODUCCION

La resclucion de problemas como eje del desarrollo
curricular

Los estudios sobre la resolucion de problemas (R.P.)
han atraido la atencidn de los investigadores de los mas
variados campos en los tltimos 50 afios. 8i nos referi-
mos a la resolucion de problemas humanos, no sim-
ples, y al estudio de Jos complejos procesos que en ¢llos
subyacen desde una base de aceptacion de la necesidad
de ser explicitos sobre los mecanismos internos, sim-
bélicos, que se ponen en juego, olvidandonos por tan-
to de los enfoques conductistas que tendian a presen-
tarlos meramente como ejemplos de aprendizaje, se
suele considerar ¢l afio 1936 como una fecha clave pa-
ra ¢l desarrollo del tema desde una perspectiva cogni-
tiva, relacionada con la teoria del procesamiento de la
informacion {Newel y Simon, 1972) aunque habria que
resaltar también, en una perspectiva andloga, [os and-
lisis neuropsicolégicos de los procesos intelectuales di-
rectamente implicados en la R.P. realizados por Luria
y sus colaboradores en la Unidn Soviética desde la dé-
cada de los cuarenta {Luria y Tsvetkova 1981),

En el campo de la educacién matematica, sin embar-
go, v debido al casi nulo desarrollo material e investi-
gador del mismo, no es hasta la pasada década cuan-
do se comienza a estudiar sisteméticamente la R.P. v
sus implicaciones curriculares. En Iz actualidad la R.P.
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de matematicas es ciertamente el tema de moda entre
los tedricos y préacticos interesados por la ensefianza
de las matemadticas v los siguientes datos avalan su con-
sideracién como ung «corriente educativan:

— EIN.C.T.M. norteamericano (Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas) sifiia como primer {tem en
su lista de recomendaciones para la década de Jos 80
la idea de que la R. P, debe ser el eje de la matemética
escolar, el principal objetivo de la ensefianza de las ma-
tematicas {Shufelt v Smart 1983} y dedica el libro del
afio 1980 integramente al tema (Krulik y Reys 1980).

— La A.T.M. inglesa {Asociacidn de Profesores de
Matematicas), fundamentindose en el parrafo 249 del
informe Cockeroft (1982) que establece que la habili-
dad en R.P. es el corazon de las matematicas, elabora
un escueto documento en el que se afirma taxativamen-
te gue la R.P. podria y deberia reemplazar a la aritmé-
tica rutinaria como el tema principal en las clases pri-
marias (A.T.M. 1985},

— En las conferencias y congresos sobre educacién
materndtica las ponencias y comunicaciones relaciona-
das con la R.P. dominan claramente ¢] panorama tras
un lento proceso de incorporacién a los mismos, des-
plazando a las relacionadas con la «nueva mateméti-
ca» o el movimiento de «back to basics», Hay que re-
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cordar que con anterioridad at VI.C.M.E., en los cua-
tro congresos internacionales previos, apenas se tratd
¢l tema con cierta relevancia, aunque ya desde el [I
1.C.M.E. se encuentiran aportaciones al mismo, como
las de Polya {1973) o Biggs (1973}, asi como con diver-
s0s grupos de trabajo que lo abordan especificamente.

— Publicaciones, proyectos y centros de investigacion
relacionados con la R.P. en matematicas estdn apare-
ciendo continuamente desde mediados de 1a década pa-
sada y con apoyos econdmicos muy fuertes, destacan-
do los concedidos por el National Institute of Educa-
tion de los EE UU a diversos institutos de investiga-
cién especializados, Como muestra del esfuerzo tedri-
¢o realizado al respecto basta con citar la amplia bi-
bliografia elaborada por Schoenfeld (1983).

-~ Los resultados de las encuestas entre profesionales
y profesores de matematicas coinciden en sefialar la im-
portancia que se le debe asignar a la R.P. en los curri-
cutos de matematicas. Las conclusiones de diferentes
encuestas realizadas en los EE UU al respecto son 1o
suficientemente explicitas: hay un acuerdo total sobre
la necesidad de dar més énfasis a la R.P. en la mate-
mitica escolar, hay plena unanimidad sobre los obje-
tivos de la instruccién en R.P. y sobre las estrategias
apropiadas para los niveles elementales de escolaridad,
se prefiere metodoldgicamente la utilizacidn de los pro-
blemas como medios para desarrollar e introducir los
contenidos matemdticos y se establece que la R.P. es
importante para todos los alumnos, por lo que se debe
introducir desde las edades mas tempranas {Osborne
vy Karsten 1980),

Podemos, por tanto, afirmar con Schoenfeld (1985) que
el movimiento a favor de la ensefianza de [a R.P. co-
mienza como tal a finales de la década de los 70, fun-
damentado pedagégicamente en el rechazo tanto de la
«nueva matemadtica» o «matemdtica moderna» como
al intento de vuelta atrds que supuso el «back to ba-
sics». Pronto se comprendio, con respecto a este ulti-
mo movimiento, que dominar o fundamenta! no era
suficiente, sobre todo si se entendia por tal el énfasis
en los ejercicios y en la repeticion, el dominio de los
algoritmos y las operaciones bédsicas, pues los alumnos
tenian que ser capaces de pensar matematicamente vy
de poder resolver problemas compleios. La atencion
seenfocoenla R.P. yen la interpretacién de la misma
como objetive, como proceso y como destreza basica
{Branca, 1980), elabordndosc diferentes proyectos cu-
rriculares centrados en la R.P.

Como contraste, los alarmantes datos de los diferen-
tes informes internacionales sobre las limitadas capa-
cidades de los estudiantes puestas de manifiesto en el
trance de resolver problemas algo complejos, ademas
de servir de acicate a los recientes esfuerzos realizados
en las investigaciones sobre el tema, justifican plena-
mente el acentuado énfasis en su consideracidén como
¢je de la matematica escolar.

64

Sin embargo, la R.P. no es ni puede ser la panacea que
resuelva los complejos problemas que encierra la ta-
rea de ensefiar matematicas en la escuela actual. Si no
cabe ninguna duda de que constituyen el corazén de
las matemadticas, hay que tener presente que los pro-
blemnas se resuelven eficazmente por medio de la apli-
cacién de la teoria matematica apropiada, de los co-
nocimientos basicos (hechos, destrezas, conceptos, es-
tructuras conceptuales y estrategias generales) necesa-
rios. También es cierto que es precisamente ¢l deseo,
el interés por resclver problemas interesantes el que
puede provocar el aprecio por la teoria, por los cono-
cimientos, objetivo mas dificil de lograr pero de gran
valor educativo.

Aligual que la mera construccion de teorias (por ejem-
plo, las estructuras matematicas) sin ninguna relacién
con los problemas a los que pueden aplicarse no es una
actividad matematica juiciosa, sino una caricatura del
método axiomatico, caricatura en la que incurrid el mo-
vimiento de la «matematica moderna», la concentra-
cidon exclusiva en {a R.P. supone una deformacion de
los principios que subyacen en el método de descubri-
miento guiado en educacion v, sobre todo, una limita-
cion en el logro de objetivos que la matemética, como
conocimiento cientifico, puede aportar a ia educacién,
Las dos actividades, la de construccidn de conceptos
y estructuras vy 1a de R.P., son altamente complemen-
tarias la una de ka otra (Hilton 1977). De lo que se tra-
ta es de construir el cuerpo de conocimientos abstrac-
tos en un contexto de R.P., manteniendo un balance
equilibrado entre ambos aspectos complementarios, ¢l
instrumental y ¢l tedrico abstracto.

Sin embargo, el énfasis en la R.P. tiene en la actuali-
dad razén de ser, a pesar de las anteriores adverten-
cias, por ¢l predominio de una ensefianza marcadamen-
te formalista, resultante del movimiento dominante de
reforma en la década de los 60 (v, en nuestro pais, en
los 70). El profesorade no dispone de un listado sufi-
cientemente rico de problemas para abordar los con-
tenidos instructivos y, lo que es atin peor, no sabe en
muchas ocasiones ¢co6mo aplicar las teorias v los con-
ceptos que tienen que explicar, Por otra parte, la ausen-
cia casi total de problemas de bisqueda y de situacio-
nes abiertas de investigacion impide que se desarrollen
Jas estrategias heuristicas necesarias para la R.P. rea-
les e interesantes, que son, ademds, los que mejor mues-
tran el poder de un conocimiento sdlido de los concep-
tos, teorias y estructuras matemadticas.

Por todo elle, un enfoque instructivo amplio y propia-
mente didéctico de la R.P. que sepa integrarla.en el cu-
rriculo escolar debe considerar que se pueden v deben
emplear actividades de R.P. con objetivos muy diver-
sos, Tanto en la investigacion y descubrimiento de los
conceptos, como en su desarrollo y en la construccién
de estructuras asf como en la ejercitacién y prictica de
las mismas tiene sentido utilizar un enfogque centrado
en la R.P. Si los conceptos matemiticos se han ido
construvendo a lo largo de la historia como instrumen-
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tos para resolver determinados problemas, ;jpor qué en
¢l Ambito educativo no podemos efectuar la trasposi-
cién diddctica adecuada para que los estudiantes sien-
tan también su necesidad? Limitar el objetivo dela R.P.
al aprendizaje de heuristicas generales y especiales y a
la aplicacién de conocimientos previamente adquiridos
supone desvincularla del proceso de construccidn de los
conceptos y teorias matematicas, lo que conduce a con-
siderarla como un afiadido para hacer mas grata la ta-
rea de aprender matemdticas, como un caramelo que
endulza las labores arduas. 'Y no se trata de eso.

Si se pretende organizar el curriculo de matematicas
en torno a la R.P., ésta debe poder jugar un papel en
todas v cada una de las actividades del aula de mate-
maticas. Lo que hay que demostrar es que tal plantea-
miento es factible y para ello es preciso, como mini-
mo, que se cree en las aulas un ambiente de trabajo
en ¢l cual puedan ralizarse efectivamente actividades
de R.P. y que se disponga de materiales curriculares
apropiados para ello. En este sentido, la evolucidn pa-
ralela de las investigaciones sobre R.P. junto con el de-
sarrollo de proyectos curriculares centrados en la mis-
ma presenta unas caracteristicas claramente promete-
doras con vistas al futuro-presente. Como vamos a ver
en los préximos apartados, dicha evelucion va en la
linea de favorecer un planicamiento mucho mis inte-
rrelacionado entre las investigaciones y el desarrollo
curricular.

2. LAS INVESTIGACIONES Y ESTUDIOS EN
R.P: HACIA UN NUEVO PARADIGMA DE
INVESTIGACION

Volviendo la vista atrds, hay que reconocer que la
primera llamada seria de atencidn dirigida a conside-
rar la R.P. como un tema de interés central para el pro-
fesorado y el estudiante de matematicas en los niveles
supertores de escolaridad (Bachillerate y Universidad)
la constituys el «How to solve it» de Polya, cuya pri-
mera edicion data de 1945 (Polya 1982). Mds de 10 edi-
ciones del libro en castellano hasta la actualidad ga-
rantizan su popularidad y su influencia. Su trabajo se
centré especialmente en la utilizacién de un conjunto
bien seleccionado de problemas para fomentar su efec-
tiva resolucidn y la aplicacion de procesos heuristicos
generales en la resolucion de los mismos. Los estadios
que Polya propuso como necesarios para una correcta
R.P.: comprension del problema, concepcion de un
plan, ejecucién del plan y la visién retrospectiva, jun-
to con las preguntas que todo resolutor debe hacerse
en cada una de las fases, se convirtieron desde enton-
ces en punto de referencia ineludible de todo trabajo
al respecto.

Este simple modelo de lo gue ocurre durante la R.P.
puede servir, y asi se ha utilizado en numerosas oca-
stones, come un esquema para deducir modelos e in-
cluso materiales de instruccién y evaluacién. Asf, por
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ejemplo, LeBlanc y sus colaboradores (1980) propo-
nen un modelo instructivo para la R.P. en las escuelas
elementales basado literalmente en las ideas de Polya.
Algo muy similar es lo que propone Fennell (1983}, al
referirse también a la R.P. en los grados primarios.
Otros autores abegan por su utilizacién para etaborar
una guia de R.P. puesta a disposicion del alumnado,
siempre y cuando éste la necesite, hasta que la vayan
interiorizande paulatinamente. Asi por ejemplo, Char-
les y Lester (1982} proponen una guia ¢laramente de-
ducida del modelo de Polya, y especifican al méximo
la labor docente a realizar por el profesorado antes,
durante y después de la reselucion del problema pro-
puesto, indicando diez acciones de ensefianza para la
R.P. y el prop6sito de cada una de ellas. Por su parte,
en el ambito de la evaluacidén, las aportaciones de
Schoen y Oemhke (1980), al desarrollar el lowa Pro-
blem Solving Test, ¢ de nuevo las de Charles y Lester
{1982), al presentar un sistema de puntuacién para eva-
luar el trabajo de los estudiantes en la R.P., ejemplifi-
can las virtualidades y deficiencias al respecto del mo-
delo de Polya (relativas a la dificultad de evaluar la se-
gunda fase, la de elegir la estrategia adecuada).

En el ambite mas estricto de la investigacion, su in-
fluencia se deja notar en ¢bras clave como la editada
por Goldin y McClintock {1984) en torno al andlisis es-
pecifico de las variables sintdcticas, de contenido y de
contexto, estructurales y heuristicas que inciden en la
dificultad de las tareas matematicas. Analisis que po-
ne de manifiesto 1a utilidad del conocimiento y del con-
trol de estas variables por parte del profesorado para,
por ejemplo, crear problemas de estructura matemati-
ca isomorfica variando la sintaxis, el contenido y el con-
texto (Caldwell 1984).

De la popularidad e influencia de su obra da buena
muestra también el hecho de que haya sido traducido
va en 1959 al ruso ¥ sea uno de los escasisimos autores
occidentales citado per los estudiosos del aprendizaje
y de la enseftanza de las matematicas en dicho pais. En
la obra de Menchinskaya y Morg {1975) sobre cuestio-
nes relacionadas con los métodos y la psicologia de la
ensefianza de la aritmética en los niveles elementales
de escolaridad, publicada en 1965, se dedica un capi-
tulo completo al tema de la R.P., proponiendo una se-
rie de reglas que coinciden claramente con las de Pol-
va, aunque las hayan deducido de sus investigaciones
en la escuela soviética. '

Otra muestra mucho mas reciente de su influencia la
encontramos en la obra de Papert (1981). Si bien este
autor nos presenta en su «Desafio a la mente» una uto-
pia educacional de lo mas atrayente, basada en una in-
terpretacion rigurosa de la teoria epistemolégica y psi-
cologica de Piaget v en las aportaciones de la Inteli-
gencia Artificial, aqui nos interesa destacar el hecho
de que las heuristicas generales para la R.P., que se-
giin Polya se deben ensefiar, se prestan maravillosamen-
te a ser concretadas en su geometria de la tortuga. Se-
gin Papert, la mejor manera de explicar a Polya a
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los estudiantes es dejar que aprendan en la computa-
dora dicha geometria pues ésta suministra excelentes
oportunidades de practicar heuristicas como, por ejem-
plo, la de buscar un problema més simple. Si no se ha
conseguido hacer arraigar lo suficientemente las ideas
de Polya en los sistemas educativos es por la escasez
de buenas situaciones en donde los alumnos puedan en-
contrar ¢ interiorizar modelos simples y convincentes
de conocimiento heuristico y de ahf que la propuesta
de Papert no vaya en la linea gue comentabamos ante-
riormente, la de utilizar explicitamente el esquema de
Polya para ¢laborar modelos y materiales educativos,
sino que lo que nos propone es «poner el consejo de
Polya con los pies sobre la tierra». Esto es, nos pre-
senta la geometria de la tortuga como terreno intro-
ductorio ideal para el aprendizaje del pensamiento heu-
ristico, para el ejercicio de los principios de Polya, da-
do que la matemdtica escolar, aungue elemental en tér-
minos de su contenido aritmético, es una materia rela-
tivamente avanzada para el ejercicio de los mismos.

Ng le falta razén en gste punto a Papert, como lo mues-
tra por otra parte el hecho de que la mayorfa de las
aplicaciones del modelo de Polya se hayan referido a
niveles superiores de escolaridad, aunque opino, y nues-
tro trabajo pretende entre otras cosas demostrarlo (3,
gue minusvalora las posibilidades de ejercitar dichos
principios en situaciones de aprendizaje que no exijan
el concurso de las potentes computadoras que utilizan
el lenguaje LOGQO. Con sencillos y asequibles materia-
les manipulativos se pueden plantear verdaderos pro-
blemas que requieran la utilizacidn implicita de la ma-
yoria de las heuristicas citadas por Polya, siempre v
cuando s¢ utilicen en un contexto que favorezca la ejer-
citacion de los procesos de razonamiento ldgico-
matematico vy la reflexién sobre los mismos, ademds
de no estar mediatizade por la cobsesién de lograr la
respuesta correcta al problema planteado.

La obra de Polya tuvo una influencia importante en
nuestro pais, especialmente en los trabajos del ilustre
pionero que fue Puig Adam, Ya en 1959, al plantear
su puntto de vista cibernético sobre el problema de los
problemas {(Puig Adam 1985), criticd la insuficiencia
y generalidad de los consejos de Polya: «todo cuanto
se llega a sacar de esta metodologia cldsica de los pro-
blemas es una clerta costumbre de trazar, de tender ca-
minos que enlacen 1a solucién buscada a las premisas
establecidas en la red mds o menos vasta de implica-
ciones logicas en que estdn inmersas. Perc a medida
que el campo se ensancha y los puntos de partida v de
llegada se alejan de las perspectivas corrientes, estos
sablos consejos metodoldgicos muestran una insuficien-
cia a su generalidad». Por ello valora mucho mas las
aportaciones de Polya recogidas en su estudio sobre el
razonamiento plausible en matematicas (Polya 1966),
pues en ella el razonamiento implicativo, para el que
son titiles los consejos de su «How to solve itn, cede
su lugar al razonamiento plausible fundado en la in-
duccidn, en la analogia, en la inferencia, etc... De to-

66

das formas, en toda su obra diddctica {(Puig Adam
1936, 1960} es patente el acuerdo general de sus plan-
teamiento pedagdgicos con los de Polya.

Mas recientemente, y en nuestro pafs, se aprecia tam-
bién la incidencia de la obra de este autor en los traba-
jos del grupo Cero de Valencia asi como en los intere-
santes estudios de Miguel de Guzman. En el disefio cu-
rricular propuesto para alumnos de 12 a 16 afios por
el Grupo Cero de Valencia (Grupo Cero 1985) se enfa-
tiza la importancia de las estrategias de ia R.P. y de
las capacidades basicas que se consolidan mediante la
actividad matemadtica: generalizar, abstraer, hacer hi-
potesis y someterlas a pruebas, explorar, tomar deci-
siones, propener ideas nuevas, hacer frente a situacio-
nes problematicas con la confianza de que pueden ser
comprendidas y, en su caso, resueltas. Por su parte,
Miguel de Guzman (Guzman 1986), al plantearse el pro-
blerna de la utilizacién de juegos en la ensefianza y tras
seftalar la semejanza de estructura entre el juego y la
matematica {de manera similar a como lo hace Gallag-
her, 1980), presenta un esquema para favorecer el de-
sarrolio heuristico a través de los juegos basado tam-
bién literalmente en las fases o estadios propuestos por
Polya. Los reinterpreta para mostrar la semejanza de
actitudes que se dan en la resolucién de un puzzle o
de un juego y en la de un genuino problema matematico
y como la mayoria de los habitos adecuados para la
tarea escolar podrian adquirirse con ejemplos escogi-
dos de juegos.

Lo escrito hasta ahora es suficiente para mostrar la per-
sistente y perdurable influencia a lo largo de los anos
de las iniciales y germinales aportaciones de Georges
Polya asi como la popularizacidn de sus ideas en to-
dos los paises desarrollados. Sin embargo, los enfoques
curriculares centrados en su modelo se han mostrado
insuficientes en, al menos, dos ambitos de actuacion:
los aspectos metacognitivos de las conductas de R.P.
y la aplicacion de las destrezas de R.P. a situaciones
reales en las que se dispone de una variedad de recur-
s0s ajenos {calculadoras, libros, otros estudiantes y pro-
fesores asistentes...).

Comeo afirman Schoenfeld (1979, 1982, 1983) v Garo-
falo v Lester (1985), la instruccién en R.P. de mate-
maticas se ha centrado fundamentalmente hasta la fe-
cha, y con un éxito cuestionable, en las heuristicas o
tacticas de resolucion. A su juicio, gran parte del esca-
50 éxito de los enfoques anteriores reside en el hecho
de que las conductas directivas o estratégicas han sido
demasiado ignoradas. Schoenfeld entiende por ello las
decisiones que tienen un impacto central en la direc-
cidon de busqueda de la solucidn y en Ia localizacidn de
los propios recursos duranie el proceso de R.P. v su
argumentacién no puede ser mds contundente: inclu-
s0 si tenemos éxito al adiestrar a nuestros alumnos en
la aplicacidn de cada una de las estrategias heuristicas,
no podemos esperar un rendimiento mejor de los mis-
mos cuandoe los evaluemos utilizando una amplia va-
ricdad de problemas que requieran distintas heuristi-
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cas. Deben ser capaces de seleccionar los medios ade-
cuados para cada problema y si carecen de esa habili-
dad no pueden obtener beneficios de sus recursos heu-
risticos. Por ello, los curriculos orientados «inetacog-
nitivamente» hacen mucho hincapié en la discusién en-
tre estudiantes, en el pensamiento sobre los procesos
de resolucién v, en general, en la toma de conciencia
de los mismos procesos.

La segunda insuficiencia que se pone de manifiesto al
revisar los estudios sobre la ensefianza de las estrate-
gias heuristicas generales ¢ especiales se refiere a su apli-
cacién en situaciones reales. Las aportaciones de Lesh
y sus ¢olaboradores (1980, 1982, 1983, 1685) han sido
decisivas al respecto. Los dos proyectos que han desa-
rrollado hasta la fecha, el Applied Problem Solving
(A.P.8.) y el Rational Number Project (R.N.}, son inu-
suales entre los relacionados con la R.P. porque sur-
gen de sus investigaciones scbre la formacién de con-
ceptos, en vez de partir del desarrollo de un enfoque
instructivo o de la investigacion sobre R.P. propiamen-
te dicha. Esto es, pretenden trazar ¢l desarrollo de de-
terminadas ideas matematicas e identificar caracteris-
ticas de las tareas que influyen en la habilidad para uti-
lizarlas en situaciones particulares, Un intento central
del A,P.S. es el de procurar responder a la siguiente
pregunta: mds alla del hecho de «tener» una idea, ;qué
es lo que le permite a un estudiante promedio utilizar-
la en situaciones de la vida cotidiana? Para ello parten
de la base que los procesos mas importantes de R.P.
aplicados contribuyen significativamente tantc a la
comprensién como & la utilizacién de las ideas mate-
méticas, No es necesario que los estudiantes aprendan
primero una idea, luego algunos procesos generales de
R.P. (como asumen, implicitamente, los anteriores en-
foques) y, finalmente, utilicen la idea y los procesos
en situaciones reales, Mas bien se da una interaccion
dinamica entre el contenido de las ideas matematicas
y los procesos empleados para resolver problemas ba-
sdndose en esas ideas,

Una hipdtesis como la anterior, que asumimos plena-
mente, tiene implicaciones curriculares determinantes,
En primer lugar, porque es muy poco probable que las
aplicaciones y la R.P, sean bien aceptadas en las es-
cuelas, a menos que el profesorado se convenza de que
juegan un papel destacado en la adquisicién de ideas
matematicas, y de que pueden y deberian utilizarse co-
mo un contexto en el que tenga lugar el aprendizaje
de conceptos matematicos. En segundo lugar, porque
dado que los procesos, destrezas y comprensiones ne-
cesarias en las aplicaciones de las matemdticas en la vida
cotidiana no son necesariamente las mismas que Ias des-
tacadas por los lideres del movimiento a favor de la
R.P. en las escuelas (Lesh ¥ Akestrom 1982), un énfa-
sis adecuado en la ensefianza de las aplicaciones de las
matemdticas puede requerir que algunos topicos se in.
serten en ¢l curriculo, mientras que otros se deben re-
tirar, En tercer lugar, porgque como los problemas de
los textos difieren significativamente de sus imdgenes
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en ¢l mundo real, tanto con respecto a su grado de di-
ficultad como en los procesos necesarios para su reso-
lucidn vy en los tipos de errores cometidos con mayor
frecuencia, es preciso desplazar el énfasis desde los pro-
cesos generales (pero débiles) independientes del con-
tenido hacia los poderosos procesos de resolucidn re-
lacionados con este contenido. Por ultimo, y en cuar-
to lugar, porque la interpretacion de situaciones rea-
les, al utilizar ideas matemadticas, constituye una gran
parte de lo que se entiende por comprensién matems-
tica y la creacidn, modificacion y adaptacion de los mo-
delos empleados para filtrar, organizar ¢ interpretar la
informacién gque sea mas Gtil para encontrar una res-
puesta lo suficientemente buena son parte importante
de la R.P. asi como también la formacion de concep-
tos. El cultivo de estas destrezas deberia constituir un
eje prioritario de los curriculos de matemdticas del
futuro,

En un sentido similar, se han planteado criticas al mo-
delo de Polya y a sus implicaciones curriculares por no
proporcionar una visién del proceso de resolucién de
problemas que esté de acuerdo con la metodologia cien-
tifica {Gil y Torregrosa 1983). A juicio de estos auto-
res, su posicion manifiesta una interpretacion excesi-
vamente simplista y positivista del proceso de preoduc-
cidn del conocimiento cientifico, desconsiderando ¢l pa-
pel de las hipdtesis y teorias en las que encajan los «da-
tos» del problema asi como ¢l propio proceso de bus-
car y plantearse problemas.

La misma evolucidn interna en el Ambito de la investi-
gacion sobre R.P. ha servido también para fundamen-
tar y apoyar las anteriores criticas, pues ellas se des-
prenden casi linealmente de sus caracteristicas, como
vamos a ver a continuacién. Ya decfamos al comienzo
gque no ha sido hasta finales de los 70 cuando han co-
menzade a desarrollarse de manera sisterndtica las in-
vestigaciones sobre R.P. matemadticos, con plantea-
mientos comunes y mejor coordinados. Las anteriores
investigaciones no fueron conducidas sistematicamen-
te dentro de la comunidad de educadores matemdticos
debido a la falta de acuerdo, a la inexistencia de un
tronco comun referido a aspectos como:

— lo gue constituye Ia R.P.

— ¢6mo debe medirse el rendimiento en la R.P.

— qué tareas y métodos son apropiados para los pro-
pdsitos de la investigacién

— cudles son las variables clave que influyen ¢n las
conductas de R.P.

Con ello no quiero decir que recientemente se haya lle-
gado a un acuerdo pleno scbre todas esas cuestiones,
pero si constatar que existen subdreas en el amplio cam-
po de la investigacion sobre la adquisicién de concep-
tos y procesos matematicos que han madurado lo su-
ficiente como para que sus perspectivas tedricas y me-
todolégicas no se tomen prestadas sin més de otros
campos, especialmente de la psicologia evolutiva y de
la teoria del procesamiento de la informacidn, sino que
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estén planteando el desarrollo de metodologias de in-
vestigacion propias, que integran alguna forma de in-
tervencion educativa en ¢l proceso de recogida de da-
“tos, asi como la construccidn de teorias especificas re-
lacionadas con la mejora en calidad de la educacion
matematica.

Para ello ha sido preciso que emergiese un paradigma
alternativo ¢n el estudio de los procesos de pensamiento
sobre contenidos matematicos que no esté centrado ni
en la ensefianza ni en el aprendizaie, sino en el estudio
de los procesos de pensamiento desarrollados ante los
problemas matematicos {Davis 1983). Dentro de este
nuevo marco conceptual, el aprendizaje se entiende v
se define en términos de transicidon de una forma de
pensamiento matematico a otra y, en este sentido, no
es fundamental; es un tipo de concepto derivadeo o de
segundo orden pues la tarea esencial consiste en la des-
cripeidn de las diversas formas de pensamiento mate-
mdtico, las que se dan antes y después de cualquier cam-
bic debido al aprendizaje.

Comeo lo que se quiere investigar son los mismos pro-
cesos de pensamiente matematico, los estudios se cen-
tran en la observacion y descripcion de las conductas
matematicas (reconociendo la necesidad de relacionar
dichas observaciones con una teoria postulada de los
procesos para tratar con la informacidn), y en la reco-
gida de datos (a través, sobre tedo, de las entrevistas
basadas en tareas), Como vemos, un cambio de orien-
tacién que se encuadra perfectamente en el mds gene-
ral que afecta a las investigaciones educativas y que las
situa en un planc mds proximo al gque tiene interés pa-
ra los profesores experimentados, pues a ¢stos lo que
les interesa son, precisamente, los procedimientos que
sus alumnos individuales utilizan al analizar y resolver
los diferentes problemas matemadticos que se les plan-
tean o que ellos mismos identifican.

Por otro lado, y como afirman Lesh y Landau (1983),
en las investigaciones actuales sobre R.P. sc estd adop-
tando un tipo de analisis intermedio entre los de tareas
muy especificas y aisladas, sin relacion con ningun con-
tenido matematico importante, y los de las caracteris-
ticas cognitivas generales de los nifios que se suelen uti-
lizar en las investigaciones psicoldgicas. Estas ltimas
tienden a centrarse en las capacidades cognitivas inva-
riantes y generales que se pueden aplicar a diferentes
materias ¢ en los cambios antes y después de las reor-
ganizaciones cognitivas més importantes {los estadios
piagetianos, por ejemplo} o, por ultimo, en las ideas
que los estudiantes adquieren naturalmente sin necesi-
dad de una intervencién diddctica especifica. Por otra
parte, los andlisis de tareas, aunque posibilitan la cons-
truccién de modelos explicativos que son suficientes pa-
ra simular las conductas de los estudiantes en una ta-
rea aislada, no son suficientes para explicar como una
idea determinada influye en la interpretacion y solu-
cién de un problema.

Sin embargo, las investigaciones en educacion mate-
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mética dirigidas a trazar ¢l desarrollo de una idea se

suelen situar en un punto equidistante de los dos tipos

de andlisis anteriores, centrandose en las ideas que se

adquieren en los niveles intermedios entre los estadios

o ¢n los factores y procesos que producen y facilitan

la transicién de un nivel de conceptualizacion a otro

para algun concepto individual o, por ultimo, en los

procesos y capacidades que estdn ligados a la compren-

sion del contenido y en las ideas que no se desarrollan

naturalmente sin experiencias instructivas que faciliten

su adquisicién. Por lo tanto, la clase de procesos que
estdn apareciendo como mds importantes en la R.P. -
matematicos, al igual que en otros deminios de la R.P.,
no son las heuristicas generales avanzadas por Pelya
sino los procedimicntos y técnicas relacionados espe-
cificamente con contenidos matematicos: los primeros
conceptos numéricos y las primeras operaciones, las es-
tructuras aditivas y multiplicativas, el razonamiento
proporcional, los conceptos geométricos, etc...

El mismo tipo de técnicas de andlisis de ideas sc aplica
en la actuaiidad incluso al estudio de los procesos me-
tacognitivos, como lo muestran los conocidos traba-
jos de Schoenfeld {1983), el cual procura ir mds alld
de la investigacion sobre la influencia y el aprendizaje
de las diversas heurfsticas y estrategias, para estudiar
los aspectos de control v de direccidn, de decision eje-
cutiva, que son necesarios para determinar cudndo pue-
den ser utiles dichos procesos, cédmo pueden relacio-
narse con otros procesos, etc...

Investigaciones que ponen de manifiesto 1o que aca-
bamos de afirmar y que nos pueden servir por tanto
para conocer los estudios mas interesantes sobre la R.P.
matemadticos aparecen recogidos en los libres editados
por Ginsburg {1983) y por Lesh y Landau (1983}, asi
como en el mas especifico, relacionado con la adquisi-
¢ion de la adicion v la sustraccién desde una perspecti-
va cognitiva, de Carpenter, Moser y Romberg (1982},
Todos eflos son representativos de una orientacién que
podrfamos llamar postpiagetiana (para diferenciarla de
la corriente neopiagetiana desarrollada en torno a los
trabajos de Case v Pascual Leone y sus colaborado-
res), pueste que han dejado de lado los intentos de va-
lidar las tareas piagetianas y su teoria de los estadios
para centrarse en el desarrolio de investigaciones di-
rectamente relacionadas con los ¢contenidos escolares
{conceptos y procesos matematicos en este ¢aso) y con
una perspectiva mucho més educativa, considerando
las précticas instructivas como una variable mas a
considerar.

Aunque ya no exista una unica teoria dominante, ¢o-
mo ocurrio en el pasado con la de Piaget, en los traba-
jos recogidos en dichos textos es posible identificar dos
orientaciones o enfoques de investigacion diferentes que
se dejan trasiucir en funcién de los diferentes objeti-
vos y puntos de partida que asumen, aunque compar-
tan los rasgos comunes que seflaldbamos previamen-
te. Ademads, y curiosamente, estos dos enfoques, el de
los profesores de matematicas y el de los psicélogos cog-
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nitivos, se plasman por separado en los dos textos que
citamos en primer lugar.

En efecto, el de Lesh y Landau recoge investigaciones
realizacdas por profesores de matematicas que pueden
caracterizarse por su inquietud e interés por la varia-
bilidad. Es decir, manifiestan un especial interés por
las tareas vy las variables de contexto que afectan po-
tencialmente el rendimiento en la R.P. y por la varia-
bilidad de las conductas, Incluyen, por lo tanto, anéli-
sis detallados de tareas e ideas que subyacen en las va-
riables matemdticas y contextuales que influyen ¢n los
rendimientos y numerosos datos que describen las con-
ductas de los nifios en un conjunto bien definido de
tareas. Dan prioridad a la situacidn de las tareas den-
tro de un contexto matematico o instructivo y sugie-
ren hipétesis © leyes que gobiernan su pensamiento y
su rendimiento en las tareas tras presentar los datos so-
bre cémo los nifios las abordan. Hipdtesis y leyes que
generalmente son muy especificas, directamente rela-
cionadas con las tareas en cuestion y muy apcgadas a
los datos obtenidos.

En contraste, en el libro editado por Ginsburg se reco-
gen investigaciones realizadas por especialistas en psi-
cologia cognitiva que siguen una orientacién que se po-
dria caracterizar por la importancia que asignan a las
similitudes, tanto en las tareas como en los individuos,
En vez de centrarse en la variabilidad en los rendimien-
tos, como los anterjores, destacan los rasgos comunes
presentando modelos hipotéticos del rendimiento que
precisan v simulan tos resultados de los esfuerzos de
los alumnos en una tarea dada. De esta forma consti-
tuyen teorias en pequefia escala scbre cdmo actian ante
un conjunto limitado de tareas que representan con-
ceptos matematicos simples o ¢lementales, que pueden
modelarse con la suficiente precisién.

Se puede pensar en ambos enfoques como pertenecien-
tes a un mismo programa de investigacion, utilizando
la terminologia de Lakatos {1983), puesto que los dos
estan de acuerdo en aspectos esenciales: aceptan el mis-

Notas

{1) Trabajo recogido en la tesis docioral «Teorfa y practica
de las matemdticas en el ciclo inicial de la EGB» que presen-
tamos en el Departamento de Ciencias de la Educacién de
1z Universidad de Oviedo, en junio de 1987, tesis dirigida por
el profesor José Gimeno Sacristdn, catedratico de Diddctica
General en la Universidad de Valencia.
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mo tipo de datos, extraidos de los protocolos de las en-
trevistas individuales, y recurren a teorias locales que
se construyen de abajo-arriba, en la linea de las dedu-
cidas del procesamiento de la informacién y en con-
traste con la teoria piagetiana, Ambos enfoques, ade-
mas, son esenciales para el desarrollo de un programa
de investigacion que aborde de manera sistematica el
estudio de los procesos de pensamiento matemético que
se van construyendo conforme se resuelven problemas
y tareas escolares, puesto que las debilidades de cada
uno de ellos se ven compensadas con las virtudes del
enfoque alternativo y puesto que es posible concretar,
al abordar problemas comunes desde las dos perspec-
tivas, aportaciones de gran valor para la did4ctica de
las matemdticas,

Uno de estos campos donde la colaboracidn es mas es-
trecha es precisamente ¢l de la adquisicidn de los con-
ceptos de adicidn y sustraccion. Los trabajos de Car-
penter y Moser (1983, 1984) asi como los de Fuson
{1983) y Resnick (1983) ejemplifican perfectamente las
posiciones de ambos enfoques y aportan un conjunto
de hipétesis y recursos de innegable valor para Ia fun-
damentacion de proyectos curriculares del drea de ma-
temndticas en los niveles iniciales de escolaridad. Sus es-
tudios sugieren alternativas para secuenciar la ensefian-
za y medios para evaluar el progreso de los alumnos.
Ahora bien, no se trata de incluir los procedimientos
gue nos muestran como contenidos del curriculo; no
es cuestidn de ir incorporando los descubrimientos psi-
colégicos como tales, como se pretendid hacer con las
tareas piagetianas (2). Se trata mds bien de incorpo-
rarlos como guias que ayudan a programar las activi-
dades escolares con la suficiente variedad de medios
y contextos en los que se puedan poner de manifiesto
de manera implicita, de manera que se favorezca su de-
sarrollo. Guias que nos son utiles también para ade-
cuar los objetivos educativos al nivel de desarrollo de
nuestros alumnos y para evaluarlos teniendo criterios,
de manera que esta variable did4ctica asuma una fun-
¢ion realmente educativa,

(2) Esta y otras criticas las desarrollo detenidamente en las
dos comunicaciones que presenté en el Simposio sobre Psi-
cologia del Aprendizaje y Desarrolio Curricular realizado en
Oviedo, en septiembre de 1986. En ¢llas se cuestionan deter-
minadas opciones curriculares asumidas por autoras como
Constance Kamii o Rheta DeVries, referidas a la «ensciian-
za» del niimero en los niveles iniciales de escolaridad.
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