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1. FUNDAMENTACION TEORICA

1.1. Introduccion

La didactica de las Matematicas se encuentra siempre en constante evolucion, intentando
mejorar sus métodos y buscando otros alternativos que faciliten a nuestros alumnos alcanzar
los objetivos propuestos. De hecho, la Matematica no es una ciencia estacionaria, como
algunas personas pretenden hacernos ver, ya que sus métodos estdn en una constante
evolucion. En estos métodos estan implicados todos los componentes de las Matematicas. Al
respecto, podemos citar Halmos (1988):

(En qué consiste realmente la Matematica? ;Los axiomas? ;Los teoremas? ;Las
demostraciones? (Las definiciones? ;Las teorias? ;Las formulas? ;Los métodos?
Las Matematicas seguramente no existirian sin todos estos ingredientes, todos ellos
esenciales. Es, sin embargo, sustentable que ninguno de ellos es el meollo de la
disciplina, que la razon principal para la existencia del matematico es la resolucion
de problemas, y que por consiguiente, las Matematicas realmente consisten en
solucionar problemas. (p. 400)

Como se dice en esta cita, el objetivo principal de las Matematicas es dotar a los alumnos
de las herramientas o reglas necesarias para que estos puedan resolver problemas adecuados
a su nivel. El debate podria surgir en como dotar a los alumnos de esas reglas. En nuestra

opinion, si un profesor le da una regla a un alumno para resolver un problema esté realizando
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una labor correcta, pero incompleta. Su labor se completaria si le justificase esa regla, ya que
de este modo el alumno podria extender sin ningn lugar a dudas esa regla a situaciones de
naturaleza similar.

Por ejemplo, ;cuantas veces un alumno de Educacién Secundaria (o incluso de
Bachillerato) no recuerda la férmula mediante la cual se calcula el 4rea de un poligono
regular? En muchas ocasiones, para explicar como se calcula el area de un poligono regular,

Perimetro [Upotema
2

simplemente decimos que su area es , explicando lo que es la apotema de

un poligono regular. Es logico, que si esta formula no se usa con cierta frecuencia se acabe
olvidando. Sin embargo, si deducimos esta formula, descomponiendo la figura en tridngulos
isésceles y calculando su area como la suma de las areas de esos tridngulos, es mas sencillo
que el alumno, en el caso de que no se acuerde de la foérmula, por si mismo pudiera

deducirla.

d=p d Caltura _ (n ) Lltura _ Perimetro (Hpotema
2 2

Figura 1. Pentagono regular.

En las Matematicas la desconfianza es una actitud habitual, en el buen sentido del
término, y es que los matematicos no nos creemos nada a menos que se demuestre de una
forma irrefutable. De hecho, esta es la base del método cientifico, y sin llevarlo al extremo,
creemos que deberiamos ir inculcando esta cultura en su didactica. El bajo nivel que

muestran generalmente los alumnos en la comprension y en la elaboracion de pruebas o
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demostraciones y el mencionado papel que juegan las validaciones en la propia Matematica
parece que justificarian su introduccion.

Tal y como indica en su estudio Badia (2012), en la actualidad existe una elevada tasa de
fracaso académico en los primeros cursos universitarios, siendo especialmente preocupantes
los datos de las ingenierias. Las causas pueden ser multiples (falta de conocimientos previos,
excesivo nivel, examenes complicados y concentrados, falta de motivacion, falta de estudio,
excesivas faltas de asistencia a clase, masificacion de aulas, horarios sobrecargados, etc.),
pero lo que es un hecho es que en el paso del Bachillerato al primer curso universitario
muchos alumnos se quedan por el camino.

Desde las universidades se han tomado algunas medidas como modificar los contenidos
de algunas asignaturas o la de implantar un curso cero de adaptacion. Sin embargo, desde la
Educacion Secundaria, al menos en la asignatura de Matematicas, percibimos que
progresivamente se han ido suavizando los contenidos y el rigor, y esto no ha contribuido a
preparar mejor a los alumnos para su andadura universitaria.

Una de las medidas que se podrian implantar para paliar esta situacion es la que
proponemos en esta investigacion. Buscar progresivamente un mayor rigor en los
procedimientos utilizados, que no tiene porqué implicar una ampliacion del curriculo.

Otro factor que condiciona en gran medida el uso de la demostracion en el aula es que en
la actualidad hay muchos profesores de Matematicas que han accedido a su puesto de trabajo
con una titulacion que no es la de licenciado en Matematicas, como por ejemplo ingenieros,
fisicos, quimicos, economistas, informaticos, etc. Por lo general, estos profesores en sus
titulaciones han visto unas matematicas “mds prdcticas” que “rigurosas” y eso les lleva de
manera natural a inculcar esa misma didactica con los alumnos. A pesar de que en sus

respectivas titulaciones han tratado con demostraciones matematicas, ven en ellas muchos
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puntos en contra como la dificultad para ellos y los alumnos, la indisposicion por parte de los
alumnos ante este tipo de retos, la falta de aplicaciones practicas y, sobre todo, el
requerimiento de un esfuerzo mental que en muchas ocasiones es frustrante tanto para el
profesor como para el alumno.

Esta claro que dominar una demostracion de una proposicion matematica ayuda a la
comprension del resultado, facilita su posterior utilizacion practica y contribuye a la
consolidacion del lenguaje matematico. Sin embargo, existe un arduo debate en determinar si
su utilizacion en el aula permite mejorar el rendimiento de los alumnos, y en el caso de que
asi sea, como introducirlas en el aula mediante aproximaciones suficientemente fundadas. En
este sentido, las nuevas tecnologias han ampliado los procedimientos que podemos utilizar
para comprobar la veracidad de algunos resultados. Estos procedimientos no pueden ser
considerados demostraciones, pero en ocasiones si que se pueden utilizar como pasos previos
a una demostracion mas rigurosa.

Uno de los objetivos principales de la investigacion que vamos a realizar es comprobar
experimentalmente si la demostracion matematica en un aula de Educacion Secundaria
Obligatoria desempefia un papel que va mas alla del de darle rigor a la materia o mostrar la
veracidad de un resultado. Existe un consenso general en que es una herramienta
fundamental en el quehacer matematico, pero ademdas vamos a intentar comprobar si con una
utilizacion apropiada, las demostraciones matematicas permiten una mejora en el desarrollo
logico del individuo, lo que le conduciria a mejorar en su progresion a la hora de resolver
problemas matematicos de distinta indole, objetivo este que es el primordial de las
Matematicas.

Hasta el momento se han desarrollado muchas investigaciones y escrito multitud de

articulos sobre la utilizacion de la demostracion en la didactica de las Matematicas. Lo que
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plantearemos como novedad en esta investigacion es que vamos a realizar un estudio
experimental que nos va indicar si una adecuada utilizacion didactica de la demostracion
matematica repercute positivamente en las capacidades de los alumnos a la hora de resolver
problemas matematicos.

La primera parte de la investigacion consistira en realizar una fundamentacion teodrica en
donde comenzaremos describiendo el estado de la cuestion. En este punto observaremos
como las opiniones sobre la utilizacion didactica de la demostracion han sido muy dispares
entre los investigadores, pasando por épocas donde no se recomendaba su utilizacion
didactica e incluso se relegaba a un segundo plano en la Matematica profesional con el fin de
priorizar la generacion de resultados, hasta la época actual donde la mayoria de los
investigadores apuestan por su utilizaciéon de un modo adecuado. Seguiremos analizando el
concepto de demostracion, viendo los rasgos principales de este concepto en distintos
contextos como pueden ser en la Logica y en los fundamentos de las Matematicas, en la
Matematica profesional, en las Ciencias Experimentales, en la vida cotidiana o en el aula.
Expondremos las funciones que algunos autores le atribuyen a las demostraciones, tanto en
la propia Matematica, como en su didactica. Analizaremos los métodos que se suelen utilizar
para realizar demostraciones matematicas, exponiendo algunos ejemplos de cada uno de
ellos en los anexos finales. Buscaremos el origen histdrico de los procesos de demostracion,
viendo la evolucion historica que han tenido hasta que llegd el célebre problema de la
incompletitud en la primera mitad del siglo XX, cuando Gddel demostrd que, bajo ciertas
condiciones, ninguna Matematica formal capaz de describir los numeros naturales y la
Aritmética es simultdneamente consistente y completa. Es decir, que si entre los axiomas de
dicha Matematica no hay contradicciones, habra afirmaciones que no se puedan ni afirmar,

ni refutarse. Continuaremos realizando un analisis de cOmo se trata a la demostracion en
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distintos organismos como el National Council Of Teachers of Mathematics (NCTM), el
Informe PISA o en los curriculos que han estado vigentes en Espaiia y el actual de la
Comunidad de Madrid, que es donde se va a centrar la investigacion. Como el objetivo
principal de la investigacién es analizar la incidencia que tiene el tratamiento de la
demostracién en las aptitudes de un alumno para resolver problemas matematicos, veremos
lo que se entiende por problema en Matematicas, diferencidndolo del concepto de ejercicio.
Expondremos algunos de los métodos que se han establecido para resolver problemas y
mencionaremos también algunas de las estrategias que se utilizan con frecuencia. Para
finalizar esta fundamentacion tedrica, haremos un recorrido histoérico en donde indicaremos
diferentes demostraciones y problemas que, gracias a su estudio y resolucion, han ayudado,
no solo al desarrollo de las Matematicas, sino también a la aparicion de nuevas ramas en esta
ciencia.

En la segunda parte detallaremos la fase experimental del proceso de investigacion.
Comenzaremos planteando el problema a investigar, que consistira en estudiar el impacto en
los procesos de resolucion de problemas que tiene una metodologia en donde se le otorgue
relevancia especial a los procesos de demostracion, argumentacion y justificacion de los
resultados en un grupo de 3° ESO. Para ello compararemos los resultados en determinadas
variables que obtiene un grupo (experimental) en donde en su metodologia se le ha otorgado
un especial relevancia a los procesos de demostracion, argumentacion y justificacion, frente
a los resultados en las mismas variables de otro grupo (control) donde su metodologia ha
sido mas tradicional, basada en explicaciones teodricas, resolucion de ejercicios y problemas y
realizacion de practicas TIC. Como en todo proceso de investigacion, plantearemos con
detalle los objetivos y las hipotesis que pretendemos contrastar, que irdn encaminados a

determinar el efecto que tiene la implantacion de esta metodologia sobre variables como la
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calificacion en las asignaturas de Matematicas y Lengua y Literatura, los resultados de la
prueba de Conocimientos y Destrezas Indispensables (CDI) y, sobre todo, en la resolucion de
problemas. Para este tltimo aspecto, realizaremos tres pruebas “ad hoc”, que se les pasaron a
los alumnos a lo largo del curso académico y que previamente fueron supervisadas por 27
expertos en la materia para asegurarnos de que eran adecuadas al nivel de los alumnos. Dada
la naturaleza de la investigacion, el disefio utilizado fue cuasi-experimental. Como la
investigacion se realizd con una muestra de 42 alumnos de un instituto publico de Coslada
(Madrid) no podremos generalizar los resultados a una poblacion demasiado amplia. Por ello
consideramos que la poblacién de la investigacion fue los alumnos que durante el curso
académico 2011-12 estuvieron matriculados en un instituto publico de Coslada cursando el
curriculo ordinario de 3° ESO. Indicaremos los individuos, instrumentos y variables que
utilizamos, describiendo los procesos de validacion de los instrumentos que hemos realizado.
Detallaremos el programa didactico de intervencion en ambos grupos para observar las
diferencias metodologicas que hubo entre ambos grupos en cada unidad didactica. Por ultimo
en esta parte, se expondra el analisis estadistico que se realizara con los resultados obtenidos.

En la tercera parte de la investigacion expondremos los resultados obtenidos y los
analizaremos estadisticamente. Primero realizaremos un andlisis descriptivo de los datos
utilizando los pardmetros y graficos habituales en este tipo de estudios, en donde
analizaremos los resultados en los diferentes grupos por trimestres y su evolucion global.
También realizaremos un estudio de correlacion lineal para comprobar en qué grado estan
relacionadas las calificaciones del curso con las de la prueba CDI en las asignaturas de
Matematicas y Lengua y Literatura. En este tipo de estudios, la variabilidad es un factor
importante, por lo que en la parte del andlisis estadistico inferencial comprobaremos

mediante la técnica del andlisis de la varianza (ANOVA) si se han producido diferencias
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significativas entre los resultados de los dos grupos. Para estos célculos utilizaremos el
programa estadistico de software libre R.
En la cuarta y ultima parte de la investigacion, estableceremos unas conclusiones finales
en las que:
a) Se realizard un resumen de los resultados en donde se indicara si se aceptan o
rechazan las hipotesis planteadas.
b) Se indicaran implicaciones teodricas y practicas que tienen los resultados
obtenidos.
¢) Seindicaran las limitaciones encontradas durante la investigacion.
d) Se indicardn sugerencias sobre posibles investigaciones futuras relacionadas con
el tema tratado.
Para finalizar se indicara la bibliografia utilizada y un conjunto de informacion relevante

para la investigacion incluida en el apartado de anexos.
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1.2. Estado de la cuestion

Dentro del campo de las Matematicas como ciencia, el papel que han desempenado las
demostraciones siempre ha sido relevante ya que son parte del rigor que caracteriza a esta
area del conocimiento, aunque como veremos en el punto 1.6 en distintas épocas de la
historia su papel fue relegado a un segundo plano con el objetivo de priorizar la produccion
de resultados frente al rigor. Su rol dentro de la didéactica de las Matematicas no ha estado tan
claro y podemos encontrarnos opiniones dispares sobre la conveniencia o no de su
utilizacion en el aula.

Tras la demostracion del teorema de incompletitud de Godel en 1931 se produjo una gran
crisis en los fundamentos de las Matematicas y se comenzaron a poner en cuestion el modo
en que se debia trabajar en esta ciencia. A pesar del empefio de algin matematico como
Polya (1945), que apoya la utilizacion de las demostraciones, en especial las geométricas, ya
que en caso contrario el alumno perderia la ocasion de saber lo que es un razonamiento
logico riguroso, hasta finales del pasado siglo se impusieron las ideas propuestas por Lakatos
en su tesis doctoral sobre la 16gica del descubrimiento matematico, en donde se relega a la
demostracién a un rol secundario en las Matematicas. La idea de Lakatos (1976) radica en el
hecho de que la demostracién de una conjetura lleva consigo una serie de explicaciones que
hace que esta se haga cada vez mas plausible y se enriquezca, mientras que el rigor absoluto
presionan a la conjetura con la busqueda de contraejemplos hasta llegar a falsearla. Esta
propuesta de un proceso ‘“cuasi-empirico” atrajo a muchos investigadores de la época. En el
plano didactico, mantiene esta misma idea de considerar inconveniente trabajar con
demostraciones en el aula ya que su utilizacién dificulta la construccion del conocimiento

matematico, sobre todo en los alumnos que no estudian para ser matematicos y que en su
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gran mayoria no estan preparados para apreciar la belleza de las demostraciones y motivarse
para realizarlas. Lakatos critica el deductivismo euclideo, desestimando el papel de la
demostracion y la verificacion ya que, segun su opinidn, este modo de proceder no debe
hacer de las Matematicas una ciencia de verdades absolutas. También cree que profesores
que no han estudiado la carrera de Matematicas y que no valoran la importancia de las
demostraciones es practicamente imposible que hagan ver en sus alumnos la importancia que
tienen en el rigor de las Matematicas y les motiven para realizarlas.

Kline (1981) plantea una serie de argumentos para defender su postura contraria al uso
didéctico de las demostraciones:

a) Muchos matematicos han descubiertos teoremas de una gran importancia que
luego no han sabido demostrar.

b) Al dar demasiada importancia al rigor, se pueden alejar las Matematicas de los
estudiantes al parecer que sus resultados provienen de personas con un alto nivel
intelectual que razonaban directamente con teoremas y axiomas.

¢) No son procedimientos utiles para solucionar problemas cotidianos.

d) Los planteamientos deductivos pueden resultar motivadores para cierto perfil del
profesorado, pero son anestésicos para la gran generalidad del alumnado.

El debate sobre el uso de la demostracion en el aula se acrecentd en los inicios de la
década de los noventa con la introduccion en las aulas de las nuevas tecnologias y de
demostraciones realizadas con estos medios como la de Appel y Haken del problema de los
cuatro colores. La influencia de Lakatos seguia en las ideas de varios investigadores hasta el
punto que, segin Hanna (2007), algunos proclaman que la demostracién no es una actividad
central en el descubrimiento matematico y la entienden como una especie de afrenta

autoritaria a los valores sociales modernos que pueden obstaculizar el aprendizaje de
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determinados alumnos. El clima era tal que, como nos indica Alcolea (2002), hubo
manifestaciones como la de Horgan (1993) que piden el fin de la demostracion o la de
Zeilberger (1994) que solicita un nuevo testamento para la Matematica. Con la idea de
desprestigiar la demostraciéon matematica, el propio Zeilberger relaciona su importancia con
el valor economico. Consigue demostrar, utilizando el ordenador, la conjetura de Goldbach
con una probabilidad mayor que 0,9999 y estima que la certeza absoluta vendria a costar
unos 10 billones de doélares, preguntandose si realmente sale rentable alcanzar esa verdad
absoluta. Podemos observar como estamos en los peores momentos para la demostracion. De
hecho, hasta se llega a anunciar que se dejarian de publicar demostraciones en revistas de la
talla de Scientific American.

Aun en esta época en donde el futuro de las demostraciones se mostraba muy oscuro,
hubo algunos investigadores que confiaban en su utilidad didéactica. Podemos citar a Solow
(1987) que define la demostracion como un método para comunicar una verdad matematica a
otra persona que habla el mismo idioma. Achaca la dificultad en la comunicacion de las
demostraciones a la falta de una metodologia adecuada que explique la forma de hacerlo. El
mismo elabordé dicho manual en donde establece un lenguaje comun en el que pueden
comunicarse profesores y alumnos.

A mediados de la década de los noventa las ideas de Lakatos fueron perdiendo fuerza al
observar los investigadores que el método de refutacion heuristica no tenia en la practica
mucho éxito y que los éxitos que se lograban eran con métodos opuestos a los propuestos por
Lakatos. Iban surgiendo posturas mas intermedias como la de Vega (1993) que afirma que
aunque las Matematicas no se pueden entender de un modo exclusivamente demostrativo, ya
que ¢l valora muy positivamente los resultados obtenidos por medio de conjeturas y por

aproximaciones, no se puede hacer desaparecer las demostraciones del quehacer matematico.
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Jaffe y Quinn (1993) proponen distinguir entre resultados basados en demostraciones
rigurosas y los que se basan en argumentos heuristicos o no rigurosos, dividiendo los
trabajos matematicos en estos dos tipos y pidiendo la aceptacién matematica de estos
ultimos. A esta idea se opuso Thurston (1994) argumentado que en su opinion lo
verdaderamente importante es como conseguir que avance la comprension humana de esta
ciencia, considerando inadecuado dividir sus contenidos en funcidon de canones de rigor.
Defiende el valor de la demostracién como medio para comunicar ideas y para generar otras
nuevas.

Pero también aparecieron posturas claramente a favor del uso de las demostraciones.
Podemos citar inicialmente a De Villiers (1993) que propone un modelo en el dota a la
demostracion de una serie de funciones como la explicacion, la verificacion, la sintesis o el
descubrimiento, permitiendo descubrir las posibilidades que tendria su introduccion en la
didéctica de las Matematicas.

Estas nuevas tendencias también se pudieron observar en obras como las de Greeno,
Schoenfeld o Hanna. Greeno (1994) manifiesta su preocupacion por las ideas que intentan
hacer desparecer la demostracion en la didactica de las Matematicas y propone una mayor
toma de conciencia del significado de la demostracion. Schoenfeld (1994) afirma de manera
categorica que es absolutamente necesaria la utilizacion de la demostracion en la didéctica de
las Matematicas. Mientras que Hanna (1995) afirma que un aspecto importantisimo de la
demostracion en el aula es la forma en la que se les presenta a los alumnos. No debe hacerse
como un puro ritual propio de las Matemadticas, sino como un procedimiento con “razon de
ser” dentro del propio aprendizaje. Sobre esta interesante idea, podemos citar a Santald

(1962):
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Si un alumno sabe repetir una demostracion, pero no sabe repetirla si se cambian las
letras o la posicion del poligono, significa que ha aprendido la demostracion de
memoria, y esto si que no tiene ningin valor. Mejor dicho: tiene un valor altamente
negativo, pues significa que el alumno, no solamente ignora tal demostracion, sino
que desconoce totalmente lo que es la Matematica y que ha desperdiciado la
memoria con un objeto inutil y nada educativo. (p. 21)

Investigadores espafioles también eran partidarios de utilizar las demostraciones en el
aula. Ibafies y Ortega (1997) argumentan que el pensamiento deductivo se debe ir
construyendo progresivamente en los distintos cursos, sin llegar a pretender que se alcance
de una forma soélida en la Educacién Secundaria. Codina y Lupiafiez (1999) son conscientes
de los beneficios que aportaban las demostraciones en la comprension de los resultados, pero
no tienen claro que se pueda sacar ese resultado cuando gran parte de los alumnos y algunos
profesores no entienden lo qué es, el papel y la fuerza que tienen la demostraciones. Aguirre
y Lupiafiez (2000) no son partidarios de trabajar con demostraciones absolutamente formales
en el aula, pero si con aproximaciones como las que proporcionan las nuevas tecnologias.

Ya en el siglo XXI la tendencia sigue siendo la de promover el uso de la demostracion en
el aula, con algunas excepciones como de Aparicio (2000) que sostiene que ‘el rigor y
distanciamiento de la realidad a veces requerido por las asignaturas con mayor caracter
formal es una de las causas mayores de frustracion y abandono entre los estudiantes en todos
los niveles educativos” y propone como uno de los elementos conducentes a una clase
magistral (en Estadistica) “evitar en lo posible las demostraciones de los teoremas y demas
resultados matematicos”. También podemos citar a Fiol (2001) que considera que las
demostraciones deberian presentarse solo a personas que vayan a estudiar carreras de

Ciencias o Técnicas, ya que en su didactica estaba por redefinir aspectos como su necesidad
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practica o los tipos de demostraciones a utilizar. Otra excepcion seria Pluvinage (2007) que
defiende que la demostracion no es constitutiva de la actividad matematica, poniendo como
ejemplo la Matematica arabe, rica en algoritmos y resultados, pero pobre en demostraciones.

En cambio, Barroso (2000) expone la necesidad didactica de demostrar ciertos
resultados, sobre todo en Geometria, desde distintas perspectivas, haciendo ver al alumno de
la necesidad de este proceso, advirtiendo el hecho de que una propiedad que se cumpla en un
numero determinado de casos no implica necesariamente que se cumpla siempre.

Para De La Torre (2000) la cuestion del uso de la demostracion en el aula es una cuestion
dialogica, proponiendo su uso con absoluta libertad, permitiendo didlogo, debate y
comunicacion y acercando la demostracion a situaciones cotidianas a través de la necesidad
de dar argumentos o de justificar acciones que realizamos con frecuencia.

Escudero (2000) es partidaria de abordar las demostraciones en el aula al mismo tiempo
que contribuimos a que nuestros estudiantes vayan formandose una idea sobre la naturaleza
de las Matematicas. Cree que construir argumentos de validacion y de prueba y que la
profundizacion en los procesos de demostracion debe ser uno de los retos de los profesores.

Bravo, Arteaga y Sol (2001) mencionan que el trabajo con demostraciones ayuda a
desarrollar procesos como la abstraccion, el andlisis, la sintesis, la clasificacion, la
particularizacion, la comparaciéon o la generalizacion. También destacan como ayuda a
desarrollar formas de pensamiento extraldgico (pensamiento creativo, heuristico,
especulativo, etc.) que se complementan con el pensamiento légico deductivo en la
resolucion de problemas. Recalcan, de igual modo, que al trabajar con las demostraciones, el
alumno adquiere un mayor conocimiento del enunciado matematico lo que le permite
adquirir competencias para identificar con mayor facilidad contextos en los que se puede

aplicar el enunciado estudiado.
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Godino y Martinez (2001) también son partidarios de la progresividad que mencionan
Ibafies y Ortega, promoviendo unas Matematicas tanto eficaces, como rigurosas, haciendo
ver que en todos los niveles de la ensefianza se puede precisar algunos de los significados de
prueba (ver punto 1.3). Ademas, Martinez (2001) indica como desde que se demostrara el
teorema de incompletitud de Gddel, el sistema formal ha mostrado sus limites. Propone no
limitar desde el punto de vista epistemologico el uso de la demostracion al del rigor y revisar
su interpretacion formalista, flexibilizando su significado. En concreto, en la etapa de
Educacion Secundaria, propone el uso de pruebas empirico-inductivas y la demostracion
deductiva informal.

Alsina (2003) es defensor de la utilizacion didactica de determinadas demostraciones y
menciona las siete virtudes que deberia tener una demostracion que quisiéramos integrarla en
la docencia:

1. Debe ser ejemplar. El método utilizado debe mostrar una forma singular o
creativa de proceder, es decir, debe ser un ejemplo de como poder afrontar
matematicamente otras situaciones similares.

2. Debe ser necesaria. Cuando la proposicion que se pretende demostrar sea obvia
o incomprensible, no tiene mucho sentido realizarla desde el punto de vista
docente. La necesidad demostrativa estd relacionada con la necesidad de
iluminar, recalcar o profundizar en un determinado hecho.

3. Debe ser rigurosa. No se trata de buscar un rigor absoluto, ya que en la docencia
se entiende que el concepto de rigor debe ser siempre relativo al nivel de los
alumnos. En el aprendizaje en espiral que se practica en las Matematicas, este
rigor debe ser progresivo cada vez que se vuelven a analizar contenidos ya

estudiados con anterioridad.

38



4. La demostracion y el resultado deben ser entendibles. No se trata de entender
solo los pasos de la demostracion, sino buscar un conocimiento mas amplio que
llegue a entender plenamente el resultado, sus posibles consecuencias, posibles
equivalencias que se pudieran extraer, etc.

5. Debe ser elegante. La clegancia engloba a tres factores: una argumentacion
clara, minimalista (en el sentido que requiera el menor nimero de recursos) y
breve.

6. Debe mantener la atencion, captar el interés y la participacion. Esta virtud
esta intrinseca en toda actividad docente. En este sentido, se propone no utilizar
términos como teorema o proposicion y dar mdés importancia a los procesos
inductivos, heuristicos y a realizar conjeturas.

7. Debe ser escenificada, cuidando tanto su presentacion como su dinamica.
Debe prepararse con esmero utilizando, si es posible, algunos recursos como
imagenes, esquemas, materiales manipulativos, etc. También hay factores que
pueden favorecer la dindmica como establecer un debate previo o el cuidar la
velocidad de escritura.

Larios (2003) considera que no es posible que los alumnos conozcan el espiritu de las
Matematicas si se elimina de su didactica una parte medular y epistemoldgicamente
indispensable como la demostracion. Su uso inadecuado en el aula lo atribuye a que como no
existe una concepcion Unica e inmutable de la demostracion, en la escuela se suele tomar la
acepciéon mas rigurosa, lo que conduce generalmente a que o no se utilice, o se utilice
incorrectamente. Propone un uso de la demostraciéon que vaya maés alla del de verificacion
para que los alumnos alcancen objetivos como el construir relaciones complejas entre la

observacion, la argumentacion y la construccion de demostraciones.
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Crespo y Ponteville (2005a, 2005b) situan la problematica de la situacion en que el
docente, por lo general, desconoce las diferencias entre qué es demostrar, qué es saber
demostrar y qué es aprender a demostrar. Esto, unido a la falta de referencias explicitas en
los planes de estudio, conduce a que se confundan el enfoque que deben tener las
demostraciones en el aula y se lleve a una excesiva formalizacion.

Flores (2005), tras un estudio experimental centrado en alumnos de 5 a 10 afios, llega a la
conclusion de que los profesores debemos ayudar a que los alumnos modelen sus propios
estilos de prueba, guiandoles al objetivo final pretendido. Cree que hay que inculcar un
espiritu critico en los alumnos que les lleve a cuestionar y explicar sus propias respuestas.
Esto traeria como beneficio que los alumnos recordarian durante mas tiempo las ideas
fundamentales de los contenidos tratados.

Ruiz (2006) es muy partidario de que los procesos de abstraccion tengan relevancia en la
didactica de las Matematicas, ya que de este modo se les daria las condiciones a los alumnos
para que su pensamiento fuera capaz de ascender a lo mejor de la cultura y del conocimiento
universal.

Martin6én (2009) considera que para que las Matematicas formen intelectualmente al
alumno es imprescindible que se presenten de una forma racional y no como un misterioso
conjunto de reglas de obligado cumplimiento. Entiende que la demostracion es la cumbre de
la argumentacidon racional y por eso debe tener cabida de una forma explicita en los
curriculos escolares.

Nuestra opinién en torno a esta cuestion estd en la linea de las ultimas que hemos
expresado. Creemos que utilizando correctamente la demostracion y los procesos
argumentativos y de justificacion en el aula se pueden mejorar las capacidades de los

alumnos para resolver diversas situaciones matematicas. Lo importante es como emplear

40



correctamente estos recursos. Para ello, creemos que lo primero que habria que hacer es un
plan de formacion de profesorado en el que se explicaran los aspectos basicos de estos
procedimientos (manera de introducir estos procedimientos, qué proposiciones demostrar,
métodos a utilizar, etc.). Esta idea va en la linea de lo propuesto por Azcarate (1997):
Si queremos transformar la escuela y las practicas que en ella se desarrollan en
torno al conocimiento matematico hacia formas mas coherentes con el desarrollo
integral del individuo, es imprescindible poner en cuestion la actual formacion de
los profesores de Matematicas. Ellos son los verdaderos gestores del cambio. El
problema fundamental gira, por tanto, en torno a las formas de adecuar esa
formacion a los cambios demandados por la sociedad y la necesidad de
afrontarlos con el rigor y fundamentacioén necesarios.

Después, creemos que es de vital importancia la progresividad de todo este proceso. Se
puede empezar en los ultimos cursos de la Educacion Primaria, a partir de conjeturas,
elaborando simples procesos elementales de justificacion y de pruebas, para, a partir de ahi,
ir evolucionando en este tipo de procedimientos. Por ultimo, también pensamos que estos
procedimientos deben tener una cabida mas explicita en los curriculos de Matematicas.
Deberian marcar la progresividad que hemos indicado, mostrando qué tipos de pruebas y qué

métodos se pueden hacer en cada etapa educativa.
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1.3. El concepto de demostracion en diferentes contextos

1.3.1. Conceptos generales

En nuestro entorno el verbo demostrar se utiliza en bastantes mas contextos que el
cientifico. Alsina (2003) muestra algunos ejemplos de ello:

a) En el ambito social con expresiones paradigmaticas como “con lo que aguanta
demuestra tener una paciencia sin limites” o como ejemplo de una falsa
induccion completa como “otro politico imputado por corrupcion, son todos
unos corruptos”. También son habituales en el ambito conyugal las denominadas
“demostraciones de amor”.

b) En el ambito religioso son muy abundantes en la Teologia las demostraciones de
la existencia de Dios.

¢) En el ambito militar se suelen realizar lo que se denominan demostraciones de
fuerza.

d) En el ambito juridico es muy comun tener la necesidad de demostrar unos
hechos.

Sin embargo, si se pretende investigar el valor didactico que puede tener trabajar con
pruebas y demostraciones en un aula de Matemadticas, habrda que clarificar estos y otros
conceptos relacionados en su contexto correspondiente. Si se acude al diccionario de la Real
Academia Espaiiola (2001) nos encontrariamos que las definiciones mas proximas a los

términos con los que vamos a trabajar son:
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1. Demostrar: probar, sirviéndose de cualquier tipo de demostracion.

2. Demostracion: comprobacion, por hechos ciertos o experimentos repetidos, de
un principio o una teoria.

3. Probar: justificar, manifestar y hacer patente la certeza de un hecho o la verdad
de algo con razones, instrumentos o testigos.

4. Argumentar: aducir, alegar, poner argumentos.

5. Argumento: razonamiento que se emplea para probar o demostrar una
proposicidn, o bien para convencer a alguien de aquello que se afirma o se niega.

6. Razonamiento: serie de conceptos encaminados a demostrar algo o a persuadir o
mover a oyentes o lectores.

Esta claro que estas definiciones no nos ayudan clarificar la idea de demostracion. De
hecho, si revisamos la bibliografia sobre el tema, vemos que el concepto de demostracion se
trata generalmente de una manera excesivamente rigida entre los matematicos. A lo largo de
este punto vamos a realizar un estudio del concepto de demostracion en distintos contextos
institucionales basandonos principalmente en las ideas que aportan Godino y Martinez
(2001).

El término demostracion es utilizado en muchos contextos y con muchos matices. Esto
hace que términos como prueba, explicacion o argumentacion, en los que se percibe una idea
comun, que es la de justificar una afirmacion aportando razonamientos, se utilicen casi como
sinébnimos. No obstante, hay situaciones en las que se utilizan mas unos términos que otros,
lo que hace que se enmarquen en distintos contextos.

El término argumentacion se utiliza en muchas ocasiones como sinénimo de
demostracion. Sin embargo, autores como Duval (1999) los considera como dos tipos de

razonamientos con vinculos de organizacion, estructura y funcionamiento cognitivo
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diferentes. Segun ¢l, argumentar no es demostrar. Para que un razonamiento alcance la
categoria de demostracion este debe ser considerado valido por expertos en la materia que se
trate y debe tener como objetivo la verdad. En cambio, la argumentacion tiene como objetivo
lo creible y el convencimiento de los deméas o de si mismo (véase la relacion con la
definicion de la Real Academia Espaiiola de argumento), estando mas cercano a las practicas
discursivas espontaneas que se suelen emplear inicialmente en el aula.

Una cuestion interesante en este punto seria plantearse si el trabajo con argumentaciones
puede llevarnos a valorar y a aceptar la importancia de las demostraciones matematicas
rigurosas, es decir, ;hay o no hay continuidad cognitiva en el transito de la argumentacion a
la demostracion? En este sentido, Duval afirma que atn en las formas mas elaboradas de la
argumentacion, no se establece la continuidad cognitiva ya que el razonamiento deductivo
que utiliza la demostracion precisa de un aprendizaje especifico e independiente.

Hay autores que son ain mdas contundentes de Duval. Un ejemplo puede ser Balacheff
(1999) que afirma que la argumentacion es un obstaculo epistemoldgico importante para el
aprendizaje de la demostracion, ya que en la demostracion se renuncia a las libertades que
uno puede tomarse en la argumentacion. Afirma que la argumentacion es a la conjetura,
como la demostracion es al teorema, con lo que concluyd que es un error de caricter
epistemologico hacer creer a los alumnos que son capaces de producir una prueba o
demostracion cuando no han hecho otra cosa que argumentar.

Sin embargo, otros autores opinan de forma diferente sobre esta cuestion. Toulmin
(2007) si que cree que es posible esa continuidad. Relaciona la validez de un enunciado con
la estructura y racionalidad del discurso que defiende, dependiendo su validez de algunas

premisas englobadas en una continuidad.
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En cuanto al concepto de demostracion, Godino y Martinez (2001) la definen como “el
objeto emergente del sistema de practicas argumentativas (o argumentos) aceptadas en el
seno de una comunidad o por una persona, ante situaciones de validacion y decision, esto es,
situaciones que requieren justificar o validar el cardcter de verdadero de un enunciado, su
consistencia o la eficacia de una accion.” (p. 406)

Al respecto, resulta interesante la aportacion de Krummeheuer (1995) que distinguio
entre argumentos analiticos y sustanciales. Los analiticos son los caracteristicos de las
deducciones logicas en los que no se aporta un significado especial a las premisas del que
potencialmente ya tenian. Por el contrario, los sustanciales son aquellos en los que se va
expandiendo el significado de las proposiciones debido a que se van relacionando con
aplicaciones concretas.

Sobre el término razonamiento, Balacheff (2000) lo defini6 como “la actividad
intelectual no completamente explicita que se ocupa de la manipulacion de la informacion
dada o adquirida, para producir una nueva informacion.” (p. 13)

Segin Godino y Martinez (2001), esta actividad intelectual origina las practicas
argumentativas, personales o institucionales, del mismo modo que el razonamiento se
desarrolla por medio de dichas practicas, concluyendo por tanto que el estudio del
razonamiento esta relacionado con el estudio de la argumentacion.

Como hemos mencionado anteriormente, el significado de estos conceptos varia en
funcion del contexto en el que se siten. Asi, Wilder' (citado en Godino y Martinez, 2001)
nos record6 que “No debemos olvidar lo que constituye una prueba puede variar de cultura a

cultura, como también de una época a otra.” (p. 407) Es por ello que habria que aclarar

1 La cita original se encuentra en WILDER, R.W. (1981). Mathematics as a cultural system. Nueva York: Pergamon. (p.

346)
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entonces el concepto de contexto. En este sentido, Godino y Martinez (2001) entienden
como contexto o marco institucional “un punto de vista local o una perspectiva sobre una
problemadtica determinada, caracterizada por el uso de recursos expresivos e instrumentales
propios, por habitos y normas especificas de comportamiento.” (p. 407)

Hasta ahora hemos hablado del concepto de prueba y otros relacionados con ¢l de una
forma general. A continuacién vamos a analizar la riqueza que adquieren estos conceptos
cuando los situamos en diferentes contextos, llegando a generarse, como veremos, distintos
objetos prueba, cada uno con sus propias particularidades. Esta idea es muy interesante
cuando estamos investigando el papel de la demostracion en aula, ya que reconociendo esta
diversidad de significados nos encontraremos en una mejor situacion para estudiar las
circunstancias de su desarrollo, los papeles que desempeiia en diferentes contextos, mejorar
los andlisis de los conflictos cognitivos que se producen en individuos situados en
determinados contextos y apreciar las caracteristicas comunes que unen a los distintos

objetos.

1.3.2. En la Logica y los fundamentos de las Matematicas

La validez que todos otorgamos a las deducciones logicas es lo que otorga veracidad a
las demostraciones que se realizan utilizdndolas de modo que un enunciado que se acepte
como verdadero conforme a esas reglas tendra una validez universal e intemporal,
garantizando esta validez las reglas l6gicas que se han utilizado. De este modo, podemos
decir que una demostracion de un teorema es consecuencia de las premisas de las que parte y

de la buena utilizacion de las reglas de la logica.
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En este contexto, un objetivo seria garantizar el buen funcionamiento del sistema, lo que
implica buscar un nimero minimo de axiomas (verdades evidentes que son aceptadas sin
demostracién previa), que sean independientes entre si, no contradictorios entre ellos y
completo (que cualquier proposicion se pueda decidir si es cierta o falsa). El problema de
esta cuestion fue cuando en 1931 Godel dinamitdé los cimientos de la Logica con sus
teoremas de incompletitud. Estas cuestiones la abordaremos con mas profundidad en punto
1.7.

La demostracion la definen Godino y Martinez (2001) en este contexto como “‘el objeto
emergente del sistema de practicas argumentativas analiticas formales, y su significado viene
dado por los rasgos intensionales, extensionales y representacionales descritos.” (p. 407)

Esto no quiere decir que en estos contextos no se utilicen para demostrar
argumentaciones sustanciales y es que, tras la aceptacion de los axiomas, las
argumentaciones que hacemos los matematicos son intrinsecamente inductivas, es decir, de
lo particular a lo general. En aula se suele trabajar con la misma mecénica. Primero vemos
unos casos particulares, después intentamos realizar una conjetura y finalmente intentamos
demostrarla con las herramientas que poseemos.

En este sentido, es muy interesante la siguiente reflexion que nos dejo Poincaré” (citado
en Godino y Martinez, 2001): “;Cual es la naturaleza del razonamiento matematico? (Es
realmente deductivo como ordinariamente se cree? Un analisis profundo nos muestra que no
es asi; que participa en una cierta medida de la naturaleza del razonamiento inductivo, y que

por eso es fecundo.” (p. 407)

2 La cita original se encuentra en POINCARE, H. (1963). La ciencia y la hipdtesis. (De Besio, A.B. y Banfi, J., trad.)
Madrid: Espasa-Calpe. (Obra original de 1902) (p. 15)
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1.3.3. En la Matematica profesional

Cuando nos situamos en la Matematica profesional, el concepto de prueba o
demostracién cambia sustancialmente. Por lo general, el tipo de pruebas que se practican en
este campo son bastante complejas y en la mayoria de las ocasiones las demostraciones que
surgen en la actualidad solo se encuentran al alcance de matematicos especialistas en el
campo en el que se sitian.

La tendencia ultimamente en la Matematica profesional es trabajar con pruebas algo mas
informales y menos rigurosas con el objetivo de que el trabajo sea mas productivo, utilizando
para ello el lenguaje ordinario, completado con el simbodlico propio de la 16gica y del campo
de las Matematicas en el que se esté trabajando. En cuanto al grado de rigor exigible a una
demostracidn, no hay un estandar generalmente aceptado.

Cuando en la Matematica profesional se intenta demostrar la implicacion 4 - B, que
desde un punto de vista logico significa que si 4 es cierto entonces B también es cierto, lo
que el matematico utiliza como apoyo fundamental es el significado particular de lo que ¢l
entiende por las expresiones de 4 y B. De este modo, la Matematica adquiere un caracter
temporal y particular. Es por ello por lo que Hersh (1993) describe la demostracion dentro de
este contexto como un argumento convincente juzgado como tal por jueces cualificados.

Por ultimo, debemos comentar que hoy en dia los intereses de los matematicos
profesionales van encaminados fundamentalmente en la resolucion de nuevos problemas y
en incrementar los conocimientos que ya se poseen. En menor medida se preocupan por la
fundamentacion de las Matematicas como ocurri6 a principios del siglo XX. Ese puede ser el
motivo por lo cual no se requiera una “mdxima seguridad” a la hora de hacer

demostraciones. Como dijimos antes, unas Matematicas excesivamente tedricas y que
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requieran la revision constante y profunda de cada paso que se da en cada demostracion
harian que estas fueran menos productivas en resultados. Se trata de buscar un equilibrio
entre la productividad y el rigor absoluto, aunque, por supuesto, cuando se llega a un
resultado especialmente relevante, la revision que se lleva a cabo por matematicos
acreditados en la cuestion si es minuciosa para garantizar o no su validez tal y como indicaba

Hersh.

1.3.4. En las Ciencias Experimentales y vida cotidiana

En estos contextos adquiere una especial relevancia los procesos inductivos y
experimentales mediante los cuales se concluye que si cierta propiedad se verifica
regularmente para algunos elementos de un conjunto, dicha propiedad se verificard en
circunstancias similares en todos los elementos de dicho conjunto o, entrando ya en el campo
de la Inferencia Estadistica, se verificard con una cierta probabilidad.

En el campo de las Ciencias Experimentales los procedimientos se deben hacer con sumo
cuidado, intentando controlar al maximo los posibles factores que pudieran alterar el
resultado del experimento o de la observacion.

Debemos destacar que en estos campos desempeiia un papel importante el razonamiento
por analogia. Partiendo de la semejanza de algin aspecto de procedimiento con otro puede
llevarnos a simplificar el proceso o extraer nuevas conclusiones.

Utilizando estos procedimientos es claro que:

* La validez de los enunciados que se originan no tienen ni universalidad, ni un
caracter absoluto, es decir, no se pueden considerar validos en cualquier

circunstancia.
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* A media que aumentamos los elementos sobre los que hemos comprobado que se
verifica la propiedad que pretendemos demostrar, aumenta el grado de validez de

la prueba.

1.3.5. En el campo de la Tecnologia

En los ultimos afios, las tecnologias de informacion y la comunicacion han irrumpido con
fuerza en la ensefanza en general, y muy en particular en la didactica de las Matematicas.
Las nuevas tecnologias han provocado cambios en los contenidos, objetivos, criterios de
evaluacion, etc. pero sobre todo han provocado cambios en la metodologia de la asignatura.
De hecho, estas herramientas han sido fundamentales para demostrar resultados como el
conocido teorema de los cuatro colores.

En la actualidad hay una gran multitud de paquetes informaticos mediante los cuales
podemos trabajar las distintas ramas de las Matematicas. Podemos destacar el Geogebra y el
Cabri para Geometria, el Derive para Analisis, el Wiris para Aritmética y el Microsoft Excel,
el SPSS o el R para Estadistica. Estos y otros programas han hecho que determinados
procedimientos se simplifiquen notablemente para los alumnos.

Asi, por ejemplo, mostrar con un programa interactivo como Geogebra que las tres
mediatrices de un tridngulo se cruzan en un punto (circuncentro) resulta muy facil. Su
construccidn tiene un importante valor didactico y podria servir de apoyo para su posterior
demostracion formal que es asequible para alumnos de 3° - 4° ESO, ya que se apoya
unicamente en la propiedad de que todos los puntos de la mediatriz equidistan de los

extremos del segmento.
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CIRCUNCENTRO

Figura 2. Circuncentro de un triangulo.

Sin embargo, si nos enfrentamos a un enunciado aparentemente similar como es que las
tres alturas de un tridngulo se cortan en un punto (ortocentro) cambian algunos matices.
Sigue siendo muy sencillo de observar la veracidad de este enunciado utilizando el programa
Geogebra e incluso es facil comprobar que si el triangulo es acutangulo dicho punto est4 en
el interior del triangulo, si el tridngulo es rectangulo dicho punto es el vértice que forma el
angulo recto y que si el triangulo es obtusangulo el punto esta en el exterior del triangulo. La
diferencia con el caso anterior es que la demostracion formal, que se basa en el teorema de
Ceva, no parece sea asequible en general para los alumnos de ESO y en principio, salvo en

casos particulares, deberiamos excluirla de nuestras explicaciones en el aula.

ORTOCENTRO

o

Figura 3. Ortocentro de un triangulo.
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De este modo, Codina y Lupiafiez (1999) introducen una idea de demostracion situada en
un ambiente computacional, con unas posibilidades didacticas muy interesantes, pero con
limitaciones formales, ya que se encuentran situadas en el entorno de lo experimental e
inductivo. No obstante, a pesar de que formalmente no puedan ser consideradas
demostraciones, es indudable su valor didactico y pueden sustituir a las demostraciones
formales en los casos en que estan no estén al alcance de los alumnos y complementarlas en
los casos en que si que sean asequibles para ellos.

En este sentido, Aguirre y Lupiafiez (2000) defienden que en un aula de Educacion
Secundaria los alumnos no estan preparados para demostraciones absolutamente formales.
Esto no quiere decir que no se le vaya aproximando al alumno el concepto de demostracion
justificando algunos resultados. De hecho proponen utilizar estos medios para llevar a cabo

esta aproximacion.

1.3.6. En el aula de Matematicas

En el ambito del aula de Matematicas en la Educacidén Primaria, Secundaria e incluso en
algunos estudios universitarios, los teoremas matematicos en muchos casos se toman
directamente como verdaderos. En ocasiones se establecen argumentaciones inductivas o
deductivas informales para establecer su veracidad, pero practicamente nunca se hace un
razonamiento puramente formal para demostrar un determinado enunciado. Esto es debido a
que una opinién muy extendida entre algunos docentes es que el trabajo que llevaria explicar
con detalle algunas demostraciones no se corresponde con los beneficios que obtendrian los
alumnos. Por eso, cuando hablemos de demostraciones matematicas en el aula, nos vamos a

referir a argumentaciones deductivas, aunque en algunos casos nos basemos previamente en
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argumentos inductivos, que justifiquen a los alumnos el por qué de esos resultados y que
eviten que consideren las Matematicas como una serie de verdades irrefutables que no se
discuten.

En este contexto, sobre todo en los niveles superiores, Godino y Martinez (2001) esperan
que los alumnos adquieran la capacidad de comprender y realizar pruebas de teoremas
matematicos que establezcan la verdad de los mismos con absoluta seguridad,
convenciéndose a si mismos y cualquier otra persona de que eso es cierto de manera
irrefutable. Estamos hablando de un cardcter propio y particular de la prueba en este
contexto, distinto del que se puede hacer en otros como el de las Matematicas profesionales
en donde se deben convencer, como decia Hersh, a unos jueces cualificados.

Un problema que suelen tener los alumnos son las dificultades en diferenciar los distintos
procedimientos argumentativos debido a que se encuentran sujetos a distintos contextos con
herramientas de trabajo propias de cada uno de ellos. Estos factores institucionales debemos
tenerlos en cuenta a la hora de analizar los procedimientos que realicen los alumnos. En los
distintos niveles de enseflanza, los diferentes conceptos de prueba se deben ir desarrollando
progresivamente. Los esquemas informales que se utilizan en algunos contextos no debemos
verlos como incorrectos, sino como etapas de aproximacion al dominio de las précticas
argumentativas deductivas para lo cual se requiere un desarrollo de la racionalidad del
alumno y un estado especifico de los conocimientos. Balacheff (2000, pp. 26 — 28) presento
un ordenamiento de las distintas justificaciones que se pueden dar en el aula en funcion del
grado de generalidad involucrado:

1. Empirismo ingenuo. Ocurre cuando el alumno valida un enunciado tras ver que
se cumple en unos casos particulares. Es uno de los primeros procesos de

generalizacion.
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2. Experimento crucial. Ocurre cuando el alumno es consciente del problema de
la generalidad e intenta resolverlo mediante lo que considera un caso que no es
particular.

3. Ejemplo genérico. Ocurre cuando el alumno justifica un enunciado utilizando
para ello un elemento particular que considera representante de todos los
elementos a los que se refiere el enunciado.

4. Experimento mental. Ocurre cuando el razonamiento del alumno se
independiza de la representacion del objeto. Esta etapa no implica

necesariamente que el alumno realice con un rigor absoluto la demostracion.

1.3.7. Significados personales de prueba

En la linea de lo expuesto por Harel y Sowder (1998), Godino y Martinez (2001) indican
que a nivel de individuo un esquema de prueba es aquello que consigue asegurar y persuadir
a dicho individuo. Para ello, dividen los esquemas de pruebas en tres: conviccidon externa
(ritual, autoritario y simbolico), empirica (procedimientos inductivos y perceptuales) y
analitica (deductivos y transformacionales). Estos tres estados representan el estado
cognitivo en el que se encuentra el individuo y vienen definidos mediante los procesos que
utiliza el individuo al realizar una prueba.

Harel y Sowder realizaron un estudio mediante el cual comprobaron una alta incidencia
de la conviccidn externa en las tres vertientes mencionadas con anterioridad y también de la
conviccidon empirica, aunque con algo menos de incidencia. Establecieron que la causa
principal de estos resultados son los habitos escolares que carecen de practicas

argumentativas analiticas. Este modo de actuar de los profesores, en muchos casos de
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manera inconsciente, puede deberse a las influencias que se sufren desde otros contextos
como los legislativos que establecen los curriculos de las materias, las ciencias empiricas que
inciden en unos procedimientos concretos o la vida cotidiana que no se preocupa en exceso
por el rigor o la justificacion.

No debemos olvidar que las précticas argumentativas tienen un papel relevante en la
resolucion de problemas, que es objetivo primordial de las Matematicas y comprobar esto es
uno de los objetivos de esta investigacion. Cuando hablamos en este aspecto de practicas
argumentativas (ver clasificacion que hace Krummeheuer en el punto 1.3.1), no hablamos
unicamente de las practicas analiticas. De hecho, en muchos problemas este tipo de practicas
no nos sirven para su resolucion y debemos acudir a las practicas sustanciales utilizando
procedimientos empiricos y de analogia. Esto lo dejaba claro Polya (1945) en la siguiente
cita: “Las Matematicas presentadas con rigor son una ciencia sistematica y deductiva, pero

en gestacion son una ciencia experimental e inductiva.” (p. 114)
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1.4. Funciones de las demostraciones

1.4.1. En las Matematicas

Como vimos en el punto anterior, el concepto de demostracion adquiere una gran

cantidad de matices en funcion del contexto en el se enmarque. Dentro de las Matematicas

profesionales, varios autores han desarrollado las funciones que en este ambito desempefian

las demostraciones. Mencionaremos el modelo que presentd De Villiers (1993) en el que

indicd como funciones de las demostraciones:

1.

La verificaciéon o la conviccion. La verificacion es la funciéon més considerada
de la demostracion. En el ambiente matematico, una demostracion aceptada
proporciona veracidad al enunciado que demuestra. Normalmente, tras una
demostracion hecha de forma correcta, se provoca una convicciéon de que el
enunciado es cierto. Decimos normalmente porque en ocasiones se pueden
demostrar correctamente enunciados que nos cuesta comprender desde un punto
de vista logico. Un ejemplo historico de esto se pudo observar cuando Cantor
probd que el conjunto de puntos de una recta y el conjunto de puntos del plano
tienen el mismo cardinal, es decir, que son equipotentes. Cantor se dirigid a
Dedekind por carta en 1877 y le dijo “jLo veo!, pero no lo creo”.

Explicacion. Esta funciéon de las demostraciones se puede ver en aquellos
enunciados en los que hemos observado que se cumple para un gran nimero de
casos particulares y que al realizar la demostracion nos proporciona una mayor
informacion de los motivos por los que siempre se verifica el enunciado en
cuestion. Esta funcién se puede observar por ejemplo en la demostracion de la
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afirmaciéon de que un cuadrado perfecto acaba siempre en 0, 1, 4, 5, 6 0 9. La
demostracion de esta afirmacion, que es muy sencilla y basta hacerla por casos,
aporta la explicacion del por qué es asi este hecho y nos evita otros tipos de
razonamientos, que aun siendo correctos, no nos llevarian al objetivo que
pretendiamos.

3. Sistematizacion. Si situamos la demostracion dentro de un sistema axiomatico,
la estructura légica de la demostracion nos permite en ocasiones organizar la
informacion de una mejor manera a lo que lo hubiéramos hecho de forma
intuitiva, ayudando a evitar razonamientos circulares e inconsistencias logicas.

4. Descubrimiento o creacion. A lo largo de la historia de las Matematicas muchos
de los resultados que se han obtenido fueron a partir de razonamientos 16gicos, lo
que conduce a que realizar demostraciones puede ser también un modo de
descubrir nuevos resultados e incluso nuevas ramas del conocimiento. Este
aspecto esta desarrollado con algunos ejemplos en el punto 1.10.

5. Comunicacién. Dentro de las Matematicas profesionales, la demostracion es un
modo de comunicar nuevos resultados dentro de un lenguaje comun, lo que
permite la critica constructiva de las demostraciones que van elaborandose.

Otros investigadores como Hanna (2000) también reconocian como funciones de las
demostraciones la ayuda en construcciones de teorias empiricas, la exploracion de
significados de una definicion o la mejor adaptacion a resolver determinados problemas en

los que se modifican algunas condiciones iniciales.
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1.4.2. En el aula

Las funciones que hemos visto anteriormente nos pueden hacer de guia sobre la manera
en la que se deberia presentar las demostraciones en un aula de Matematicas. Generalmente,
cuando se trabaja con demostraciones, se cae en el error de trabajar unicamente con la
funcion verificativa que aportan las demostraciones. Este modo de trabajar no suele motivar
a los alumnos y desde aqui proponemos trabajar con el resto de funciones para darle a la
demostraciéon un tratamiento mucho mas enriquecedor.

Para observar la vision que de este hecho poseen docentes y alumnos, podemos
mencionar el estudio cualitativo que realizaron en Argentina Crespo y Ponteville (2005b) a
12 docentes de Ensefianza Secundaria y a 40 alumnos del ultimo afno de la carrera de
profesorado de Matematicas.

Observaron que tanto para unos como para otros no hay distintos niveles ni de
argumentaciones, ni de demostraciones. Mediante entrevistas, algunos de los entrevistados
realizaron comentarios que iban en la idea de defender la demostracion para justificar la
validez de algunos resultados:

Las demostraciones son importantes para que los alumnos sepan que las
propiedades o los teoremas se cumplen, no porque el profesor lo dice, sino porque
tienen una validez mucho mas rigurosa, que se obtiene con las demostracion.
Ademas, pienso que los alumnos quedan maravillados al ver que las cosas no son
porque si. (p. 310)

Es importante demostrar en la clase de Matematicas porque es lo que diferencia a

las Matematicas de otras ciencias y le da validez. Por la forma de trabajo que ello
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implica, ordenada y justificando cada paso a seguir, fomenta una forma de pensar y
realizar la tarea. (p. 310)
Otros defendian la funcion de la explicacion de conceptos matematicos, con comentarios
como estos:
La demostracion ayuda a los alumnos a la comprension de los temas y a su vez sirve
como repaso de ideas vistas en clase. De esta manera, se ve que los conceptos
matematicos no son cosas inventadas, sino comprobables. (p. 310)
Es importante demostrar, a veces si y a veces no. Si la demostracion aclara y ayuda
a entender, vale la pena hacerla, pero si dificulta la ensefianza y el aprendizaje,
entonces no. (p. 310)
E incluso en algunas respuestas, algunas personas dejaban intuir que se podian dar las
dos funciones anteriores simultaneamente:
Es importante demostrar, ya que muchas veces los alumnos se preguntan de donde
salen las formulas o por qué se deben hacer de tal manera los ejercicios. (p. 310)
Algunos comentarios también apoyaban el uso de la demostracion con justificaciones de
ambito procedimental y actitudinal como “Es importante demostrar en el aula porque crea un
habito” (p. 311) o “Ayuda a trabajar de forma ordenada y responsable” (p. 311).
Finalmente, a través de una encuesta, intentaron ver como veian ambos grupos las
funciones que podian tener las demostraciones en un aula de Matematicas y en la propia
Matematica. Algunos de los encuestados veian varias funciones de la demostracion, mientras

otros no veian ninguna. Los resultados que obtuvieron se pueden resumir en la tabla 1:
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Tabla 1. Resultados finales del estudio de Crespo y Ponteville.

Funcién reconocida a la Funcién reconocida a la
demostracion en la demostracion en el aula de
Matemaitica Matematicas
Estudiantes Docentes Estudiantes Docentes
Verificacion 42,50% 33,33% 10% 33,33%
Explicaciéon 35% 33,33% 47,50% 66,66%
Sistematizacion 7,50% 0% 10% 0%
Descubrimiento 2,50% 16,66% 2,50% 0%
Comunicacion 0% 0% 0% 0%

Nota. Fuente: CRESPO, C. y PONTEVILLE, C. (2005). Las funciones de la demostracion en el aula de

Matematicas. J. Lezama (Ed.), en Acta Latinoamericana de Matematica Educativa, 18. México: Clame.

(p. 311)

Como se puede observar, en las Matematicas la funcién predominante es la de
verificacion, mientras que en el aula la funciéon que predomina ampliamente es la de
explicacion. Podemos observar como en todos los casos, las funciones de sistematizacion,
descubrimiento y comunicacion obtienen resultados practicamente nulos, lo que da pie a
pensar que la demostracion o ha sido ignorada en los planes de estudio o se ha llevado a cabo
de una forma muy concreta, centrandose unicamente en las funciones de verificacion y

explicacion.
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1.5. Tipos de demostraciones matematicas

En este punto vamos a intentar explicar diferentes métodos que hay para demostrar una
proposicion matemadtica. Como las proposiciones matematicas pueden ser muy diversas
desde un punto de vista logico (existencial, universal, etc.) y desde un punto de vista de la
propia Matematica (puede hacer referencia a la Geometria, Aritmética, Algebra, etc.), es
logico que existan multitud de métodos para demostrar estas proposiciones. De hecho,
muchos de estos métodos que vamos a ver han ido surgiendo de los diferentes retos que han
ido suponiendo algunas demostraciones en determinados momentos de la historia.

A continuacion vamos a analizar los principales métodos de demostracion que se utilizan
en Matematicas, apoyandonos en lo expuesto por Aigner y Ziegler (2004) y Ribero (2009).
Como anexo a la investigacion (véase el punto 6.1) expondremos diferentes ejemplos de
cada uno de estos métodos mediante los cuales se podran valorar los distintos matices que
tienen cada uno.

1. Directa. Este tipo de demostracion se puede decir que es la mas natural ya que su
procedimiento se basa en suponer la veracidad de la hipdtesis y a partir de ahi,
mediante un razonamiento logico-deductivo, demostrar la veracidad de la tesis.

Este tipo de demostracion esta basada en la tautologia Modus Ponens:
[(P~0)oP]-(0)

Los simbolos 16gicos que aparecen en esa expresion son “ - que es el de la

implicacion en un sentido (A4 — B significa que si 4 es cierto entonces B

también es cierto) y “L” que es el de la conjuncion o interseccion (para que

AUB sea verdadera, 4 y B tienen que ser ambas verdaderas).
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Las demostraciones directas son muy claras en su ejecucion, ya que en todo
momento se apunta hacia tesis, intentando ir por el camino mas corto posible.

2. Reduccion al absurdo. Este es uno de los métodos mas utilizados. Su origen
data del siglo V a. C. y apareci6 por primera vez en las obras del matematico y
filosofo griego Zenon. El método consiste en negar la tesis y a partir de ahi,
trabajando de una forma légico-deductiva, llegar a una contradiccion o absurdo.
Las demostraciones utilizando este método suelen ser cortas y tienen la
desventaja de que no nos aportan ni métodos y ni algoritmos que solucionen
problemas. Asi, uno de los ejemplos mas utilizados para explicar este método es
la demostracion que realizo Euclides® de que existen infinitos nimeros primos
(véase el ejemplo 1 del punto 6.1.2.). Pues bien, esta demostracion efectivamente
es corta y elegante, pero no nos aporta nada sobre la distribucion de los nimeros
primos.

3. Negacion. El método de negacion, o también llamado de contradiccion o método
indirecto, consiste en que partiendo de la negacion de la tesis, mediante
razonamientos l6gico-deductivos, se concluya en la negacion de la hipotesis. Este

método se basa en la tautologia Modus Tollens:
[(P~0)B-0] - (~0)
El simbolo légico “= " es el de la negacion.
Este método tiene similitudes con el de reduccion al absurdo pero la diferencia

sustancial con €l es que una vez que negamos la tesis, si sabemos hacia donde

deben ir nuestros razonamientos, hacia la negacion de la hipétesis. En el método

* La demostracién original de Euclides se encuentra en su libro “Los Elementos” (Libro IX — Proposicion 20) que data
aproximadamente del 300 a. C. Este libro ha sido editado por Planeta de Agostini en 1996 con el titulo Los seis

primeros libros de la Geometria de Euclides.
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de reduccion al absurdo teniamos que buscar un absurdo, pero no sabiamos a
priori cudl iba a ser.
Exhaustiva. Una demostracion se dice que se realiza por un método exhaustivo
cuando se analizan todos los posibles casos que se pueden dar con las variables
que intervienen en la proposicion que se pretende demostrar. Para que la
demostracion sea valida, se tienen que analizar todos los casos y en todos ellos se
tiene que verificar la proposicion.
Principio de induccion. El principio de induccion matematica se utiliza cuando
queremos demostrar que una propiedad se verifica para cualquier numero
natural. Se basa en la siguiente proposicion que se deriva de forma directa de los
axiomas de Peano mediante los cuales se construye el conjunto de los nimeros
naturales:
Si P(x) es una propiedad y se cumple que:

a) P(1) es cierto.

b) Si suponemos que para un numero natural nLIN cualquiera, P(n) se

cumple, entonces también se cumple para P(n + 1).

Entonces la propiedad P se cumple para cualquier nimero natural.
Descenso al infinito. El método de descenso al infinito fue introducido por
Pierre de Fermat en el siglo XVII y se basa en la buena ordenacion del conjunto
de los nimeros naturales. Se entiende que un conjunto esta bien ordenado si todo
subconjunto suyo no vacio tiene elemento minimo. Esta técnica se suele utilizar
para demostrar que una cierta propiedad no se verifica en el conjunto de los
numeros naturales. Para ello, se supone que la propiedad se cumple para un valor

n perteneciente a IN. A partir de ahi, se deduciria que también se cumple para un
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10.

numero natural m tal que m < n, y asi indefinidamente lo que nos llevaria a
concluir que N no tendria elemento minimo, lo que es un absurdo, con lo que la
propiedad con la se trabaja necesariamente es falsa en el conjunto IN.

Principio del palomar. El principio del palomar o también llamado principio de
Dirichlet se basa en una proposiciéon tan simple como que si n palomas se
pretenden colocar en un palomar con m celdas y m < n, entonces en al menos una
celda habrd mas de una paloma. A pesar de la simpleza del enunciado,
utilizdndolo adecuadamente se pueden probar de wuna forma sencilla
proposiciones que sin su utilizaciéon no serian nada faciles de demostrar. Lo
complicado de este método a menudo consiste en identificar los elementos que
hacen de “palomas” y los que hacen de “celdas”.

Algoritmica. El método de demostracion algoritmica es bdasicamente
constructivo, ya que consiste en crear un método para llegar a la afirmacién que
se pretende demostrar paso a paso. Fue un método muy utilizado en las
Matematicas arabes y que en la actualidad es muy utilizado en técnicas de lo que
en Matematicas se denominan Métodos Numéricos.

Constructiva. Las demostraciones constructivas son aquellas en las que se crea
un procedimiento mediante el cual, con una manipulacioén ingeniosa de los datos,
se llega a la solucion del problema planteado, proporciondndonos de esta manera
propiedades de los objetos con los que se trabaja. Estas pruebas estuvieron muy
presentes en la Geometria de la Grecia Clasica.

Por equivalencia. En muchas ocasiones, si tenemos que probar una proposicion

P y no tenemos muy claro el camino a seguir, una opcion a tener en cuenta es
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11.

12.

encontrar una proposicion Q que sea equivalente a P y si probamos Q habremos
probado P. Este método esta basado en la tautologia:

[(P~0)00] - (P)

13 2

El simbolo logico “ « ” es el de la equivalencia logica, doble implicacion o

bicondicional. La expresion P « Q quiere decir que Py O o son ambas ciertas o

son ambas falsas.

Método de la diagonal de Cantor. Mediante este método sencillo y elegante
Cantor demostré que el conjunto de los numeros reales no es contable, es decir,
que no es equipotente con el de los numeros naturales (véase el punto 6.1.11). De
hecho, la prueba original de Cantor indicaba que simplemente el intervalo [0, 1]
ya no es contable. También se utilizo para demostrar el primer teorema de
incompletitud de Godel o el problema de decision de Hilbert.

Visualizacion. En Matemadticas los dibujos, diagramas y graficos han sido
siempre muy utilizados con diversos objetivos y uno de ellos ha sido para
demostrar proposiciones. En muchas ocasiones, incluso con un simple dibujo, se
ha demostrado una determinada proposicion matematica. Es lo que se viene a
llamar una demostracion sin palabras. Muchos ejemplos de este tipo de
demostraciones los encontramos en las Matematicas chinas, en las que se trabajo
muy a menudo con dibujos, lo que les llevd por momentos a adelantarse a las
Matematicas occidentales.

Hoy en dia, la visualizaciéon ha cobrado importancia gracias al desarrollo de las
nuevas tecnologias con programas interactivos como Geogebra. El problema que
suele darse es que en ocasiones se le otorga la categoria de demostracion a la

comprobacion de que un determinado hecho ocurre en un numero elevado de
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casos cuando utilizamos este tipo de programas. Pongamos un ejemplo sencillo:
puedes construir con cualquiera de esos dos programas un triangulo, medir sus
angulos interiores y comprobar que la suma de estos es 180°. Con estos
programas puedes interactivamente modificar los triangulos y comprobar que
siempre la suma de sus dngulos interiores es 180°, pero eso que estamos haciendo
no es una demostracion, si no una comprobacion. Obviamente, esa actividad
tiene un valor didactico muy interesante, pero lo ideal seria complementarla con
la demostracion rigurosa si esta se encuentra al alcance de los alumnos con los
que estamos trabajando.

Por otro lado, en ocasiones utilizar, voluntaria o involuntariamente, un dibujo
que no es adecuado, ya sea por su inexactitud o por no estar relacionado
correctamente con el problema, nos puede llevar a equivocos importantes. En el
anexo (véase el ejemplo 5 del punto 6.1.12) veremos un caso de demostracion
fraudulenta de que todos los tridngulos son isosceles basado en un dibujo
“aparentemente” bien realizado.

A parte de los tipos de demostraciones, en una ciencia tan amplia como las Matematicas,
también habria que hablar de los estilos de demostraciones. En este aspecto, Ibafies (1997)
hace la siguiente clasificacion:

a) Estilo geométrico. Supone la utilizacion en exclusiva de recursos geométricos.
Fue el estilo predominante en la Grecia Clésica y que se enriquecid en los inicios
del siglo XIX con el desarrollo de la Geometria Proyectiva. Como podemos ver
en algunos de los ejemplos expuestos en el punto 6.1, este estilo no se limita en
exclusiva a probar resultados de indole geométrico y estd muy asociado al

método de visualizacion
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b)

d)

Estilo algebraico. Estd caracterizado por la simbolizacion de objetos
matematicos y la operacion con estos. Este estilo se ha desarrollado en paralelo
con el desarrollo del Algebra y el de sus simbolos. Al igual que ocurria en el caso
anterior, este estilo se puede utilizar para demostrar resultados de campos
diferentes al algebraico, como puede verse en la demostracion habitual del
teorema del coseno.

Estilo de coordenadas. Este estilo permite enlazar los procedimientos
geométricos y algebraicos. Es un estilo relativamente moderno, ya que nacié en
el siglo XVII con los trabajos de Descartes y Fermat. Este estilo se puede utilizar
por ejemplo para demostrar que las tres medianas de un tridngulo concurren en
un punto, dando coordenadas generales a sus vértices, calculando las ecuaciones
de las rectas de las medianas y comprobando que efectivamente son concurrentes
en un punto.

Estilo del Analisis Matematico. Es consecuencia de la invencion del Calculo
llevada a cabo por Newton y Leibniz en el siglo XVII y se consolida con los
intentos fundamentacion del Calculo que se realizaron a lo largo del siglo XIX.
En este estilo se utilizan las herramientas propias del Calculo (limites, derivadas,
integrales, etc.). Este estilo es muy propio de este campo y es utilizado para
demostrar teoremas como el fundamental del Calculo, el de Rolle o el del Valor
Medio. No obstante, también se puede utilizar en otros campos. El ejemplo mas
claro es la primera demostracion del teorema fundamental del Algebra que
realiz6 Gauss.

Estilos alternativos. Es muy comun que en una misma demostracion se puedan

utilizar dos o mas de los estilos antes mencionados. Un ejemplo claro de esto lo
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tenemos en las maneras en que los arabes resolvian ecuaciones de segundo

grado, mezclando los estilos algebraicos y geométricos.
A parte de los estilos, Ibafies (1997) también habla de los modos en que se exponen las
teorias matematicas en funcion del contexto en que se enmarquen. Habla de un modo
sintético o directo, que es utilizado en presentaciones formales, y de un modo analitico o

indirecto, mas adecuado en su opinidn para exposiciones didacticas.
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1.6. Origen y desarrollo historico de la demostracion

1.6.1. Nociones previas

Como con otros muchos conceptos, si analizamos el origen historico de la nocién de
demostracién matematica se nos puede aclarar si es conveniente o no su utilizacién didactica.
En muchas ocasiones se pueden utilizar las condiciones histéricas del origen de un concepto
como una especie de guia para crear en el aula una génesis artificial de este mismo concepto
en el alumnado.

Sobre esta temdtica en concreto existen pocos escritos. Segin Arsac (1987) podemos
indicar como posibles causas de esta escasez a:

* La falta de unanimidad sobre determinados aspectos.

* La relacion tan intrinseca que existe entre los conceptos de demostracion y
Matematicas ha conducido a pensar en muchas ocasiones que su aparicion surgiod
de una manera absolutamente natural, sin que este hecho presentase ningun
problema a priori.

Aunque los primeros indicios en el desarrollo de las Matematicas aparecieron en las
civilizaciones egipcia y babilonica con alguna prueba sobre relaciones de determinadas
magnitudes, parece ser que si existe unanimidad en indicar que la verdadera génesis de la
demostracion tuvo lugar en Grecia Clasica. Los documentos de esa época son practicamente
inexistentes y la historia de las Matematicas que se conoce se debe a otros autores griegos de
épocas posteriores o a textos contemporaneos que hablan de Matematicas pero que en
realidad no son propiamente textos matematicos. Esto dificulté mucho la investigacion sobre
el origen de la demostracion y los motivos a los que debemos su origen.
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Si recordamos el concepto de demostracion dado por Balacheff (2000) en donde nos
indicaba que la demostracién no es mas que una prueba (explicacién aceptada por una
comunidad en un momento dado) que se ha llevado a cabo mediante un proceso logico-
deductivo valido y que los procesos para probar una afirmaciéon dependen del sujeto que
desarrolla la prueba y de los destinatarios a los que va dirigida, podemos observar que
claramente resalta el caracter social de los distintos tipos de prueba. Por tanto, buscar el
origen de la demostracion implica buscar un momento muy concreto en el desarrollo de los

diferentes procedimientos de prueba.

1.6.2. La inconmensurabilidad como origen de la demostracion

Entre los siglos IX y VII a.C. se fue desarrollando en la sociedad griega una cultura mas
abierta e independiente gracias a las migraciones, que junto con la aparicion de la
democracia, cred una clase de ciudadanos abiertos al andlisis y al debate y con una gran
curiosidad por el mundo que les rodeaba. La aparicion de las Matematicas, la Filosofia y de
las Ciencias en el sentido moderno se situa en el siglo VII a.C. Segiin Bombal (2010) las
primeras demostraciones se le atribuyen en el siglo VI a.C. a Tales de Mileto. Sus bidgrafos
indican que era un gran entusiasta del rigor y a ¢l se le atribuyen las demostraciones de que
un didmetro divide a un circulo en dos partes iguales, los angulos de un tridngulo suman dos
rectos y un angulo inscrito en un semicirculo es recto.

En el siglo VI a.C. Pitagoras, un discipulo de Tales, se centrd en las relaciones precisas
de diferentes fendmenos que se presentaban en la naturaleza. Segun indica Bombal (2010), la
asuncién de que todo objeto estaba formado por una coleccion de atomos individuales e

indivisibles le condujo a pensar que todas las magnitudes eran conmensurables, es decir,
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existia una medida comun para ambas. Este hecho permitié a la Escuela Pitagorica facilitar
la visualizacion de algunos resultados geométricos, convirtiéndolos en aritméticos, y
desarrollar numerosos resultados encuadrados en la Geometria Plana.

El punto de inflexioén se situd en el siglo V a.C. cuando se descubrieron magnitudes
inconmensurables como la diagonal y el lado de un pentigono regular, o la

inconmensurabilidad del lado del cuadrado con su diagonal, lo que condujo en el caso del

cuadrado de lado 1 a lo que hoy llamariamos la irracionalidad de 2 . En estos momentos se
produjo la conocida como primera crisis en los fundamentos de las Matematicas, ya que los
matematicos de la época se dieron cuenta que no siempre se podia trabajar aritméticamente
en Geometria y que los objetos matematicos no son tan simples como parecian. Parece que si
existe unanimidad en pensar que estos hechos fueron considerados como el origen de la
demostracion.

Aunque la relacion entre los dos problemas es clara, no conviene mezclarlos ya que se
sitian en dos marcos bien diferentes, al aritmético y el geométrico. La solucion de estos dos
problemas en sus sendos marcos hara que la relacion entre los problemas y sus respectivos
marcos se enriquezca. En un primer analisis, el problema aritmético es mas simple que el
problema geométrico ya que mientras el primero expresa una propiedad del numero 2, el
segundo no expresa una propiedad intrinseca de la diagonal del cuadrado, que puede
naturalmente entrar en una relacion racional con otros segmentos.

Vamos a reflexionar un momento sobre estos problemas en sus respectivos marcos. El
reconocimiento del fendmeno de la inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado sobre
su lado dentro del marco de la Geometria no puede mostrarse mediante una figura, como si

puede hacerse por ejemplo con el teorema de Pitdgoras. Su reconocimiento implico la
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existencia de la demostracion. Del mismo modo, la prueba de la irracionalidad de V2 dentro

del marco de la Aritmética implicé el uso del razonamiento por el absurdo.

Una cuestion importante en todo este tema es analizar el contexto histérico en el que

surgio el problema de la inconmensurabilidad. Para Cavening (citado en Vitrac, 1999) hay

tres situaciones que condujeron al problema en cuestion:

En el estudio de la Musica, el problema de la division de la octava en dos equivale
a encontrar un nimero cuyo cuadrado sea 2.

El problema de la duplicacion del cuadrado, que esta resuelto graficamente en el
didlogo de Platon “El Menon”, indica que la solucion es el cuadrado que tiene por
lado la diagonal del cuadrado original. Este problema es analogo y predecesor del
problema de la duplicacion del cubo, incluido dentro de los tres problemas clasicos
de la Geometria griega.

El hecho de que el simbolo de la Escuela Pitagérica fuera el pentagrama mistico
(un pentagono regular estrellado mediante sus diagonales) hizo que mediante un
método comun conocido como antifairesis  surgieran  magnitudes

inconmensurables.

Imagen 1. Pentagrama mistico.
Nota. Fuente: CORNELIO, E. (1553) De occulta philosophia libri tres (Tercer libro de filosofia

oculta).
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El método de la antifairesis es totalmente andlogo al método de Euclides para calcular el
maximo comun divisor de dos numeros. Cuando se aplico este método a magnitudes como la
diagonal de un pentagono y su lado, los matematicos de la época se dieron cuenta de que el
proceso iba a ser infinito ya que iban surgiendo comparaciones andlogas en los pentagonos
regulares interiores. De este modo surgi6 de una manera natural el problema de la
inconmensurabilidad.

Mirando esta cuestion de un modo didactico, la antifairesis no es un contenido en el
curriculo actual, aunque no por ello se puede dejar de explicar. La explicacion de la
inconmensurabilidad del lado del pentagono y su diagonal es asumible para alumnos de un
nivel de 3° o 4° ESO. Si queremos introducir las magnitudes inconmensurables con
contenidos elementales, lo mas sencillo e interesante seria utilizar la comparacién de la
diagonal y el lado de un cuadrado, ya que en esta situacion trabajariamos de una forma
bastante elemental con dos de los campos mas importantes de las Matematicas: la Geometria,
con el teorema de Pitagoras, y la Aritmética, con la prueba de que 2 es irracional. La
prueba que podemos aplicar en nuestros alumnos utilizando el pentagono regular es algo mas
complicada ya que para ello se utiliza la relacién entre tridngulos semejantes y que /5 es
irracional. No obstante, hay que destacar que algunos historiadores como Von Fritz han dado
razones para pensar que el descubrimiento de las magnitudes inconmensurable en la Antigua

Grecia se dio antes en el cuadrado que en el pentdgono utilizando procesos distintos a la

antifairesis, conjeturando previamente la irracionalidad de /2, cuestién esta que no precisa

el método de la antifairesis.
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1.6.3. Antecedentes de la inconmensurabilidad

A continuacion vamos a profundizar mas en el origen de la demostracion o, dicho de otro
modo, en la transformacion global de las Matematicas en una ciencia hipotético-deductiva.
Segiin Arsac (1987), la razén de que los problemas de la irracionalidad y la
inconmensurabilidad jueguen un papel primordial se debe a que en los términos de la
Matematica Pitagorica de la época constituyen una situacion descriptible, pero irresoluble en
dicho marco. Resulta inverosimil que las soluciones a estos problemas hayan sido
inmediatas. Lo mas probable es que en su busqueda hubiera habido muchos tanteos previos
hasta alcanzar la resolucion definitiva. Estos tanteos previos los estudié Lakatos (1976).
Segun ¢l, el concepto de irracionalidad se encuadra en la categoria que ¢l llama concepto
nacido de la prueba. Es claro que el problema de la inconmensurabilidad no puede situarse
en el marco de la Geometria sin haberlo ya resuelto previamente. El estudio del problema en
si provocd toda la construccion de la teoria de las razones y de la Matematica demostrativa.
Mientras, entre conjeturas y refutaciones, la Matematica continu6 su desarrollo, dejando de
lado los obstaculos que surgieron y centrandose en otras cuestiones. Segin Knorr (1975),
esta fase dur6 alrededor de un siglo, desde el 430 a.C. hasta el 330 a. C. Como es natural, los
matematicos griegos no dejaron documentos que describieran con precision esta fase, pero si
disponemos de una serie de indicios historicos que nos permiten hacernos una idea de como
fue ese periodo.

El primero de esos indicios lo podemos encontrar en “La Republica” de Platon (370 a.C.
aprox.) cuando hace referencia a la longitud de la diagonal de un cuadrado en un pasaje del
texto: “(...) cien numeros de la diagonal racional de la péntada, disminuido cada uno en una

unidad, o de la irracional, disminuidos en dos (...)” (p. 240)
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La diagonal de un cuadrado de lado 5 mide J50 , que es un numero irracional muy

préoximo a 7. De esta frase se deduce la igualdad 100 E@7 ] —l) =100 [@50—2). Denomina a

J50 como diagonal irracional, mientras que su aproximacion a 7 como diagonal racional.
Quizas lo interesante son las palabras utilizadas por Platon para designar a estas diagonales.
Traducidas, a la primera la viene a llamar inenunciable y a la segunda enunciable o
expresable, 10 que viene a reconocer que era imposible atribuir a la diagonal de un cuadrado
una medida racional. Esto lo evita Platon razonando con el cuadrado de la diagonal.

El segundo indicio lo descubrié Cavening (1982; p. 183) cuando observd que en obras de
Hipdcrates se esquivaba el problema de trabajar con segmentos de medidas
inconmensurables, trabajando en cambio con las dreas de los cuadrados construidos sobre
estos segmentos. Este modo de razonar apoya la idea de que la primera forma que tuvo la
sociedad griega de superar el problema de la inconmensurabilidad fue afirmar que dos
segmentos son siempre al menos conmensurables en relacion a los cuadrados construidos
sobre ellos, salvando asi las dificultades que se presentaban en las Matematicas pitagoricas.
Podemos observar que nos estamos introduciendo en unas Matematicas donde el rigor, sin
llegar aun a la fase demostrativa, estaba adquiriendo relevancia.

Un tercer indicio lo podemos encontrar en Aristoteles (1950; p. 332) cuando define la
igualdad entre dos razones a través de la antifairesis, lo cual implica el descubrimiento de la
inconmensurabilidad y nos confirma la utilizacién de este proceso. Nos encontramos en una
situacion en donde los razonamientos sobre las razones eras ciclicas, como mencionamos
anteriormente con el pentagrama mistico.

Estos tres indicios nos muestran unas salidas internas a las Matematicas de los problemas
que iban surgiendo relativos a las magnitudes inconmensurables. No obstante, en la época

que nos encontramos, también se tomarian unas salidas externas cuando se introdujeron en el
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dominio de la Filosofia. Asi, se podia plantear que las dificultades con las que se
encontraban los matematicos de la época se debian a la imposibilidad de explicar el
pensamiento sin contradiccion. Esta posicion la mantenian por ejemplo los sofistas de la

época y la escuela eleatica de Parménides y Zenon.

1.6.4. Influencia de la sociedad griega

Continuando con el tema desde un punto de vista filoséfico, un hecho que ha resultado
siempre muy sorprendente fue las apariciones practicamente simultdneas en Grecia de la
democracia, de la Filosofia y de la Geometria, consideradas como “los tres milagros
griegos”. Estos descubrimientos dieron pie al hallazgo por parte de la humanidad de la razon,
concebida implicitamente como una estructura de pensamiento universal, independiente de
las civilizaciones anteriores. Varios filésofos han estudiado la cuestion entre los que
podemos destacar a Patocka (1981) y Vernant (1982, 1998), que opinaban que no hay duda
de que la aparicion de la demostracion en las Matemadticas es consecuencia de la aplicacion
en esta ciencia del debate publico.

La explicacion de “los tres milagros griegos” se fundamenta en las transformaciones
sociales que permitieron pasar de un pensamiento mitico a un pensamiento racional.
Actualmente, podemos considerarnos herederos de esa racionalidad, pero debemos ser
conscientes de que esta racionalidad tiene unos vinculos innegables con una civilizacion y
una historia. Podemos considerar pues la razéon como una construccion debida a una
civilizacion que se enfrentaba a ciertos problemas de diversa indole y no como un valor que

reina en el cielo de las ideas que descubrieron los griegos de casualidad.
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Para los historiadores del pensamiento, el origen de la racionalidad es politico, resultado
del debate contradictorio entre el gobierno y los ciudadanos. Concluir que existe una relacion
de dependencia simple entre la sociedad y las Matematicas tendria el inconveniente de darle
a esta ciencia un tratamiento excesivamente global, sin tener en cuenta su contenido propio
en funcién de la época que estemos considerando.

Los griegos no nos han dejado un anélisis epistemoldgico de las influencias reciprocas
entre las Matematicas y la sociedad para aclarar en qué medida el origen de la racionalidad
es interno o externo. Seguramente las dos versiones se pudieron complementar ya que sin el
problema de las magnitudes inconmensurables, no se hubiera producido la transformacion de
las Matematicas, pero quizas también en otro contexto social, incluso enfrentdndose al

mismo problema, las Matematicas no se hubieran transformado de igual manera.

1.6.5. Consecuencias en las Matematicas griegas

La inconsistencia logica creada por estos dos problemas, unido a las paradojas de Zenon
de Elea basadas en el infinito hizo cuestionar los métodos utilizados en los razonamientos
matematicos hasta el momento. Bombal (2010) indica que esto condujo a la creacion del
método axiomatico deductivo en la segunda mitad del siglo V a.C.

Uno de los ejemplos mas claro lo encontramos en “Los Elementos” de Euclides.
Partiendo de una serie de verdades evidentes o axiomas (en este caso 23 definiciones, 5
postulados y 5 nociones comunes) y utilizando las leyes de la logica deductiva’ se generan
nuevos resultados. Este sigue siendo el método utilizado actualmente, con la diferencia de

que hemos variado las condiciones iniciales.

4 . . .z J . .
La primera recopilacidn de leyes logicas se encuentra en la obra “El Organon” de Aristételes.
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Los métodos utilizados por Euclides en su obra fueron el germen de la nueva
Matematica. Solo Hilbert, tras mas de 2000 afios, fue capaz de percibir la omision (no de

errores) de la justificacion de ciertos resultados.

1.6.6. Nuevos métodos que fueron apareciendo en épocas posteriores

El apogeo de las Matematicas griegas lleg6 en el siglo III a.C. con Arquimedes. Tras ¢l,
las Matematicas en general sufrieron estancamiento en su desarrollo tedrico, no en su
desarrollo productivo, que dur6 unos 18 siglos. Segiin apunta Bombal (2006) la principal
causa de este declive se debid al respeto que tenian los matematicos griegos a usar el
concepto de infinito y a sus procesos derivados. Era un concepto que no pudieron formalizar
dentro de su sistema axiomatico-deductivo lo que les condujo a una autolimitacién en los
resultados que produjeron.

La herencia griega fue trasmitida por toda Europa, primero por el Imperio Bizantino, y
posteriormente por los arabes. Estos tltimos enriquecieron algunos procesos aritméticos y
algebraicos con sus aportaciones (ver la demostracion de la formula de la ecuacion de
segundo grado incluida en el punto 1.10).

En el siglo XIV, el estudio cuantitativo del movimiento hace retomar las ideas que indicé
Aristoteles sobre variacion de cantidades continuas, denominadas por ¢él los infinitamente
divisibles. En este sentido, Nicolas de Oresme, al estudiar el movimiento uniformemente
acelerado, introdujo métodos graficos para representar este tipo de movimiento y que le
sirvieron para calcular algunas sumas infinitas. Esto unido a otros problemas de indole
geografico y militar hicieron que las Matemadticas de esta época se fueran centrando en

solucionar problemas cotidianos, ignorando posibles trabas logicas como las que le podia
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poner el concepto de infinito. De este modo, se estaban poniendo las semillas de la
revolucion cientifica que tendria lugar en el siglo XVII.

Los matematicos del Renacimiento perdieron absolutamente el miedo a trabajar con el
infinito y estuvieron mas preocupados por establecer métodos que resolvieran ciertos
problemas que por el rigor y las demostraciones de sus métodos. Le dio sus frutos gracias,
entre otros factores, a que en esta época se produjo una clara mejora en la notacion utilizada.

Kepler y Cavalieri continuaron utilizando las técnicas de los indivisibles para obtener
volimenes de algunos cuerpos. Eran conscientes de la falta de rigor de sus procedimientos,
pero justificaban sus métodos por los extraordinarios resultados que obtenian. Estaban tan
convencidos de sus métodos que, segin Bombal (2010), se le atribuye a Cavalieri la frase:
“el rigor es asunto de los filosofos, mas que de los matematicos.” (p. 104)

En el Algebra, el desarrollo simbélico que se produjo le permitié a la escuela italiana
obtener formulas de resolucion de ecuaciones de tercer y cuarto grado mediante radicales.
Este seria uno de los principales hilos conductores del posterior desarrollo del Algebra.

En el siglo XVII el estudio de la relacion entre los problemas de la tangente a una curva y
el area encerrada bajo una curva trajo consigo la introduccién de nuevos métodos que
propiciaron la invencién del Célculo. El cambio de mentalidad lo iniciaron Descartes y
Fermat al transformar los métodos geométricos de expresar una magnitud como suma de
indivisibles en técnicas aritméticas de sumacion de series infinitas, sentando de este modo las
bases de la Geometria Analitica (ver punto 1.10).

En este proceso de aritmetizacion se crea un ente abstracto fundamental: el infinitésimo.
Las técnicas de manipulacion con este ente culminaron con la invencion del Calculo llevada
a cabo por Newton y Leibniz. En esta invencion, Newton utiliz6 el denominado método de

las fluxiones (basado en que las cantidades variables a estudiar estdn generadas por el
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movimiento continuo de puntos, lineas y planos) y las series infinitas de funciones (tratadas
como series de potencias que simbolizaban polinomios de grado infinito). El1 método de
Leibniz presentaba menos justificaciones en el uso de los infinitésimos que el de Newton y
se baso en considerar las curvas como una infinidad de segmentos rectilineos infinitesimales,
coincidentes cada uno con la tangente a la curva en el punto. La aproximacion de Leibniz al
Calculo se baso en las diferencias infinitesimales que se producian entre esos segmentos (dx
y dy).

La importancia de la invencion del Caélculo, tanto en las Matemdaticas como en su
aplicacion a situaciones reales, era sin ningun lugar a dudas espectacular, pero esta
espectacularidad contrastaba con la debilidad de los fundamentos 16gicos en los que se
sustentaba. Esta cuestion era objeto de preocupacion por parte de algunos matematicos de la
época, entre los que se encontraba Leibniz, aunque en absoluto se consideré una cuestion
primordial.

En el siglo XVIII nos encontramos con Euler, uno de los matematicos mas prolificos de
la historia. La gran cantidad de resultados conseguidos por este matematico los obtuvo
aparcando en cierto modo el rigor de sus procedimientos. De hecho, ¢l considera una
demostracion, mas que una verdad matematica incontestable, como una prediccion con una
alta fiabilidad, corroborada con un nimero suficiente de casos particulares. Esta idea no la
compartia la totalidad de la comunidad matemadtica de la época lo que hizo que existieran
muchas disputas por la veracidad de ciertos resultados y que se produjeran multitud de
contradicciones entre resultados, creandose de este modo una inseguridad global. Un
ejemplo de esto lo tenemos en los logaritmos de nimeros negativos. Mientras Leibniz

sostenia que eran imaginarios basandose en trabajos de series divergentes, Johann Bernouilli

defendia que log(—n) = log(n), ya que 2[1]og(—n) = log(—n)2 =logn®* =2logn.
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Las inconsistencias logicas que producian el uso de infinitésimos tenian grandes
detractores, entre los que se puede citar a Berkeley. Bombal (2010) indica como acuso6 a los
seguidores de Newton y Leibniz de utilizar métodos que no comprendian, basados en
inconsistencias logicas y en conceptos ambiguos. Consideraba que algunos de los resultados
a los que llegan pueden ser correctos como consecuencia de compensacion de errores. Esta
idea seria repetida por matematicos como Lagrange o Maclaurin que buscaron con
posterioridad una justificacion a la fundamentacion del Calculo.

En los inicios del siglo XIX tuvo lugar una inevitable revision cientifica de los
resultados. La revision de los fundamentos del Calculo la inicio Cauchy, basando su
desarrollo en su definicion de infinitésimo, variable con limite cero. Sobre este concepto
elabor6d los conceptos basicos de la Teoria de Funciones, defini6 la derivada como el
cociente del limite de incrementos y construyd, ya de forma mucho mas rigurosa todo el
Calculo. En la obra de Cauchy aun quedaban pendientes algunas lagunas como una
aproximacion formal al concepto de continuidad o de continuidad uniforme. La obra de
Cauchy la culmind Weiertrass definiendo formalmente el concepto de limite en términos de
€-0, que permitio la construccion del Calculo en términos de las propiedades del conjunto de
los ntimeros reales. Todo este proceso hace que vaya variando paulatinamente el concepto de
rigor y de lo que es y deja de ser un paso trivial. De hecho aparecen frecuentemente
demostraciones de teoremas que son respondidas con contragjemplos por otros matematicos.
En esta situacion se puso como objetivo, ya no solo la fundamentacion rigurosa del Calculo,
sino de toda la Matematica.

Paralelamente se comenzaron a encontrar relaciones entre resultados enmarcados en
teorias distintas lo que hizo que se relegara la importancia de la naturaleza de objeto en favor

de las relaciones con otros objetos. Este fue el motivo de la aparicion las estructuras
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algebraicas basicas. El nacimiento de esta y otras nuevas teorias no hacian mas que aumentar
la inestabilidad de la comunidad matemadtica porque nadie garantizaba que los nuevos
resultados que se iban generando estuvieran sustentados en unos cimientos estables desde el
punto de vista logico. Habia que aclarar las reglas del juego para terminar con las
contradicciones y para ello se volvio a recurrir al método axiomatico griego.

Durante un tiempo se pensd que la Légica y la Teoria de Conjuntos podian ser esos
cimientos estables, pero las paradojas que surgieron en esta teoria hicieron que también
tuviera que axiomatizarse. Axiomaticas habituales como la de Zermelo-Fraenkel solo
evitaban las paradojas en las Matemadticas habituales. Esto llevo a Hilbert a proponer
fundamentar la Matematica con métodos finitistas. Lo que ocurrid6 merece un punto aparte y

lo analizaremos en el siguiente punto.
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1.7. El problema de la incompletitud

1.7.1. Las paradojas logicas

En los inicios del siglo XX, la actividad que mas preocupd a los matematicos fue la
investigacion sobre los fundamentos de las Matematicas y el estudio de su consistencia. Esto
se debid a hechos como la aparicion de las geometrias no euclideas, el descubrimiento dentro
del Analisis Matematico de curvas tan desconcertantes como “la curva de Peano” que llena
un cuadrado, de curvas continuas no derivables en ningin punto, y sobre todo, a las

paradojas que surgieron en el seno de la Teoria de Conjuntos.

Imagen 2. Curva de Peano.

Nota. Fuente: http://es.wikipedia.org/wiki/Curva_de peano

Las paradojas han aparecido con mucha frecuencia en la actividad matematica jugando
un papel decisivo en su desarrollo. Los intentos de explicar resultados paraddjicos han
supuesto una mayor comprension de la teoria estudiada. Fueron tres las principales corrientes

filosoficas que se ocuparon de que la fundamentacion de las Matematicas librara a esta
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ciencia de estos hechos inesperados: el logicismo de Fregue, el intuicionismo de Kronecker y
Brouwer y el formalismo de Hilbert. En este punto nos vamos a centrar en el formalismo de
Hilbert, viendo lo que proponia y las sorprendentes consecuencias que se extrajeron de esta
corriente filosofica.

A finales del siglo XIX, Cantor sentd las bases de la Teoria de Conjuntos, cuya idea mas
novedosa fue la de los distintos tamanos de infinitos. De este modo, Cantor probd que hay
tanto nimeros naturales como enteros y que hay tantos niimeros enteros como racionales
(véase el punto 6.1.10). Sin embargo, también probd que hay mas nuimeros reales que
naturales (véase el punto 6.1.11). Estos hechos causaron una gran conmocion entre los
matematicos de la época e incluso encontré la intensa oposicion de un matematico de
prestigio como Kronecker.

Poco a poco fueron surgiendo mas paradojas. Una de ellas recibié el nombre de paradoja
de Cantor. Precisamente, esta paradoja se apoya en el teorema de Cantor que dice que si X
es un conjunto, entonces el cardinal del conjunto Z7(X) es mayor estrictamente que el
cardinal del conjunto X y en el axioma de las partes que dice que si X es un conjunto,
entonces ZAX) también lo es. La paradoja de Cantor consiste en lo siguiente:

Sea V' el conjunto formado por todos los conjuntos. Por ser /' un conjunto, por el
teorema de Cantor, entonces Z7(V) tiene un cardinal mayor que el cardinal de V,
pero ZAV) debe estar contenido en V, ya que es un conjunto aplicando el axioma de
las partes, con lo que su cardinal debe ser menor o igual que el de V.

Esta paradoja se salvo finalmente en la Teoria de Conjuntos considerando que V' no era

en realidad un conjunto, si no lo que se pas6 a denominar como una clase propia.
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En la misma linea que la anterior fue la paradoja de Cesare Burali-Forte que observo que
el conjunto bien ordenado formado por todos los numeros ordinales era contradictorio,
siendo posteriormente definido también como una clase propia.

No obstante, dentro del mundo de las paradojas, el protagonista fundamental fue
Bertrand Russell. Descubrié un gran niumero de paradojas perturbadoras, aunque solo una
lleva su nombre. La paradoja de Russell dice lo siguiente:

Consideremos el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si
mismos. ¢ Es dicho conjunto elemento de si mismo?

La paradoja va en la misma linea que las anteriores. Una analogia visual de esta paradoja

se puede encontrar en la obra “Las manos que dibujan” de M.C.Escher.

Imagen 3. Las manos que dibujan de M.C. Escher.

Nota. Fuente: http://www.mcescher.com/

Todas estas paradojas se podrian haber entendido como juegos de palabras y no haberle
dado importancia. Sin embargo, en esa época, se estaba estableciendo el concepto de
conjunto, lo que hizo que algunas de las mejores mentes de la época no permitieran dejar de

lado problemas logicos como estos.

85



1.7.2. El formalismo de Hilbert

Una de las reacciones a la “crisis logica” fue la tentativa del matematico aleman Hilbert,
que tratd de eludirla mediante su formalismo. En los casos en que encontramos conflictos al
seguir razonamientos que a priori parecen correctos, Hilbert propuso utilizar la logica
simbolica para crear un lenguaje artificial, siendo muy cuidadoso al establecer sus reglas, de
modo que no surgieran contradicciones. La idea de Hilbert era crear para el razonamiento, la
deduccion y las Matematicas un lenguaje artificial perfecto. Por ello, hizo especial hincapié
en la importancia del método axiomatico de la Grecia Clésica.

El objetivo de Hilbert era ser absolutamente riguroso en lo que se podria llamar “/as
reglas de juego”, de modo que hubiera un consenso general en el modo de hacer
Matematicas. Es obvio que desde el punto de vista practico esto seria muy laborioso, pero
tiene una gran importancia desde el punto de vista filosofico.

Inicialmente, la propuesta de Hilbert no parecié descabellada. De hecho no hacia mas
que seguir con la tradicién histérica de formalizacion de las Matematicas y recibia
influencias de matematicos ilustres como Leibniz, Boole, Fregue o Peano. A diferencia de
estos, Hilbert pretendia realizar el camino completo, es decir, el de formalizar toda la
Matematica. La sorpresa fue, como veremos posteriormente, que Hilbert estaba equivocado,
aunque su error fue muy fructifero ya que origind una disciplina nueva, la metamatematica,
un campo introspectivo de la Matematica en la que se estudia lo que se puede y no se puede
demostrar.

La cuestion fundamental de la idea de Hilbert es que si se enterrasen las Matematicas en
un lenguaje artificial como ¢l pretendia, podemos olvidarnos de que poseen algun

significado. Es evidente que si se han hecho y se siguen haciendo Matematicas es porque
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tienen significado, pero si queremos hacerlas con métodos puramente matematicos seria
necesario “filtrar” el significado y centrarnos en examinar un lenguaje artificial basado en
unas reglas muy precisas.

Pero, ;qué clase de cuestiones se podian llegar a plantear? Para llegar a tener un sistema
axiomatico completo, que seria la situacion ideal, dada una proposicion cualquiera P, se
deberia probar bien P, o bien no P.

Hilbert pretendia establecer unas reglas tan precisas mediante las cuales toda
demostraciéon pudiera someterse a lo que ¢l denomind “procedimiento mecanico” que
pudiera afirmar si la demostracion era o no era correcta. En ningin momento pens6 que la
forma de trabajar en Matematicas fuera de este modo, sino que si fuera posible esta teoria, se
podria utilizar para ver cudl es su verdadero potencial. Hilbert estaba bastante convencido de
que ¢l podria llevar a cabo esa empresa, asi que nos podemos imaginar el desconcierto que
sufrié cuando en 1931 el matematico y filosofo Godel demostré que la idea de Hilbert no era

posible.

1.7.3. La incompletitud de Godel

Como hemos dicho, Godel acabd con las esperanzas de Hilbert de crear un sistema
axiomatico completo para las Matematicas. De hecho, Gddel fue mas alld y demostrd que su
idea fallaba incluso si se hubiese centrado tnicamente en la Aritmética elemental consistente
en los niumeros naturales con las operaciones de la adicion y el producto. Por tanto, cualquier
sistema formal que trate de tener toda la verdad y nada mas que la verdad sobre las

Matematicas (o incluso sobre la Aritmética elemental) sera o incoherente o incompleto.
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La demostracién que realizé Godel se puede considerar tanto ingeniosa como paraddjica.
En ella hay detalles técnicos complicados, pero si se consulta su articulo original’ se podria
observar como con frecuencia hace uso de funciones recursivas, lo que tiene una clara
analogia con la antigua programacion en LISP. Esto indica que, a pesar de que en esa época
no existian los lenguajes de programacion, ellos fueron protagonistas de la demostracion de
Godel.

El fascinante resultado que descubrié Godel atrajo a matematicos importantes como Von
Neumann, pero a la vez hizo tambalearse a toda la filosofia matematica. El desdnimo que se
genero fue tan considerable que, como indica Bombal (2006, p. 68), hubo manifestaciones
como las siguientes en contra de otorgarle una gran importancia al rigor y a las
demostraciones en las Matematicas:

Los esfuerzos para conseguir el rigor mas extremo han conducido a un callejon sin
salida, en el que ya no existe acuerdo sobre lo que éste significa. Las Matematicas
continlian vivas y vitales, pero solo sobre una base pragmatica. (Kline)

Una demostracion en Matematicas no es mas que una comprobacion de los
productos de nuestra intuicion. Obviamente, no poseemos, y probablemente nunca
tendremos, un estdndar de demostracion que sea independiente del tiempo, de lo que
queramos probar o de la persona o escuela de pensamiento que lo emplee (...) Lo
sensato parece que es admitir que no existe tal cosa como la verdad absoluta en
Matematicas (...) Nuestra intuicion sugiere ciertos resultados (...) que comprobamos

por lo que llamamos una demostracioén. (Wilder)

> Puede consultarse en GODEL, K (1931). Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme, |. En Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38, 173 — 198. (Traduccién al castellano por

Jesus Mosterin, Obras completas, Alianza, 2006)
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Si quiere usted que las Matematicas tengan sentido, ha de abandonar usted la

certeza. Si quiere usted certeza, elimine el significado. (Lakatos)
No obstante, en la época en la que sucedid todo esto, habia temas sociales mas
importantes de los que preocuparse que de la fundamentacion de la Matematica como eran

una gran depresion econdémica o una Guerra Mundial en ciernes.

1.7.4. La maquina de Turing

El siguiente avance relevante sobre el tema ocurrid cinco afos después en Inglaterra
cuando Turing demostré la no computabilidad. Recordemos que Hilbert pensaba que debia
existir un “procedimiento mecanico” que verificase si una demostracion era o no era
correcta. Hilbert nunca llego a aclarar con precision su idea de “procedimiento mecanico™.
Turing entendid este procedimiento a través de lo que hoy denominamos una maquina de
Turing, que es un modelo computacional que realiza una lectura/escritura de forma
automatica sobre una entrada y generando una salida, basdndose su funcionamiento en una
funcién de transicion.

Como Gdodel, también utiliz6é un lenguaje de programacion, pero en esta ocasion mucho
mas sencillo. En verdad, se trataba mas bien de un lenguaje méaquina cuyo codigo esta
formado por unos y ceros. A pesar de su sencillez, el invento de Turing tiene una
caracteristica muy importante que es que puede realizar cualquier computo que pueda
realizar un ser humano.

Ante esta situacion Turing se preguntd: ;qué le seria imposible a esta maquina? En poco
tiempo encontrd respuesta a su pregunta en el problema de la detencion. Este problema

consiste en decidir de antemano si una maquina de Turing (o un programa de ordenador)
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acabara por hallar su solucién deseada y, por tanto, se detendra. Este problema es de facil
solucion si se impone un limite de tiempo, pero en caso contrario no es tan sencillo. Lo
interesante de todo esto es un corolario que nos indica que si no hay de antemano una forma
de determinar mediante calculos si un programa va a detenerse o no, tampoco puede haberlo
mediante razonamientos 16gicos. En otras palabras, ninglin sistema axiomatico formal podra
decidir si un programa acabara por detenerse o no. El merito de Turing fue que demostré que
ningun sistema axiomatico formal puede ser completo.

El desencadenamiento de la Segunda Guerra Mundial hizo que los matematicos
preocupados por los fundamentos de las Matematicas practicamente desaparecieran, lo que

dejo de lado el estudio de estas cuestiones por un tiempo.

1.7.5. La aleatoriedad en las Matematicas

A finales del siglo XX, el mateméatico Chaitin (1988, 2003) comenz6 a interesarse por
estos temas. Habia leido ademas diversos articulos sobre los fundamentos de la Fisica, sobre
Teoria de la Relatividad, sobre Cosmologia y sobre Mecédnica Cuantica. La conclusion
principal que obtuvo de su lectura fue que las cosas muy pequenas se comportan en el mundo
fisico de una forma aleatoria. Esta idea la intent6 trasladar a las Matematicas sospechando
que esta aleatoriedad podia ser la causante de su incompletitud.

Un ejemplo de esta aleatoriedad se puede encontrar en la distribucion de los nimeros
primos. Es cierto que existen resultados estadisticos que indican ciertas regularidades, pero si
se observa la distribucion desde un punto de vista general, observamos un gran grado de

aleatoriedad.
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Ya en la década de los setenta, el propio Chaitin y el mateméatico ruso Kolmogoérov
realizaron importantes aportaciones por separado a la Teoria Algoritmica de la Informacion,
cuyo objetivo es medir la complejidad computacional. Dentro de este campo se pueden
establecer dos objetivos fundamentales que son el tiempo que necesita un ordenador para
realizar un célculo y la cantidad de informacion que hay que proporcionar al ordenador para
que realice una tarea. Chaitin se ocupo principalmente de este segundo objetivo y asocid la
nocién de complejidad de un programa con la de entropia introducida por Boltzmann en la
Fisica en el siglo XIX. La entropia es una magnitud fisica que mide el grado de desorden o
aleatoriedad de un sistema fisico. Esta magnitud ocupa un lugar de relevancia en la Mecénica
Estadistica y en la Termodinamica.

La relacién que se puede encontrar entre las ideas de Chaitin y Boltzmann es que el
tamafio de un programa de ordenador se puede relacionar con el grado de desorden de un
sistema fisico. Un ejemplo puede ser la relacion que hay con la entropia de un gas a
temperatura ambiente que sabemos que es elevada, con la complejidad, también elevada, de
un programa de ordenador que nos describa la posicion de cada 4&tomo de ese gas. Si en vez
de un gas a temperatura ambiente, el ejemplo fuera con un cristal, tanto la entropia, como la
complejidad del programa serian considerablemente menor.

La nocion de complejidad medida por el tamafio del programa guarda también relacion
con el método cientifico, tal y como mostré Solomonoff. Basta con pensar en el célebre
principio de “La navaja de Occam” que dice que la teoria mas sencilla en muchas ocasiones
es la mejor. Esto se podria traducir a que un programa informatico sencillo es el 6ptimo.
Pero, ;qué ocurriria si no existe una teoria sencilla? ;Y si el programa mas sencillo que se
puede elaborar para describir unos datos es del mismo tamafio que los propios datos? En ese

caso es claro que la teoria no seria interesante, no valdria para nada. Una teoria es buena en
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la medida en que comprime los datos hasta crear un sistema mucho menor de hipétesis y de
reglas de deduccion. De este modo, se podria definir lo aleatorio como lo que no puede ser
comprimido.

Si volvemos a la idea de medir la complejidad mediante el tamafio del programa para
definir la aleatoriedad, nos podemos dar cuenta de que en cuanto empecemos a examinar los
tamafios de los programas se producird un fendémeno a priori perturbador: alli donde
miremos encontraremos incompletitud. Esto se debe a que no podemos asegurar que el
programa que tenemos delante sea el de menor tamafo posible, es decir, el més sencillo. Esta
tarea escapa al razonamiento matematico. Trasladando estas ideas a las Matematicas, se
puede observar que mientras los axiomas son finitos y concisos, los resultados matematicos
abarcan un tamafo enorme. Analizado desde este punto de vista, el teorema de incompletitud
de Godel no es ni misterioso, ni complicado, sino mas bien natural y casi se podria decir que

evidente, ya que los axiomas solo pueden abarcar una cantidad finita de informacion.

1.7.6. El futuro de las matematicas

A lo largo de este punto hemos visto como la idea de que existen limites en el
razonamiento logico que descubri6 Godel, ha pasado de ser una bomba en los cimientos de
los fundamentos de las Matematicas, a ser percibida como algo natural tras las ideas
expuestas por Chaitin.

Lo que hemos expuesto en este punto tiene un gran interés, pero para cuadrarlo del todo
faltaria poner un ejemplo concreto de un resultado matematico que se escape del
razonamiento l6gico. Durante muchos afios, se tom6 como ejemplo el ultimo teorema de

Fermat que dice que si tomamos un numero natural n > 2, no existen tres enteros a, b y ¢, no
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nulos que verifiquen que a" + b" = ¢". Desde 1637 en que Fermat conjetur6 este teorema
(aunque ¢l asegura que también encontr6 una demostracion) hasta 1995 que fue cuando
Andrew Wiles® 1o demostrd, este resultado fue considerado como unos de los retos
matematicos con mayor importancia y durante parte del siglo XX fue considerado ademas
como aquel ejemplo de resultado que se escapa al razonamiento 16gico. Otro ejemplo dentro
del campo de la Fisica lo podriamos encontrar en el estudio de la existencia de la particula
elemental llamada boson de Higgs o particula de Dios. Durante mucho tiempo se ha
intentado observar experimentalmente esta particula que explicaria el origen de la masa y por
ende del universo. Su existencia esta demostrada por diversas teorias fisicas. No ha sido
hasta 2013 cuando el CERN (Organizacién Europea para la Investigacion Nuclear) anuncio
la observacion de una particula consistente con el boson de Higgs, sin precisar si era el
estandart o el de un modelo mas liviano. Todo hace indicar que, con estos avances, acabara
observandose la particula. Hemos visto como la Teoria Algoritmica de la Informacién hace
ver que existen multitud de resultados que no se pueden demostrar, pero no nos permite
acceder a ejemplos concretos que son muy complicados de encontrar.

A pesar de todo lo dicho anteriormente, nos podriamos preguntar ;cémo es posible que, a
pesar de la incompletitud, las Matemadticas sigan progresando al ritmo que lo hacen? El
teorema de incompletitud trajo a las Matemadticas sentimientos pesimistas ligados a la
limitacion que de ¢l se extrae. Sin embargo, la condena que parecia que iba a recaer sobre
esta ciencia hemos podido comprobar que no se ha cumplido. ;El motivo? Como dice
Chaitin (2003) “tal vez algiin joven metamatematico de la proxima generacioén nos haga ver

por qué ha de ser asi.” (p. 35).

® Puede consultarse su demostracién en WILES, A. (1995). Modular elliptic curves and Femat’s Last Theorem. En

Annals of Mathematics, 142, 443 — 551.
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1.8. La presencia del concepto de demostracion y similares en

diversos documentos

Como estamos viendo, el razonamiento es una herramienta fundamental en el quehacer
matematico, aunque su utilizacion en el aula se presta a muchos debates metodologicos. Lo
que vamos a analizar en este punto es ver como se tratan los conceptos con los que estamos
trabajando en distintos documentos relevantes por su influencia en las tendencias de la
didactica de las Matematicas o por establecer el marco legislativo actual en nuestro pais y en

la Comunidad Auténoma de Madrid.

1.8.1. Principios y estandares del NCTM

En un mundo que evoluciona constantemente, las Matemadticas no iban a ser menos.
Cada vez tenemos mas herramientas para utilizar en el aula y la llegada de las competencias
matematicas abre las puertas a unas Matematicas mas productivas. En ese sentido, el
Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de los Estados Unidos (National Council of
Teachers of Mathematics, NCTM) abri6 las puertas a unas Matematicas mas abiertas. Su
idea es que todo el mundo debe poseer y comprender los contenidos matematicos mas
relevantes, eliminando de este modo el conflicto que en muchas ocasiones se produce entre
igualdad y excelencia.

Hasta el afio 2000, las reformas anteriores las habian protagonizados matematicos con
pocas apreciaciones por las dimensiones pedagogicas y psicologicas de la ensefianza,

centrando estas en los contenidos. Fue entonces cuando el NCTM (2000), formado en su
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mayoria por profesionales de la educacion matematica, publicé lo que en su opinidn eran los
componentes esenciales que en un programa de alta calidad deberian ser asimilados por
todos los estudiantes. Se hizo hincapié en la comprension de los conceptos matematicos
frente a los procedimientos y algoritmos simples, en la resolucion de problemas, en los
métodos frente a las respuestas y en el uso de las calculadoras u otras tecnologias. Sobre el
uso de la calculadora, el NCTM recomendo su utilizacion con el objetivo de centrar mas la
atencion en la comprension de los conceptos explicados.

Como indica Ferrini-Mundy (2000), este documento deberia ser visto como parte de un
trabajo progresivo que puede ayudar en la realizacion de programas matematicos, pero no
como una prescripcion impuesta de forma rigida. Como se observo posteriormente, su
elaboracidon permitid tener una guia para mejorar la didactica de las Matematicas a nivel
mundial orientandose a:

a) Establecer un conjunto comprensivo y coherente de metas de aprendizaje de cara
a orientar los curriculos, las metodologias y los métodos de evaluacion.

b) Servir como recurso para los docentes para mejorar sus programaciones.

c) Estimular ideas en distintos ambitos (local, regional, nacional o internacional)
sobre como conseguir una mayor comprension de las matematicas.

En la publicacién se establece que los principios son enunciados que reflejan preceptos
basicos que se entienden fundamentales para obtener una educacién matematica de alta
calidad. Se establecen seis principios que en la citada publicacion se analizan y justifican con
detalle. A continuacion los mencionaremos y los comentaremos de una forma muy breve:

1. Igualdad. Independientemente de los antecedentes de los alumnos, todos pueden
y deben aprender Matematicas. La igualdad que se proponia no quiere decir que

todos deban aprender Matematicas del mismo modo, sino todo lo contrario.
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Deberan realizarse las pertinentes adaptaciones para que todos los alumnos
consigan acceder con éxito a las Matematicas.

Curriculum. Se propuso la elaboracion de un curriculum coherente,
relacionando ideas y construyendo unos contenidos sobre otros con el objetivo de
incrementar la comprensiéon y las capacidades de aplicacion a situaciones
cotidianas.

Ensefianza. La capacidad, la habilidad y la confianza que tiene un alumno
utilizando las Matematicas estd relacionada muy directamente con la
metodologia que se ha utilizado con el alumno en el aula. Se propuso un tipo de
profesor comprensivo y dedicado con los alumnos, ademés de formado para
poder aplicar el conocimiento que posee con flexibilidad en funcién del
alumnado que tenga.

Aprendizaje. Es importante que los alumnos aprendan Matematicas
entendiéndolas, construyendo los nuevos aprendizajes a partir de los anteriores y
de sus propias experiencias. De este modo, los alumnos seran mas reflexivos y
mas competentes para afrontar retos cada vez de mayor dificultad.

Evaluacion. La evaluacion, como parte integral de la ensefanza actual,
contribuye al aprendizaje. Debe apoyar el aprendizaje de las Matematicas
relevantes y dotar de informacién 1til a los profesores y a los alumnos con el
objetivo de mejorar el proceso ensefianza-aprendizaje.

Tecnologia. Son medios que pueden ayudar a conseguir un aprendizaje mas
profundo, realizando pequefias investigaciones y fomentando la reflexion y la

toma de decisiones.
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Por otro lado, los estandares los define Gaulin (2001, p. 53) como unas normas que
otorgaban calidad a un curriculum. Estdn formados por cinco estandares de contenidos
(Numeros y Operaciones, Algebra, Geometria, Medida y Analisis de Datos y Probabilidad)
que describen los contenidos que deben aprender los alumnos y cinco estandares de
procesos (resolucion de problemas, razonamiento y demostracion, comunicacion,
conexiones y representaciones) que indican como se deben adquirir y aplicar esos
contenidos. Unidos con los principios citados con anterioridad, forman una guia que ayuda a
los docentes y legisladores a una continua mejora en la calidad de la ensefianza de las
Matematicas y del sistema educativo en general.

En relacion al trabajo que estamos realizando, lo que nos interesa es saber el valor que le
otorgaba el NCTM al razonamiento y a la demostracion en el aula. Consideraban la
demostracién matematica como una manera formal de expresar tipos particulares de
razonamiento y justificacion, procedimientos estos que proporcionan modos potentes de
desarrollar y codificar conocimientos sobre una amplia gama de fendmenos.

Para comprender las Matematicas consideran que es imprescindible ser capaz de razonar.
Desde temprana edad, hay que instaurar un espiritu critico en los alumnos que haga que
razonen las afirmaciones con preguntas como /por qué crees que es verdad esto? o ;puede
haber otra respuesta a este problema? Esto se puede conseguir con procedimientos como el
desarrollo de ideas, la exploracion de resultados, la formulaciéon de conjeturas o la
justificacion de resultados. Estd claro que no se puede ensefiar a un alumno a razonar y
demostrar en una unica unidad didactica. El razonamiento y la demostracion deberian estar
presentes durante toda la escolarizacion. Como habito mental que es el razonamiento, debe
desarrollarse de una forma coherente en los diferentes cursos. Mediante este proceso gradual,

es de esperar que tras finalizar la Educacién Secundaria los alumnos deberian estar
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preparados para comprender y elaborar demostraciones acordes con su nivel, apreciando su
valor.
Su idea en este sentido seria que todos los programas de Matematicas deberian capacitar
a los estudiantes para:
1. Reconocer el razonamiento y la demostracion como aspectos fundamentales de
las Matematicas.
2. Formular e investigar conjeturas matematicas.
3. Desarrollar y evaluar argumentos matematicos y demostraciones.
4. Elegir y utilizar distintos tipos de razonamientos y métodos de demostracion.
Como en cualquier didéactica, en la de las Matematicas también juega un papel
importante la motivacion y es interesante hacer ver a los alumnos que cuando ocurre un
hecho aparentemente sorprendente, normalmente siempre hay un razonamiento detras.
Ejemplos muy claros los podemos encontrar en la llamada matemagia.
Vamos a poner como ejemplo un juego que consiste en adivinar una ficha del domind
que va a pensar el alumno:
Profesor: Piensa una ficha del dominé.
Alumno: De acuerdo.
Profesor: Coge una de las dos puntuaciones, la que quieras, y multiplicala por dos.
Alumno: ;Ya!
Profesor: Ahora dime un niimero, el que tu quieras.
Alumno: El 149.
Profesor: Bien, pues sumale 149 al nimero que tenias antes y multiplica el resultado por
5. Al resultado obtenido sumale el otro numero de la ficha. ;Qué resultado te ha dado?

Alumno: El 780.
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Profesor: A que tu ficha de domino es 3 — 5.

Ante este hecho los alumnos se suelen quedar muy sorprendidos y una actividad muy
interesante puede ser buscar el truco. Algebraicamente hablando, las herramientas utilizadas
son muy sencillas ya que si consideramos que los valores de la ficha son x e y, y que & es el
valor que piensa el alumno, las operaciones que hacemos son:

2x - 2x+k - 10x+5k - 10x+ y+5k

Viendo el resultado final, es facil ver que simplemente restando al numero final 5k (valor
conocido) nos queda el numero 10x + y, nimero este que en la cifras de las decenas tiene el
valor x y en las cifras de las unidades tiene el valor y.

Como estamos observando, las ideas que propusieron el NCTM indican que hay que
intentar promover en los alumnos héabitos como la formulacion y la investigacion de
conjeturas de cara a que valoren los descubrimientos matematicos que consigan obtener. En
este sentido hacen especial hincapié en que el trabajo en grupo ayuda mucho en conseguir
estos objetivos.

Es papel del profesor revisar conjeturas que se han trabajado previamente y que con
nuevos conocimientos pueden sufrir modificaciones. Por ejemplo, cuando se empieza a
multiplicar y dividir con niimeros naturales en el tercer curso de Educacion Primaria, los
alumnos observan que la multiplicacion “aumenta” y la division “disminuye”. Sin embargo,
esta idea, que es cierta con los naturales, cambia cuando se introducen en el quinto curso de
Educacion Primaria la multiplicacion y la division con decimales en los casos en que
multiplicamos y dividimos por niimeros que estan entre 0 y 1.

También es importante hacer ver a los alumnos que en ocasiones resultados que son
facilmente visibles a simple vista, pueden no estar capacitados aun para demostrarlos

rigurosamente. Por ejemplo, en 3° ESO, es facil que los alumnos observen que si una funcion
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fes continua en [a, b], con f(a) < 0y f{b) > 0, entonces en algin punto ¢ del intervalo (a, b)
se cumplird que f{c) = 0. Sin embargo, seria complicado que llegaran a una demostracién con
cierto rigor.

Se puede decir que el modelo que promueve el NCTM se basa en la ensefianza mediante
preguntas como ;por qué funciona esto?, ;esto funciona siempre?, ;podria haber otra
respuesta?, ;qué ocurrird si cambiamos esta condicion?, etc. Se tiene que intentar que los
alumnos razonen lo maximo posible y que expresen sus argumentaciones, aunque sea en un
lenguaje que no sea propio de las Matematicas.

Como es logico, un documento de esta envergadura e influencia, también recibié sus
correspondientes criticas. Asi, Ferrini-Mundy (2000) menciond que en el documento apenas
se mencionan recomendaciones detalladas acerca de la preparacion de los docentes y
cuestiona que no se oriente de un modo mas claro sobre como introducir las nuevas
tecnologias en el aula, a pesar del rol importante que le otorgaban. Otros autores como Howe
(en Addington, 2000) critic6 que se le diera tanta importancia a la comprobacion, en
ocasiones por encima incluso que al conocimiento matematico. Hubo criticas también sobre
las pocas repercusiones que estaban teniendo los Estandares. Asi, Addington (2000) tenia
una opinidn positiva sobre ellos, pero se quejé de que las editoriales encargadas de preparar

el material didactico no se ajustaban a ellos tal y como se habian comprometido.

1.8.2. Informe PISA

El informe PISA (Program for International Student Assessment) es un estudio
comparativo, internacional y periddico (cada tres afnos) que evalua el rendimiento de los

alumnos de 15 afios a partir de ciertas competencias consideradas elementales tales como la
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lectora, la matematica y la de ciencias. No se centra estrictamente en los contenidos
curriculares, sino mas bien en evaluar como pueden utilizar lo que han aprendido en
situaciones de la vida cotidiana, las motivaciones que tienen para aprender, la percepcion que
tienen de si mismos como aprendices y sus propias estrategias de aprendizaje. Dicho de otra
forma, el estudio indica el grado de preparacion que tienen los alumnos de un pais para
desempefiar un papel activo como ciudadanos. Los datos e indicadores de cada estudio
deberian orientar a los legisladores de cada pais para mejorar el desarrollo de sus politicas
educativas.

En el estudio PISA participan los 32 paises que componen la OCDE (Organizacion para
la Cooperacion y el Desarrollo Econdémico), a la que Espafia pertenece desde 1961, y un
numero cada vez mayor de paises asociados, que en la edicion del 2012 fueron 65,
incluyendo los 34 de la OCDE. Hay que tener en cuenta que el estudio se hace con muestras
de estudiantes de 15 afos de diferentes paises, no sobre la poblacion de personas de 15 afios
de un pais. En Espafia estas poblaciones coinciden debido a la obligatoriedad de la educacion
hasta los 16 afos, pero en otros paises no es asi. Es decir, en un pais donde la obligatoriedad
de la educacion sea hasta los 14 afios, PISA elegird su muestra entre aquellos alumnos que
hayan elegido voluntariamente proseguir con sus estudios. También es importante el hecho
de que PISA evalua principalmente como aplican los alumnos los contenidos aprendidos en
situaciones de la vida cotidiana, cuestion esta importante ya que los curriculos tienen
distintas aproximaciones a la realidad. Estas dos matizaciones son importantes a la hora de
interpretar los resultados del estudio.

Los resultados obtenidos por Espafia en los diferentes informes relativos a la
competencia matematica hasta ahora siempre nos han situado por debajo de la media de la

OCDE, aunque es cierto que la diferencia tiende a disminuirse.
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Tabla 2. Resultados de Espaiia en la competencia matematica en los informes PISA.

2000 2003 2006 2009 2012
Espaiia 476 485 480 483 484
Media OCDE 500 500 498 496 494

Nota. Fuente: OCDE (2013). PIS4 2012. Programa para la evaluacioén internacional de los alumnos

(Informe espariol). Volumen I: Resultados y contexto. Madrid: Ministerio de Educacion.
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Grafico 1. Puntuaciones PISA en Matematicas de Espaiia y de la media de la OCDE.

Este hecho se repite también en la competencia lectora y con mas incidencia en la

competencia cientifica, donde ya estamos practicamente en la media de la Unién Europea.
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Grafico 2. Puntuaciones PISA 2012 en las tres competencias evaluadas.
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A nivel autondémico, la Comunidad de Madrid participé por primera vez en este estudio
en el 2009 y obtuvo una puntuacién en la competencia Matematica de 496, en la media de la
OCDE vy por encima de la media de las 14 Comunidades Autébnomas que participaron (todas
salvo Extremadura, Castilla la Mancha y la Comunidad Valenciana), aunque por debajo de
Comunidades Auténomas como Castilla y Ledn, Navarra, Pais Vasco, Aragon y La Rioja
que obtuvieron las mejores puntuaciones.

En el ultimo informe PISA 2012, en el que ya participd Extremadura, hemos visto en el
grafico 2 que la Comunidad de Madrid ha obtenido unos resultados superiores en las tres
competencias a la media espafola, a la media europea y a la media de los paises de la OCDE.

En el grafico 3 exponemos los resultados en la competencia Matematica de las
autonomias que participaron en el informe PISA 2012, comparando los resultados con la

media europea y la media de los paises de la OCDE.
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Grafico 3. Puntuaciones PISA 2012 en Matematicas a nivel autonémico.

Podemos observar como la Comunidad de Madrid obtuvo una puntuacion de 504 puntos,

cuarta posicion a nivel nacional, solo por detras de Navarra, Castilla y Ledn y Pais Vasco. La
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consejera de Educacion de la Comunidad de Madrid, Lucia Figar, atribuye estas buenas

calificaciones de los estudiantes madrilefios a las politicas que lleva a cabo esta comunidad,

destacando la realizacion de examenes externos que lleva realizando desde 2008,

considerando como esencial la publicacion de los resultados obtenidos por los centros.

Mas en el marco nacional, las principales conclusiones que se pueden extraer del tltimo

estudio PISA 2012 son las siguientes:

1.

Espana contintia por debajo de las puntuaciones medias de la Union Europea y
de los paises de la OCDE, pero contintia acercandose a esos niveles. Sobre que
Espana siga en niveles inferiores a la media de la Union europea, el catedratico
de Economia Aplicada de la Universidad de Barcelona Jorge Calero (citado en
Silig, 2013) justifica este hecho en el lastre que supone el bajo nivel educativo de
generaciones previas: “La reciente evaluacion de competencias de la poblacion
adulta, también de la OCDE, es esclarecedora en este punto: Espana, junto con
Italia, ocupa los puestos mdas bajos del ranking”. Segun Zoido, analista del
proyecto de la OCDE, un factor que justifica parte de estos resultados son los
alumnos repetidores de nuestro sistema educativo. En el nivel educativo que
analiza PISA, un 34% de los estudiantes va retrasado, valor este que triplica la
media de otros paises. Segin Zoido (citado en Silid, 2013) el retaso medio de
estos alumnos es de dos afios y medio. Considera que la repeticion es cara
(aproximadamente 2500 €/alumno) y en muchas ocasiones al alumno no le
aporta beneficios académicos. Zoido (citado en Sanchez, 2013) concluye que
“segregar a los estudiantes de esta manera incide en la equidad”. En cuanto a la
valoracion de los resultados en Matematicas, el catedratico de didactica de las

Matematicas en la Universidad de Extremadura Blanco (citado en Silio, 2013)
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hace hincapi¢ que, como comentamos anteriormente, la diferencia con la
puntuacion media de la OCDE es cada vez menor y propone un modelo como el
japongs, en el que se estudian menos contenidos pero trabajan mas la aplicacion e
interpretacion: “Nuestros alumnos saben las formulas, pero tienen que saber
interpretar, entender un grafico o si es un timo la oferta del supermercado”.

A parte de los resultados, seguramente la conclusiéon mas negativa de este ultimo
informe es que han aumentado las desigualdades entre las distintas Comunidades
Autonomas, cuestion esta que era en anteriores informes un punto a destacar.
Este hecho se podia observar claramente en grafico 2, donde podiamos ver como
la Comunidad Foral de Navarra, la que mejor puntuacion en competencia
Matematica tenia en Espafia, se podia comparar con paises punteros en esta
competencia como Canada o Finladia, mientras que la Comunidad Autéonoma
con peor puntuaciéon en la competencia Matematica, Extremadura, tenia una
puntuaciéon semejante a paises como Israel o Grecia, situados en esta
competencia en posiciones postreras. Esta diferencia se traduciria en curso y
medio de desfase. Sobre esta cuestion, la Secretaria de Estado para la Educacion
Montserrat Gomendio (citado en Diaz, 2013) asegura que “las diferencias entre
comunidades se deben a su nivel socioecondmico, no a sus diferentes politicas
educativas”, afadiendo que "no hay una respuesta a qué es lo que ha hecho que
haya menos equidad, pero si puede haber influido el aumento de alumnos
inmigrantes, el aumento de la diversidad dentro de un sistema rigido sin
evaluaciones tempranas para detectar problemas". Pero no solo aumentaron las
diferencias entre Comunidades Autonomas, también entre géneros. Los varones

obtienen mejores calificaciones en Matematicas y Ciencias, con 9 y 7 puntos de
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diferencia respectivamente, mientras que las mujeres obtienen mejor puntuacion
en comprension lectora con 29 puntos de diferencia.

En cuanto a la asignacion presupuestaria que se le dedica a la Educacion, Zoido
(citado en Sanchez, 2013) defiende que mas inversion no implica mejores
resultados: “a partir de un cierto nivel de inversion, situado en 50.000 dolares
anuales por alumno, gastar mas no esta relacionado con el rendimiento" e incluso
llega a afirmar (citado en Diaz, 2013) que “la escasez de profesores no es un
problema”. A pesar de lo anterior, reconoce (citado en Diaz, 2013) que “los
sistemas con mejores puntuaciones son sistemas donde consideran que la
responsabilidad de la educacion es compartida entre docentes, alumnos y
Administracion y donde los profesores tienen mejores salarios, pero también mas
autonomia para desarrollar contenidos, siempre que ésta esté ligada a la rendicion
de cuentas".

En relacién a lo ultimo que mencionamos en el punto anterior, uno de los
elementos que Zoido propone para mejorar los resultados es aumentar la
autonomia de los centros educativos, siempre que estos rindan cuentas. Parece

ser que este serd uno de los objetivos de la nueva Ley de Educacion.

Sobre las propuestas que hace el informe PISA sobre la didactica de las Matematicas, nos

vamos a centrar en los informes de 2003 y 2012, que son los que se centraron en esa

competencia en concreto, aunque también haremos referencia a conclusiones que se han

extraido de los otros informes.

Si observamos los resultados a nivel nacional que han obtenido nuestros estudiantes en

Matematicas en el ultimo informe PISA 2012 vemos que su puntuacion fue de 484 puntos,

10 menos que la media de la OCDE y 5 menos que la media de la Unién Europea. Para que
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nos hagamos una idea, los paises que mejores resultados obtuvieron en el estudio fueron
Corea y Japon con 554 y 536 puntos respectivamente. Entre los paises de nuestro entorno,
Alemania obtuvo 514 puntos, Francia 495 puntos, Reino Unido 494 puntos, Portugal 487 ¢
Italia 485. La potencia econémica mundial, Estados Unidos, obtuvo 481 puntos, puntuacion
inferior a la espafiola. Fijémonos que casi todos los paises que hemos mencionado
anteriormente poseen una tradicidbn matematica centenaria y difieren de la puntuacion
espafiola (positiva o negativamente) en torno a un 6%.

El informe presenta multitud de indicadores relativos a otros aspectos como el interés, la
actitud, la sociabilidad, etc. en los que no nos vamos a introducir ya que nos desviariamos
demasiado de la cuestion tratada. Lo que no se debe hacer es un analisis frivolo de los
resultados. Estar ligeramente por debajo en la puntuaciones de paises con una gran tradicion
matematica y con una mayor experiencia en la escolarizacion obligatoria hasta los 16 afos
no deberia ser considerado como un absoluto fracaso. No se deben trivializar los resultados
culpando a los alumnos, a los profesores o a los legisladores. Debemos hacer una reflexion
profunda considerando las reflexiones propias de nuestra sociedad y sistema educativo. Asi,
por ejemplo, podriamos analizar el hecho de que PISA evalua por competencias, aspecto este
que es relativamente moderno en nuestro pais y no asi en otros. Dicho de otro modo, a
nuestros alumnos se les han planteado tareas que si que deberian saber hacer, pero no estan
tan acostumbrados a realizar como alumnos de su entorno. Por ello, los resultados negativos
que obtenemos marcan mas a nuestro sistema educativo que a los alumnos, ya que no ha sido
capaz de alcanzar en algunos alumnos objetivos prioritarios. Este hecho se puede observar en
los indicadores que muestran la poca motivacion y autoestima que tienen nuestros alumnos

en el campo de las Matematicas.
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A raiz de los resultados de 2003, el Comité Espafiol de Matematicas realizd unas

propuestas generales encaminadas a mejorar los resultados y que en nuestra opinion siguen

siendo validas y necesarias en la actualidad:

1.

Un pacto de estado sobre la Educacion Obligatoria en general, y en especial
sobre las Matematicas.

Un plan de formacion del profesorado ambicioso, en constante renovacion,
haciendo especial hincapié en que los maestros de Educacién Primaria adquieran
una superior formacion en didactica de las Matematicas.

Actuacion de colectivos interesados en la didactica de las Matematicas para
incrementar la apreciacion social de la asignatura, cuestion esta con la que se
contribuyo6 celebrando el Congreso Internacional de las Matematicas en 2006 o

las Olimpiadas Internacionales en 2008.

Las propuestas que propone el informe PISA se basan en la idea de que aprender a

matematizar debe ser el objetivo basico de todos los estudiantes para poder resolver

problemas. El proceso de resolucion lo dividen en tres fases:

1.

Matematizacion horizontal, que supone la traduccion de los problemas
relacionados con situaciones cotidianas al lenguaje matematico. En este proceso

se incluyen actividades como:

Identificar Matematicas relevantes en un contexto general.

* Plantear cuestiones y problemas.

* Distintas representaciones del problema.

* Diferenciar los distintos lenguajes utilizados.

* Encontrar relaciones entre los elementos del problema o con otros

problemas similares.
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» Utilizar recursos ttiles para su resolucion.
2. Matematizacion vertical, en donde se deben utilizar procesos y destrezas
matematicas tales como:
» Utilizar diferentes representaciones.
e Utilizar un lenguaje apropiado y sus respectivas operaciones.
e Combinar e integrar modelos.

* Argumentar y generalizar.

Problema
estructurado

o
racionalizado

Matematjzacion

Vertical |

Problema
de
mundo
matematico

Matematizacion

Horizontal \.

-\
Mundo _ .
Mundo matematico

rea

Figura 4. Matematizacion horizontal y vertical.

Nota. Fuente: RICO, L. (2006). La competencia matematica en PISA. En PNA (1), 2, p. 52.

Reflexion sobre los resultados. Este proceso se debe realizar con una actitud critica
y con el objetivo de validar el proceso. Algunas de las tareas que deberian realizarse
en ¢l son:

* Comprender la extension y los limites de los conceptos matematicos utilizados

en la resolucion del problema.
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* Reflexionar sobre los argumentos matematicos utilizados, explicando y
justificado los resultados.
e Criticar el modelo utilizado, intentando encontrar uno mejor.

Los contenidos matematicos que se evaltian en el informe se dividen en los siguientes

campos:
* Cantidad.
* Espacio y forma.
* (Cambio y relaciones.
* Probabilidad.

También se evaluan los procesos que definen las destrezas necesarias de la materia:

* Operaciones matematicas simples.
* Conexiones, relacionar ideas para resolver problemas.
* Reflexion, razonamiento matematico en sentido amplio.

En cuanto a la evaluacion que propone el informe PISA, va encaminada a medir la
competencia del alumno a la hora de resolver problemas matemadaticos con éxito. La
estrategia que proponen para llevarla a cabo se basa en tres variables:

* Los contenidos matematicos que se deben utilizar para resolver el problema.

* El contexto en el que se localiza el problema.

* Las competencias o procesos que permiten resolver el problema relacionando
los contenidos con el contexto.

De estas tres variables, a nosotros nos interesa especialmente esta ultima. Segun el
informe PISA, las competencias que proponga un plan de formaciéon son un elemento

determinante para medir su calidad, mientras que su eficacia responderd a si estas se
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consiguen a medio o largo plazo. Los grupos de competencias o procesos sobre los que hace
especial hincapi¢ el informe PISA son:

* Pensary razonar.

* Argumentar.

e Comunicar.

*  Modelar.

* Plantear y resolver problemas.

* Representar.

* Utilizar el lenguaje formal, técnico y sus correspondientes operaciones.

* Usar herramientas y recursos adecuados en cada situacion.

Para nuestra investigacion nos interesan fundamentalmente las competencias de pensar y
razonar, argumentar y plantear y resolver problemas.

La competencia de pensar y razonar incluye el planteamiento de cuestiones propias de las
Matematicas (;cudntos vale esta magnitud?, ;como calcularlo?, en este caso ;qué ocurriria?,
etc.), conocer las posibilidades que ofrecen las Matemadticas para responder a cuestiones
como las anteriores, distinguir entre los diferentes tipos de enunciados que aparecen dentro
de las Matematicas (definiciones, teoremas, demostraciones, conjeturas, afirmaciones
condicionadas, etc.) y utilizar los conceptos matematicos dentro de su extension y respetando
sus limites.

La competencia de argumentar incluye aspectos como conocer lo que son las pruebas
matematicas, diferenciar distintos tipos de razonamientos matematicos, comprender y valorar

cadenas de argumentaciones matematicas y crear y expresar razonamientos matematicos.
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La competencia de plantear y resolver problemas incluye tanto el planteamiento de

cualquier tipo de problema acorde al nivel del alumno, como los diferentes modos de

resolucion a los que pueda acceder.

Por ultimo cabe destacar los niveles de competencia que considera el informe PISA para

evaluar el nivel de competencia de cada alumno. Son los siguientes (OCDE, 2004, p. 47):

1.

Primer nivel. Los alumnos saben responder a preguntas sobre contextos que les
son conocidos, en los que estd presente toda la informacion pertinente y las
preguntas estan claramente definidas. Son capaces de identificar la informacion y
llevar a cabo procedimientos rutinarios siguiendo unas instrucciones directas
en situaciones explicitas. Pueden realizar acciones obvias que se deducen
inmediatamente de los estimulos presentados.

Segundo nivel. Los alumnos saben interpretar y reconocer situaciones en
contextos que solo requieren una inferencia directa. Saben extraer informacion
pertinente de una sola fuente y hacen uso de un unico modelo representacional.
Pueden utilizar algoritmos, formulas, procedimientos o convenciones
elementales. Son capaces de razonamientos directos ¢ interpretaciones literales
de los resultados.

Tercer nivel. Los alumnos saben ejecutar procedimientos descritos con claridad,
incluyendo aquellos que requieren de decisiones secuenciales. Pueden
seleccionar y aplicar estrategias de solucion de problemas sencillos. Saben
interpretar y utilizar representaciones basadas en diferentes fuentes de
informacion y razonar directamente a partir de ellas. Son capaces de elaborar

breves escritos exponiendo sus interpretaciones, resultados y razonamientos.

112



4. Cuarto nivel. Los alumnos pueden trabajar eficazmente con modelos explicitos
en situaciones complejas y concretas que pueden conllevar condicionantes o
exigir la formulacion de supuestos. Pueden seleccionar e integrar diferentes
representaciones, incluyendo las simbdlicas, asociandolas directamente a
situaciones del mundo real. Los alumnos de este nivel saben utilizar habilidades
bien desarrolladas y razonar con flexibilidad y con cierta perspicacia en estos
contextos. Pueden elaborar y comunicar argumentos y explicaciones basados
en sus interpretaciones, argumentos y acciones previas.

5. Quinto nivel. Los alumnos saben desarrollar modelos y trabajar con ellos en
situaciones complejas, identificando los condicionantes y especificando los
supuestos. Pueden seleccionar, comparar y evaluar estrategias adecuadas de
solucion de problemas para abordar situaciones complejas relativas a estos
modelos. Los alumnos pertenecientes a este nivel pueden trabajar
estratégicamente utilizando habilidades de pensamiento y razonamiento bien
desarrolladas, asi como representaciones adecuadamente relacionadas,
caracterizaciones simbolicas y formales, e intuiciones relativas a estas
situaciones. Pueden reflexionar sobre sus acciones y formular y comunicar sus
interpretaciones y razonamientos.

6. Sexto nivel. Los alumnos saben formar conceptos, generalizar y utilizar
informacion basada en investigaciones y modelos de situaciones de problemas
complejos. Pueden relacionar diferentes fuentes de informacion y
representaciones y traducirlas entre ellas de una manera flexible. Los estudiantes
de este nivel poseen un pensamiento y razonamiento matematico avanzado.

Estos alumnos pueden aplicar su entendimiento y comprension, asi como su

113



dominio de las operaciones y relaciones matematicas simbdlicas y formales y
desarrollar nuevos enfoques y estrategias para abordar situaciones nuevas. Los
alumnos pertenecientes a este nivel pueden formular y comunicar con exactitud
sus acciones y reflexiones relativas a sus descubrimientos, argumentos y su
adecuacion a las situaciones originales.

Como hemos observado, el informe PISA sitia como protagonista en la didactica de las
matematicas a la resolucion de problemas. Aunque no menciona directamente las
demostraciones matematicas, si lo hace con términos intimamente relacionados como
argumentar, pensar o razonar. Los consejos que da a las organizaciones competentes es que
se organicen los curriculos de manera que los alumnos alcancen una competencia
matematica acorde con su edad y lo que intentaremos aclarar en nuestro trabajo es si dando
una relevancia especial a la demostracion matematica en la metodologia que se utiliza en el
aula lograremos mejorar el grado de adquisicion de la competencia matematica en nuestros

alumnos.

1.8.3. En el curriculum espafiol

Desde el primer Plan de Estudios para la Ensefianza Secundaria en1836 hasta el actual ha
habido més de treinta modificaciones. En este punto veremos la forma en la que han tratado
a la demostracion y la prueba matematica algunos de ellos, analizando la evolucion historica
que han tenido estas modificaciones y utilizando para ello principalmente las ideas expuestas

por Ibafies y Ortega (2002).

114



En el Plan de 1934’ (Ministerio de Instruccion Pablica y Bellas Artes) el Bachillerato
estaba compuesto por siete cursos y su correspondiente curriculum de Matematicas consistia
en una enumeracion de los contenidos de cada curso. En ¢l no habia referencias explicitas a
la demostracion o a la prueba, aunque si se dejaba a criterio del profesor el ritmo en la
transicion entre lo que denominaban los cursos intuitivos a los estudios racionales.

En el Plan de 1938° (Ministerio de Educacién Nacional) la estructura seguia siendo la
misma que en el anterior. En este Plan si que se comenz6 a hablar de demostraciones en
general, pero no se preciso las demostraciones que debian tratarse, ni los métodos que debian
utilizarse. Las Matematicas del primer curso (11 afios) serian intuitivas, sin demostraciones,
con el objetivo de que el alumno se habituase al lenguaje matematico. En los cursos segundo
y tercero (12 y 13 afios) los alumnos debian iniciarse en las demostraciones y razonamientos
elementales en campos como la Aritmética o como la Geometria, inicidndose en la idea del
rigor, aunque se hacia hincapi¢ en que debia introducirse de manera suave para que no
provocase el rechazo de los alumnos. Durante el cuarto y quinto curso (14 y 15 afios) se les
podria exigir a los alumnos el rigor 16gico propio de las Matematicas, algo que en nuestra
opinién nos parece un objetivo demasiado ambicioso, a pesar de que se indicaba que las
demostraciones y los razonamientos siempre serian de un nivel elemental, cuestion esta que
parece contradictoria con el objetivo anterior.

En el Plan de 1953° (Ministerio de Educacién Nacional) el Bachillerato pasaba a
componerse de seis cursos y en las orientaciones metodologicas que se proponian habia

referencias explicitas a los razonamientos y demostraciones. De hecho se mencionaba el

7 COLECCION LEGISLATIVA DE INSTRUCCION PUBLICA (1934) Plan de Estudios de Bachillerato, 551 -559.

® MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL (1938) Ley de 20 de septiembre de 1938 de Reforma de la Segunda
Ensefianza (B.O.E. de 23 de septiembre de 1938)

° MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL (1953) Ley sobre la ordenacion de la Ensefianza Media. (B.O.E. de 27 de
febrero de 1953)
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razonamiento logico como una de las finalidades de las Matematicas del Bachillerato.
Mientras que en el primer curso se omitia cualquier tipo de razonamiento abstracto, en el
segundo curso los alumnos debian iniciarse en el razonamiento logico. En el tercer curso
debian presentarse los contenidos con caradcter logico pero sin recargar al alumno con
teoremas innecesarios. A partir de ese curso, se pretendia aumentar paulatinamente el rigor
en las exposiciones y destacar las conexiones de los contenidos con situaciones cotidianas.
Al igual que en el Plan anterior, no se especificaron los métodos de demostracion que debian
utilizarse, aunque si que se indico situaciones en las se podria requerir del razonamiento
hipotético deductivo y demostraciones que procedian o no procedian de diferentes
contenidos de la materia.

En el Plan de 1957'° (Ministerio de Educacion Nacional) el Bachillerato constaba de seis
cursos, divididos en tres ciclos, mas uno preuniversitario. El curriculum de Matemadticas ya
no era una simple enumeraciéon de contenidos, sino que cada curso venia dividido en
lecciones. Los primeros dos cursos tendrian un caracter practico e intuitivo, descartando en
estos cursos los razonamientos abstractos. Los cursos de tercero y cuarto se consideraban
como la transicion entre lo que denominaban la evidencia sensible a la evidencia racional.
Se debia hacer ver a los alumnos progresivamente la necesidad de justificar algunos
resultados. Todo esto iba encaminado a que en los cursos quinto y sexto (Bachillerato
Superior) se utilizara una metodologia fundamentalmente racional, favoreciendo las
construcciones deductivas y la iniciativa del alumno tanto en trabajos individuales como en
grupo. Se priorizaba, segin sus propias palabras, la reflexion y el razonamiento frente al

adiestramiento.

1 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL (1957) Plan de Estudios del Bachillerato Laboral. (B.O.E. de 24 de enero de
1957)
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Se pude observar que este Plan mejora a los anteriores en el sentido que se establecian
mas claramente la evolucion progresiva en el razonamiento logico que debia tener un alumno
de Bachillerato. En los primeros cursos, se establecian alternativas al razonamiento
deductivo en algunas actividades, como puede ser el uso de materiales manipulables. En
posteriores cursos, aunque si que se indicaban algunos resultados en los que podria ser util la
realizacion de la demostracion, no indicaba nada sobre los tipos de demostraciones que
deberian utilizar los profesores. También debemos destacar que en el quinto curso se
establecia una leccion denominada Iniciacion al método racional, en la que se trabajaban
contenidos como postulados, teoremas (hipotesis, tesis y demostracion), cadenas deductivas,
teoremas directos, reciprocos y contrarios y condicion necesaria y suficiente, todo esto
complementado con ejercicios sobre estos contenidos. En este mismo curso habia una
leccion denominada Métodos de resolucion de problemas, con lo que comprobamos que este
Plan hacia una correspondencia clara entre la racionalidad de las Matematicas y los métodos
de resolucion de problemas. En todas estas novedades metodoldgicas que aparecen en este
Plan y que ayudaron a modernizar la Didactica de las Matematicas tuvo una influencia
notable el matematico y profesor Puig Adam.

En el Plan de 1970'" (Ministerio de Educacion y Ciencia) el Bachillerato constaba de

tres afios mas el Curso de Orientacion Universitaria (COU). Su correspondiente curriculum

"X MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1971) Nuevas orientaciones pedagdgicas para la segunda etapa de E.G.B.

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1975) Orden de 22 de marzo de 1975 por la que se desarrolla el Decreto

160/75 de 23 de enero, que aprueba el Plan de Estudios del Bachillerato y se regula el Curso de Orientacion

Universitaria (B.O.E. de 18 de mayo de 1975)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1975) Resolucién de 21 de agosto de 1975 por la que se desarrolla la

disposicion transitoria 49 de la Orden Ministerial de 22 de marzo, referida al Curso de Orientacion Universitaria.

(B.O.E. de 6 de septiembre de 1975)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1978) Resolucién de 1 de marzo de 1978 sobre contenidos y orientaciones

metodoldgicas para el Curso de Orientacion Universitaria. (B.O.E. de 17 de marzo de 1978)
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estaba formado por una enumeracion de los contenidos de cada curso a los que se le afiadian
unos comentarios en los que se formulaban los principales objetivos y se destacaban detalles
metodoldgicos. Habia muy pocas referencias al razonamiento y ninguna a la prueba o la
demostracion.

De las pocas menciones que habia al razonamiento en el curriculo del Bachillerato
podemos destacar la que hacia en el area de las Ciencias Matematicas y la Naturaleza, en
donde se incitaba a capacitar al alumno para comprender los fendmenos naturales, cientificos
y técnicos de su entorno, resaltando el mecanismo logico implicito en el razonamiento
cientifico y habituando al alumno a los métodos deductivo e inductivo y a la
experimentacion.

Previamente, en lo que se denominaba segunda etapa de la Educacion General Basica
(alumnos de 11 a 14 afios) uno de los objetivos a lograr era el de alcanzar una mayor
profundidad en el formalismo matematico, desarrollando en el alumno la capacidad de
desarrollar sistemas formales necesarios para resolver problemas. Por ejemplo, en el octavo
curso uno de los objetivos era el de la construccion rigurosa del conjunto de los niimeros
racionales.

En la linea de lo que expresan Ibafies y Ortega (2002), creemos que la excesiva
tendencia al formalismo que tiene este Plan en la Educacion General Basica, condicionaba el
tratamiento que se le daba a la demostracion y a la prueba en el Bachillerato. Se pretendia
una introducciéon muy prematura al formalismo que logicamente no tenia una continuacion
proporcional en cursos superiores tratando, por ejemplo, los distintos tipos de

demostraciones.
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En la LOGSE" (Ministerio de Educacién y Ciencia) podiamos observar como en la
introduccion correspondiente a la materia de Matematicas se ponia mucho énfasis en la
importancia que se le otorgaba a los procedimientos inductivos, ya que en ellos se basaba la
construccion del conocimiento. Los procedimientos deductivos eran considerados como el
final de un camino de aproximacion a la realidad mediante las Matematicas. Se proponia una
transicion gradual a lo largo de los cursos en funcion de la competencia cognitiva del alumno
desde el razonamiento inductivo al deductivo. Esto suponia un avance en relacion a Planes
anteriores. La idea de demostracion y prueba se intuia en otros puntos que se desarrollaban
en esta Ley como podian ser las multiples referencias que se realizaban al razonamiento
matematico o el interés que se mostraba en que los alumnos formularan y comprobaran
conjeturas.

No obstante, entendemos que esta Ley también tenia carencias. Sigue sin hacer referencia
a los distintos tipos de demostraciones que se utilizan en Matematicas y las referencias que
hacia a las demostraciones las ubicaba sobre todo en los bloques de Geometria. Entendemos

que no tiene sentido darle un alto rigor a este bloque y no mantener este nivel en otros

> MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1990) Ley Orgdnica 1/1990, de 3 de octubre, de Ordenacién General del
Sistema Educativo. (B.O.E. de 13 de septiembre de 1991)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1991) Real Decreto 1345/1991, de 6 de septiembre, por el que se establece el
curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria. (B.O.E. de 13 de septiembre de 1991)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1991) Real Decreto 1700/1991, de 29 de noviembre, por el que se establece
la estructura del Bachillerato. (B.O.E. de 2 de diciembre de 1991)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1992) Resolucién de 5 de marzo de 1992, de la Secretaria de Estado de
Educacion, por la que se regula la elaboracion de proyectos curriculares para la Educacion Secundaria Obligatoria, y
se establecen orientaciones para la distribucion de objetivos, contenidos y criterios de evaluacion para cada uno de
los ciclos. (B.O.E. de 25 de marzo de 1992)

MINISTERIO DE EDUCACION Y CIENCIA (1992) Real Decreto 1179/1992, de 2 de octubre, por el que se establece el
curriculo del Bachillerato. (B.O.E. de 21 de octubre de 1992)
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cuando es posible. Otra carencia que hemos encontrado en esta Ley es que el concepto de
demostracién aparece de una manera incoherente. En los objetivos generales aparece un
objetivo (numero 2) en el que se indicaba que el alumno debia utilizar los modos del
pensamiento logico para formular y comprobar conjeturas, realizar inferencias y
deducciones, y organizar y relacionar informaciones diversas relacionadas con situaciones
cotidianas y la resolucion de problemas. En los contenidos hay varias referencias centradas
basicamente en los bloques de Geometria. En las actitudes se perseguia, entre otros aspectos,
que los alumnos tuvieran curiosidad por investigar relaciones y propiedades de distintas
areas de las Matematicas. Sin embargo, en los criterios de evaluacion no aparecia ninguno
que estuviera relacionado con las demostraciones, pruebas o similares.

En la LOE (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006) nos vamos a extender mas en los
comentarios al ser la Ley de Educacion vigente en Espafia en el momento de hacer este
trabajo de investigacion. Marca como uno de los objetivos generales de la Educacion Infantil
“el iniciarse en las habilidades logico-matematicas (...)” (p. 10), mientras que en la
Educacion Primaria indica que uno de los objetivos generales sera “desarrollar las
competencias matematicas basicas e iniciarse en la resolucion de problemas que requieran la
realizacion de operaciones elementales de calculo, conocimientos geométricos y
estimaciones, asi como ser capaces de aplicarlos en la vida cotidiana” (p. 11). Estos objetivos
que relacionan el razonamiento, el desarrollo de las competencias bésicas y la resolucion de
problemas no tienen una continuacion en los objetivos generales que plantea la Ley para la
Educacion Secundaria Obligatoria.

Las ensefianzas minimas que se establecieron para la Educacién Secundaria vienen
reflejadas en dos Reales Decretos que pasaremos a analizar en lo referente a la materia de

Matematicas y a las cuestiones que afectan a nuestra investigacion.
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En el Real Decreto en el que se establecen las ensefianzas minimas para la Educacion
Secundaria Obligatoria (Ministerio de Educaciéon y Ciencia, 2007a), en la introduccion para
la materia de Matematicas hay comentarios como los siguientes:

Acometer los retos de la sociedad contempordnea supone, ademas, preparar a los
ciudadanos para que adquieran autonomia a la hora de establecer hipotesis y
contrastarlas, disefar estrategias o extrapolar resultados a situaciones analogas.
(p. 74)

Para que el aprendizaje sea efectivo, los nuevos conocimientos que se pretende que
el alumno construya han de apoyarse en los que ya posee, (...) (p. 74)

Algunos conceptos deben ser abordados desde situaciones preferiblemente
intuitivas y cercanas al alumnado para luego ser retomados desde nuevos puntos de
vista que afiadan elementos de complejidad. La consolidacion de los contenidos
considerados complejos se realizarda de forma gradual y ciclica, planteando
situaciones que permitan abordarlos desde perspectivas mas amplias o en conexioén
con nuevos contenidos. (p. 74)

En todos los cursos se ha incluido un bloque de contenidos comunes que constituye
el eje transversal vertebrador de los conocimientos matematicos que abarca. Este
bloque hace referencia expresa, entre otros, a un tema basico del curriculo: la
resolucion de problemas. Desde un punto de vista formativo, la resolucion de
problemas es capaz de activar las capacidades basicas del individuo, como son leer
comprensivamente, reflexionar, establecer un plan de trabajo, revisarlo, adaptarlo,
generar hipotesis, verificar el &mbito de validez de la solucion, etc. pues no en vano
es el centro sobre el que gravita la actividad matematica en general. También se

introducen en este bloque la capacidad de expresar verbalmente los procesos que se
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siguen y la confianza en las propias capacidades para interpretar, valorar y tomar
decisiones sobre situaciones que incluyen soporte matematico, poniendo de relieve
la importancia de los factores afectivos en la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas. (p. 74)

Lo importante en estos cursos no son solo las destrezas de calculo ni los algoritmos
de lapiz y papel, sino una comprension de las operaciones que permita el uso
razonable de las mismas, (...) (p. 74)

Podemos observar como en estas citas se hace hincapié¢ en técnicas del razonamiento
logico y de la resolucion de problemas y se continua la tendencia de la Ley educativa
anterior en la que se proponia un aprendizaje constructivo. También debemos resaltar como
marca el objetivo principal de las Matematicas en la resolucion de problemas, acorde con lo
que propone el informe PISA y como plantea en este nivel unas Matematicas razonadas en
donde no sean protagonistas los procedimientos algoritmicos.

A continuacion, en la Ley se van desarrollando las principales areas de las Matematicas
y se mencionan algunas herramientas que pueden ser ttiles en su didactica. En lo referente a
los conceptos que nos interesan, podemos destacar las siguientes citas:

La Geometria, ademés de definiciones y férmulas para el célculo de superficies y
voliimenes es, sobre todo, describir y analizar propiedades y relaciones, y clasificar
y razonar sobre formas y estructuras geométricas. (p. 75)

En la construccion del conocimiento, los medios tecnologicos son herramientas
esenciales para ensefar, aprender y en definitiva, para hacer Matematicas. Estos
instrumentos permiten concentrase en la toma de decisiones, la reflexion, el

razonamiento y la resolucion de problemas. (p. 75)
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Podemos observar como si que le proporciona importancia al razonamiento en
Geometria, pero no asi, al menos explicitamente, en otras areas como la Aritmética, el
Algebra, el Analisis, la Estadistica o la Probabilidad. Si que debemos destacar el papel que
le otorgan a las nuevas tecnologias en la Didéactica de las Matematicas como una
herramienta con multitud de posibilidades.

Posteriormente, se indica la contribucién que tiene la materia en la adquisicion de las
ocho competencias bdésicas: competencia en comunicacion lingiiistica, competencia
matematica, competencia en el conocimiento y en la interaccion con el mundo fisico,
tratamiento de la informacién y competencia digital, competencia social y ciudadana,
competencia cultural y artistica, competencia para aprender a aprender y autonomia e
iniciativa personal. En cuanto a los términos que nos interesan para nuestra investigacion
destacamos las siguientes citas:

Todos los bloques de contenidos estan orientados a aplicar aquellas destrezas y
actitudes que permiten razonar matematicamente, comprender una argumentacion
matematica y expresarse y comunicarse en el lenguaje matematico, utilizando las
herramientas adecuadas e integrando el conocimiento matematico con otros tipos de
conocimiento para obtener conclusiones, reducir la incertidumbre y para enfrentarse
a situaciones cotidianas de diferente grado de complejidad. Conviene sefialar que
no todas las formas de ensefiar Matematicas contribuyen por igual a la adquisicion
de la competencia matematica: el énfasis en la funcionalidad de los aprendizajes, su
utilidad para comprender el mundo que nos rodea o la misma seleccion de
estrategias para la resolucion de un problema, determinan la posibilidad real de
aplicar las Matematicas a diferentes campos de conocimiento o a distintas

situaciones de la vida cotidiana. (p. 75)
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(...) en todas las relaciones de ensefanza y aprendizaje de las Matematicas y en
particular en la resolucion de problemas, adquiere especial importancia la expresion
tanto oral como escrita de los procesos realizados y de los razonamientos seguidos,
puesto que ayudan a formalizar el pensamiento. El propio lenguaje matematico es,
en si mismo, un vehiculo de comunicacion de ideas que destaca por la precision en
sus términos y por su gran capacidad para transmitir conjeturas gracias a un léxico
propio de caracter sintético, simbolico y abstracto. (p. 76)

Los propios procesos de resolucion de problemas contribuyen de forma especial a
fomentar la autonomia e iniciativa personal porque se utilizan para planificar
estrategias, asumir retos y contribuyen a convivir con la incertidumbre controlando
al mismo tiempo los procesos de toma de decisiones. También, las técnicas
heuristicas que desarrolla constituyen modelos generales de tratamiento de la
informacion y de razonamiento y consolida la adquisicion de destrezas involucradas
en la competencia de aprender a aprender tales como la autonomia, la
perseverancia, la sistematizacion, la reflexion critica y la habilidad para comunicar
con eficacia los resultados del propio trabajo. (p. 76)

Observamos que se le da mucha importancia a los procedimientos razonados y
argumentados y se indica claramente que el grado de adquisicion de la competencia
matematica depende en gran medida de la forma de ensefiar Matematicas. Todas estas ideas
que hemos ido resaltando se deberian plasmar en los objetivos, contenidos y criterios de
evaluacion que se establecen para los diferentes niveles de la Educacion Secundaria
Obligatoria. Entre los once objetivos generales que se establecen para el Educacion

Secundaria Obligatoria, destacaremos los dos siguientes (nimeros 1 y 8):
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Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y modos de
argumentacion las formas de expresion y razonamiento matematico, tanto en los
procesos matematicos o cientificos como en los distintos &mbitos de la actividad
humana. (p. 76)

Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién
del andlisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado. (p. 76)

Observamos que en estos dos objetivos generales se relacionan dos de los principales
procedimientos de nuestra investigacion, por un lado el pensamiento reflexivo y
argumentativo, y por otro la resolucion de problemas.

En cuanto a los contenidos, hemos seleccionado de cada curso los que consideramos que
se encuentran relacionados con los aspectos que estamos analizando en la investigacion. Hay
uno que esta ubicado en el bloque denominado contenidos comunes y que se repite en todos
los cursos:

Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas, comprender las
relaciones matematicas y tomar decisiones a partir de ellas. (pp. 76, 78, 79, 81, 83)

De los cursos de la Educacion Secundaria Obligatoria, hemos seleccionado los
siguientes contenidos:

En 1° ESO:

Utilizacion de estrategias y técnicas simples en la resolucion de problemas tales
como el andlisis del enunciado, el ensayo y error o la resoluciéon de un problema

mas simple, y comprobacion de la solucion obtenida. (p. 76)
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Expresion verbal del procedimiento que se ha seguido en la resolucion de
problemas. (p. 76)

En 2° ESO:
Utilizacion de estrategias y técnicas en la resolucion de problemas tales como el
analisis del enunciado, el ensayo y error o la division del problema en partes, y
comprobacion de la solucion obtenida. (p. 78)
Descripcion verbal de procedimientos de resolucion de problemas utilizando
términos adecuados. (p. 78)

En 3° ESO:
Planificacion y utilizacion de estrategias en la resolucion de problemas tales como
el recuento exhaustivo, la induccion o la busqueda de problemas afines, y
comprobacion del ajuste de la solucion a la situacion planteada. (p. 79)
Descripcion verbal de relaciones cuantitativas y espaciales, y procedimientos de
resolucion utilizando la terminologia precisa. (p. 79)

En 4° ESO (opciones A y B):
Planificacion y utilizacién de procesos de razonamiento y estrategias de resolucion
de problemas, tales como la emision y justificacion de hipdtesis o la generalizacion.
(pp- 81, 83)
Expresion verbal de argumentaciones, relaciones cuantitativas y espaciales, y
procedimientos de resolucion de problemas con la precision y rigor adecuados a la
situacion. (pp. 81, 83)
Interpretacion de mensajes que contengan argumentaciones o informaciones de

caracter cuantitativo o sobre elementos o relaciones espaciales. (pp. 81, 83)
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Podemos observar como las técnicas argumentativas y de resolucion de problemas se
encuentran escalonadas a lo largo de los diferentes cursos. Se echa de menos que haya
también un escalonamiento entre los contenidos de los alumnos de 4° ESO de la opcion A 'y
B ya que el perfil de los alumnos de estos cursos es muy diferente.

En cuanto a los criterios de evaluacion que se establecen para cada curso estan muy
relacionados con los contenidos anteriormente citados. Hemos seleccionado los siguientes:

En 1° ESO:

Utilizar estrategias y técnicas simples de resolucion de problemas tales como el
analisis del enunciado, el ensayo y error o la resolucion de un problema mas
sencillo, y comprobar la solucién obtenida y expresar, utilizando el lenguaje
matematico adecuado a su nivel, el procedimiento que se ha seguido en la
resolucion. (Numero 8, p. 78)

En 2° ESO:

Utilizar estrategias y técnicas de resolucion de problemas, tales como el analisis del
enunciado, el ensayo y error sistematico, la divisiéon del problema en partes, asi
como la comprobacion de la coherencia de la solucién obtenida, y expresar,
utilizando el lenguaje matematico adecuado a su nivel, el procedimiento que se ha
seguido en la resolucion. (Numero 7, p. 79)

En 3° ESO:

Planificar y utilizar estrategias y técnicas de resolucion de problemas tales como el
recuento exhaustivo, la induccion o la bisqueda de problemas afines y comprobar
el ajuste de la solucién a la situacion planteada y expresar verbalmente con

precision, razonamientos, relaciones cuantitativas, e informaciones que incorporen
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elementos matematicos, valorando la utilidad y simplicidad del lenguaje
matematico para ello. (Numero 8, p. 81)

En 4° ESO (opcion A):

Planificar y utilizar procesos de razonamiento y estrategias diversas y utiles para la
resolucion de problemas, y expresar verbalmente con precision, razonamientos,
relaciones cuantitativas e informaciones que incorporen elementos matematicos,
valorando la utilidad y simplicidad del lenguaje matematico para ello. (Numero 9,
p. 82)

En 4° ESO (opcion B):

Planificar y utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de
problemas tales como la emision y justificacion de hipotesis o la generalizacion, y
expresar verbalmente, con precision y rigor, razonamientos, relaciones cuantitativas
e informaciones que incorporen elementos matematicos, valorando la utilidad y
simplicidad del lenguaje matematico para ello. (Numero 7, p. 84)

Podemos observar como los criterios de evaluacion persiguen valorar la forma que tiene
un alumno de afrontar un problema acorde a su nivel, evaludndose todas las fases de la
resolucion. Siguen, como no podia ser de otra forma, las pautas marcadas por los contenidos
de cada curso y que en este caso si que existe una exigencia mayor en el criterio de
evaluacion da las Matematicas B de 4° ESO ya que menciona procedimientos como la
emision y la justificacion de hipdtesis o la generalizacién, que no menciona para los
alumnos de Matematicas A del mismo curso.

Si analizamos el Real Decreto (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007b) en el que se

establecen las ensefianzas minimas para el Bachillerato observamos que se divide en dos
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partes: una para las Matematicas [ y II, y otra para las Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales I y II.

En la introduccion que se realiza para las Matematicas [ y Il se menciona lo siguiente:
Participar en la adquisicion del conocimiento matematico consiste en el dominio de
su “forma de hacer”. Este “saber hacer Matematicas” es un proceso laborioso que
comienza por una intensa actividad sobre elementos concretos, con objeto de crear
intuiciones previas necesarias para la formalizacion. A menudo, los aspectos
conceptuales no son mas que medios para la practica de estrategias, para incitar a la
exploracion, la formulacion de conjeturas, el intercambio de ideas y la renovacion
de los conceptos ya adquiridos. (p. 68)

No se trata de que los estudiantes posean muchas herramientas matematicas, sino
las estrictamente necesarias y que las manejen con destreza y oportunidad,
facilitandoles las nuevas formulas e identidades para su eleccion y uso. Nada hay
mas alejado del “pensar matematicamente” que una memorizacion de igualdades
cuyo significado se desconoce, incluso aunque se apliquen adecuadamente en
ejercicios de célculo. (p. 68)
Las definiciones formales, las demostraciones (reducciéon al absurdo,
contraejemplos) y los encadenamientos légicos (implicacion, equivalencia) dan
validez a las intuiciones y confieren solidez a las técnicas aplicadas. Sin embargo,
este es el primer momento en que el alumno se enfrenta con cierta seriedad al
lenguaje formal, por lo que el aprendizaje debe ser equilibrado y gradual. (p. 69)
Observamos como en estos cursos predominan unas Matematicas donde la formalizacién
y el rigor poseen una gran importancia, desechando la idea de unas Matematicas

algoritmicas en donde el alumno aplique simples mecanismos para resolver ejercicios.
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Vemos como se sigue pretendiendo unas Matematicas inductivas en donde a partir de los
conceptos el alumno explore para formular conjetura y demostrarlas con cierto rigor. A
destacar también que se habla de métodos de demostracion como la reduccion al absurdo,
cuestion esta que no aparecia en curriculos anteriores.

Si vemos la introduccién que se realiza en el Real Decreto de las Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales I y II observamos grandes diferencias en la idea de las Matematicas
que se proponen. Destacamos la siguiente cita:

En este contexto, la fuerte abstraccion simbolica, el rigor sintactico y la exigencia
probatoria que definen el saber matematico, deben tener en esta materia una relativa
presencia. (p. 94)

En estas Matematicas el objetivo principal es el de obtener las herramientas necesarias
para resolver problemas de distintos tipos, dejando notablemente de lado aspectos como el
rigor o la formalizacion.

Entendemos que esta distincion es correcta ya que las Matemadticas que precisan los
alumnos y sus necesidades futuras van a ser muy distintas en ambos casos. Observemos que
en las Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales [ y I no se excluye totalmente el rigor.
Lo que se dice es que debe tener una presencia relativa y que para ciertos alumnos que
cursan esta materia puede ser interesante aspectos como por ejemplo la argumentacion de la
formula de los intervalos de confianza para la media poblacional o el concepto de derivada
mediante el de limite de una funcién en un punto.

Estas ideas se plasman en los objetivos que se establecen para la etapa en ambas
modalidades. Asi, para las Matematicas [ y II destacamos los siguientes objetivos:

Considerar las argumentaciones razonadas y la existencia de demostraciones

rigurosas sobre las que se basa el avance de la ciencia y la tecnologia, mostrando
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una actitud flexible, abierta y critica ante otros juicios y razonamientos. (Numero 2,
p. 69)

Utilizar las estrategias caracteristicas de la investigacion cientifica y las destrezas
propias de las matematicas (planteamiento de problemas, planificacion y ensayo,
experimentacion, aplicacion de la induccidon y deduccion, formulacion y aceptacion
o rechazo de las conjeturas, comprobacion de los resultados obtenidos) para realizar
investigaciones y en general explorar situaciones y fenomenos nuevos. (Numero 3,
p. 69)

Utilizar el discurso racional para plantear acertadamente los problemas, justificar
procedimientos, encadenar coherentemente los argumentos, comunicarse con
eficacia y precision, detectar incorrecciones logicas y cuestionar aseveraciones
carentes de rigor cientifico. (Numero 6, p. 69)

Sin embargo, en las Matemadticas Aplicadas a las Ciencias Sociales I y II, aunque la
formalizacién y procesos argumentativos no desaparecen por completo, si que se sitian en
un nivel de exigencia inferior. Lo podemos comprobar con los siguientes objetivos generales
que se establecen en el Real Decreto:

Adoptar actitudes propias de la actividad matemadtica como la vision analitica o la
necesidad de verificacion. Asumir la precision como un criterio subordinado al
contexto, las apreciaciones intuitivas como un argumento a contrastar y la apertura
a nuevas ideas como un reto. (Numero 2, p. 95)

Formular hipdtesis, disefiar, utilizar y contrastar estrategias diversas para la
resolucion de problemas que permitan enfrentarse a situaciones nuevas con

autonomia, eficacia, confianza en si mismo y creatividad. (Numero 4, p. 95)
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Utilizar un discurso racional como método para abordar los problemas: justificar
procedimientos, encadenar una correcta linea argumental, aportar rigor a los
razonamientos y detectar inconsistencias logicas. (Numero 5, p. 95)

Resumiendo, en esta Ley consideramos que podemos destacar positivamente:

1. Se hace en todos los cursos referencias al razonamiento matematico.

2.  Continua con la idea de la LOGSE de promover unas matematicas constructivas
e inductivas.

3. Secuencia adecuadamente los procedimientos de resolucion de problemas que se
deben utilizar en cada curso.

4.  Se evaluan todas las fases de la resolucion de problemas.

5.  Otorga mucha importancia a las circunstancias personales de cada alumno,
proponiendo una metodologia individualizada.

6. Es consciente del papel que pueden desempefiar las nuevas tecnologias en los
procedimientos como los de verificacion, argumentacion, emision y justificacion
de hipdtesis, etc.

Y, en cambio, consideramos que tiene los siguientes aspectos mejorables:

1. No se concreta en las demostraciones o las argumentaciones que podrian ser
adecuadas para cada curso.

2. Se sigue sin hacer précticamente referencia a los diferentes métodos de
demostracion.

3. Existen algunas incoherencias entre los contenidos, objetivos y criterios de
evaluacion que se establecen en algunos cursos.

Recientemente, en concreto el pasado 10 de diciembre de 2013, se publico en el BOE la

nueva Ley de Educacién denominada como LOMCE (Ministerio de Educacion, Cultura y

132



Deporte, 2013). Desde su nacimiento es controvertida en el sentido de que unicamente ha
sido apoyada por un partido politico, el Partido Popular y el resto de grupos han firmado un
acuerdo para derogarla en el momento que dicho partido pierda la mayoria absoluta que
ostenta en esta legislatura. No es objeto de esta investigacion valorar a esta Ley. Si que lo es
valorar como trata a las Matematicas en sus diversos factores didacticos, en especial sobre
los que se cifie esta investigacion. Por desgracia, cuando se finaliz6 esta investigacion no se
habian publicado los curriculos especificos de cada materia, con lo que no podemos valorar
si esta Ley confiere a los procesos de demostracion y argumentacion mas peso que las
anteriores, ni si lo hace de una manera mas explicita curso por curso como proponiamos. No
obstante, si que parece que con esta Ley las Matematicas ganaran peso en el curriculo

escolar, pero ain no sabemos de manera explicita de qué forma.

1.8.4. En el curriculum actual de la Comunidad de Madrid

En el articulo 6.2 de la LOE viene indicado que en Espaiia es competencia del Gobierno
fijar las ensefianzas minimas de cada una de las materias, es decir, los aspectos basicos de
sus objetivos, competencias bdasicas, contenidos y criterios de evaluacion, con el fin de
garantizar una ensefianza comun a todo el alumnado y la validez de los titulos en todo el
territorio espafol. Posteriormente, las administraciones educativas competentes estableceran
los curriculos de las diferentes ensenanzas reguladas por la Ley que deberan incluir dichas
ensefianzas minimas.

A nivel autondémico, nosotros nos vamos a centrar en la Comunidad de Madrid. El
curriculo en donde se fijan las ensefianzas minimas para las materias de la Educacion

Secundaria viene reflejado en tres Decretos (Consejeria de Educacion de la Comunidad de
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Madrid, 2007a, 2007b y 2008). Si analizamos estos Decretos, las diferencias con los Reales
Decretos de referencia son puntuales y no afectan, salvo en pequefios matices sin
importancia, a los términos relevantes de la investigacion. Por lo tanto, mantiene la idea de
buscar unas Matematicas no solo instrumentales, sino que permitan al alumno desarrollar sus
capacidades en el razonamiento y la argumentacion. Continua situando a la resolucion de
problemas como el objetivo primordial de las Matematicas, haciendo referencia a diversos
procedimientos que se utilizan en las distintas fases y destaca el uso de las nuevas
tecnologias en el aula para favorecer la adquisicion de ciertos procedimientos y contenidos.
Al igual que en el Real Decreto, cuando analiza los diferentes bloques matematicos, parece,
a tenor de lo escrito, que los procedimientos argumentativos y de razonamiento se utilizan
unicamente en el bloque de Geometria, cuando no es asi.

Debemos destacar negativamente que esta Comunidad Auténoma oferta en el curso de 4°
ESO una asignatura optativa denominada Ampliacion de Matematicas. Consideramos que
esta seria una asignatura ideal, tanto por su caracter como por el nivel en la que se encuentra,
para tratar diversas demostraciones y métodos de demostracion. Sin embargo, si observamos
el curriculo de la asignatura (Consejeria de Educacion de la Comunidad de Madrid, 2007b),
vemos que no hay una sola referencia a estas cuestiones.

En esta Comunidad Auténoma, desde el afo 2003 se realizan pruebas de diagndstico en
la Educacion Primaria y desde el afio 2007 en la Educacion Secundaria. Con el objetivo de
mejorar los resultados en estas pruebas, la Comunidad de Madrid establecio unos estandares
o conocimientos esenciales para la asignatura de Matematicas en Educacion Primaria y en
los tres primeros cursos de la Educacion Secundaria. Estos estandares deben entenderse
como una concrecion del curriculo en cuanto a los conocimientos que el alumno debe

adquirir y las destrezas que debe dominar en cada momento de su trayectoria académica y
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deben utilizarse como referencia en la elaboracion, adaptacion y mejora de las
programaciones didacticas.

Si se leen con detenimiento estos estdndares, observamos como positivo que los
contenidos que se trabajan en la asignatura los dirige fundamentalmente hacia el objetivo
general de resolver problemas matematicos relacionados con situaciones de la vida cotidiana,
tal y como recomiendan los informes PISA. En cambio, consideramos que es muy negativo
que dentro de estos estandares no se haga referencia practicamente a los procesos de
razonamiento y argumentacion. Solo hemos encontrado cuatro, tres en 1° ESO y uno en
2° ESO. Son los siguientes (Numeros 67, 84, 92 y 22):

Hallar la solucion de problemas elementales cuando se reducen a plantear y resolver
ecuaciones como las del apartado anterior y comprobar que dicha solucion verifica
la ecuacion. (p. 3)

Justificar que la suma de los angulos de un triangulo es siempre 180°. (p. 3)
Demostrar, utilizando triangulos, que la suma de los dngulos de un cuadrilatero es

360° y utilizar el resultado para resolver problemas geométricos. (p. 3)

Justificar por qué las ecuaciones por qué las ecuaciones x° =a, con a<0, no
tienen solucion. (p. 4)

Entendemos que estos y otros muchos procedimientos relacionados con la justificacion,
la argumentacion y la verificacion deberian formar parte de los procedimientos que un
alumno debe trabajar en todos los cursos, adaptando su dificultad al curso y al alumno y que
quizas, como se hizo al establecer el curriculo, deberian haberse incluido en un bloque de
destrezas comunes a todos los cursos.

Parece una contradiccidon que en la introduccidon que se hace de las Matematicas en los

Decretos en los que se establece el curriculo, se le dé importancia a la forma de ensefar

135



Matematicas, remarcando procesos como la argumentacion o la verificacion y que en los
estandares estos procesos no tengan un papel al menos mas visible.

No obstante, y al ser los estandares una concrecion del curriculo, que no se incluyan estas
cuestiones no implica en absoluto que no se puedan trabajar en el aula si se considera

oportuno.
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1.9. Modelos y estrategias para la resolucion de problemas

Dado que uno de los objetivos principales de esta investigacion es saber como influye en
las capacidades para resolver problemas de los alumnos una didactica en la que un factor
principal de ella sean las demostraciones, argumentaciones y justificaciones, hemos
considerado oportuno introducir un punto en donde aclaremos lo que se entiende por
problema matematico y desarrollemos algunos de los métodos de resolucion de problemas

propuestos por ciertos investigadores.

1.9.1. Concepto de problema matematico

Para valorar la potencia y la utilidad de la asignatura de Matematicas en el mundo que
nos rodea, debemos conseguir que los alumnos alcancen unas destrezas elementales en la
resolucion de problemas matematicos. Todos los contenidos, procedimientos u objetivos que
se proponen en los curriculos oficiales o en las programaciones de aula van dirigidos a que
los alumnos sepan afrontar con ciertas garantias problemas acordes a su nivel. Como
indicaba De Guzman (1984):

Lo que sobre todo deberiamos proporcionar a nuestros alumnos a través de las
Matematicas es la posibilidad de hacerse con hébitos de pensamiento adecuados
para la resolucion de problemas matematicos y no matematicos. ;De qué les puede
servir hacer un hueco en su mente en que quepan unos cuantos teoremas y
propiedades relativas a entes con poco significado si luego van a dejarlos alli
herméticamente emparedados? A la resolucién de problemas se le ha llamado, con

razén, el corazon de las matematicas, pues ahi es donde se puede adquirir el
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verdadero sabor que ha traido y atrae a los matematicos de todas las épocas. Del
enfrentamiento con problemas adecuados es de donde pueden resultar motivaciones,
actitudes, habitos, ideas para el desarrollo de herramientas, en una palabra, la vida
propia de las Matematicas. (p. 11)

El objetivo principal de este punto va a ser clarificar el concepto de problema
matematico. Segin la Real Academia Espafola, un problema es el planteamiento de una
situacion cuya respuesta desconocida debe obtenerse a través de métodos cientificos. Esta
definicidon no aclara en exceso lo que se entiende por problema en Matematicas y vamos a
tener que precisarla algo mas.

El concepto de problema matematico no es sencillo ya que, como indicaba Schoenfeld
(1985), es algo relativo y no propiamente inherente a una actividad matematica concreta.
Siguiendo esta idea indicaremos a continuacion algunas definiciones de problema
matematico que nos han proporcionado diferentes autores:

Designa una situaciéon que plantea una situacion matemadtica cuyo método de
solucioén no es inmediatamente accesible al sujeto (...) porque no dispone de un
algoritmo que relacione los datos y la incdgnita o los datos y la conclusion, y
debe, por tanto, buscar, investigar, establecer relaciones, implicar sus afectos,
etc. para hacer frente a una situacién nueva. Es pues, un concepto relativo al
sujeto que intenta resolverlo y al contexto en el que se plantea la cuestion.
(Callejo, 1994, p. 24)

Un problema es, en algin sentido, una situacion nueva o diferente de lo ya
aprendido, que requiere utilizar de modo estratégico técnicas ya conocidas.

(Pozo, 1994, p. 18)
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El concepto de problema debe asociarse a la aplicacion significativa (no

mecanica) de conocimiento matematico a situaciones no familiares, la conciencia

de tal situacion, la existencia de dificultad a la hora de enfrentarse a ella y la
posibilidad de ser resuelta aplicando dicho conocimiento. (Carrillo, 1998, p. 87)

Como hemos visto en los tres casos, una determinada situacion puede adquirir la

calificacion de problema en funcidn de la persona a la que vaya dirigida. Es interesante ver

qué diferencias hay entre lo que se entiende en Matematicas por ejercicio y por problema. A

este respecto, Colera y Oliveira (2009, p. 8) realizaron las siguientes distinciones.

Ejercicio Problema

Siempre esta claro lo que se pide.
Inmediatamente se ve el camino para
solucionarlo.

Se puede resolver aplicando unos
conocimientos y mecanismos que se
han aprendido con anterioridad.

Se sabe aproximadamente el tiempo
que nos llevara resolverlo.

Suele ser de un cierto nivel, siendo
trivial para gente de nivel superior y
casi imposible para gente de nivel

inferior.

A veces no esté clara la pregunta.
De entrada se desconoce la manera
de afrontarlo.

Para su resolucion se requiere
profundizar, reflexionar y analizar.
Se desconoce a priori el tiempo que
nos llevara resolverlo.

Suele ser factible e interesante para

personas de niveles diferentes.

Asi, por ejemplo, la multiplicacion de 12 x 13 es claramente un ejercicio que se puede
plantear en 3° o 4° de Educacién Primaria, siendo el ejercicio en cuestion imposible en
condiciones normales para un alumno de nivel inferior y siendo muy sencillo para un alumno

de nivel superior. Sin embargo, si planteamos la situaciéon de como podemos construir cuatro
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triangulos equilateros de lado un palillo utilizando unicamente seis palillos, es claro que la
cuestion requiere de reflexion y que abarca a un abanico mas amplio de alumnos que el
ejercicio anterior. Esto si podria ser considerado un problema para determinado alumnos.

Se debe destacar que un problema tiene una componente muy especial de reto personal,
por lo que tiene mucha importancia la forma en que se presente para que se asuman como tal.
Este hecho es muy importante en la didactica ya que del contexto en el que se presentan los
contenidos de la asignatura depende en gran medida la motivacidon que tengan los alumnos.

Una vez que hemos aclarado lo que se entiende por problema matematico hay que decir
que dentro de los problemas, los hay mejores y los hay peores. Vamos a ver una serie de
caracteristicas que debe cumplir un buen problema segiin Borras y Carrillo (1984):

1. No debe ser una situacion con trampas o acertijos ya que el abuso de estas
situaciones hace que el alumno la utilice como excusa en situaciones que no sabe
como resolver.

2. El interés matematico es propio del problema, aunque no tenga aplicaciones.
Esto no quiere decir que un buen problema no debe tener aplicaciones,
simplemente que no es necesario. Obviamente, si ademas de tener interés por los
procedimientos que se utilizan para su resolucion, tiene interés por su aplicacion
en otras teorias o en situaciones reales, la categoria del problema seria superior.

3. Representan un desafio a las cualidades que deberia tener un matematico, si bien
no resulta para nada sencillo enumerar esas cualidades.

4. Una vez resuelto, suele ser propuesto a otras personas para que intenten
resolverlo.

5. En una primera impresion, no nos deja bloqueados sin tener la méas minima idea

de como afrontarlo. Es recomendable que tenga una solucion parcial sencilla e
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incluso inmediata. Desde un punto de vista psicolégico, solo nos planteamos

aquello que somos capaces, o al menos creemos que somos capaces, de resolver.
6. La componente del placer es importantisima en cualquier desafio intelectual ya

que ayuda a que desafios similares sean asumidos con interés. La resolucion de

un buen problema lleva consigo esta componente.

1.9.2. La metodologia de Polya

Una vez que ya sabemos lo que se entiende por problema matematico, vamos a ver
algunos de los diferentes modelos y estrategias que hay para resolverlos. Obviamente, la
resolucion de problemas no es algo algoritmico. No bastara con aprenderse unas cuantas
reglas para saber resolver cualquier problema que se nos pueda plantear. Tampoco hay que
esperar que nos llegue de manera divina lo que habitualmente llamamos “idea feliz”.
Normalmente, esa idea feliz no llega por casualidad. Llega porque estamos entrenados en
una forma adecuada de razonar. A eso es lo que nos van a ayudar los modelos y estrategias
que vamos a ver en este punto y siguientes, a organizar nuestros pensamientos de forma que
saquemos todo nuestro potencial para poder resolver determinados problemas.

La resolucion de problemas en el aula es una actividad fundamental. Estad claro que
siempre hay alumnos con mas capacidad que otros a la hora de abordar un problema. No
obstante, suele darse el caso de que los alumnos con mayor capacidad a la hora de resolver
problemas son aquellos que han interiorizado una serie de mecanismos y métodos (procesos
heuristicos) que les suelen servir para resolver determinadas situaciones. Es por ello que
todos los alumnos deberian conocer y entrenar algunos de los métodos y estrategias que hay

en la resolucion de problemas ya que, para muchos de los alumnos con los que trabajamos,
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de este aspecto dependerd su éxito a la hora de resolver problemas y estar motivados en la
asignatura. Esta idea se ve en la siguiente cita de Polya (1945):
Solo los grandes descubrimientos permiten resolver los grandes problemas. Hay, en
la solucion de todo problema, un poco de descubrimiento. Si se resuelve un
problema y llega a excitar nuestra curiosidad, este género de experiencia, a una
determinada edad, puede determinar el gusto por el trabajo intelectual y dejar, tanto
en el espiritu como en el caracter, una huella que durara toda una vida. (Prefacio)
Diferentes autores e instituciones han elaborado diferentes métodos para resolver
problemas, todos ellos con una linea comun, pero cada una con sus propias particularidades.
Anteriormente, hemos visto un método que proponia en informe PISA (ver punto 1.8.2).
Dentro de los diferentes métodos de resolver problemas destaca el que elaboro el ya
mencionado matematico y educador Polya (1945) que fue utilizado como punto de arranque

de estudios posteriores. En ¢l, se divide el proceso de resolver un problema en cuatro etapas:

Etapa I: Comprension del problema.

Esta fase es primordial y hay que hacer mucho hincapié en ella con nuestros alumnos. En
muchas ocasiones se han detectado a alumnos cuyos malos resultados en Matematicas se
deben una mala comprension lectora o simplemente que no tratan esta fase con la
importancia que tiene. Se identifican por abordar los problemas operando los datos que
aparecen en ¢l sin ningln criterio. Por ello es muy importante resaltar que en esta etapa:

* Se debe comprender el enunciado.

* Conocer y organizar correctamente los datos que nos proporciona el problema.
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* Saber las incégnitas por las que nos pregunta el problema y relacionarlas con los

datos que tenemos.

Etapa II: Concepcion de un plan.

A partir de la relacion que hayamos establecido entre los datos y las incognitas en la
primera fase y utilizando las diferentes estrategias heuristicas de resolucion de problemas
que veremos a continuacion, se establecera un plan que intente resolver el problema. Esta
fase es la mas complicada de afrontar ya que no depende Uinicamente de lo racional, al tener
una componente muy importante de creatividad e imaginacion.

Algunas de las estrategias que propone Polya para resolver un problema son:

* Buscar un problema semejante ya resuelto.

* Buscar resultados o teoremas que puedan ser utiles en la resolucion del
problema.

e Deducir algin elemento de los datos que nos pueda ser util.

e Verificar si estamos empleando todos los datos o si hay datos que no son
necesarios para la resolucion del problema.

* Enunciar el problema de una forma equivalente para ver si de este modo es mas
facil resolverlo.

* Resolver un problema similar pero mas accesible, para ver si a partir de esa

solucion se puede llegar a la del problema en cuestion.
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Etapa III: Ejecucion del plan.

En esta fase se trata de realizar los procedimientos y operaciones necesarios para llevar a
cabo el plan elaborado, comprobando la correccion de cada uno de los pasos. Hay que ser
flexible y si se observa que el plan no es valido, se debe volver a la fase anterior para

modificarlo de cara a obtener el resultado esperado.

Etapa IV: Comprobacion de la solucion obtenida.

Esta fase es omitida en algunos métodos de resolucion de problemas, pero Polya insistio
mucho en su importancia. Se debe examinar todo el camino que hemos seguido para resolver
el problema de cara a comprobar la correccion de todos los pasos, ver si la solucion que
hemos hallado es valida, comprobar si es la Gnica que hay e incluso mejorar la resolucion

que hemos realizado u obtener una generalizacion del problema.

1.9.3. Los trabajos de Schoenfeld

Tras leer las ideas de Polya y realizar trabajos experimentales con estudiantes en la
década de los 80, el matematico Schoenfeld (1989) indicdé que cuando se quiere trabajar
utilizando la resolucién de problemas como herramienta didéctica hay que tener en cuenta
situaciones mas alla de las propias heuristicas, y no tanto porque estas no sean validas, sino
porque no completan todo el proceso.

En su andlisis (Schoenfeld, 1992) identifica cuatro factores que considerd relevantes en

la resolucion de problemas:
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1. Recursos cognitivos. Son los conocimientos matematicos generales que posee
un individuo. Aunque su importancia es obvia, se ha demostrado que no por
poseer grandes conocimientos matematicos se es un experto en la resolucion de
problemas, ya que para resolver problemas se requiere dominar algunas técnicas
y estrategias. En este aspecto, Schoenfeld habla también de los recursos
defectuosos que puede tener un individuo y que le dificultan la tarea de resolver
problemas. Pueden ser tales como errores en procedimientos, aprendizajes

erroneos o una férmula incorrecta. Por ejemplo, un alumno puede pensar que si

JaG/b =Jab , entonces Ja+Jb =Ja+b , siendo esta segunda igualdad

como sabemos falsa. Es labor del profesor identificar estos recursos defectuosos
lo antes posible para poner los medios necesario para que se transformen en
recursos de calidad.

2. Heuristica. Es el conjunto de estrategias y técnicas para resolver problemas que
domina un individuo y que esté capacitado para aplicar. Schoenfeld encontr6 una
problematica con las heuristicas de los trabajos de Polya ya que cada problema
requiere una heuristica particular. Segun ¢l, las heuristicas de Polya son muy
generales y de dificil implantacion.

3. Control o metacognicion. Es la capacidad que tiene un individuo para utilizar lo
que sabe para lograr un objetivo que se ha propuesto. En situaciones curriculares
rutinarias, quizas este factor no sea tan decisivo debido a la mecanizacion de los
problemas (o ejercicios) con los que se trabaja, pero cuando se amplian los
dominios de un problema, cosa en Matematicas bastante habitual, este factor
pasa a ser muy importante para muchos alumnos. De hecho es muy habitual ver a

alumnos que trabajan correctamente a lo largo de un periodo de tiempo y que,
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cuando llega la fecha del examen, su rendimiento es mucho peor de lo esperado
debido principalmente a este factor. Algunas acciones que involucran el control
son:
a) Entender perfectamente el problema.
b) Considerar varias formas de solucionar el problema y seleccionar la que se
considere 6ptima.
¢) Monitorear el proceso y decidir cudndo abandonar un camino para buscar
otro nuevo.
d) Estar dispuesto a cambiar el plan que se va a ejecutar para solucionar el
problemas si se observa que no es el adecuado.
e) Revisar el proceso de resolucion.
Algunas actividades que segin Schoenfeld pueden desarrollar las habilidades en
los individuos para el control son:

a) Asegurarse de que los alumnos conocen el vocabulario que aparece en el
problema.

b) Retomar las resoluciones (correctas e incorrectas) que hicieron los alumnos
de los problemas propuestas para revisar errores los errores cometidos y
evitar que se vuelvan a cometer, y recalcar las ideas interesantes que se
hayan llevado a cabo.

c) Discutir las soluciones en grupo, aportando ideas y comentandolas.

d) Tomar las equivocaciones como modelo, es decir, un docente debe alguna
vez de forma consciente iniciar la resolucion de un problema por método

que sabe que va a fracasar y decidir en un momento dado cambiar de plan.
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e) Resolver problemas en pequefios grupos heterogéneos de cara a fomentar
el aprendizaje colaborativo. De esta forma cada uno aprende de la forma en
que los demas controlan su trabajo.

4. Creencias. Las creencias en Matematicas inciden de manera notable en la forma
en que los profesores y los alumnos resuelven los problemas, el modo de
aprender Matematicas, etc. Las creencias sobre como hacer Matematicas, qué
significan y qué ensefar en los centro educativos se adquieren a través de los
afnos observando, escuchando y practicando. De este modo, por ejemplo, habra
alumnos que asocien erroneamente las Matematicas con memorizar
procedimientos, cuando seguro que ninguin profesor le ha comentado que esa es
la forma de trabajar en Matematicas. La creencia con las que mas trabajo
Schoenfeld fue la referente a como perciben tanto los profesores, como los
alumnos la argumentacion matematica formal al resolver un problema. Mientras
un matematico lo usa como una herramienta mas al razonar y argumentar, un
estudiante la usa en muy contadas ocasiones. Segin Schoenfeld, Ia
argumentacion matematica la usa un estudiante bajo dos circunstancias:

a) Para confirmar algo que a simple vista resulta obvio y que por tanto su
demostracidon parece innecesaria.

b) Para verificar que algo, que no es tan obvio, es cierto porque lo dice el
profesor.

Dentro de todas las creencias, Schoenfeld hace referencias a las creencias del
profesor y del estudiante, que determinan lo que ocurre en el aula, pero indica

que todas ellas se encuentran inmersas en un marco mas general que es lo que
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denomina creencias sociales. Sobre las creencias que suelen tener los estudiantes
acerca de las Matematicas, Schoenfeld elaboro la siguiente lista:

a) Los problemas matematicos tienen una unica solucion.

b) La inica manera de resolver un problema es la propuesta por el profesor.

c) Los estudiantes corrientes no pueden entender las Matematicas. Hay que

memorizarlas y aplicar los procedimientos mecanicamente.
d) Las Matematicas no se trabajan en grupo, solo individualmente.
e) Los estudiantes que han entendido las Matematicas, resolveran cualquier
problema en menos de cinco minutos.

f) Las Matematicas no tienen aplicaciones a la vida real.
Esta claro que todas estas creencias son obstaculos en el buen quehacer
matematico, aunque también las hay positivas que hacen que la motivacion ante
retos intelectuales no decaiga en los momentos complicados.
Sobre las creencias de los profesores, indica que estan condicionadas, sobre todo
en el caso de los profesores noveles, por la forma en que recibieron clase tanto en
el instituto como en la universidad.
Sobre las creencias sociales, estudios realizados en Estados Unidos han indicado
que la creencia mas extendida es que las Matematicas se aprenden de forma
espontanea, mientras que por ejemplo en Japon es que es que la persona adquiere
el conocimiento matematico poco a poco mediante el esfuerzo personal. Esto
hace que los japoneses dediquen més horas de estudio a las Matematicas que los
estadounidenses, para los que no tendria sentido ese esfuerzo. Estas diferencias
culturales afectan de por si a la didactica de la Matematicas y a la forma de

afrontar problemas.
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Ademas, Schoenfeld también elabord una lista de las estrategias que segun ¢l mas se
utilizan en la resolucion de problemas:
1. Analisis.

a) Dibujar un diagrama en los casos en que sea posible.

b) Examinar casos especiales:
* Dar valores para familiarizarse con el problema y ver si hay un patron.
* Analizar casos limite.
* Analizar los extremos de los intervalos.

c) Intentar simplificar el problema usando simetria o argumentos en los que no

se pierda generalidad.
2. Exploracion.

a) Considerar problemas equivalentes.
* Reemplazando condiciones por otras equivalentes.
* Reordenando los datos del problema.
* Introduciendo variables auxiliares.
* Reformulando el problema mediante cambios de perspectiva, de

argumentacion o partiendo de una solucion inicial y retrocediendo.

b) Modificar ligeramente alguna condicion del problema.
* Intentando alcanzar soluciones parciales.
* Relajando una condicién para posteriormente volver a imponerla.
* Descomponiendo el problema en varios casos y trabajar cada uno por

separado.
c) Considerar problemas modificados sustancialmente.

* Construyendo un problema analogo, pero con menos variables.
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* Dejando todas las variables fijas salvo una, para valorar su impacto en
el problema.
* Aprovechando la informaciéon que nos proporciones problemas
similares.
3. Verificacion de la solucion.
a) Pruebas especificas.
o ,Utiliza todos los datos? (en ocasiones no es necesario)
* (Es una solucién razonable comparandola con las predicciones
iniciales?
* (Esrazonable si le aplicamos pruebas de simetria, analisis dimensional
o escala?
b) Pruebas generales.
* /Se pude obtener la solucion por otro procedimiento?
» (Verifica la solucion los casos especiales o limites?

» ;Puede utilizarse para establecer un resultado general?

1.9.4. El modelo de De Guzman

No se puede cerrar este punto sin mencionar al que para muchos ha sido el matematico
espanol que mas se ha preocupado por la didactica de las Matematicas. Estamos hablando de
De Guzmén y dentro de sus estudios se encontr6 también los métodos de resolucion de

problemas. Su método (De Guzman, 2004) lo dividi6 en cuatro fases:
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Fase I: Familiarizacion con el problema.

Al afrontar un problema, debemos hacerlo de forma pausada, con tranquilidad y sin

precipitarnos. Debemos entender y organizar los datos que nos proporciona el problema con

el objetivo de entenderlo perfectamente.

Fase II: Busqueda de estrategias.

Una vez que se ha entendido el problema, el siguiente paso seria buscar estrategias para

resolverlo. Entre las que proponia De Guzman (2006) podemos destacar:

1.

Una buena organizacion de los datos del problema (tablas, graficos, esquemas,
etc.) nos puede ayudar a su resolucion.

Realizar pruebas ensayo-error mediante las cuales podamos observar patrones
que nos puedan llevar a la solucion.

En ocasiones un problema se resuelve con la estrategia denominada
razonamiento inverso, que consiste en suponer el problema solucionado e ir
retrocediendo hasta llegar a los datos iniciales.

Cuando el vemos dificil encontrar un camino entre los datos del problema y la
solucion, en ocasiones nos puede ayudar descomponer el problema en problemas
mas simples.

Si simplificamos los datos o las condiciones del problema se pueden encontrar
regularidades que pueden ser utiles para encontrar la solucion al problema.
Cuando lo que intentamos es demostrar la falsedad de un enunciado, la estrategia

mas sencilla es la de buscar un contragjemplo que no cumpla el enunciado.
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Fase III: Ejecutar la estrategia.

Tras revisar las estrategias y elegir un método de resolucioén del problema, el siguiente

paso es llevar a cabo ese método con confianza y sin prisas. Si cuando lo estamos

desarrollando vemos que es erréneo, debemos volver a la fase anterior y elaborar otra

estrategia de resolucion.

Fase I'V: Revisar el proceso y obtener conclusiones.

Para De Guzman esta fase era realmente importante. Debemos revisar todo el proceso y

extraer conclusiones que nos puedan servir para futuros problemas.
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1.10. Influencia de las demostraciones y la resolucion de

problemas en el desarrollo de las Matematicas

Desde un punto de vista historico, tanto los retos que han supuesto la realizacién de
diferentes demostraciones o la resolucion de algunos problemas han sido y, de hecho, siguen
siendo, la mayor fuente de inspiracion para la obtencion de nuevos conocimientos y técnicas
matematicas.

Lo que haremos en este punto sera citar algunos momentos claves en la historia de las
Matematicas en los que la resolucion de un determinado problema o la realizacion de una
determinada demostracion supusieron una evolucion en el desarrollo de esta ciencia.

Si nos remontamos al siglo V a.C. los pensadores griegos de la época, entre los que
podemos destacar a Anaxagoras e Hipocrates, propusieron una multitud de problemas de
indole geométrica. De todos ellos han destacado tres por su perduracion a lo largo del
tiempo. Se conocen como los tres problemas clasicos y son la cuadratura del circulo, la
triseccion del angulo y la duplicacion del cubo. Los enunciados de estos problemas son los
siguientes:

e Cuadratura de un circulo. Dado un circulo, construir unicamente con regla y
compas un cuadrado con igual area que el circulo inicial.

* Triseccion de un angulo. Dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales
utilizando tnicamente regla y compas.

* Duplicacion de un cubo. Dado un cubo, construir utilizando tnicamente regla y

compas, otro cubo que duplique el volumen del cubo inicial.
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El estudio de estos tres problemas ha sido abordado a lo largo de la historia desde
técnicas muy diversas, cuestion esta que ha contribuido al desarrollo de las Matematicas. No
fue hasta el afio 1837 cuando Wantzel demostrd que los problemas de la triseccion del
angulo y la duplicacion del cubo no tenian solucién tal y como estaban planteados
originalmente. El problema que mas se resinti6 fue el de la cuadratura del circulo. Se intento
resolver desde las técnicas elementales de la Geometria Plana, utilizando técnicas
algebraicas, herramientas trigonométricas, series infinitas, etc. Finalmente fue resuelto
utilizando las técnicas que nos proporcionaban el Analisis Matematico. Fue Lindemann el
que probd que este problema también era irresoluble utilizando Unicamente la regla y
compas. Para ello tuvo que probar que el niimero « es trascendente, es decir, que no es raiz
de ningn polinomio con coeficientes enteros. Esto nos da una idea de como la resolucion de
un problema geométrico con una apariencia sencilla debe requerir del desarrollo de otro tipos
de herramientas para su resolucion, fuera incluso de la propia area en la que se encuadro el
problema original.

A pesar de que estos problemas no tienen solucion tal y como estan planteados, los
propios griegos de la época los resolvieron pero sin la restriccion de utilizar tinicamente la
regla y el compas, creando para ello curvas que, aparte de resolver parcialmente estos
problemas, ayudaron a desarrollar las Matematicas y otras ramas cientificas.

Un ejemplo muy claro de esto lo encontramos en la espiral de Arquimedes, que es el
lugar geométrico de un punto moviéndose con una velocidad constante sobre una semirrecta

que gira sobre el punto de origen a una velocidad constante.
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Figura 5. Espiral de Arquimedes.

Esta espiral tiene como caracteristica que la separacion entre las distintas vueltas es
constante, no como sucede en la otra espiral famosa, la espiral logaritmica, en donde las
separaciones entre las vueltas forman una progresion geométrica.

Utilizando las propiedades de esta espiral se puede trisectar un angulo y cuadrar un

circulo. La cuestion no es complicada teniendo en cuenta que la espiral de Arquimedes tiene

por ecuaciones paramétricas a(t) = (t [dost,t B"ent), con tD[O, +00), cuestion esta facil de

deducir a partir su definicion. Vamos a ver como se utilizaria para trisectar un angulo.

Consideremos que queremos trisectar el angulo
formado por la recta 7, que para simplificar
supondremos que es el eje OX, y la recta que pasa
por el origen de coordenadas r,. Se trata de buscar

dos rectas 73 y 74 que pasen por el origen de

coordenadas tales que O(r,7,) :éﬂ(rl,rz). Sea 4

el punto de interseccion de la espiral con la recta r, y

sean Py Q los puntos que dividen el segmento OA Figura 6. Trisecciéon de un angulo con
en tres partes iguales. Estos puntos son facilmente la espiral de Arquimedes.

obtenibles utilizando el teorema de Tales. De este modo:
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d(0,4)=t;d(0,P)= ;d(O,Q)=%

W | ~

Consideramos ahora los puntos N y M donde los arcos de circunferencia de centro O y

.t 2t . .
radios 3 y By cortan a la espiral. Las coordenadas de estos puntos seran:

ool o))

Si consideramos ahora las semirrectas 73 y 74 de origen O y que pasan respectivamente

2ttt 1
por Ny M tendremos que [ (r3,r4) =——-——=—=-[ (rl, rz) , como queriamos demostrar.

Fuera de las Matemadticas, a esta espiral se le han encontrado una multitud de
aplicaciones, como por ejemplo su uso para comprimir liquidos y gases, para la fabricacion
de los ya antiguos discos de vinilo o para medir el temblor humano que nos ayuda a
diagnosticar posibles enfermedades neuroldgicas.

Por otro lado, Menecmo, intentando solucionar la duplicacion del cubo, creo las cénicas,
que no son mas que las curvas resultantes de cortar un cono por un plano. Dependiendo de la
posicion del plano respecto del cono se generan cuatro tipos de conicas (no degeneradas) que
son la circunferencia, la elipse, la pardbola y la hipérbola. Se acabd demostrando que
utilizando una cierta hipérbola se podria trisectar un angulo y utilizando una cierta pareja de
parabolas se podria duplicar un cubo.

No obstante, hoy en dia, las aplicaciones de las conicas van muchisimo mas alla que la
resolucion de estos problemas cldsicos debido a las propiedades reflexivas que se dan en
ellas. Asi, podemos citar como algunos ejemplos la presencia de la pardbola en el disefio de

espejos, antenas parabolicas o radares, en la rama de la Optica se utilizan con mucha
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frecuencia lentes elipticas o la utilizacion que hace el sistema de navegacion por radio
LORAN para determinar posiciones utilizando la propiedad reflexiva de la hipérbola.

Estos dos ejemplos de curvas que hemos citado muestran como el empefio en resolver
algunos problemas traen consigo, a parte del desarrollo de las propias Matematicas, el
desarrollo de otras ramas de conocimiento.

Dejando ya los tres problemas clasicos, historicamente la Geometria Plana se ha basado
en los denominados cinco postulados de Euclides que son:

1. Por dos puntos distintos pasan una Unica recta.

2. Dados dos segmentos PQ y 4B, en la recta que pasa por Py Q existe un punto R
tal que Q estd situado entre Py R y los segmentos AB y OR miden lo mismo.

3. Dado un punto y una longitud existe una unica circunferencia con centro en
dicho punto y con radio esa longitud.

4. Todos los angulos rectos son congruentes.

5. Si una recta secante a otras dos formando a un mismo lado dos angulos cuya
suma es inferior a dos rectos, entonces esas dos rectas prolongadas
suficientemente se cortaran en un punto situado en ese mismo lado.

Durante siglos se dudé de este ultimo postulado. De hecho, el propio Euclides intentaba
retrasar su uso a la hora de demostrar determinados resultados. Muchos fueron los
matematicos que intentaron demostrar este quinto postulado a partir de los otros cuatro. Para
ello se buscaron y se encontraron muchas afirmaciones equivalentes con la esperanza de que
fueran mas sencillas de demostrar, pero resultd imposible. Entre esas afirmaciones
equivalentes podemos menciona por ejemplo:

a) La suma de los &ngulos de un tridngulo equivale a dos angulos rectos

(Aristoteles).
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b) Existe un cuadrilatero cuyos cuatro angulos son rectos (Saccheri).

¢) Se puede construir un tridngulo cuya area sea mayor que una dada (Gauss).

d) Dada una recta r y un punto P que no esta en la recta r, existe una unica recta
paralela a r que pasa por P (Hilbert).

En los inicios del siglo XIX, Gauss se dio cuenta de que existian geometrias que
cumplian los cuatro primeros postulados, pero no el quinto. El temor a no ser entendido le
condujo a no publicar sus resultados. Pocos anos después, los matematicos Bolyai y
Lobachevski construyeron las Geometrias Hiperbolicas y Esféricas, que son geometrias en
las que el quinto postulado se sustituye por otro no equivalente pero consistente con los otros
cuatro primeros. Para la Geometria Hiperbolica, el quinto postulado fue que dada una recta
y un punto P que no pertenece a r, existen al menos dos rectas s y ¢ paralelas a » que pasan
por P. Para la Geometria Esférica, el quinto postulado fue que dada una recta » y un punto P
que no pertenece a r, no existe ninguna recta s que contenga a P y que sea paralela a r.

Todos estos acontecimientos supusieron el nacimiento de las Geometrias no Euclideas
que nos han servido para entender mejor objetos de naturaleza no euclidea como pueden ser
las superficies de Riemann compactas.

Una rama de las Matematicas que se ha desarrollado gracias a la resolucion de problemas
cotidianos que iban surgiendo en la sociedad fue la Trigonometria. Su origen tuvo lugar hace
mas 3000 afios en la antigua Mesopotamia y Egipto y surgié de la necesidad de realizar
medidas tanto en la agricultura como en la construccion de pirdmides. No obstante el gran
impulso inicial en el desarrollo de la Trigonometria se dio cuando se aplicaron estas técnicas
en el campo de la Astronomia con el objetivo de calcular posiciones de cuerpos celestes,
prediccion de orbitas, etc. Todas estas técnicas se desarrollaron fundamentalmente en la

antigua Grecia con dos protagonistas principales, Hiparco de Nicea y Tolomeo. Hiparco
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construy6 las denominada “tablas de cuerdas” que se utilizarian para resolver tridngulos
planos, relacionado asi medidas lineales con angulares. Tolomeo ha pasado a la historia de
las Matematicas como autor del libro “Almagesto”, que ha servido durante siglos como
iniciacion a la trigonometria para los astronomos. En €l aparecen nuevas tablas de cuerdas
perfeccionadas, es decir, con menor error y el célebre teorema de Menelao, mediante el cual
se pueden resolver tridngulos esféricos.

A partir de aqui, la Trigonometria sigui6 desarrollandose con pequefios avances
principalmente en la India y en Arabia. El siguiente gran impulso se dio en los siglos XVII y
XVIII, con la invencién del calculo. Como figura a destacar podemos mencionar al
matematico suizo Euler, considerado como el fundador de la Trigonometria moderna. Su
gran aportacion fue expresar las funciones trigonométricas mediante series de potencias y
relacionar estas funciones con los nimeros complejos mediante la conocida formula de
Euler:

e™ =cosx+ildenx

A pesar de su nombre, esta formula fue demostrada inicialmente por Cotes en 1714. Para
el caso x = 7, tenemos la identidad de Euler, €™ + 1 =0, que es conocida por tener presente
los cinco nimeros mas famosos de las Matematicas; 1, 0, 7, e, y 7.

El problema que mas ha contribuido en el desarrollo del Algebra a lo largo de la historia
ha sido sin duda la resolucion de ecuaciones polindmicas mediante radicales. Ya en la
antigua Babilonia conocian la forma de solucionar ecuaciones de segundo grado de una
forma muy similar a como lo hacemos en la actualidad. Asi nos lo muestran las tablillas
encontradas de la época con ejemplos concretos que indican que conocian un método

concreto para resolver este tipo de ecuaciones.
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En el siglo IX, Al-Khowarizmi obtuvo la

formula de resolucion de la ecuacidon de hid X bi4

segundo grado X’+bX =c por métodos
geométricos del siguiente modo. Si x es una
solucion positiva de la ecuacidon (téngase en

cuenta que en esa época no se consideraban X
b4 b4

soluciones negativas), construimos un cuadrado

de lado x. Prolongamos los cuatro lados una
Figura 7. Método arabe de solucionar

longitud % tal y como muestra la figura 7. Si  ypa ecuacién de segundo.

igualamos el area del cuadrado exterior, con la suma de los cinco cuadrados y cuatro
, . A bY b ooaf? ? .
rectangulos interiores nos queda x+5 =x"+4 2 +4 4x—4 2 +c . Despejando x

obtenemos la formula que utilizamos en la actualidad con a = 1:

_ bY b _ /52 b _—b+~b* +4c
x=,40=| +c-—==,]—+c——=—"—"—"—.
4 2 \4 2 2

La resolucion por radicales de la ecuacion de grado tres y cuatro se resistid hasta el siglo
XVI. Fue el matematico italiano Tartaglia el que resolvié la ecuacion clibica por medio de
radicales, mientras que otro matematico italiano, Ferrari, fue el que solucion6 la ecuacion
polinomica de grado cuatro. Debido a la complejidad de estas expresiones, apenas se
estudian y carecen de valor didactico, al menos en la Ensefianza Secundaria. No obstante,
desde un punto de vista matematico, lo importante es que se descubridé que existian estas

expresiones mediante radicales que solucionaban estas ecuaciones.
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El problema siguiente estaba claro: ;se podria resolver por medio de radicales cualquier
ecuacion polindmica de grado cinco? Tres siglos mas tarde Abel" probé que en estos casos
no era posible encontrar formulas generales de expresar las raices de los polinomios
mediante sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extraccion de raices a partir de los
coeficientes de la ecuacion.

Aun  quedaba  pendiente la  cuestion  de saber qué  polinomios

f (X ) =X"+agX+---+a, UK(X), si podian ser resueltos mediantes radicales. Este

problema lo solucion6 brillantemente el matematico francés Galois'*. Probo la existencia de
un cuerpo minimal K(f) entre aquellos sobre los que f se factoriza en producto de factores
lineales, construy6 el grupo G(f) de los automorfismos de K(f) que dejan fijos todos los
elementos de K y demostrd que f es resoluble por radicales si y solo si existe una familia
finita de {G1, ..., G, = G(f)} de subgrupos de G(f) tales que cada G; es subgrupo normal de
G+ y el cociente G;4,/G; es abeliano.

Todas estas ideas supusieron el desarrollo de lo que hoy se conoce como Algebra
Abstracta, que es la rama de las Matematicas que estudia estructuras algebraicas tales como
anillos, grupos, cuerpos, espacios vectoriales, etc. Sin duda, estas Matematicas no estaban al
alcance de los matematicos del siglo XVI.

Otros dos problemas que han sido de una importancia vital en las Matematicas han sido
el de calcular la tangente a una curva en un punto de esta y el célculo del area encerrada por
una curva, ya que en ellos se encuentran el germen de Calculo Diferencial e Integral.

Arquimedes en el siglo V a.C. ya empezd a tratar el segundo problema con los

denominados métodos de exhaucion y compresion con los que inicialmente intent6 calcular

 puede consultarse en ABEL, N.H. (1988) Oeuvres Complétes. Nueva York: Johnson Reprint Corp.
" sus hallazgos los publicé por primera vez el catedratico en Matematicas Joseph Liouville en Mathématiques Pures

et Appliquées en 1846.
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la longitud de la circunferencia. La idea era muy sencilla. Dada una circunferencia se iba
aproximando a su perimetros por medio de poligonos regulares inscritos (método de
exhaucion) y por medio de poligonos regulares circunscritos (método de compresion). De
este modo y utilizando poligonos regulares de hasta 96 lados obtuvo una acotacion de «
prodigiosa para la época en la que se encontraba:

3,140845... <m<3,142857...

El problema del célculo de tangentes a curvas también intereso a los griegos. Euclides'
definio en “Los Elementos” la tangente a una circunferencia como aquella recta que foca a la
circunferencia pero no la corta. Se acabaron dando cuenta de que la tangente en un punto P
de una circunferencia es la recta perpendicular al radio de la circunferencia que pasa por P.
Apolonio, en el siglo III a. C., encontr6 también métodos para calcular tangentes en
cualquier conica. Sin embargo, no supieron calcular tangentes en otros tipos de curvas como
las algebraicas de grado tres o superior o en la espiral de Arquimedes.

Tras la decadencia de la escuela de Alejandria, el interés por este tipo de problemas
decayo hasta la creacion de la Geometria Analitica en el siglo XVII por parte de Fermat y
Descartes. A partir de aqui, estos y otros matematicos comenzaron a criticar los métodos
griegos de cara a poder calcular tangentes y areas utilizando para ello técnicas geométricas,
algebraicas o incluso cinematicas.

Destacaremos los métodos que propuso Fermat para el célculo de tangentes y areas
encerradas por curvas. Para calcular la tangente en un punto P(a, b) a una curva a de
ecuacion y = f(x), lo que hace Fermat es considerar el punto O, que es el punto donde la recta

tangente corta al eje OX, y el punto P’ que serd la proyeccion ortogonal del punto P sobre el

1> Se encuentra en la definicién 2 del Libro 1l de Los Elementos.
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eje OX. Si h es pequefio, el error que se puede cometer al suponer que el punto Q(ath,

fla+h)) pertenece a la tangente es también pequenio.

=

o

Figura 8. Calculo de la tangente de Fermat.

Asumiendo ese error, podemos suponer entonces que los triangulos OPP" y OQQ’ son

semejantes. En ese caso, la pendiente de la recta tangente sera:

=P _0"0" _00'_flath) _fla+th)=b_ fla+h)=f(a)
OP' 0Q' 0Q' c+h h h

De este modo, cuando /# — 0, Fermat proponia como pendiente de la tangente a una
curva lo que hoy en dia se conoce como la derivada de la funcidon en un punto.

Veamos a continuacion la forma que tuvo de calcular el area encerrada por la curva
y=1x", el eje OX y la recta x = a. Considera la particién formada por los puntos a, ak, ah’, ...,
donde 0 < & < 1, y aproxima el area 4 buscada por la suma de las areas los rectangulos
superiores obtenidos tal y como muestra la figura. Observemos la semejanza de este método

con el método de compresion utilizado 2000 afios antes por Arquimedes.
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-F-————

e

ah ah

Figura 9. Calculo de la integral definida de Fermat.

Tendremos por tanto que:
A(h) = a" Ha—ah)+a"h" Qah—ah®)+a"h* fah® = ah’) +--
La suma anterior es la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica de

primer término a —ah yrazén A", con lo cual:

an [ﬂa—ah) _an+l [qh_l) an+1

I=A"" " AT =1 L+hHR 4R

A(h) =

Haciendo los rectangulos “infinitesimales”, 1o que equivale a que 7 — 1, se obtiene

n+l

finalmente que A4 =1lim A(h) = @
h-1 n+l

A Fermat solo le falt6 relacionar los dos problemas para ser considerado el inventor del
calculo. Este honor se lo llevaron Newton y Leibniz que si fueron capaces de relacionar, de
maneras diferentes, los problemas de las tangencias y el calculo de aéreas encerradas por
curvas apoyandose en una misma idea, despreciar los infinitésimos de mayor orden. Existe
una gran polémica sobre quién de los dos fue el verdadero inventos del célculo. Parece ser

que Newton se adelanto es su descubrimiento, pero que Leibniz se adelantd en su
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publicacion. Los métodos utilizados por Newton fueron mas profundos, pero la notacion de
Leibniz era mas adecuada de cara a seguir desarrollando esta rama de las Matematicas.
Siguiendo con Fermat, no hay que olvidar lo que conoce como “el ultimo teorema de

Fermat”. Dice que para cualquier nimero natural » > 2 no existen numeros enteros x, y, z
tales que x" + )" =z", evitando las soluciones triviales. Fermat en el margen de su copia del

libro “Arithmética” de Diofanto escribié que habia descubierto una demostracion de este
teorema, que ¢l denomindé como admirable, pero que el margen de este libro era muy
pequeiio para desarrollarla.

La demostracion de este teorema ha sido buscada por los mas grandes matematicos de la
época durante mas de tres siglos y gracias a ello se desarrolld la Teoria Algebraica de
Numeros. En el afio 1735, Euler demostro este teorema para el caso n = 3, pero no fue hasta
1993 cuando Wiles demostré el teorema basdndose para ello en formas modulares de curvas
elipticas.

Fermat también es considerado como el iniciador, junto con el matematico francés
Pascal, de la Teoria de Probabilidades. Todo se origind en 1654 por un intercambio de
correspondencia entre ellos acerca de un problema que le habia propuesto un jugador
conocido como el caballero de Mere:

Dos jugadores apuestan 32 doblones de oro cada uno a un juego que consiste en
obtener antes que el otro jugador tres veces un determinado niimero, tirando el dado
una vez cada uno. Si el juego se interrumpe cuando un jugador ha obtenido dos
veces la puntuacion y el otro solo una, ;como deben repartirse los doblones

apostados?
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El analisis de este y otros problemas y las correcciones que le hicieron al caballero de
Mere, que consideraba equiprobables sucesos que no lo eran, supusieron el inicio de la
formalizacion de la Teoria de Probabilidades.

El estudio del llamado “problema de la braquistocrona” supuso el origen del Calculo de
Variaciones. Dado dos puntos que no estén en la misma vertical, el problema trata de buscar
la curva entre esos dos puntos que es recorrida en el menor tiempo posible por una particula
que cae deslizdndose bajo el efecto unicamente de la gravedad y suponiendo que no hay
friccion a lo largo de ella.

Su resolucion se llevo a cabo a finales del siglo XVII por los hermanos Johann y Jakob
Bernouilli que mostraron que la curva buscada era la cicloide. Esta curva se puede definir
como la curva que describe un punto de una circunferencia que se desplaza, sin resbalar, a lo
largo de una recta.

En la siguiente grafica vemos como seria la cicloide para una circunferencia de radio

. fo C , x =t—sen(t)
r = 1. En este caso, unas ecuaciones paramétricas de la cicloide serian : o’ con
y=1-cos(t

t [—00,+ ).

Figura 10. Cicloide.
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Esta es la representacion clasica de la cicloide, pero la curva que realmente resuelve el
problema de la braquistocrona era la cicloide invertida, es decir, haciéndola concava hacia
arriba. De hecho, Huygens probd que la cicloide es ademas tautocrona, que quiere decir que
si dejamos que se deslicen dos particulas por la cicloide, estas llegaran al punto inferior al
mismo tiempo, independientemente del punto de partida que tuvieran estas dos particulas.

Como comentamos anteriormente, estas ideas supusieron el origen del Calculo de
Variaciones, que es la rama de las Matematicas que busca extremos relativos de funcionales
continuos definidos en espacios funcionales. Actualmente es uno de los campos mas activos
en la investigacion matematica.

Otro de los problemas relevantes en la historia de las Matematicas fue el denominado
“problema de los puentes de Konigsberg”. Este aparentemente sencillo juego planteado por
Euler'® trata de decidir si se puede recorrer la ciudad de Kénigsberg, que es atravesada por el
rio Pregolya, pasando por sus siete puentes (ver imagen 4) una y solo una vez, volviendo

finalmente al punto inicial.

Imagen 4. Problema de los puentes de Konigsberg.

Nota. Fuente: http://www.expansion.com

'® publicado en EULER, L. (1736) Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. (Reimpreso en Opera Omnia
Series Prima 1976) [En red] Disponible en: http://math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/E053.pdf, 128 — 140.

(version original en latin)
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Este problema lo resolvié en 1736 el propio Euler viendo que dicho camino no existe ya
que el grafo que genera el problema no es euleriano porque tiene vértices de grado impar.
Todo esto dio origen a la denominada Teoria de Grafos, que es una rama de las Matematicas
que esta en constante desarrollo y que ha permitido resolver otros muchos problemas como
el problema de los cuatro colores con ayuda de los ordenadores.

En este punto hemos mostrado como algunas demostraciones y problemas han sido el
motor del desarrollo de algunas ramas de las Matematicas. Debido a la importancia historica
que han tenido no es descabellado preguntarse si deberian tener una importancia al menos

similar en la didactica de las Matematicas en la Educacion Secundaria.
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2. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

2.1. Planteamiento del problema

El problema a plantear en una investigacion, determina en gran medida el disefio de la
misma. En el momento de plantear un problema de investigacion, hay que tener en cuenta
diversos aspectos como que:

1. El problema debe ser relevante, original y sin respuesta conocida de antemano.
2. Debe ser resoluble (empiricamente).
3. Deben utilizarse para su resolucion medios éticos.

En el ambito educativo, el problema a investigar es una situacion que al investigador le

presenta una duda o disyuntiva y que suele surgir de:
a) La propia experiencia educativa.
b) Del campo tedrico existente.
¢) Investigaciones pedagogicas ya realizadas.

Es decir, el problema debe encuadrarse dentro del marco tedrico existente en donde las
investigaciones previas realizadas sobre el tema formen la base de la investigacion y sirvan
de apoyo para el desarrollo de la misma.

En el caso de nuestra investigacion, la idea surgido de la propia experiencia docente,
viendo como distintos profesores abordabamos la cuestion de la demostracion en el aula de

distintas maneras. Al investigar la cuestion desde un punto de vista tedrico, nos dimos
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cuenta, como analizamos en el punto 1.2, que el estudio de la utilizacion en el aula de la
demostraciéon como herramienta didactica ha sido y sigue siendo objeto de debate entre
diferentes investigadores. En cambio, no hemos encontrado ninguna investigacion
experimental que relacione directamente la utilizacién de las demostraciones en la didactica
de las Matematicas con las capacidades para resolver problemas.

Por ello, el problema de nuestra investigacion sera comprobar experimentalmente si
aplicando una didactica de las Matemadticas para un curso de 3° ESO en donde se le dé un
papel relevante a las demostraciones matematicas, se mejoran las habilidades de los alumnos
en la resolucion de problemas. Esta serd la parte novedosa de nuestra investigacion.
Paralelamente, veremos si esta didactica afecta o no a otras variables como en los resultados
de la propia asignatura, los resultados en la asignatura de Lengua y Literatura, la dificultad
que entienden los alumnos que tienen ciertos problemas matematicos o en los resultados de
las pruebas de Conocimientos y Destrezas Indispensables que propone la Comunidad de

Madrid para este curso.
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2.2. Objetivos de la investigacion

Los objetivos de una investigacion son las metas que se pretenden conseguir. Estos
objetivos los podemos clasificar en dos tipos:

a) Objetivos generales. Se refieren al objeto bésico a investigar, delimitando qué
se quiere lograr y hasta donde se pretende llegar.

b) Objetivos especificos. Son alcances particulares que se logran tras estudiar los
objetivos generales y que presentan relevancia.

De este modo, el objetivo principal de la investigacion fue averiguar estadisticamente si
existieron diferencias significativas en las habilidades para la resolucion de problemas
matematicos entre dos grupos de alumnos de 3° ESO de un instituto publico de Coslada
(Madrid) en donde un grupo (control) recibié una metodologia “fradicional” y otro grupo
(experimental) que recibié una metodologia en donde se le otorga una gran relevancia a las
argumentaciones y demostraciones de resultados matematicos.

Como objetivos especificos, pretendimos averiguar si existieron diferencias significativas
entre los grupos experimental y control en torno a las medias de otras variables como la
dificultad que entendieron los alumnos que tuvieron ciertos problemas, las calificaciones en
asignaturas como Matemadticas y Lengua y Literatura o los resultados que obtuvieron los
alumnos en la prueba CDI de la Comunidad de Madrid. También describimos las diferencias
producidas, utilizando para ello tablas, graficos y parametros estadisticos, con el objetivo de
buscar las causas de dichas diferencias y realizamos un andlisis de regresion lineal para
comprobar el grado de relacion existente entre las calificaciones de ambos grupos en las

asignaturas de Matematicas y Lengua y Literatura con las que obtuvieron en la prueba CDI.
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2.3. Hipotesis planteadas

Las hipdtesis de una investigacion vienen a ser un paso mas hacia la sistematizacion y la
delimitacion del problema. Son construcciones tedricas que pretenden dar respuesta al
problema planteado y que atn no se han demostrado. Las hipdtesis que se plantean en las
investigaciones pueden proceder de meras intuiciones, de investigaciones anteriores que
requieran nuevas comprobaciones o del propio marco tedrico existente.

Su formulacion debe ser en forma condicional: si... entonces..., en donde los elementos
mas importantes son los objetos del estudio (poblacion y muestra), las variables que
intervienen y los conectores logicos. Las hipdtesis formuladas deben ser comprensivas,
explicado en detalle los resultados que se esperan, y comprobables dentro del campo en el
que se encuentren.

En nuestro caso, la comprobacion la llevamos a cabo con los test de hipotesis. Como se
sabe, al movernos en términos probabilisticos siempre tendremos un nivel de riesgo que, en
general, tomaremos en el 5%. También a la hora de realizar un test se consideran dos tipos
de hipotesis:

a) Hipétesis nula (Hj). Determina que no existe relacion o diferencias
significativas entre las variables estudiadas.

b) Hipétesis alternativa (H;). Se establecen diferencias significativas entre las
variables estudiadas. Esta hipotesis es la que propone el investigador y la que
pretende confirmar con su estudio.

En los procesos de validacion de las hipdtesis intervienen factores como la eleccion de la
muestra, la representatividad de esta, el disefio de la investigacion, la validez de los datos,

etc. que hace que hablemos siempre en términos probabilisticos y de intervalos de confianza.
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El alcance de la contrastacion siempre es local, se puede aceptar o rechazar una hipdtesis,
pero no se puede probar que es verdadera, por estar relacionado su grado de aplicacion al
ambito de penetracion de la prueba.

En nuestra investigacion se plantearon las siguientes hipotesis:

CONDICIONES INICIALES

HIPOTESIS 1: Edad de los alumnos de cada grupo a 30 de junio de 2012.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las edades de sus alumnos.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las edades de sus alumnos.

HIPOTESIS 2: Calificaciones en Matematicas el curso anterior.

Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas del curso
anterior.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas del curso anterior.
HIPOTESIS 3: Calificaciones en la evaluacion inicial de Matematicas.

Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la evaluacion inicial de Matematicas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién

a las medias de las calificaciones en la evaluacion inicial de Matematicas.
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EN EL PRIMER TRIMESTRE

HIPOTESIS 4: Calificaciones en la primera prueba de problemas.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la primera prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones de la primera prueba de problemas.

HIPOTESIS 5: Dificultad asignada por los alumnos a la primera prueba de problemas.
Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de la dificultad observada en la primera prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de la dificultad observada en la primera prueba de problemas.

HIPOTESIS 6: Calificaciones en la asignatura de Matematicas en el primer trimestre.
Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas en el primer
trimestre.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas en el primer trimestre.
HIPOTESIS 7: Calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el primer
trimestre.

Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el

primer trimestre.
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H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el primer

trimestre.

EN EL SEGUNDO TRIMESTRE

HIPOTESIS 8: Calificaciones en la segunda prueba de problemas.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la segunda prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones de la segunda prueba de problemas.

HIPOTESIS 9: Dificultad asignada por los alumnos a la segunda prueba de problemas.
Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de la dificultad observada en la segunda prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de la dificultad observada en la segunda prueba de problemas.

HIPOTESIS 10: Calificaciones en la asignatura de Matematicas en el segundo trimestre.
Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas en el segundo
trimestre.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matemadticas en el segundo

trimestre.
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HIPOTESIS 11: Calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el segundo
trimestre.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el
segundo trimestre.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el segundo

trimestre.

EN EL TERCER TRIMESTRE

HIPOTESIS 12: Calificaciones en la tercera prueba de problemas.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la tercera prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones de la tercera prueba de problemas.

HIPOTESIS 13: Dificultad asignada por los alumnos a la tercera prueba de problemas.
Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de la dificultad observada en la tercera prueba de problemas.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de la dificultad observada en la tercera prueba de problemas.

HIPOTESIS 14: Calificaciones en la asignatura de Matematicas en el tercer trimestre.
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Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas en el tercer
trimestre.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Matematicas en el tercer trimestre.
HIPOTESIS 15: Calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el tercer
trimestre.

Ho: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el
tercer trimestre.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacion
a las medias de las calificaciones en la asignatura de Lengua y Literatura en el tercer
trimestre.

HIPOTESIS 16: Calificaciones en la prueba CDI en la parte de Matematicas.

Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la parte de Matematicas de la prueba CDI.
H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién
a las medias de las calificaciones de la parte de Matematicas de la prueba CDI.
HIPOTESIS 17: Calificaciones en la prueba CDI en la parte de Lengua y Literatura.

Hp: No existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en
relacion a las medias de las calificaciones de la parte de Lengua y Literatura de la prueba
CDL.

H;: Existen diferencias significativas entre los grupos experimental y control en relacién

a las medias de las calificaciones de la parte de Lengua y Literatura de la prueba CDL.

178



2.4. Técnicas e instrumentos de recogida de la informacion

2.4.1. Evaluacion inicial

La evaluacion inicial, o también denominada diagndstica o evaluacion cero, es la que se
realiza inicialmente al comenzar un curso académico, una etapa educativa, un programa
educativo concreto, etc. Basicamente consiste en un procedimiento de recogida de datos de
los alumnos de distinta indole (personal, académica, familiar, etc.) que sirve al profesorado
para mejorar su conocimiento de estos y que tiene el objetivo de permitir al profesor, a partir
de esta informacion, adaptar las estrategias didacticas para mejorar la consecucion general e
individual de los objetivos. Ademas, la evaluacion inicial nos servird para realizar una mejor
evaluacion global de todo el proceso de ensefanza ya que nos va a indicar la posicion de la
que partimos.

A nivel legislativo, la Ley Organica 2/2006 de 3 de mayo (LOE) indica en su capitulo I,
articulo 1 una serie de principios en los que se debe sustentar el sistema educativo espaiol.
Si nos fijamos en los principio b, e y fi que se mencionan en la Ley observamos que hacen,
en nuestra opinion, imprescindible la evaluacion inicial:

La equidad, que garantice la igualdad de oportunidades, la inclusion educativa y
la no discriminacion actiie como elemento compensador de las desigualdades
personales, culturales, econémicas y sociales, con especial atencion a las que
deriven de discapacidad. (p. 7)

La flexibilidad para adecuar la educacion a la diversidad de aptitudes, intereses,
expectativas y necesidades del alumnado, asi como a los cambios que
experimentan el alumnado y la sociedad. (p. 7)
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La evaluacion del conjunto del sistema educativo, tanto en su programacion y
organizacion y en los procesos de ensefianza y aprendizaje como en sus
resultados. (p. 8)

A nivel autonodmico de la Comunidad de Madrid, en la Orden 1029/2008 de 29 de febrero
se regula la evaluacion en la Educacion Secundaria Obligatoria. En esta ocasion se menciona
de manera explicita la evaluacion inicial en el articulo 17 punto 2:

A finales del mes de septiembre se celebrara, en cada uno de los cursos distintos
del primero, una evaluaciéon inicial del curso que, mediante la aplicacion de
distintos instrumentos de evaluacion elaborados por los departamentos de
coordinacién didactica, servira para detectar el grado de desarrollo alcanzado por
cada alumno en el dominio de los contenidos de las distintas materias y para
garantizarle una atencion individualizada. Esta evaluacion no comportara
calificaciones, tendra caracter orientador y de sus resultados se dara cuenta a las
familias. (p. 4)

La evaluacion inicial, ademas de ser preceptiva, tiene varias ventajas. En la linea de lo
sefialado por Granados (2009), podemos indicar las siguientes:

* Organiza, sintetiza y pone en comun toda la informacién que se recoge al
iniciarse un curso, anticipAndose a la primera evaluacion que se realiza en
diciembre.

» Sirve para contrastar experiencias didacticas, tanto individuales como grupales,
de distintos profesores que se pueden aplicar en otras asignaturas.

* Permite ajustar la programacion (contenidos, temporalizacion, etc.) en funcion de
los conocimientos que tengamos del grupo.

* Permite identificar desde el principio posibles problemas de aprendizaje.
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* Permite al profesorado diversificar sus intervenciones.

En nuestra investigacion, la evaluacion inicial como instrumento la vamos a utilizar
unicamente con el objetivo de averiguar si en cuanto a conocimientos existian diferencias
significativas entre los dos grupos. La prueba escrita de la evaluacion inicial la realizamos el
dia 26 de septiembre de 2011. Constd de ocho ejercicios, de los cuales cuatro eran de
Aritmética, dos de Algebra, uno de representar funciones lineales y otro de aplicar el teorema
de Pitagoras. Los enunciados concretos de los ejercicios que compusieron esta prueba se

pueden consultar en el punto 6.2. de los anexos.

2.4.2. Pruebas de resolucion de problemas

Como el objetivo principal de nuestra investigacion era comprobar si una metodologia en
donde la demostraciéon matematica esté presente favorece la adquisicion de técnicas en los
alumnos a la hora de resolver problemas matematicos, decidimos pasar tres pruebas de
resolucion de problemas a los alumnos, una en cada trimestre.

Estas pruebas constaron de 8 problemas matematicos de distinta indole (técnicas de
conteo, descomposicion de figuras, razonamientos logicos, etc.) y se pusieron en un orden
ligeramente ascendente de dificultad a lo largo del curso. Para comprobar que estas pruebas
se encontraban acordes al nivel de los alumnos pedimos la opinién de varios expertos a
través de encuestas. Este proceso lo detallamos en el punto 2.4.3.

Los criterios de correcciéon generales que usamos en las tres pruebas fueron los
siguientes:

1. Cada prueba serd puntuada de 0 a 10 puntos.

2. Cada problema puntuara un maximo de 1,25 puntos.
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3. Para conseguir la puntuacion maxima en un problema se debe llegar al
resultado correcto, justificando adecuadamente los pasos previos empleados.

4. Cuando un problema se argumente correctamente, pero por un error aislado
no se llegue al resultado correcto se le restarda a la puntuacion maxima no
mas de 0,5 puntos, en funcién de error.

5. Cuando haya argumentos validos, pero repetidos errores de céalculo o de
razonamiento, se le restara a la puntuacion maxima hasta 1 punto, en
funcion de los errores y aciertos realizados.

6. La presencia de algin razonamiento parcial valido, pero aislado, se valorara
hasta una puntuacion maxima de 0,25 puntos.

7. Si el problema esta en blanco o no hay razonamientos l6gicos que lleven a
conclusiones parciales del problema, se valorara con 0 puntos.

8. Si se llega a la solucion correcta, pero con argumentos l6gicos erréneos, se
valorara el problema con 0 puntos.

9. Si se llega a la solucion de problema, pero no se justifican los pasos, y es un
problema que se estima que es plausible llegar a la solucion “de cabeza”, se
otorgard una puntuacion no superior a 0,75 puntos. Ejemplos de estos
problemas pueden ser 1.6, 2.4, 3.6 0 3.7.

No obstante, hay que reincidir en el hecho de que estos son unos criterios generales y que
cada problema tiene su propia idiosincrasia. Asi, por ejemplo, en el ultimo problema de la
ultima prueba lo que hicimos es otorgar una puntuacion proporcional a las formas correctas
conseguidas por el alumno. Por ello, cada problema tenia sus propios criterios, pero para no

excedernos, no expondremos los 24 criterios que hemos utilizados, aunque si que diremos
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que en cada uno proporcionamos mas relevancia a los argumentos utilizados que al resultado
conseguido.

Asi mismo, en cada prueba de resolucion de problemas, solicitamos a los alumnos que
indicaran, segun su criterio, la dificultad que tenia la prueba de 0 a 10, siendo O el nivel mas
sencillo y 10 el nivel mas dificultoso. Este dato lo utilizaremos también estadisticamente

para ver como veian unos mismos problemas los alumnos de los dos grupos.

2.4.3. Validez de las pruebas de resolucion de problemas

De los datos con los que se realiza la investigacion, el que mas nos preocup6 a priori era
el de la puntuacion que reciben los alumnos en las pruebas de resolucion de problemas.
Habia que poner unos criterios de correccion lo mas claros y justos posibles (ver el punto
2.4.2.) y, sobre todo, los problemas que se propusieran deberian ser adecuados para el nivel
de los alumnos con los que trabajamos. Para este segundo aspecto, pedimos la opinion de 27
expertos en la materia a través de una encuesta. Estos expertos eran profesores de Educacion
Secundaria en activo o jubilados de la asignatura de Matematicas.

A la hora de elaborar la encuesta, intentamos hacerla de un formato lo mas sencillo
posible, pero que cumpliera con el objetivo de la misma: comprobar si los problemas
propuestos son adecuados para alumnos de 3° ESO. Por ello, confeccionamos la encuesta de
tal manera que cada profesor solo tenia que identificarse, indicar los afios de experiencia
docente y marcar la dificultad de cada problema, en relacion al nivel de los alumnos a los
que iban dirigidos, con unos valores del 1 al 5, siendo 1 excesivamente facil, 2 facil, 3

normal, 4 dificil y 5 excesivamente dificil. Tras cada prueba, los encuestados podian afiadir
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cualquier comentario que considerasen oportuno. El formato exacto de la encuesta lo hemos

incluido en el punto 6.4 del anexo.

Establecimos que para que un problema fuera apto para entrar en la prueba de resolucion

de problemas debia tener una dificultad media, que establecimos en que la media de las

puntuaciones proporcionadas por los expertos estuviera comprendida entre 2,5 y 3,5, y que

hubiera cierto consenso en las opiniones, imponiendo que la varianza de los resultados no

podia ser superior a 1. Tras realizar una primera encuesta, obtuvimos que la experiencia

media docente de los encuestados era de 18,04 afos y las puntuaciones que le dieron

problemas que se le propusieron fueron las expuestas en las tablas 3, 4 y 5:

Tabla 3. Dificultad dada por los expertos a la primera prueba de problemas elaborada.

N1 N2 N3 N 4 NS5 Me‘dia df:’la Varianza de

calificacion  los resultados
Problema 1.1 0 0 19 8 0 3,296 0,209
Problema 1.2 2 9 16 0 0 2,519 0,398
Problema 1.3 0 6 14 7 0 3,037 0,48
Problema 1.4 0 0 5 12 10 4,185 0,521
Problema 1.5 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 1.6 0 1 9 16 1 3,63 0,381
Problema 1.7 0 0 23 4 0 3,148 0,126
Problema 1.8 0 0 5 6 16 4,407 0,612

3,463
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Tabla 4. Dificultad dada por los expertos a la segunda prueba de problemas elaborada.

Media dela  Varianza de

N1 N2 N3 N4 NS calificacion  los resultados
Problema 2.1 3 7 13 4 0 2,667 0,741
Problema 2.2 1 7 8 5 6 3,296 1,394
Problema 2.3 0 4 21 2 0 2,926 0,217
Problema 2.4 0 2 11 13 1 3,481 0,472
Problema 2.5 0 0 9 15 3 3,778 0,395
Problema 2.6 0 1 12 14 0 3,481 0,324
Problema 2.7 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 2.8 0 0 7 8 12 4,185 0,669

3,412

Tabla 5. Dificultad dada por los expertos a la tercera prueba de problemas elaborada.

Media dela  Varianza de

N1 N2 N3 N4 NS calificacion  los resultados
Problema 3.1 0 3 13 11 0 3,296 0,431
Problema 3.2 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 3.3 0 3 15 8 1 3,259 0,488
Problema 3.4 0 4 19 4 0 3 0,296
Problema 3.5 0 0 8 14 5 3,889 0,469
Problema 3.6 0 0 4 7 16 4,444 0,543
Problema 3.7 0 4 20 3 0 2,963 0,258
Problema 3.8 0 0 11 14 2 3,667 0,37

3,5

Como se puede observar, de los veinticuatro problemas propuestos, nueve no cumplian
con los requisitos que antes mencionamos. De estos nueve, por una excesiva dificultad eran

ocho (problemas 1.4, 1.6, 1.8, 2.5, 2.8, 2.5, 2.6 y 2.8) y por no existir el suficiente consenso
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entre los encuestados uno (problema 2.2). Estos problemas, que los que eliminamos de las

pruebas, eran los siguientes:

Problema 1.4.

Tenemos tres cajas de caramelos, una caja con caramelos de fresa, otra con caramelos de
limoén y otra con caramelos mezclados de fresa y limon. He elaborado tres etiquetas para las
cajas, “FRESA”, “LIMON” y “MEZCLADOS”. Al colocarlas, he estado tan torpe que no he
colocado ninguna etiqueta en su correspondiente caja y encima he cerrado las tres cajas.
(Como podria colocar las etiquetas correctamente abriendo una unica caja y sacando un

unico caramelo (sin ver el resto de los caramelos de la caja abierta)?

Problema 1.6.
En una habitacion hay cinco personas. La media de sus edades es 21 afios. Si entran a la
habitacion una persona de 29 y otra de 34 afios, cudl serd ahora la media de las edades de

las personas que estan en la habitacion?

Problema 1.8.

Un sultan encierra a un prisionero en una celda con dos guardianes, uno que dice siempre
la verdad y otro que siempre miente. La celda tiene dos puertas: la de la libertad y la de la
esclavitud. La puerta que elija el prisionero para salir de la celda decidira su suerte. El
prisionero tiene derecho de hacer una pregunta y solo una a uno de los guardianes. Por
supuesto, el prisionero no sabe cudl es el que dice la verdad y cudl es el que miente. ;Puede

el prisionero obtener la libertad de forma segura?
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Problema 2.2.
Si se muestran cuatro vistas de un mismo dado tal y como se indica en la imagen, ;qué

letra falta en el cuarto dado?

Imagen 5. Imagen del problema 2.2 eliminado.

Problema 2.5.
Un ciclista sube un puerto a una media de 10 Km/h y lo baja por el mismo camino a una

media de 40 Km/h. Calcula la velocidad media que ha tenido en todo el recorrido.

Problema 2.8.

Un coleccionista de monedas tiene 24 de ellas que parecen idénticas, pero le comunican
que una de las monedas es falsa y pesa algo mas que las demas. El coleccionista ha decidido
encontrar la moneda falsa utilizando una balanza de dos brazos, pero solo podra utilizar la

balanza tres veces. ;Como podria conseguir identificar la moneda falsa?

Problema 3.5.

Un granjero tiene ante si seis cestas con huevos. Algunas estas compuestas por huevos de
de gallina y otras por huevos de pato. En las cestas hay 6, 12, 14, 15, 23 y 29 huevos,
respectivamente. El granjero dice: “si vendo esta cesta me quedaran doble de huevos de

gallina que de pato”. ;De qué cesta esta hablando?
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Problema 3.6.

Un banquero ha dejado olvidado el codigo de la caja fuerte dentro de la caja, pero
recuerda que dicho codigo consta de nueve cifras distintas, todas excepto el cero. Ademas,
sabe que, a partir de la izquierda:

* El nimero formado por la primera y la segunda cifra es multiplo de dos.
* El numero formado por la segunda y la tercera cifra es multiplo de tres.
* El nimero formado por la tercera y la cuarta cifra es multiplo de cuatro.
Y asi sucesivamente, hasta llegar al nimero formado por la octava y la novena cifra que

sera multiplo de nueve. Con estos datos encuentra dos posibilidades. ;Cudles son?

Problema 3.8.
(Cual de estas es la tinica frase que puede ser verdadera?
a) Exactamente una de estas cinco frases es falsa
b) Exactamente dos de estas cinco frases son falsas.
¢) Exactamente tres de estas cinco frases son falsas.
d) Exactamente cuatro de estas cinco frases son falsas.
e) Las cinco frases son falsas.

Con los problemas aptos en funcion de los criterios expuestos anteriormente y con los 9
problemas nuevos, elaboramos otras tres nuevas pruebas. A los encuestados, logicamente, les
pedimos que solo evaluaran los nuevos problemas. Los problemas anteriormente evaluados y
dados por aptos, se mantuvieron en las mismas pruebas que antes, aunque alguno modificara
su numeracion por razones del formato de la prueba. Los nuevos resultados los exponemos

en las tablas 6, 7 y 8:

188



Tabla 6. Dificultad definitiva dada por los expertos a la primera prueba de problemas.

Media dela  Varianza de

N1 N2 N3 N4 NS5 calificacion _ los resultados
Problema 1.1 0 0 19 8 0 3,296 0,209
Problema 1.2 2 9 16 0 0 2,519 0,398
Problema 1.3 0 6 14 7 0 3,037 0,48
Problema 1.4 1 8 17 1 0 2,667 0,37
Problema 1.5 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 1.6 2 6 19 0 0 2,63 0,381
Problema 1.7 0 1 23 3 0 3,074 0,143
Problema 1.8 0 0 23 4 0 3,148 0,126

2,981

Tabla 7. Dificultad definitiva dada por los expertos a la segunda prueba de problemas.

N1 N2 N3 N 4 N5 Me.dia df:’la Varianza de

calificacion  los resultados
Problema 2.1 3 7 13 4 0 2,667 0,741
Problema 2.2 0 0 15 12 0 3,444 0,247
Problema 2.3 0 4 21 2 0 2,926 0,217
Problema 2.4 3 6 18 0 0 2,556 0,469
Problema 2.5 0 2 11 13 1 3,481 0,472
Problema 2.6 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 2.7 0 1 12 14 0 3,481 0,324
Problema 2.8 0 0 16 9 2 3,481 0,398

3,190
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Tabla 8. Dificultad definitiva dada por los expertos a la tercera prueba de problemas.

Media dela  Varianza de

N1 N2 N3 N4 NS calificacion  los resultados
Problema 3.1 0 3 13 11 0 3,296 0,431
Problema 3.2 0 0 16 9 2 3,481 0,398
Problema 3.3 0 3 15 8 1 3,259 0,488
Problema 3.4 0 4 19 4 0 3 0,296
Problema 3.5 1 3 23 0 0 2,815 0,225
Problema 3.6 0 0 15 11 1 3,481 0,324
Problema 3.7 0 4 20 3 0 2,963 0,258
Problema 3.8 0 0 19 7 1 3,333 0,296

3,204

De este modo, podemos comprobar que los veinticuatro problemas cumplian los
requisitos exigidos y configuramos la prueba con los problemas que se exponen en el punto

6.3 del anexo.

2.4.4. Prueba de Conocimientos y Destrezas Indispensables (CDI)

La Comunidad de Madrid, en el Decreto 23/2007, establecio en el articulo 16.2 que la
Consejeria de Educacion, conforme a su propio plan de evaluacion, podra realizar
evaluaciones externas a todos los alumnos al finalizar cualquiera de los cursos de la
Educacion Secundaria Obligatoria, teniendo estas evaluaciones caracter formativo y
orientador para los centros, padres, alumnos y la administracion educativa. Como
consecuencia de esto, desde 2008 la Consejeria de Educacion realiza anualmente una prueba

de Conocimientos y Destrezas Indispensables (CDI) a los alumnos del tercer curso de la
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Educacion Secundaria Obligatoria y del primer curso del Programa de Diversificacion
Curricular.

La Consejeria de Educacion de Madrid justifica el hecho de que esta prueba verse sobre
Lengua Castellana y Matematicas por la importancia que tiene la lectura en toda clase de
aprendizaje y enriquecimiento intelectual, por lo indispensable que es que los alumnos
adquieran destrezas conducentes a la competencia lectora y porque la competencia
matematica contribuye a utilizar espontdneamente los elementos y razonamientos
matematicos para interpretar y producir informacién, resolver problemas cotidianos y tomar
decisiones.

Para el curso académico 2011 — 2012 esta prueba se regul6 en la Resolucion de 12 de 29
de febrero de 2012, de la Consejeria de Educacion y Empleo de la Comunidad de Madrid. En
esta resolucion se indicaron entre otros aspectos los siguientes:

* Alumnos que tenian que realizar la prueba. La Prueba CDI fue realizada por
todos los alumnos del tercer curso de Educacién Secundaria Obligatoria y los del
primer curso del Programa de Diversificacion Curricular, excepto los que estén
adscritos a un aula de enlace.

* Caracteristicas de las pruebas. La parte de Matematicas consistid6 en la
resolucion de 10 ejercicios y 2 problemas, mientras que la de Lengua y Literatura
consistidé en la realizacion de un dictado y un comentario de texto con varias
preguntas.

* Horarios de la prueba. Cada parte tuvo una duracion méaxima de 90 minutos,
realizdndose primero la parte de Matematicas y habiendo una pausa entre las
pruebas de 25 minutos.

* Fecha de realizacién. La prueba se realizo el 17 de abril de 2012.
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* Personas responsables de la aplicacion de la prueba. Los responsables de
aplicar correctamente la prueba eran los equipos directivos de los centros y los
aplicadores designados por la Direccion de Area.

* Actuaciones del servicio de Inspeccion Educativa. Con el fin de que se lleve a
cabo correctamente la prueba, la Inspeccion Educativa realizara reuniones previas
aclarando el proceso con los aplicadores y con los equipos directivos.

* Instrumentos para aplicar la prueba. La administracion proveera a los alumnos
de los cuadernillos para hacer la prueba y a los aplicadores del material necesario
para empaquetar las pruebas y su correspondiente envio.

* Codificacion de las variables de identificacion. Los alumnos y los centros
fueron identificados mediante claves numéricas que permitian el anonimato de la
prueba en su correccion.

* Eleccion de los correctores de la prueba. Las comisiones encargadas de la
correccion de la prueba estuvieron formadas por especialistas en las materias y
fueron nombrados por los Directores de Area.

+ Comunicacién de resultados. La Direccion de Area comunicé los resultados a
los centros y estos a las familias de los alumnos.

* Planes de mejora. Tanto la Administracién, como los centros educativos y los
respectivos departamentos didéacticos deben valorar los resultados con el objetivo
de establecer posibles planes de mejora.

Los enunciados de las dos pruebas los hemos incluido como anexos en los puntos 6.5 y
6.6 del anexo de nuestra investigacion. Las calificaciones medias en la Comunidad de

Madrid que ha habido desde que se realiza esta prueba se indican en el siguiente grafico:
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Grafico 4. Calificaciones medias de la prueba CDI en el periodo 2008 — 2013.
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2.5. Diseifio de la investigacion

Como toda investigacion cientifica nuestro proyecto se basé en el denominado método
cientifico, caracterizado por:
1. Plantear un problema de investigacion.
2. Establecer unas hipotesis contrastables.
3. Contrastacion de dichas hipotesis de forma empirica.
4. Extraer conclusiones con el objetivo de confirmar o rechazar una teoria.

El plan, la estructura y la estrategia de investigacion concebida para dar respuestas a los
problemas planteados establecen el disefio de la investigacion. Nosotros utilizamos un
enfoque experimental, ya que a partir de una experimentacion buscamos una ley general
estableciendo relaciones causales entre variables utilizando técnicas estadisticas. Debido a
que trabajamos con muestras y no tuvimos por tanto el control absoluto de las variables, el
disefio de la investigacion fue del tipo cuasi-experimental.

Este tipo de disefio tiene especial relevancia en la investigacion educativa ya que se
realiza en situaciones naturales, sin que los sujetos se asignen al azar y al poder utilizar la
informacion para otras finalidades. Estos disefios estan recomendados en el ambito educativo
por su moderado control experimental, la validez externa que pueden tener algunos de ellos y

por la asignacion natural de los individuos a los grupos experimental y control.
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2.6. Proceso de la investigacion

2.6.1. Poblacion y muestra

La ficha técnica del muestreo fue la siguiente:

a)

b)

d)

e)

Poblacion. Alumnos que en el curso 2011 — 2012 cursaron en un centro publico
del término municipal de Coslada (Madrid) el curriculo ordinario de 3° ESO.
Esta poblacion esta compuesta por 458 individuos, segiin datos proporcionados
por la Direccion Territorial Madrid-Este.

Muestra. Fueron los alumnos que en el afio académico 2011 — 2012 cursaron en
el IES Rafael Alberti de Coslada el curso de 3° ESO en los grupos B (grupo
control) y C (grupo experimental). El tamafio de la muestra fue de 42 individuos.
Error del muestreo. En las condiciones mas desfavorables del muestreo (p = ¢
=0,5) y con un intervalo de confianza de amplitud 20 tendremos un error en el
muestro del 15%.

Procedimiento de muestreo. Es no probabilistico del tipo intencional. Tanto la
seleccion de los individuos, como la asignacion de los mismos al grupo
experimental o control no fue aleatoria. Si fue aleatoria la consideracion de un
grupo como control y del otro como experimental.

Trabajo de campo. Los datos se recogieron como se detalla en el punto 2.6.3.
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2.6.2. Descripcion de la localidad y del centro de trabajo

El proyecto de investigacion se realizo en el Instituto Publico de Educacion Secundaria
Rafael Alberti, ubicado la calle Virgen de la Cabeza s/n de la localidad de Coslada en la

Comunidad Autonoma de Madrid.
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Imagen 6. Situacion geografica de Coslada en Madrid.

Nota. Fuente: http://maps.google.es

Coslada es una localidad de aproximadamente 90 000 habitantes que se encuentra
situada dentro del denominado Corredor del Henares, ocho Kilometros al Este de Madrid.
Su término municipal es de 11,7 Km?, lo que indica que su densidad de poblacion es algo
superior a 7500 hab/Km?, de las mas elevadas de Espafia.

Coslada destaca por su sector servicios y, sobre todo, por el sector industrial debido a que
en ella se encuentra el Centro Integral de Transportes de la Comunidad de Madrid y el
Centro Internacional de Transportes (TIR), lo que ha hecho que la zona industrial de la
localidad esté especializada principalmente en logistica y en actividades relacionadas con el

transporte.
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A nivel de comunicacion, tanto la localidad como el centro se encuentran con una buena
comunicacion en transporte publico y por carretera. El centro esta bien comunicado ya que
tiene cercanas paradas de autobuses provenientes de Madrid (Ciudad Lineal y Vicalvaro),
San Fernando y del propio municipio de Coslada. Ademas, estd aproximadamente a un
Kilémetro de la estacion de Cercanias y Metro-Este de Coslada-Central. En cuanto a su
conexion por carretera, la localidad esta conectada con la carretera nacional A-2 y con las
circunvalaciones M-40 y M-45, ademas de con otras carreteras secundarias. Es de destacar
su proximidad al Aeropuerto Internacional Adolfo Suarez, distante apenas ocho Kilémetros
de la localidad.

La poblacion de la localidad ha sufrido cambios en los ultimos afios debido a la llegada
de un gran nimero de familias inmigrantes provenientes principalmente del Este de Europa.
Esto ha hecho que Coslada se convierta en una de las localidades menos envejecidas de la
Comunidad de Madrid, ya que su poblacion joven (de 0 a 16 afios) supone aproximadamente
el 30% de la poblacion, mientras que la tercera edad (mayores de 65 afos) apenas suponen el
6 % de la poblacion.

En cuanto al centro, habria que

decir que es un instituto publico de
la Comunidad de Madrid que se
inaugur6 en el afio 1985. Se

imparten los cuatro cursos de la

Ensefianza Secundaria Obligatoria

Imagen 7. IES Rafael Alberti (Coslada).

y dos modalidades de Bachillerato.
En el curso 2011/2012 en el que se realiz6 la investigacion en el centro impartieron clase 31

profesores a tres grupos de 1° ESO, tres grupos de 2° ESO, tres grupos de 3° ESO (uno con
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diversificacion), dos grupos de 4° ESO (uno con diversificacion) y los cuatro de Bachillerato.

La distribucion del alumnado por cada curso se resume en la tabla 9:

Tabla 9. Distribucion de alumnos por curso en el afio académico 2011 — 2012.

Curso N° de grupos Total de alumnos
1° ESO 3 64
2°ESO 3 69
3°ESO 3 61
4° ESO 2 51
1° BACH 2 40
2° BACH 2 46
331

Nota. Fuente: Datos de la secretaria del centro a 17 de mayo de 2012.

La distribucion de alumnos por sexo en el centro era bastante equitativa, como se puede

comprobar en el grafico 3:

Grafico 5. Diagrama de sectores representativo de la distribucion por sexo de de los

alumnos del instituto donde se realizé la investigacion.

En cuanto a instalaciones, el centro disponia de:

. Veintitrés aulas.

198



Una biblioteca.

Dos aulas de informaticas conectadas en red.

Un gimnasio de unos 350 m’.

Pistas deportivas.

Laboratorios de biologia, geologia y fisica y quimica.
Un aula para musica.

Un aula para educacion plastica y visual.

Un salén de actos.

Una sala de visitas.

Varios despachos (director, jefe de estudios, secretario, AMPA, alumnos,
etc.)

Una cafeteria.

En cuanto a equipamiento, todas las aulas disponian de al menos un ordenador portatil
conectado mediante Wi-Fi a Internet mediante el cual el profesor y los alumnos podian
realizar las consultas pertinentes. Ademads eran utilizados para llevar el control de asistencia
a clase de los alumnos mediante el programa AFDI y para usar las diez pizarras digitales que
estan instaladas en el instituto.

Entidades como el Ayuntamiento de Coslada, la Comunidad de Madrid o la Cruz Roja
colaboraron con el centro mediante la realizacion de actividades y proyectos dirigidos tanto a
alumnos como a sus padres. También funcionaba una AMPA (Asociacion de Madres y
Padres de Alumnos) que colaboraba en el desarrollo y financiacion de algunas actividades.

El horario de las actividades lectivas ordinarias era de lunes a viernes de 8:30 a 14:15 (o
a 15:15 si habia alguna séptima hora). Por la tarde, el centro ofrecia a sus alumnos la

posibilidad de participar en dos programas. Los lunes y miércoles se desarrollaba en el
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centro el denominado Plan Refuerza. Este plan se inicidé en octubre y acabdé en mayo y
pretendia reforzar y apoyar en el estudio a los alumnos desde distintas actividades: apoyo
educativo, estudio dirigido en biblioteca e inglés oral. Su horario era de 16 a 18 horas. Los
martes y jueves en el centro se llevaban a cabo los denominados Campeonatos Escolares.
Consistian basicamente en que se formaban equipos de distintas disciplinas y los dias citados
acudian al centro entrenadores cualificados para entrenar a los alumnos y para acompanar a
los alumnos en los diferentes partidos del campeonato que organizaba la Comunidad de

Madrid.

2.6.3. Variables utilizadas

A continuacion exponemos las variables con las que hemos trabajado en esta
investigacion e indicaremos los procedimientos que utilizamos para obtenerlas:

1. Edad y sexo de los alumnos. Se obtuvieron directamente de la secretaria del
centro. Como referencia, tomamos la edad al dia 30 de junio de 2012 (final de
curso) y la medimos en dias.

2. Calificacion en la materia de Matematicas en el curso anterior. Se obtuvieron
dichas calificaciones a través de los propios alumnos y contrastando dichos datos
con los proporcionados por el centro.

3. Calificacion en la evaluacién inicial. Obtenida de forma personal por el
profesor de la asignatura el 26 de septiembre de 2011 mediante la prueba que se
indica en el punto 6.2 del anexo.

4. Calificacion en las pruebas de resolucion de problemas. Obtenidas de forma

personal por el profesor de la asignaturas mediante las pruebas que se indican en
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el punto 6.3 del anexo y teniendo en cuenta los criterios de correccion
mencionados en el punto 2.4.2. Se realiz6 una prueba en cada trimestre. La del
primer trimestre se realizd el dia 21 de noviembre de 2011, la del segundo
trimestre el dia 20 de febrero de 2012 y la del tercer trimestre el dia 28 de mayo
de 2012.

5. Dificultad de las pruebas de resolucion de problemas. La indicaron
directamente los alumnos tras realizar cada una de las pruebas.

6. Calificacion en las asignaturas de Matematicas y Lengua y Literatura.
Fueron tomadas de las actas de evaluacion de cada uno de los trimestres. En las
dos asignaturas, los alumnos fueron evaluados siguiendo los mismos criterios de
calificacion, variando algin instrumento como las pruebas escritas, sin que ello
significara una mayor dificultad para alguno de los grupos.

7. Resultados de la prueba CDI. La prueba se realizo el 17 de abril de 2012 bajo
supervision externa al personal del instituto. La prueba const6 de los ejercicios y
problemas que detallamos en los puntos 6.5 y 6.6 del anexo. La correccion de la
prueba la realizaron personal cualificado externo al centro y sus resultados
fueron comunicados al propio centro en la primera quincena de junio.

Mediante el proceso del andlisis de la varianza (ANOVA) comprobamos si existieron
diferencias significativas en las medias en torno a estas variables entre los grupos en

diferentes momentos con un riesgo del 5%.
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2.6.4. Programa didactico de intervencion

En el curso de 3° ESO la programacion didéctica que se elabord en el Departamento de
Matematicas del instituto donde se realiz6 la investigacion constaba de 14 unidades
didacticas, cada una perteneciente a un bloque de contenidos y con una temporalizacion.

Blogue de contenidos comunes:

UD 1: Estrategias de resolucion de problemas (todo el curso)

Bloque de Aritmética:

UD 2: Principales conjuntos numéricos (9 sesiones)
UD 3: Proporcionalidad (5 sesiones)

Bloque de Algebra:

UD 4: Sucesiones (7 sesiones)

UD 5: Lenguaje algebraico (6 sesiones)

UD 6: Ecuaciones (12 sesiones)

UD 7: Sistemas de ecuaciones lineales (7 sesiones)

Bloque de Analisis:

UD 8: Funciones y graficas (4 sesiones)
UD 9: Funciones lineales y cuadraticas (8 sesiones)

Bloque de Geometria:

UD 10: Problemas métricos en el plano (8 sesiones)
UD 11: Movimientos en el plano (5 sesiones)
UD 12: Cuerpos en el espacio (8 sesiones)

Bloque de Estadistica:

UD 13: Estadistica Descriptiva (7 sesiones)
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UD 14: Azar y probabilidad (5 sesiones)
A continuacion vamos a detallar por bloques de contenido las demostraciones y
argumentaciones con las que trabajamos en el grupo experimental, algunas de las cuales las

utilizamos también en el grupo control.
Bloque de Aritmética

En la unidad didactica Principales conjuntos numéricos se comienza haciendo un repaso
general de las fracciones: simplificacion, ordenacion, operaciones combinadas y problemas.
A parte de los ejercicios clasicos de simplificar fracciones, hallar fracciones equivalentes o
de ordenacion de fracciones, en el grupo experimental planteamos un ejercicio con una
argumentacion algo mas compleja como el siguiente:

Dadas las siguientes parejas de fracciones, encuentra una fraccion que se encuentre
comprendida entre ambas:

10 21
b) — v 2=
) 53 %6

<G|

5
a) =Y
¢JPodrias encontrar un método general para encontrar siempre una fraccion
comprendida entre dos fracciones dadas? ;Cuantas fracciones podemos hallar entre
dos fracciones dadas de antemano?

Con este ejercicio pretendiamos que los alumnos, a través de las fracciones equivalentes,
demostraran que siempre entre dos fracciones distintas se pueden encontrar infinitas
fracciones entre ellas, es decir, probarian que el conjunto de los numeros racionales es denso.

Posteriormente trabajamos con los métodos de obtencion de la fraccion generatriz de
nimeros decimales exactos y periddicos. En este caso, creimos conveniente explicar en los
dos grupos su obtencion de una manera razonada, multiplicando los niimeros por potencias
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de 10 adecuadas y restando para que se fueran partes decimales iguales, ya que la formula
que existe para obtenerlos es un puro mecanismo que lo unico que aporta al alumno es el
resultado final.

En el grupo experimental, planteamos un par de problemas con fracciones en donde hay
que razonar algo mas que en los problemas usuales que se suelen plantear en este nivel.

En un pueblo pequeriito de un valle se va a celebrar un partido de futbol entre casados

y solteros. Con tal motivo el periodico local publico la noticia de que los % de los

hombres estan casados con los % de las mujeres. La tradicion de éste pueblo impide

casarse con forasteros. Si en el pueblo hay 212 habitantes, ;jcuantos hombres solteros
hay en el pueblo? ;Cual es la proporcion de personas casadas en el pueblo?

En un parlamento se tenia que votar dos opciones A y B. La opcion A la votaron el
46,6 % de los parlamentarios, la opcién B el 25 % y se abstuvieron el restante 28,3 %
de los parlamentarios. Si el numero de parlamentarios sabemos que esta entre 220 y
250, calcula el numero exacto de parlamentarios que hay.

En grupo control, para adaptar la temporalizacion, realizamos una sesion en el aula de
informatica con Thatquiz en la que el objetivo fundamental era que los alumnos se
autoevaluaran sobre los contenidos estudiados.

A continuacion se trabajo con las propiedades de las operaciones con potencias y las

raices. En este punto pedimos a los alumnos del grupo experimental que investigaran por qué

V2 es un niimero que no se puede expresar en forma de fraccion, es decir, demostrar que es
irracional. Los alumnos expusieron la demostracion clasica por reduccion al absurdo (ver el
ejemplo 2 del punto 6.1.2), mientras que el profesor expuso una algo menos conocida basada

en las terminaciones (ver el ejemplo 1 del punto 6.1.4).
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Siguiendo con los numeros irracionales, también propusimos en el grupo experimental un
ejercicio como el siguiente:
Si a y b son dos numeros irracionales positivos, decide razonadamente si son ciertas o
falsas estas afirmaciones:
a) La suma de a + b es necesariamente un numero irracional.
b) El producto de alb es necesariamente un numero irracional.
¢) La potencia a” es necesariamente un niimero irracional.
En este ejercicio no se trata directamente de demostrar, ya que primero hay que
conjeturar si estas afirmaciones son ciertas o falsas. De hecho, es facil probar que las dos

primeras son falsas. En la primera nos basta con sumar los numeros irracionales

0,100100010000---+0,0110111011110--- =0,1. Al ser el resultado un niimero periddico, ya

sabemos que es un numero racional. Mas fécil atn era el segundo apartado, ya que sabemos

que V23/2 =4 =2. El tercer apartado tiene una mayor dificultad y requirié una ayuda

previa por parte del profesor ya que la forma de demostrarlo es exhaustiva. Consideremos el

V2 ) ) ) )
namero \/5 . Este numero es un numero irracional elevado a otro numero irracional.

Tenemos dos posibilidades, o es racional, en cuyo caso ya tendriamos el contraejemplo

V2
L o . V2
buscado, o es irracional. Si es irracional, entonces consideramos el numero (\/5 , que
nuevamente es un namero irracional elevado a un nimero irracional. Por las propiedades de
. ’ 2 ’ .
las potencias, este nimero es V27 = 2, que es un numero racional. Por lo tanto hemos
) % AN ,
probado que esa afirmacion es falsa ya que o 27 oloes [V2 . Eso si, no hemos

podido dilucidar cual de los dos nimeros cumple que es un nimero irracional elevado a un

numero irracional que tiene por resultado un nimero racional, aunque estamos seguros que
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uno de los dos cumple dicha afirmacion. Este ultimo apartado fue excesivo para la mayoria
de los alumnos, aunque unos cinco alumnos si que parecieron haber entendido este tipo de
razonamiento.

Para cerrar esta unidad didactica trabajariamos en los dos grupos de una manera similar
con los numeros en notacidon cientifica y sus operaciones. Estos contenidos fueron tratados
también en la asignatura de Fisica y Quimica, por lo que tampoco nos extendimos demasiado
en su temporalizacion.

En la unidad didactica Proporcionalidad los métodos que utilizamos fueron similares en
los dos grupos, razonando todos los procedimientos que se ven en este tema:
proporcionalidad directa e inversa, repartos directa e inversamente proporcionales,
proporcionalidad compuesta, problemas de mezclas, problemas de encuentro, problemas de
alcance y porcentajes. La unica diferencia que marcamos fue que en la proporcionalidad
compuesta en el grupo control hicimos un razonamiento mas extenso de los calculos que se

realizan para resolver este tipo de problemas.

Bloque de Algebra

La unidad didactica Sucesiones, con la que se inici6 el bloque de Algebra, se prestaba
mucho a las demostraciones ya que muchos de los resultados que se utilizaban eran
facilmente demostrables. Debido a que los conceptos y procedimientos que se trataban en
esta unidad didactica eran nuevos para los alumnos, suele ser frecuente que esta sea la unidad
en la que mas dificultades encuentran.

El inicio de la unidad lo hicimos igual en ambos grupos, introduciendo los conceptos de

sucesion, término general y sucesion recurrente, todo esto complementindolo con la
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realizacion de varios ejercicios numéricos con diferentes sucesiones en donde explicamos
estos conceptos.

A continuacion comenzamos a trabajar con las progresiones aritméticas. Las definimos,
pusimos ejemplos y en los dos grupos obtuvimos de una forma argumentada la expresion del
término general de cualquier progresion aritmética en funcidon de su primer término y de la

diferencia a, =a, +d [{n—1). Después explicamos como se calcula la suma de los n primeros

términos de una progresion aritmética. En el grupo control, comenzamos intentando sumar 1
+2+3+...+99+ 100. En estos casos siempre suele haber algin alumno que se dé cuenta
de que si se le da la vuelta a la suma, los sumandos que obtenemos son iguales y a partir de
ahi obtenemos la suma que nos pedian. Con otros ejemplos vimos que esto pasa siempre y a

partir de ahi obtuvimos la expresion general:

Sn = al + a2 + + an—l + an
+ Sn = an + an—l + et a2 + al = Sn :—n [Qal2+ a”)
2Sn= (al+an)+ (al+an)+ et (al+an)+ (a1+an)

En el grupo experimental el procedimiento fue similar, con la salvedad de que la
demostracion la hicimos con mas rigor, ya que demostramos que si n, m, p y g son numeros
naturales tales que n + m = p + ¢, entonces los términos de la progresion aritmética

correspondiente verifican que a, +a, =a, +a,, es decir, demostramos que efectivamente

cuando damos la vuelta a la suma siempre la suma por columnas va a ser la misma. Esta

demostracion es muy sencilla ya que:

a, =al+d[Qn—1)

. =al+d[Qm—l) :>an+am=2a1+2d(n+m—2)

a, =al+dEﬂp—l)

+a, =2a,+2d(p+q-2
o =a+afg-1)] "% o202 pra-2)
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Como n +m = p + g, esos dos valores coinciden.
Tras unos ejercicios sobre estos contenidos, continuamos trabajando con las progresiones
geométricas. Comenzamos en los dos grupos obteniendo de forma razonada el término

general en funcion del primer y de la razon a, =a, ["*. Como en el caso anterior, a

continuacion explicamos como se suman los n primeros términos de una progresion
geométrica. Mientras que en el grupo control nos centramos en proporcionar las formulas
que se utilizan tanto en el caso finito como en el infinito, en el grupo experimental
deducimos las formulas que se emplean de una forma razonada. Para el caso finito, se
observa facilmente que si la suma la multiplicamos por la razén r, el primer término se
convierte en el segundo, el segundo en el tercero, y asi sucesivamente. Restando las dos
expresion ya nos queda el resultado en funcion del primer término, la razén y el nimero de

términos que queramos sumar.

S = G T F o TG a-rla a -r"a
- r ES” = _a2 - ... _an -7 |]Zn = S” =1 n o — 1 1
— 1-r 1-r
(1— r) S = a+ -rla,

Con ejemplos en donde la razon era 2 o 3 vimos que esta expresion daba un nimero muy
elevado cuando sumabamos un niamero de términos grande. Planteamos la cuestion de por
qué esto era asi y facilmente dedujeron los alumnos que el causante de este hecho era que el
término #" se hacia muy grande cuando haciamos crecer n. En este punto planteamos si esto
iba a ser siempre asi. Las respuestas fueron variadas. Algunos alumnos que contestaron que
si, otros dijeron que no cuando la razon fuera 1 o 0, otros tenian dudas de que si esto pasaria
cuando la razdn fuera negativa y, los mas acertados, después de un pequefio debate, se dieron
cuenta de que esto no pasaria cuando —1<7 <1. En estos casos, vimos con varios ejemplos

geométricos, con numeros periddicos y con sumas que realizamos con ayuda de una hoja de
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calculo que se podian calcular sumas de infinitos términos, obteniendo razonadamente la

formula S = &
1-r

El tiempo que nos llevo la obtencion de estas formulas de forma razonada los
compensamos en el grupo control con la realizacion de mas ejercicios practicos sobre estos
contenidos, en los que pretendimos centrarnos en las utilidades practicas de las sucesiones en
las Matematicas y en la vida cotidiana.

La siguiente unidad didactica, Lenguaje algebraico, la iniciamos en los dos grupos con
un repaso de contenidos y procedimientos tratados en el curso anterior como son
traducciones sencillas al lenguaje algebraico, concepto de polinomio (grado y valor
numérico) y suma, resta y multiplicacion de polinomios. A continuacion, explicariamos en
los dos grupos la division de polinomios, tanto el método manual, como la regla de Ruffini.
No creimos adecuado dar una justificacion de esta regla ya que creemos que es de un nivel
no alcanzable por la mayoria de los alumnos. Tras realizar varias divisiones por los dos
métodos, continuamos recordando las identidades notables. En el grupo control las

deducimos algebraicamente mediante una simple multiplicacion de polinomios.

Cuadrado de una suma: ab + b’

a - b

x a - b

Cuadrado de una diferencia: - ab + b
a’ - ab

a® - 2ab + b?
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x a - b

Suma por diferencia: - ab - b
a> + ab

a2 _ b2

En el grupo experimental, ademds de algebraicamente, las justificamos geométricamente.
Para ver este método podemos consultar el ejemplo 2 del punto 6.1.12 en donde se muestra
la demostracion geométrica del cuadrado de una suma. A continuaciéon indicamos como, de
una manera totalmente analoga, se puede demostrar de forma geométrica la identidad notable
del cuadrado de una diferencia.

Construimos un cuadrado de lado a en el que se indican en dos de sus lados contiguos
una medida b, con b < a. Indicamos también las areas de los cuatro rectdngulos que se

forman.

Figura 11. Demostracion de la identidad notable del cuadrado de una diferencia.

Como las areas deben coincidir:

a*=(a-b) +b*+2b(a-b) = a* -b* —2ba+2b* =(a-b)’ = a* +b* -2ab=(a-b)’
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En los dos grupos realizamos ejercicios de desarrollo de expresiones algebraicas y
simplificacion de fracciones algebraicas utilizando las identidades notables. Ademas, en los
dos grupos, propusimos ejercicios numéricos como los siguientes para que los alumnos
aplicaran estos contenidos algebraicos con nimeros concretos:

Utiliza las identidades notables para calcular:

2012% -1

a
) 2013

b) 2012° -2010[2014

&) V11+472 +411-472

Terminamos repasando como se saca factor comun de expresiones algebraicas y
utilizamos estos procedimientos para simplificar fracciones algebraicas. En el grupo
experimental afiadimos un ejercicio consistente en realizar pequefias pruebas utilizando el
Algebra como por ejemplo que el producto de dos niimeros impares siempre es un nimero
impar o que la suma de tres nimeros consecutivos es siempre un multiplo de 3, y un ejercicio
de matemagia que debian justificar algebraicamente similar al que exponemos en el punto
1.8.1.

En la siguiente unidad didéctica, Ecuaciones, la iniciamos en los dos grupos repasando
como se resuelven ecuaciones de primer grado, analizando cémo se quitaban correctamente
paréntesis y denominadores. Tras hacer ejercicios de resolucion de este tipo de ecuaciones
pasamos a resolver problemas relacionados con situaciones cotidianas que se resolvian
planteando y resolviendo ecuaciones de primer grado. A continuacion repasamos cOmo se
solucionan los distintos tipos (completas e incompletas) de ecuaciones de segundo grado.
Mientras que en el grupo control nos cefiimos a explicar como se utiliza la féormula de

resolucion en las ecuaciones de segundo grado completas, en el grupo experimental
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mostramos a los alumnos como se deduce esta formula, cuestion esta adecuada en nuestra
opinidn, ya que se utilizan técnicas vistas en la unidad didéctica anterior. Su demostracion
esta detallada en el ejemplo 2 del punto 6.1.1 del anexo.

El procedimiento era complicado que se le ocurriera a un alumno por si mismo, por lo
que propusimos que investigaran la cuestion y que alguien la explicara posteriormente en
clase. Pudimos comprobar que varios alumnos encontraron la forma de hacerlo y, lo mas
importante, comprendieron el procedimiento.

También en el grupo experimental deducimos para la ecuacion de segundo grado las

conocidas como formulas de Cardano—Vieta. Estas formulas dicen que si una ecuacion de

segundo grado ax’+bx+c=0 tiene dos soluciones x, y x, entonces se verifica que

c b . . .
x &, = " yque x, +x, = - La demostracion de este hecho es facil ya que basta con partir

de las soluciones dadas por la férmula y operar algebraicamente:

[ =b+b* —4ac | [ -b—-~b*—dac | _b*-b’+4dac _c
x &, = = - ==
2a 2a 4a a
Loy = —b+~/b* —4ac N —b—~b* —4ac _-2b __b
b 2a 2a 2a a

Utilizando estas formulas en grupo experimental resolvimos algunas ecuaciones de

segundo grado con a=1. Asi, por ejemplo, si quisiéramos resolver la ecuacion

x*—5x+6=0 mediante estas formulas lo Unico que habria que pensar es buscar dos
numeros cuyo producto sea 6 y su suma sea 5. Claramente, estos numeros son 2 y 3.

Tras hacer en los dos grupos ejercicios consistentes en resolver ecuaciones de segundo
grado de distintos niveles (incompletas, completas, con identidades notables, con producto
de polinomios y con denominadores) y resolver algunos problemas sencillos relacionados
con ambitos reales en los que hay que emplear ecuaciones de segundo grado, terminamos la
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unidad didactica ensefiando a los alumnos a resolver otros tipos de ecuaciones sencillas
como pueden ser ecuaciones factorizadas igualadas a cero, ecuaciones bicuadradas o
ecuaciones sencillas con raices cuadradas, justificando los pasos que hacemos en cada caso.
La ultima unidad didactica del bloque de Algebra fue Sistema de ecuaciones lineales. En
ella se repasaron basicamente los contenidos y procedimientos que se trabajaron en el curso
anterior que son fundamentalmente resolver sistemas de ecuaciones lineales de dos
incognitas por los métodos de sustitucion, igualacion y reduccion, y resolver problemas
relacionados con las Matematicas y situaciones cotidianas que se solucionen planteando y
resolviendo un sistema de ecuaciones lineales. La diferencia con el curso anterior consistio
en que los sistemas que resolvimos eran mas complicados, con paréntesis, denominadores y
con solucion fraccionaria, y que la dificultad en el planteamiento de algunos problemas era
algo mayor que la que tenian los problemas del curso anterior. En esta unidad didactica se
utilizé la misma metodologia en los dos grupos, salvo cuando se trataron los sistemas sin
soluciéon y con infinitas soluciones, en donde el rigor con la nomenclatura en el grupo

experimental fue mayor que en el grupo control.

Bloque de Analisis

En la primera unidad de este bloque, Funciones y gradficas, la metodologia que usamos en
las dos clases fue la misma, ya que en los contenidos que se trabajan en esta unidad son
basicamente aquellos que sirven para describir funciones y no se prestan a demostraciones,
ni a argumentaciones complejas. Se trabajaron aspectos como el concepto de funcidn,
dominio, intervalos de decrecimiento y crecimiento, maximos y minimos (absolutos y

relativos), periodicidad y continuidad. Todos estos contenidos se trabajaron a partir de una
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grafica dada. También se estudiaron casos aplicados a situaciones reales en donde el alumno,
a partir de unos datos, debia esbozar una grafica que represente la situacion citada.

También utilizamos una metodologia parecida en los dos grupos en la siguiente unidad
didactica, Funciones lineales y cuadraticas. En esta unidad representamos graficamente este
tipo de funciones, analizando las caracteristicas propias de dichas funciones, y resolvimos
problemas aplicados a situaciones reales en los que intervenian este tipo de funciones. Con
ayuda del programa Geogebra y de la pizarra digital nos ayudamos para representarlas
graficamente y ver sus caracteristicas.

A nivel de demostraciones, lo inico con lo que trabajamos en el grupo experimental fue

la demostracion de que el vértice de una pardbola y =ax” +bx+c se encuentra en el punto

. b :
de abscisa x = P analizando solo el caso en que a > 0.
a

Lo primero que hicimos es ver como afecta el coeficiente a en una parabola. Para ello

representamos las parabolas y=0,5x> (verde), y=x’(negra), y=2x"(azul) e

y =3x*(roja). Todas estas parabolas tienen su vértice en el punto (0,0).

Gréfico 6. Determinacion del vértice de una parabola I.
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A continuacion, observamos las traslaciones verticales que se producen cuando a una

parabola le sumamos o restamos una constante. En el grafico 5 vemos las pardbolas

y=x"(negra), y =x"+2 (verde) e y =x" —1(roja).

Gréfico 7. Determinacion del vértice de una parabola II.

Se puede observar que en las parabolas y =ax” +c¢ sigue estando el vértice en un punto

cuya abscisa es x = 0.

A continuacion, vimos como se producian traslaciones horizontales al sustituir la variable

x por x*+h. En el grafico 6 comparamos la grafica de y =x (negra) con las graficas de

y=(x+2)2 (verde) que se desplaza 2 unidades a la izquierda y con la grafica de

y= (x - 1)2 (roja) que se desplaza 1 unidad a la derecha.
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Grafico 8. Determinacion del vértice de una parabola III.

Facilmente se observa que la abscisa del vértice en estos casos se desplaza igual que la

parabola. Por lo tanto, cualquier pardbola se puede expresar mediante traslaciones
. . 2 . ,
horizontales y verticales como y =a(x—h) +c, en cuyo caso la abscisa estd en x = h.

Desarrollando esta expresion e igualando coeficientes con la expresion general obtenemos la

conocida formula de la abscisa del vértice de una parabola.

y=a(x—h)2 +c=> y=ax’ +ah’ —2ahx+c= ax’ —2ahx+ah’> +c =0

b=—2ah:h=_—b
2a

Estos procedimientos no fueron vistos en el grupo control.

A parte de esta demostracion, en el grupo experimental propusimos a los alumnos que
resolvieran un problema de argumentacion algo mas compleja como es el conocido como la
“paradoja del cuadrado perdido”.

Si observamos las dos figuras siguientes, los dos triangulos rectangulos tienen la
misma base (13 cuadrados) y la misma altura (5 cuadrados), y ademas estan formados

por las mismas piezas. ;Como es posible que sobre un cuadrado en el segundo?
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Figuras 12 y 13. Paradoja del cuadrado perdido.

La solucion a este problema se basa en que en realidad las figuras no son tridngulos ya
que si calculamos las pendientes de las piezas que forman la supuesta hipotenusa del
triangulo (roja y azul), aspecto este estudiado en esta unidad didactica, vemos que obtenemos

valores distintos y que por tanto los tres puntos de ese lado no estan alineados.

=0,375 m =

pieza azul = O’ 4

m =

pieza roja

oo | W
(VRS

Este problema los resolvieron sin ayuda dos alumnos y con ayuda del profesor se dieron
cuenta de la ilusion Optica practicamente todos los alumnos.

En el grupo control sustituimos estas dos actividades por una sesion en el aula de
informatica en donde los alumnos se iniciaron en la practica del manejo del Geogebra con
una actividad en donde representaron funciones lineales y cuadraticas y obtuvieron puntos de
corte entre ellas.

Bloque de Geometria

El curso 2011/2012 tuvo en la Comunidad de Madrid unas circunstancias especiales,
sobre todo en su inicio de curso. Debido a los recortes presupuestarios que se produjeron en
la Educacion Publica por parte del gobierno regional, los sindicatos del sector convocaron en

el primer trimestre nueve dias de huelga. Esto unido a otras circunstancias mas habituales
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como asistencia por parte del alumnado y del profesor a actividades extraescolares o
realizacion de las pruebas de diagnostico que establece el gobierno regional hizo que la
temporalizacion de la programacién no pudiera cumplirse. En una reunion de departamento,
los dos profesores que impartiamos 3° ESO acordamos, ajustandonos a argumentos
didacticos, suprimir de la programacion la unidad didactica 11 Movimientos en el plano y
reducir algunos contenidos de la unidad didactica 12 Figuras en el espacio.

En la unidad didéactica 10, Problemas métricos en el plano, comenzamos en los dos
grupos repasando contenidos con los que trabajaron en el curso anterior como son angulos en
diferentes figuras, las figuras semejantes, los criterios de semejanza en triangulos y el
teorema de Tales y sus aplicaciones en problemas de la vida cotidiana. En los dos grupos
utilizamos el programa Geogebra para apoyar las explicaciones y solicitamos a los alumnos
que realizaran la demostracion de que la suma de los angulos interiores de un triangulo

suman 180° (puede consultarse en el ejemplo 1 del punto 6.1.12) y que la aplicaran para

demostrar que en un poligono convexo de n lados los dngulos interiores suman (n - 2) a80°.

En los dos grupos bastantes alumnos trajeron hecha la demostracion, una vez consultada por
sus propios medios, y la comprendieron, aspecto este no sorprendente ya que se trata de una
demostracion facilmente comprensible desde un punto de vista visual.

En el grupo experimental demostramos que las tres mediatrices de un tridngulo se cortan
en un punto (circuncentro) que equidista de los tres vértices. Este hecho lo vimos con ayuda
del Geogebra. Construimos un tridngulo y trazamos la mediatriz a uno de sus lados.
Moviendo un punto a lo largo de la mediatriz comprobamos que siempre se encontraba a la
misma distancia de los dos vértices del tridngulo del lado sobre el que trazamos la mediatriz,
razonando por qué esto era asi. A continuacion trazamos otra mediatriz y vimos que,

logicamente, el punto donde se cortaban estaba a la misma distancia de los tres vértices y
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ademas analizamos por qué la tercera mediatriz necesariamente tenia que pasar por ese

punto.

Figura 14. Demostracion de que las tres mediatrices de un triangulo se cortan en un

punto.

También demostramos que las tres bisectrices de un tridngulo se cortan en un punto
(incentro) que equidista de los tres lados. Trabajamos esta afirmacion de un modo totalmente
analogo al anterior. Esta demostracion y la anterior no la trabajamos en el grupo control.

En el grupo experimental realizamos una demostracion del teorema de Tales aplicado a
triangulos que estan en posicion de Tales.

Si dos triangulos estan en posicion de Tales entonces son semejantes y sus lados son
por tanto proporcionales.
Lo que demostramos en clase es que en dos tridangulos como los de la figura 15

AB AD
osicion de Tales) se cumplira que — =——.
(p ) plird que — = =——
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Como los segmentos BD y CE son paralelos, por estar los tridngulos en posicion de
Tales, los triangulos CEB y CED tendran la misma area, ya que tienen la misma base y la

misma altura. Por tanto, los triangulos ABE y ACD también tendran la misma area entre si.

Figura 15. Demostracion del teorema de Tales.

Como Area (ABE) = Area (ACD), entonces ABth _ Al)2D12 :

Como Area (CEB) = Area (CED), entonces BC = DEzﬂzz .

Dividiendo las dos expresiones obtenemos que A8 _ Q
BC DE

En grupo experimental propusimos algiin problema basado en la semejanza de triangulos
con una argumentacion algo mas compleja, como por ejemplo el siguiente:
Si Py Q son los puntos medio del los lados del cuadrado de la figura cuyo perimetro

es de 4 cm, calcular el area del rectangulo sombreado.

P

o
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Figura 16. Problema de semejanza.

La solucion de este problema se basa en restar al drea de cuadrado el area de los cuatro
triangulos rectangulos que se forman que son iguales dos a dos. Como estos triangulos

tienen los mismos angulos son semejantes con razén de semejanza r. Resulta facil

. , 1 ,
observar que cada triangulo rectangulo “grande” es 2 del cuadrado, con lo que el area

: 1 . .
comprendida entre los dos es de 5 Para calcular el area comprendida entre los dos

calculemos la razéon de semejanza entre los triangulos. Como la hipotenusa del

1Y 5

2
. 1
triangulo rectangulo “grande” es ,|1° +(Ej = y la del “pequeiio” es > la razén

. . 1 . s , N
de semejanza sera r =—=. Luego, el area de los dos tridngulos rectangulos pequefios

J5

2
sera %Eﬁ%j =i0. Como el area del cuadrado es de 1 cm?, el 4rea del rectangulo

12
-—=—cm".
10 5

N |~

pedido sera de 1-—

A continuacidn, recordamos el teorema de Pitagoras y sus aplicaciones para calcular

longitudes y areas. La tinica diferencia con los contenidos del afio pasado es que en este afo

pedimos a los alumnos aplicaciones algo mas complicadas como puede ser calcular el area

de un tridngulo escaleno conociendo sus tres lados. En los dos grupos propusimos que los

alumnos buscaran y explicaran en clase demostraciones distintas que encontraran del

teorema de Pitagoras. En el grupo experimental expusieron siete distintas, mientras que en el

grupo control expusieron Unicamente dos. La que mas se repitié fue la que indicamos en el
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ejemplo 3 del punto 6.1.12. También en los dos grupos propusimos el siguiente problema
para aplicar el teorema de Pitagoras:
Una persona que mide 1,70 m esta de pie en la playa y observa en el horizonte un
barco. Si sabes que el radio de la Tierra mide aproximadamente 6370 Km, ;a qué

distancia aproximada esta el barco?

- _h_& —

A4

Imagen 8. Dibujo de una persona en la playa observando un barco en el horizonte.

Si R es el radio de la Tierra, 4 la altura de la persona y d la distancia al barco, por el

teorema de Pitagoras sabemos que d = (R + h)2 -R> =4,65Km

Al igual que sucedid con el teorema de Tales, en el grupo experimental también
propusimos algun problema con una argumentacion algo mas compleja en la que hubiera que
aplicar el teorema de Pitagoras. El siguiente es un ejemplo:

Si el drea del cuadrado ABCD de la figura es de 50 cm’ y sabemos que BE = I cm,

calcular el area del cuadrado interior EFGH.

D c

Figura 17. Problema para aplicar el teorema de Pitigoras.
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El lado del cuadrado ABCD mide /50 =542 cm. A continuacion, aplicando el

teorema de Pitdgoras obtenemos que el cateto £C del triangulo rectangulo BCE tiene

2
una longitud de EC = (5 B/E) -1 =4J50-1=7cm. Como los cuatro tridngulos
rectangulos interiores al cuadrado son iguales, el area del cuadrado interior EFGH sera
50—4[]2—D] =50-14 =36 cm’.

Terminamos esta unidad didactica explicando de la misma manera en los dos grupos
como se calculan longitudes y areas de otras figuras como arcos y sectores circulares,
coronas circulares, elipses o segmentos de parabola. Siempre de una manera argumentada y
no exponiendo una simple formula.

De la unidad didactica 12, Figuras en el espacio, simplemente repasamos de igual
manera en los dos grupos contenidos basicos de cuerpos en el espacio: poliedros regulares y
volumenes de prismas, pirdmides, cilindros, conos, troncos de cono, esferas y cuerpos
compuestos. Realizamos problemas de aplicacion en situaciones cotidianas y algunos en los
que habia que aplicar el teorema de Pitagoras o el de Tales. La tnica diferencia es que en el
grupo experimental deducimos la férmula del volumen de la esfera a través del volumen del
cilindro y del cono.

La idea, propia de Arquimedes, consistia en considerar una semiesfera de radio R, un
cono recto de radio y altura R y un cilindro recto de radio y altura R. Si cortamos los tres
cuerpos por un plano paralelo a la base a una distancia d de la parte superior de las tres

figuras nos quedara:
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Figura 18. Relacion entre los volimenes de la esfera, el cono y el cilindro.

Nota. Fuente: http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/old/08sabormat/experimentgeometria/lamejor.htm

e En el cilindro, una circunferencia de radio R.

* En la esfera, una circunferencia cuyo radio es » =+ R* —d”, el cual se deduce
inmediatamente por el teorema de Pitagoras.
e En el cono recto, una circunferencia de radio d.
Como podemos comprobar, para cada plano se puede observar que la seccion cilindro es

igual a la suma de las secciones de la esfera y el cono, con lo que:

cilindro = V;emies/era + I/Cnno
I/Semiesfera = Vz’ilindro - Vcona
3 3
TTR° _27R
— 3 —
V;emies/em - ”R - 3 - 3
_ 4R’
I/esfem - 3

Bloque de Estadistica

En la unidad didactica 13, Estadistica descriptiva, comenzamos repasando algunos
contenido que los alumnos trabajaron el curso anterior, como son los conceptos de poblacion
y muestra, los tipos de variables estadisticas (cuantitativas discretas, cuantitativas continuas
y cualitativas), los principales gréaficos estadisticos que se utilizan (diagramas de barras,

histogramas de frecuencias, diagramas de sectores, etc.) y algunos parametros estadisticos de
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centralizacion (media, mediana y moda) y de dispersion (recorrido y desviacion media).
Como novedad, este curso afiadimos el céalculo de los pardmetros de dispersion varianza,
desviacion tipica y el coeficiente de variacion. Es en este punto donde diferenciamos la
metodologia de los dos grupos. En el grupo control simplemente explicamos las dos formas
de calcular la varianza, comprobando su equivalencia en varios ejemplos, tanto con datos
aislados como tabulados. En el grupo experimental, ademas de lo anterior, demostramos que

ambas formas de calcular la varianza son equivalentes, es decir, probamos que

N
—_\2 _ . . .,
d(x-x) = (—foj -x’. Obviamente, para realizar esta demostracion, no

utilizamos una notacidon excesivamente rigurosa ya que se corria el riesgo que el alumno no
entendiera una demostracion matemadaticamente facil de realizar. La demostracion consiste
basicamente en desarrollar la expresion inicial mediante la igualdad notable del cuadrado de

una diferencia para llegar a la expresion pedida.

o> :iﬁ(x[ _E)Z :i(ixﬁ +)—C2 _2xifJ :iixﬁ +iﬁf2 _iibci)_c =
N N N N = N3

i=1 i=1 i=1
Lo (x)+x -2 =L 3 () -7
N NFY
Cuando expusimos esta demostracion en clase, la principal dificultad fue el lenguaje que
se utiliza. Con nimeros concretos, hicimos la misma demostracion y practicamente la
totalidad de la clase observd que en efecto la igualdad era cierta. Cuando pasamos de los
numeros concretos al caso general algo menos de la mitad de clase comprendi6 la
demostracion. Esta claro que los alumnos no estan ain acostumbrados a manejarse con este
tipo de notaciones.
En la ultima unidad didactica del curso, Azar y probabilidad, simplemente realizamos
una primera aproximacion al Célculo de Probabilidades de sucesos aleatorios sencillos.

Comenzamos definiendo conceptos basicos de esta rama de las Matematicas como pueden
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ser experimento aleatorio, espacio muestral o los tipos de sucesos, para, posteriormente,
calcular probabilidades de sucesos aleatorios utilizando la regla de Laplace. En esta unidad
didactica, al no presentar demostraciones que se puedan adaptar al nivel de los alumnos, no
diferenciaremos entre las metodologias de los dos grupos. Lo tUnico que realizamos
relacionado con las demostraciones fue comprobar experimentalmente que las frecuencias
relativas de un suceso de un experimento aleatorio tienden a estabilizarse en torno a un valor.
Lo hicimos en los dos grupos con el experimento de lanzar una moneda 100 veces y
comprobamos que para todos los alumnos de la clase el numero de caras que salieron se

encontraban en cierto equilibrio con el nimero de cruces.
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2.7. Analisis estadistico a realizar

2.7.1. Analisis descriptivo

La Estadistica Descriptiva se encarga, como su nombre indica, de describir o presentar
las caracteristicas principales de los datos con los que se trabaja en un estudio utilizando para
ello instrumentos como tablas, graficos o parametros estadisticos.

En concreto, en nuestra investigacion, el estudio descriptivo de los datos que obtuvimos
lo desarrollamos en el punto 3.1. Los instrumentos que hemos utilizado han sido:

1. Tablas estadisticas. Las tablas que hemos utilizado han sido bésicamente
disefiadas para exponer los datos obtenidos de una forma clara y concisa. En ella
practicamente no hemos realizado calculos estadisticos, salvo la exposicion en la
parte inferior de las tablas de los valores medios de las variables.

2. Graficos estadisticos. Son unos instrumentos muy utilizados en la Estadistica ya
que de una manera rapida y atractiva se pueden presentar los datos y
compararlos. En Estadistica hay una gran cantidad de graficos estadisticos.
Nosotros hemos utilizado:

2.1. Diagrama de barras. Los hemos utilizado para comparar los resultados de
los grupos experimental y control en los distintos problemas propuestos.

2.2. Diagrama de sectores. Hemos realizados este tipo de grafico para los
grupos experimental y control para describir los resultados obtenidos en las
pruebas de problemas, las asignaturas y la prueba CDI y analizar los

subgrupos predominantes en cada caso y su evolucion a lo largo del curso.
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2.3.

24.

Grafico de lineas. Han sido utilizados para analizar en los grupos
experimental y control la evolucion en los resultados de variables como los
resultados en las pruebas de problemas, en la dificultad asignada a estas
pruebas y en las calificaciones en las asignaturas de Matematicas y Lengua
y Literatura.

Nube de puntos y recta de regresion lineal. Los hemos utilizado para
analizar el grado de relacion entre los resultados obtenidos por los grupos
experimental y control en las calificaciones de las asignaturas de
Matematicas y Lengua y Literatura con los resultados obtenidos en dichas

materias en la prueba CDI.

3. Parametros estadisticos. Son valores que describen la poblacion. En nuestra

investigacion hemos utilizado:

3.1.

3.2.

3.3.

Media aritmética. Es el parametro de centralizacion mas utilizado. Se ha
calculado para los grupos experimental y control para todos los resultados
cuantitativos obtenidos con el fin de comparar los resultados y utilizar con
posterioridad esos datos en los andlisis de la varianza realizados.

Varianza y desviacién tipica. La varianza y la desviacion tipica son los
parametros de dispersion mas utilizados. Los hemos calculado para los
grupos experimental y control para todos los resultados cuantitativos con el
fin de analizar la dispersion de los datos, comparando los resultados de
ambos grupos, y para utilizar dichos datos en los posteriores andlisis de
varianza.

Coeficiente de correlacion y de determinacion. Como dijimos con

anterioridad, realizamos un estudio de regresion lineal en los grupos
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experimental y control para analizar en qué medida estaban relacionadas
las calificaciones de Matematicas y de Lengua y Literatura con las
calificaciones obtenidas en dichas materias en la prueba CDI, calculando

para ello estos coeficientes.

2.7.2. Analisis inferencial

La Estadistica Inferencial comprende los métodos y procedimientos que permiten, por
medio de la induccion, determinar propiedades de la poblacion estudiada a partir de los datos
que proporciona una muestra de la misma, mostrando los limites y la posibilidad de
generalizacion de los resultados en funcion de las condiciones empleadas en la seleccion de
los individuos de la muestra. Esta generalizacion se basa en la teoria de las probabilidades y
es por ello que también se le denomina Estadistica Matematica.

Para que los resultados proporcionados sean aceptables deben:

a) Basarse en una técnica estadistica adecuada al problema y suficientemente
adecuada al contexto de la investigacion.

b) Utilizar una muestra que sea representativa de la poblacion. Para ello influyen
principalmente tres factores, el modo de seleccion de los individuos de la
muestra (aleatorio), la técnica estadistica y el error muestral.

En nuestra investigacion el proceso que repetimos fue analizar si existian diferencias
significativas entre las medias de los datos del grupo control y del experimental en torno a
ciertas variables. Para ello utilizamos la técnica denominada analisis de la varianza (de un

factor) o abreviadamente conocida como ANOVA (Analysis of Variance). En nuestro caso,
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la variable “grupos” se consider6 como variable independiente o factor y la variable
cuantitativa que utilizamos en cada caso fue considerada como variable dependiente.

La hipotesis nula que contrastamos con el procedimiento del anélisis de la varianza fue
que las medias de las poblaciones eran iguales para la variable dependiente utilizada en cada
caso. Esto lo conseguimos mediante un estadistico llamado F que refleja el grado similitud
de las varianzas. Cuando las medias poblacionales sean iguales, las medias muestrales seran
similares, con pequenas diferencias que se le pueden atribuir al azar. En la medida en que las
medias sean mas diferentes entre si, este valor de /' ira aumentando.

Si suponemos que la poblacion de partida se distribuye de una forma normal con igual
varianza en cada muestra, el estadistico F' se distribuye segun el modelo de probabilidad F de
(Fisher) Snedecor. En nuestros casos, el numerador siempre tiene un grado de libertad y el
denominador tiene el nimero de observaciones totales menos un grado de libertad.

Como se trabaja habitualmente en Estadistica, se rechazara la hipotesis nula de igualdad
de medias cuando el nivel critico asociado al estadistico resulte menor que 0,05. En caso
contrario, no se rechazara la hipotesis de igualdad de medias.

Este estadistico lo calculamos utilizando las tablas del analisis de la varianza.

Tabla 10. Tabla tipo del analisis de la varianza.

Fuente de Grados de Suma de . L.
variacion libertad cuadrados Media cuadratica  Valor de F pCF)
MC
Grupo J - 1 SCentr‘e M Centre = SCPW@ - T‘Sabl(ai F de
(entre grupos) J-1 MC,,., nedecor
i SC.
ReSIdualeS N— J SCl‘mm MC = intra

(intra grupos) e N = J

Nota. Fuente: GIL, J.A. (2004). Bases metodologicas de la investigacion educativa. Madrid: Uned. (p. 380)
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En nuestro caso, al haber dos grupos, J = 2, mientras que N fue el nimero total de
alumnos de los que teniamos los datos en cada momento. La suma de cuadrados entre grupos
(SC..ve) fue la desviacion de la media de las puntuaciones en cada grupo respecto a la media
total, lo que equivale a la varianza de la media de los grupos, tratadas estas como datos
individuales. La suma de cuadrados intra grupos (SC,.,) fue la desviacion de las
puntuaciones en cada grupo respecto a la media del propio grupo.

Segun Gil (2004), para aplicar este analisis nos debemos apoyar tres supuestos:
independencia de las observaciones, igualdad de varianzas (homocedasticidad) y normalidad.

Para llevar a cabo el andlisis de la varianza de nuestros datos utilizamos el programa
estadistico R, considerado generalmente como uno de los més flexibles y potentes en el
mundo de la Estadistica y que tiene la ventaja adicional de ser de software libre, es decir, es
gratuita su descarga y utilizacion. Este programa se encuentra disponible en la direccion
http://www.r-project.org y tiene la desventaja inicial de que se maneja mediante
instrucciones, lo que supone una dificultad para las personas que no estén acostumbradas a
trabajar de este modo. Sin embargo, este inconveniente tiene facil solucion ya que instalando
(también gratuitamente) el paquete R-Commander se puede manejar el programa mediante

una barra de ments, sin la necesidad de tener que conocer el lenguaje de instrucciones.

74 R Commander (= | G o)
Fichero Edtar Datos Estadistcos Graficas Modelos Disrbuciones _Herramientas _ Ayuda

|@® Conjunto de datos:| | <tio hay conjunto de datos activo>| [ Editar conjunto de datos [ Visualizar conjunto de datos]  Modelo: | = <No hay modelo activo>

Ventana de instrucciones

Ventana de resultados 4 Eiecutar

Imagen 9. Ventana del programa R- Commander.
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3. RESULTADOS

3.1. Analisis descriptivo de los datos

3.1.1. Caracterizacion de l1a muestra

Para nuestra investigacion, realizada en el curso académico 2011/2012, elegimos dos
grupos del nivel de 3° ESO del instituto publico IES Rafael Alberti de Coslada, en concreto
los grupos B y C. Aleatoriamente decidimos que el grupo B fuera el denominado grupo
control, mientras que el C fuera el grupo experimental.

Debido a la proteccion de datos de caracter personal, de ahora en adelante, cuando
presentemos los resultados individualizados de los alumnos de estos grupos, denotaremos a
los del grupo control como C1, C2, C3, etc. y a los alumnos del grupo experimental como
El, E2, E3, etc.

Los datos iniciales fundamentales del grupo control los podemos resumir en la tabla 11:
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Tabla 11. Datos iniciales del grupo control.

Aumiosew femde B i, e
curso 2010/11

Cl1 Hombre 14/10/1996 5738 6 0,85
C2 Hombre 14/01/1997 5646 4 0,65
C3 Hombre 14/01/1997 5646 7 1,8
C4 Mujer 21/11/1995 6066 6 1,25
C5 Mujer 05/01/1996 6021 6 0,5
Cé6 Mujer 01/11/1997 5355 8 3,25
Cc7 Hombre 11/02/1996 5984 3 5
C8 Mujer 17/09/1996 5765 4 3,9
Cc9 Mujer 27/12/1997 5299 9 2,6
C10 Hombre 04/09/1997 5413 5 2,55
Cc11 Hombre 16/04/1997 5554 5 0,5
C12 Hombre 08/12/1997 5318 6 5,05
C13 Mujer 19/11/1997 5337 10 5,25
C14 Mujer 08/09/1997 5409 5 0,65
C15 Hombre 26/06/1997 5483 5 4
C1e6 Mujer 03/06/1997 5506 2 1,15
Cc17 Mujer 03/01/1997 5657 5 3,25
C18 Hombre 28/06/1997 5481 5 0,5
C19 Mujer 01/06/1997 5508 8 4,15
C20 Mujer 16/03/1996 5950 3 5,4
Cc21 Hombre 22/07/1997 5457 2 3,35

Media 5600 5,43 2,65

Los datos iniciales fundamentales del grupo experimental los podemos resumir en la

tabla 12:
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Tabla 12. Datos iniciales del grupo experimental.

Ao seo fende B i Pl
curso 2010/11

E1l Mujer 10/01/1996 6016 2 3,15
E2 Hombre 23/02/1997 5606 5 2,6
E3 Hombre 23/10/1997 5364 10 4,65
E 4 Hombre 28/12/1997 5298 9
ES Mujer 31/07/1997 5448 10 7,3
Eo6 Mujer 13/02/1995 6347 1 1,9
E7 Mujer 06/05/1997 5534 9
ES8 Hombre 01/08/1997 5447 8 2,9
E9 Mujer 06/05/1997 5534 8 3,95
E 10 Hombre 11/07/1997 5468 6 1,9
E11 Hombre 07/10/1997 5380 7 3,55
E 12 Hombre 09/04/1996 5926 4 1,25
E 13 Hombre 05/04/1997 5565 5 0,35
E 14 Hombre 29/05/1996 5876 2 0,25
E 15 Mujer 04/03/1997 5597 5 3,65
E 16 Mujer 05/03/1996 5961 2 4,35
E 17 Mujer 21/07/1997 5458 8 4,3
E 18 Mujer 03/11/1997 5353 5 1
E19 Mujer 15/10/1996 5737 1 0,65
E 20 Hombre 11/12/1996 5680 6 1,9
E 21 Hombre 17/01/1996 6009 5 1,15

Media 5648 5,62 2,671

Se puede observar que ambos grupos estaban equilibrados en el nimero de alumnos por

clase (21 alumnos en los dos casos), su distribucion por sexos (ver graficos 9 y 10) y también

por edad, ya que el alumno medio del grupo control habria nacido el 1 de marzo de 1997,

mientras que en el grupo experimental habria nacido el 12 de enero de 1997. En cuanto a

alumnos que habian repetido algun curso también existia cierto equilibrio ya que en el grupo

control eran seis alumnos, mientras que el grupo experimental eran ocho.
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Distribucion por sexo en el grupo control Distribucion por sexo en el grupo experimental

Graficos 9 y 10. Diagramas de sectores de la distribucion por sexos de los grupos de

trabajo.

En cuanto a la nota que obtuvieron los alumnos en Matemadticas en el curso anterior,
debemos tener en cuenta inicialmente que para los alumnos que se examinaron en la
convocatoria extraordinaria de septiembre hemos considerado la mejor de la calificaciones
entre las obtenidas en junio y septiembre. Se podia observar una minima diferencia de 0,19
puntos a favor del grupo experimental. Sin embargo, si que podiamos observar una cierta
diferencia estructural (ver graficos 11 y 12) ya que los resultados del grupo experimental

estaban mas dispersos que los del grupo control.

Matematicas curso anterior — Grupo control Matematicas curso anterior — Grupo experimental

[0;2,5) [0;2,5)
10% [2,5;5) 24% [2,5;5)
19% [7,5;10)

33%

[7.5;10)
19%

[5;7.5)
52%

38%

Graficos 11 y 12. Diagrama de sectores de las notas del curso anterior en Matematicas.

Sobre los resultados en la evaluacion inicial, habria que decir que, aunque se podia
observar cierta disparidad en la estructura de los diagramas de sectores que hemos elaborado
(ver graficos 13 y 14) dividiendo las notas en intervalos de longitud 2,5 puntos entendimos
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que se podia partir de la hipdtesis de que los grupos eran homogéneos entre si al tener notas
medias muy similares, 2,65 puntos el grupo control frente a 2,67 puntos el grupo
experimental. No obstante, comprobaremos este hecho posteriormente con un analisis de la
varianza.

Los resultados bajos en este tipo de evaluaciones suelen ser habituales debido a la
pérdida de habitos de trabajo que suelen tener los alumnos en el periodo vacacional de

verano y es comun que no correspondan con los finales del curso.

Evaluacion O - Grupo control Evaluacion 0 - Grupo experimental

15:7.5) [0 2,5)
18% 41%

[0;2,5)
48%

= [0;2,5) =[0;2,5)

m[2,5;5) m[2,5;5)

[5;7.5) [5;7.5)

41% 12,5;5)
47%

Graficos 13 y 14. Diagrama de sectores de las notas de la evaluacion inicial.

Debido a circunstancias habituales en los centros educativos como pueden ser una
incorporacion al centro tardia, cambios de grupo o cambios de centro, hay determinados

resultados individuales que no apareceran en ciertos instantes.

3.1.2. Analisis de los resultados en el primer trimestre

En el primer trimestre, los resultados que obtuvimos fueron los de la calificacion en la
asignatura de Matematicas en el curso anterior, los de la evaluacion inicial, los de la prueba
de resolucion de problemas y la dificultad que le asignaron los alumnos y las calificaciones

del primer trimestre en las asignaturas de Matematicas y Lengua y Literatura.
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En el grupo control los resultados (no indicados anteriormente) fueron:

Tabla 13. Resultados del grupo control en el primer trimestre.

Alumno li)e:(?ll:ll:li:::s(ie Dificultad I Matematicas 1 LﬁZ:Etl:larz I
C1 2,9 3 1 3
C2 1,05 8 2 4
C3 1 4 2 5
C4 2,45 4 1 5
Cs 23 5 4 5
Co 1,9 7 5 6
Cc7 2,15 7 3 4
C8 2,15 4 5 7
(o) 6,15 5 6 7
Cc10 3,65 7 4 3
C11 0,9 7 2 5
C12 7,8 4 3 3
C13 5,35 5 7 8
Cl14 1,65 6,5 1 2
C1s 3,75 7 5 5
C16 1,75 6 1 5
Cc17 1,85 5 4 7
C18 2,25 8 1 2
Cc19 4,25 6 5 7
C20 1,5 8 3 6
Cc21 4,25 3 3 3

Media 2,9 5,69 3,24 4,86

En el grupo experimental los resultados fueron:
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Tabla 14. Resultados del grupo experimental en el primer trimestre.

Alumno li)e:f[l)l]l;i]?:s(ie Dificultad I Matematicas 1 LﬁZ:Etlilarz I
E1 0,1 2 4 5
E2 1,5 7 2 2
E3 5,9 6 9 9
E 4 8,75 4 9 9
ES5 8,75 3 9 9
E6 2,15 8,375 1 4
E7 6,25 3 9 8
E 8 4,4 6 9 8
E9 4,55 6 6 7
E 10 8,25 3 8 5
E 11 2,9 7 9 6
E 12 2 8 4 5
E 13 2 2 3 4
E 14 2,75 6 2 4
E 15 0,85 6 7 5
E 16 4,65 6 6 5
E 17 5,15 8 9 9
E 18 0,75 8 5 4
E 19 0 7 1 3
E 20 3,15 7 7 6
E 21 2,3 7 4 4
Media 3,67 5,73 5,86 5,76

En cuanto a la prueba de resolucion de problemas, lo primero que debemos hacer es
recordar que se realizo el 21 de noviembre de 2011. No se pudo hacer a principios de curso
porque nos llevd més tiempo de lo previsto su elaboracion y su correspondiente proceso de
verificacion que detallamos en el punto 2.4.3. Por tanto, estos resultados no son puramente
iniciales, como pretendimos, sino que ya se ven afectados por la distinta metodologia que
estabamos aplicando en ambos grupos.

Los resultados individualizados que obtuvieron los alumnos del grupo control en cada
problema fueron:
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Tabla 15. Resultados del grupo control en la primera prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P1.1 P12 P13 P14 P1. P 1.6 P1.7 P18 Nota
Cl1 0 0,75 0 0 0 0,5 0,9 0,75 2,9
C2 0,4 0 0 0 0 0,65 0 0 1,05
C3 0,4 0 0 0 0 0,6 0 0 1
C4 0 0,4 0 0 0 0,1 1,2 0,75 2,45
C5 0,4 0,65 0 0 0 0 0 1,25 2,3
Cceo 0,4 0 0 0 0 0,25 0 1,25 1,9
Cc7 0 0,5 0 0 0 1,25 0 0,5 2,25
C8 0,4 0 0 0 0 0,75 0 1 2,15
Cc9 0,4 1,25 1,25 1,25 0 0 1,25 0,75 6,15
C10 0,4 0,25 0 0 0 1,25 1 0,5 3.4
Cc11 0,4 0 0 0 0 0 0 0,5 0,9
C12 0,9 1,25 1,25 1,25 0 0,65 1,25 1,25 7,8
Cc13 0,6 1,25 1,25 0 0 0 1,25 1 5,35
C14 0,4 1 0 0 0 0,25 0 0 1,65
C15 0,75 1 0 0 0 1 1 0 3,75
C16 0 0 0 0 0 0,25 0,5 1 1,75
C17 0,4 0 0 0 0 1,25 0,2 0 1,85
C18 0,5 0 0 1 0 0 0 0,75 2,25
C19 0,4 1,15 0 1 0 1,2 0,5 0 4,25
C20 0 0 0 0 0 1,25 0,25 0 1,5
C21 0,9 0,75 0 0 0 1,2 0,25 1,15 4,25

Media 0,38 0,49 0,18 0,21 0 0,59 0,45 0,59 2,90

Sobre 10 3,07 3,89 1,43 1,71 0 4,72 3,64 4,72

En el grupo experimental, los resultados fueron:
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Tabla 16. Resultados del grupo experimental en la primera prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P1.1 P12 P13 P14 P15 P 1.6 P1.7 P18 Nota
E1l 0 0 0 0 0 0,1 0 0 0,1
E2 0 0 0 0 0 0 0,25 1,25 1,5
E3 0,4 0,5 0,5 1,25 0 1,25 1,25 0,75 5,9
E 4 1,25 1,25 1,25 1,25 0 1,25 1,25 1,25 8,75
ES5 1,25 1,25 1,25 1,25 0 1,25 1,25 1,25 8,75
E6 0 0,75 0 0 0 0,4 1 0 2,15
E7 1,25 1,25 0,25 0 0 1,25 1,25 1 6,25
E8 0,4 1,25 0 0 0 1,25 0,75 0,75 4,4
E9 0,4 1,25 0 0,5 0 1,25 0,4 0,75 4,55
E10 1,25 0,75 1,25 1,25 0 1,25 1,25 1,25 8,25
E11 0,4 0 0 0 0 1,25 0 1,25 2,9
E 12 0,4 0,75 0 0 0 0,1 0,75 0 2
E13 0 0 0 0 0 1 0 1 2
E 14 1,25 0,25 0 0 0 0 0 1,25 2,75
E 15 0,4 0,25 0 0 0 0 0 0,2 0,85
E 16 0,4 1,25 0 1,25 0 1,25 0 0,5 4,65
E17 0,4 1,25 0 0 0 1,25 1 1,25 5,15
E 18 0 0 0 0,1 0 0,65 0 0 0,75
E19 0 0 0 0 0 0 0 0 0,9
E 20 0,9 0,75 0 0 0 1,25 0,25 0 3,15
E 21 0 1,25 0 0 0 0,65 0,4 0 23

Media 0,49 0,67 0,21 0,33 0 0,79 0,53 0,65 3,67

Sobre 10 3,94 5,33 1,71 2,61 0 6,34 4,21 5,22

Los resultados se pueden comparar en el grafico 15.

P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18

Grupo control

W Grupo experimental

Grafico 15. Diagrama de barras de los resultados por problemas de la primera prueba.
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Facilmente se observd que, salvo en el problema 1.5, el grupo experimental obtuvo
mejores resultados que el grupo control en todos los problemas. En ambos grupos, los
problemas en los que se obtuvieron mejores resultados fueron en el 1.6 (problema de medias)
y en 1.8 (problema de conteo), mientras que los peores resultados se dieron en los dos grupos
en los problemas 1.3 (problema de razonamiento l6gico) y 1.5 (problema de propiedades de
las potencias). En términos absolutos, podemos destacar la notable diferencia entre las
puntuaciones que obtuvieron en los problemas 1.2 (1,44 puntos de diferencia en un problema
elemental de aritmética) y 1.6 (1,62 puntos de diferencia). En términos relativos, la mayor
diferencia se dio en el problema 1.4 (problema de conteo), donde el grupo experimental
obtuvo una puntuacion casi un 53% superior a la del grupo control.

En cuanto a los resultados globales de la prueba, si que pudimos observar una cierta
diferencia en los resultados ya que la nota media del grupo experimental fue 0,77 puntos
superior a la media de las notas del grupo control. Estructuralmente también hubo
diferencias. En el grupo control, los alumnos con una nota inferior a 2,5 puntos supusieron el
62% de la clase, mientras que este porcentaje se redujo al 45% en el grupo experimental.
Otra diferencia sustancial fue el porcentaje de aprobados que en el grupo control fue de un
14% mientras que en el experimental fue de un 30%.

Resolucién problemas | - Grupo control Resolucién problemas | - Grupo experimental

[7,5;10] [7,5; 10]

5,75
[5;7,5) 504 15%

9%\

[0; 2,5)

45%
[5:7,5D_\

m|0;2,5) 15% =[0;2,5)

m[2,5;5)

[5;7.5)

m[7,5;10]

m[2,5;5)
15;7.5)

[2,5:5) =[7,5;10]
24%

Graficos 16 y 17. Diagrama de sectores de las notas de la primera prueba de problemas.
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A pesar de los resultados anteriores, la dificultad con la que observaron la prueba los

alumnos de ambos grupo fue similar. De hecho, la media fue ligeramente superior en el

grupo experimental, 5,73 puntos frente a 5,69 puntos del grupo control. Estas puntuaciones

indican que a los dos grupos no les parecid excesivamente dificultosa la prueba.

Los resultados obtenidos Lengua y Literatura y Matematicas en el primer trimestre

fueron muy superiores en el grupo experimental. La diferencia entre las notas medias en

Matematicas fue de 2,62 puntos, mientras que en Lengua y Literatura fue de 0,9 puntos. En

los graficos 18, 19, 20 y 21 vemos como estructuralmente se presentaban similitudes claras

Lengua y Literatura, pero no asi en Matematicas. Por ejemplo, en Matemadticas el porcentaje

de alumnos suspensos en el grupo control fue del 71%, mientras que en el grupo

experimental este porcentaje se redujo al 38%. Es resefiable el porcentaje de sobresalientes

en los grupos, 0% en el control y 34% en el experimental.

Matematicas| - Grupo control

7us
5%

lo2

506 389%

Matematicas| - Grupo experimental

lo2
9010 19%

34% 2o
mlo2
w304
mS506
m7u8
m9o 10

/u g 506

14%

mlo2
m304
w506

m7u8

14%

Graficos 18 y 19. Diagrama de sectores de las notas de Matematicas en el primer

Lengua y Literatural - Grupo control

lo2
9%

Tusg
24%

So06
28%

Graficos 20 y 21.

trimestre.

Lengua y Literatura | - Grupo experimental
lo2

304 5% 304
29%

29%

mlo2
mlo2
m3o04
m2o4
m506
mS506 14%
m7us
m7u8
mYo 10

Diagrama de sectores de las notas de Lengua y Literatura en el primer

trimestre.
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3.1.3. Analisis de los resultados en el segundo trimestre

En el segundo trimestre, los resultados que obtuvimos fueron los de la prueba de
resolucion de problemas, la dificultad que le asignaron los alumnos y los resultados en la
evaluacion del segundo trimestre en las asignaturas de Matematicas y Lengua y Literatura.

En el grupo control los resultados fueron:

Tabla 17. Resultados del grupo control en el segundo trimestre.

Alumno l;ﬁf)‘;)‘;ﬁ:;‘; ;'Ie Dificultad I Matematicas II Lilt“:r"agt'l‘li:H
C1 1,5 6 1 2
C2 2 8 4 4
C3 1,6 5 5 4
C4 3 8 3 3
C5 3,1 6 6 5
C6 2,25 6 5 5
C7 0,25 8 3 4
Cs 1,75 8 1 5
Co9 3,75 7 7 6
C 10 0,25 10 5 4
c11 1 8 2 3
Cc12 2,5 5 2 4
Cc13 2 8 7 8
C14 1,25 8 1 3
C15 3,5 7 5 6
C16 1 8 1 5
Cc17 2,25 8 5 6
C18 0,25 8 2 3
Cc19 3,15 9 6 6
C20 2,25 8 6 5
c21 1,5 10
Media 1,91 7,57 3,85 4,55

En el grupo experimental los resultados fueron:
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Tabla 18. Resultados del grupo experimental en el segundo trimestre.

Alumno I;SQ(S)(;)];; ;i::; ;lle Dificultad IT Matematicas II LiI;::agt:ll?'ayII
E1
E2 1 9 2
E3 3,75 9 10
E 4 6,75 8 10
ES5 8,5 3 10 10
E 6 5 6 1 2
E7 2,5 7 9 9
ES8 3,25 7 10 9
E9 2,5 5 8 7
E 10 3 8 6 3
E 11 6,25 4 7 6
E 12 2,75 6 3 4
E 13 0,5 10 3 3
E 14 1 8 2 2
E 15 1,5 8 5 3
E 16 2,1 9 7 4
E 17 5,5 7 7 7
E 18 2,75 7 6 5
E19 1,75 8 3 2
E 20 2,5 6 7 5
E 21 2,15 4 4 2

Media 3,25 6,95 5,95 5,25

Los resultados individualizados que obtuvieron los alumnos del grupo control en cada

problema fueron los siguientes:
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Tabla 19. Resultados del grupo control en la segunda prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P21 P22 P23 P24 P25 P 2.6 P27 P28 Nota
C1 0 0 0 1,25 0 0,25 0 0 1,5
C2 0,75 0 0 1,25 0 0 0 0 2
C3 0,75 0 0,25 0,5 0 0,1 0 0 1,6
C4 1 0,25 0,25 1,25 0 0,25 0 0 3
CS5 1,25 0 0,1 1,25 0,5 0 0 0 3,1
Cceo 0,25 0,25 0 1,25 0 0,25 0 0,25 2,25
Cc7 0 0 0 0 0 0 0,25 0,25
C8 0,5 0 0 1,25 0 0 0 1,75
(O] 0,5 0 0 1 1,25 0,25 0,5 0,25 3,75
C10 0,25 0 0 0 0 0 0 0 0,25
C11 0,75 0 0 0 0 0 0 0,25 1
C12 0,5 0 0,25 0,5 0,5 0 0,5 0,25 2,5
Cc13 0,5 0 1,25 0 0 0 0,25 0 2
C14 0 0 0 1,25 0 0 0 0 1,25
C15 0,5 0 1,25 1,25 0 0,25 0 0,25 3,5
C16 0,25 0 0 0,5 0 0 0 0,25 1
C17 1 0 0 1,25 0 0 0 0 2,25
C18 0,25 0 0 0 0 0 0 0 0,25
C19 1 0 0 0 0,5 0,5 0,75 0,4 3,15
C20 0,5 0 0 1,25 0 0 0,25 0,25 2,25
C21 0,25 0 0 1,25 0 0 0 0 1,5

Media 0,51 0,02 0,16 0,77 0,13 0,09 0,11 0,11 1,91

Sobre 10 4,1 0,19 1,28 6,19 1,05 0,7 0,86 0,91

Mientras, los resultados en el grupo experimental fueron:
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Tabla 20. Resultados del grupo experimental en la segunda prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P21 P22 P23 P24 P25 P2.6 P27 P2.8 Nota
E1l
E2 0,5 0 0 0 0 0 0 0,5 1
E3 1 1,25 0 0 0 0,25 0,75 0,5 3,75
E4 0,75 0,5 0,5 1,25 1,25 0,5 1,25 0,75 6,75
ES 0,5 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 0,5 8,5
E6 0,25 1,25 0,5 0 0,5 0,5 1,25 0,75 5
E7 1,25 0 0 0 0 0 1,25 0 2,5
ES8 0,25 0,5 0,5 1,25 0 0 0,75 0 3,25
E9 0,25 0,25 0 1,25 0,5 0 0 0,25 2,5
E10 0,25 0 1 1,25 0 0 0 0,5 3
E 11 1,25 0,5 0 1,25 1,25 0,5 1,25 0,25 6,25
E 12 0,25 0 0,5 1,25 0,25 0 0 0,5 2,75
E13 0 0 0 0 0,25 0,25 0 0,5
E 14 0 0,5 0 0 0 0,25 0,25 0 1
E 15 0,5 0 0 0 0,5 0 0,25 0,25 1,5
E 16 0,5 0,5 0 1,1 0 0 0 0 2,1
E17 0,75 0 0,25 1,25 1,25 0,5 1,25 0,25 5,5
E 18 0,25 0 0 1,25 0,5 0 0,75 0 2,75
E19 1 0 0,25 0,25 0 0 0,25 0 1,75
E 20 0,25 0 0,25 1,25 0 0 0,75 0 2,5
E 21 0,4 0 0 1,25 0 0 0,5 0 2,15

Media 0,51 0,33 0,25 0,76 0,38 0,19 0,6 0,25 3,25
Sobre 10 4,06 2,6 2 6,04 3 1,5 4,8 2

Los resultados se pueden comparar en el grafico 22.

P21 P22 P23 P24 P25 P26 P27 P28

Grupo control

W Grupo experimental

Grafico 22. Diagrama de barras de los resultados por problemas de la segunda prueba.
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Los resultados de la prueba de resolucion de problemas de este trimestre mostraron
algunos detalles muy importantes. Los resultados globales volvieron a ser mejores en el
grupo experimental. De hecho la diferencia entre los dos grupos aumento6 a 1,34 puntos. Sin
embargo, observando problema a problema vimos que hubo dos problemas en concreto que
realizaron minimamente mejor el grupo control. Estos problemas fueron el 2.1 (problema de
conteo) y el 2.4 (problema de razonamiento 16gico). Por el contrario, hubo problemas donde
la diferencia en términos absolutos fue muy notable a favor del grupo experimental. Se
puede observar como en los problemas 2.2 y 2.7, dos problemas de razonamiento logico algo
mas complejos que el 2.4, la diferencia a favor del grupo experimental fue de 2,41 y 3,94
puntos respectivamente. Si hablamos en términos relativos, nos encontramos con el caso del
problema 2.2 en donde la puntuacion del grupo experimental fue mas del 1200% superior a
la que obtuvo el grupo control. Observamos que los problemas donde existi6 una mayor
diferencia entre ambos grupos, que fueron los problemas 2.2, 2.5 y 2.7, tuvieron una
caracteristica en comun: fueron problemas en los que la estrategia para resolverlos no se veia
a simple vista y en donde habia que razonar y disponer de ciertas estrategias de resolucion de
problemas para resolverlos.

En cuanto a la dificultad de los problemas, pudimos observar que para los dos grupos el
problema mas sencillo fue el 2.4 (problema de ldgica), mientras que los mas complicados
resultaron ser para el grupo control los problemas 2.2 (problema de aritmética con un
razonamiento medio) y 2.6 (problema de razonamiento l6gico con una cierta complejidad en
el que habia que relacionar tres variables), mientras que para el grupo experimental fueron
los problemas 2.3 (problema de exploracion de casos), 2.6 y 2.8 (problema de razonamiento

logico de relacionar una hora con un dngulo en un reloj de agujas).
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Observando la estructura de los resultados en los grupos, pudimos comprobar como
mientras en el grupo control no aprobd ningin alumno el examen, en el grupo experimental
lo aprobaron el 25% de los alumnos. Otro dato interesante fue que los alumnos con una nota
inferior a 2,5 puntos fueron en el grupo control el 71%, mientras que este porcentaje se
redujo en el grupo experimental al 35%.

Resolucién problemas Il - Grupo control Resolucién problemas Il - Grupo experimental

[7,5;10]
5%

[5;7,5)

20% T~

[0;2,5)
35%
=[0;2,5)

m[0;2,5) m[2,5;5)

m[2,5;5) [5:7.5)
m[7,5;10]

[0;2,5)
71%

40%

Graficos 23 y 24. Diagrama de sectores de las notas de la segunda prueba de problemas.

Como ya dijimos anteriormente, teniamos la idea previa de hacer las pruebas de
problemas en orden ligeramente ascendente de dificultad. Esto se pudo comprobar en que los
alumnos consideraron esta prueba mas complicada que la anterior. Entre los dos grupos,
observamos que a los alumnos del grupo control les parecid ligeramente mas complicada la
prueba, ya que le otorgaron una dificultad media 0,62 puntos superior. Este resultado fue
logico teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la prueba.

En cuanto a los resultados obtenidos en las asignaturas de Matemadticas y Lengua y
Literatura vimos algunas diferencias con respecto a los resultados del primer trimestre. En la
asignatura de Matematicas la media de los resultados del grupo experimental fueron 2,1
puntos superiores a los obtenidos por el grupo control, resultado este similar al del primer
trimestre. Estructuralmente, aunque en este trimestre el porcentaje de alumnos aprobados
mejord en el grupo control, se observaron las mejores calificaciones del grupo experimental

en el hecho de que los alumnos que obtuvieron una calificacion de notable o superior
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supusieron un 10% en el grupo control, mientras que en el grupo experimental supusieron un
50%. Del mismo modo, los alumnos con una nota inferior a 3 supusieron un 35% en el grupo
control, frente a solo un 10% en el grupo experimental. En la asignatura de Lengua y
Literatura pudimos observar como los resultados se igualaron ligeramente, siendo la
diferencia entre las notas medias de 0,7 puntos a favor del grupo experimental. La principal
diferencia que pudimos encontrar es la estructural, ya que mientras en el primer trimestre
ambos mantuvieron una distribucion proéxima a la normal, en el segundo trimestre el grupo
control la mantuvo, pero el grupo experimental protagonizd un aumento en los grupos

extremos semejante a lo que venia ocurriendo en la asignatura de Matematicas.

Matematicas Il - Grupo control Matematicas Il - Grupo experimental
7u8 9010 102
10% lo2 25% 10% 304
35% 25%
i . i :
mlo2
m3o04
m304
w506
w506
m7u8
m7u8
mSo010
40% 7us8 506
25% 15%
Graficos 25 y 26. Diagrama de sectores de las notas de Matematicas en el segundo
trimestre.
Lenguay Literatura Il - Grupo control Lenguay Literatura Il - Grupo experimental
7us8 lo2 So1l0

o 25%
5% 5% 102

25%

mlo2
mlo2
m304
m3o04
m506
w506

7us m7ug
m7u8

10% 9010

304
45%

45%

15% 25%

Graficos 27 y 28. Diagrama de sectores de las notas de Lengua y Literatura en el

segundo trimestre.

249



3.1.4. Analisis de los resultados en el tercer trimestre

En el tercer trimestre, los resultados que obtuvimos fueron los de la prueba de resolucién

de problemas, la dificultad que le asignaron los alumnos, los resultados de la CDI y los

resultados en la evaluacion del tercer trimestre en las asignaturas de Matematicas y Lengua y

Literatura.

En el grupo control los resultados fueron:

Tabla 21. Resultados del grupo control en el tercer trimestre.

Alumno Resolucion de Dificultad CDI CDI Lenguay Matematicas Lenguay
problemas IIT I Matematicas Literatura I Literatura ITI
C1 0 10 1 3 1 2
C2 0,25 10 2,33 3,67 2 4
C3 2,825 7 4,67 5,33 4 5
C4 1,075 8 1 3
Cs 2,075 8 2 3,67 5 5
Co 0,25 10 2 3,67 5 6
c7 1,2 8 3,67 6,33 3 4
C8 1,5 8 4,67 6,67 2 5
Cc9 3,075 8 3,67 6 7 7
Cc10 1,7 9 4,33 3,67 3 3
C11 0,45 9 2,67 3,33 1 5
C12 1,9 8 5,67 3,67 2 3
C13 4,25 7 6 9 7 8
C14 0,575 8 2 4,33 1 4
C15 2,325 8 4,67 6 5 5
C16 0 10 0,33 5,33 1 5
C17 0,5 9 1 7,33 5 6
C18 0,25 9 3,33 6,33 1 2
C19 3,55 7 6,67 8 6 5
C20 1,95 9 4 6,67 5 6
C21
Media 1,49 8,50 3,40 5,37 3,35 4,65
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En el grupo experimental los resultados fueron:

Tabla 22. Resultados del grupo experimental en el tercer trimestre.

Alumno Resolucion de  Dificultad CDI CDI Lenguay  Matematicas Lenguay
problemas I1I I Matematicas Literatura I Literatura ITI

E1
E2 1,825 8 4 3,33 2 1
E3 4,5 7 10 9,33 10 10
E 4 7,35 5 9,67 9,33 10 10
ES5S 9,475 3 9,33 8,67 10 10
E 6 0 10 1,67 6,33 1 2
E7 4,45 7 8,33 8,33 9 9
E 8 4,575 8 8 9,33 9 9
E9 2,75 8 6 8,67 7 7
E 10 5,85 5 9 8,67 8 3
E 11 4,875 6 5,67 6 7 6
E 12 0,375 8 1,33 6,67 3 4
E 13 1,575 9 3 4 3 5
E 14 1,75 8 3,67 5,33 2 5
E 15 2,35 7 4 6,33 4 5
E 16 1,7 8 7 8 6 5
E 17 2,45 9 8,33 8 9 8
E 18 1,05 8 2,67 6,33 5 5
E 19 0,85 8 0,33 5,33 3 2
E 20 2,45 7 3 7,67 7 6
E 21 2,375 6 4,33 4,67 3 3

Media 3,13 7,25 5,47 7,02 5,9 5,75

Los resultados individualizados que obtuvieron los alumnos del grupo control en cada

problema fueron los siguientes:
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Tabla 23. Resultados del grupo control en la tercera prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P3.1 P3.2 P33 P34 P35 P 3.6 P 3.7 P3.8 Nota
Cl1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C2 0 0 0 0,25 0 0 0 0 0,25
C3 0 0 0,25 1,25 0,5 0 0,45 0,375 2,825
C4 0 0 0 0 0 0 0,45 0,625 1,075
C5 0 0 0,25 0 1,25 0 0,45 0,125 2,075
Cceo 0 0 0 0 0,25 0 0 0 0,25
Cc7 0 0 0 0 0 0 0,45 0,75 1,2
C8 0 0 0,25 0 1,25 0 0 0 1,5
Cc9 0,25 0,5 0,25 0 1,25 0,25 0,45 0,125 3,075
C10 0 0 0 0 1,25 0 0,45 0 1,7
C11 0 0 0 0 0 0 0,45 0 0,45
C12 0 0 0 0 1,25 0,2 0,45 0 1,9
Cc13 1,25 0 0 0,25 1,25 0,65 0,85 0 4,25
C14 0 0 0 0 0 0 0,45 0,125 0,575
C15 0 0 0,25 0 1,25 0 0,45 0,375 2,325
C1e6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Cc17 0 0 0 0 0,5 0 0 0 0,5
C18 0 0 0,25 0 0 0 0 0 0,25
C19 0 0 0 0 1,25 0,2 0,85 1,25 3,55
C20 0 0 0,25 0,5 0,5 0 0,45 0,25 1,95
Cc21

Media 0,08 0,03 0,09 0,11 0,59 0,07 0,33 0,20 1,49

Sobre 10 0,60 0,20 0,70 0,90 4,70 0,52 2,66 1,60

Mientras, en grupo experimental, los resultados fueron:
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Tabla 24. Resultados del grupo experimental en la tercera prueba de resolucion de

problemas.

Alumno P 3.1 P3.2 P33 P34 P35 P 3.6 P 3.7 P 3.8 Nota
E1l
E2 0 0 0 1,25 0,2 0 0,375 1,825
E3 0,75 1,25 0,5 1 0 0,25 0,75 4,5
E4 0,25 1,25 1,25 1,25 1,25 0,85 1,25 7,35
ES 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 0,85 1,125 9,475
Eo6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E7 0 0 0 1,25 1,25 0,75 0,45 0,75 4,45
ES8 0 1,25 0 0,25 1,25 0,5 0,45 0,875 4,575
E9 0,25 0 0 0 1,25 0,8 0,45 0 2,75
E10 0 0 0,25 1,25 1,25 1 0,85 1,25 5,85
E 11 0,25 0 1,25 1,25 0,5 0,8 0,45 0,375 4,875
E 12 0 0 0 0 0,25 0 0 0,125 0,375
E13 0 0 0 0 0,25 0 0,45 0,875 1,575
E 14 0 0 0 0 1,25 0 0 0,5 1,75
E 15 0 0 0 0 1 0 0,85 0,5 2,35
E 16 0 0 0 0 1,25 0 0,45 0 1,7
E17 0 0 0,25 0 1,25 0 0,45 0,5 2,45
E 18 0 0 0,1 0 0 0 0,45 0,5 1,05
E19 0 0 0 0 0 0 0,85 0 0,85
E 20 0 0 0,25 0,5 0 0 0,45 1,25 2,45
E 21 0 0 1 0 0,5 0 0 0,875 2,375

Media 0,09 0,18 0,34 0,38 0,8 0,33 0,43 0,59 3,13
Sobre 10 0,7 1,4 2,74 3 6,4 2,62 3,42 4,75

Los resultados se pueden comparar en el grafico 29.

P31 P32 P33 P34 P35 P36 P37 P38

Grupo control

W Grupo experimental

Grafico 29. Diagrama de barras de los resultados por problemas de la tercera prueba.
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Se volvid a observar en este trimestre una gran diferencia en los resultados de la prueba
de resolucion de problemas. En concreto, la diferencia entre las notas medias de ambos
grupos fue de 1,64 puntos a favor del grupo experimental. Notese que esta diferencia fue
superior a la del trimestre anterior. Observamos que en esta ocasion en todos los problemas
obtuvieron una puntuacion superior el grupo experimental. La diferencia entre estas
puntuaciones fue desde la minima que se obtuvo en el problema 3.1 (problema de
descomposicion de una figura), que fue solo de 0,1 puntos, hasta la méxima que se obtuvo en
el problema 3.8 (problema clasico de los cuatro cuatros), que fue de 3,15 puntos. En
términos relativos, la mayor diferencia se alcanzd en el problema 3.6 (problema de
divisibilidad) en donde el grupo experimental obtuvo una puntuacion superior al 400%
respecto al grupo control. En los dos grupos resultd ser el problema 3.5 el mas sencillo
(problema elemental de aritmética), mientras que el mas complicado fue para el grupo
control el 3.2 (problema de razonamiento l6gico y proporcionalidad), mientras que para el
grupo experimental fue el 3.1.

En esta ocasion hay alguna similitud estructural entre los dos grupos, como que en los
dos hubo un porcentaje muy amplio de alumnos con nota inferior a 2,5 puntos, pero también
existieron diferencias claras, ya que mientras en el grupo control no aprob6 ningun alumno,

en el grupo experimental aprobaron tres e incluso hubo una calificacion de sobresaliente.

Resolucion problemas 1l - Grupo control Resolucion problemas Il - Grupo experimental

[2,5;5) [7,5;10]
[5; 7,5P\5%

20%

=[0;2,5)
m[0;2,5) = [2,5;5)
m[2,5;5) [5:7,5)

= (7,5;10]

60%

80%

Gréficos 30 y 31. Diagrama de sectores de las notas de la tercera prueba de problemas.
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En cuanto a la dificultad de la prueba, como era de esperar a tenor de los resultados
anteriores, los alumnos del grupo control le otorgaron una dificultad de 1,25 puntos superior
a la prueba que los del grupo experimental.

Analizando los resultados obtenidos por ambos grupos en la prueba CDI, observamos
que tanto en Matematicas, como en Lengua y Literatura los resultados fueron ampliamente
mejores en el grupo experimental. Cabe mencionar que la media de la Comunidad de Madrid
en Matematicas fue de 5 puntos, mientras que en Lengua y Literatura fue de 5,85 puntos. Por
lo tanto, vemos que en Matematicas el grupo control se situé 1,36 puntos por debajo de esa
media, mientras que el grupo experimental se situé 0,71 puntos por encima. Lo mismo paso
en Lengua y Literatura, donde el grupo control obtuvo una media inferior en 0,29 puntos a la
media de la comunidad, mientras que el grupo experimental mejordé la media de la

comunidad en 1,36 puntos.

Grupo control

M Grupo Experimental

m Media Comunidad de
Madrid

Matemadticas Lengua v Literatura

Grafico 32. Diagrama de barras de los resultados de la prueba CDI de cada grupo en

comparacion con los de l1a media de la Comunidad de Madrid.

Estructuralmente, vemos diferencias claras entre ambos grupos. En Matematicas
pudimos observar como los aprobados del grupo control fueron solo el 16% de los alumnos,
mientras en el grupo experimental aprobaron el 50% de los alumnos. También pudimos

observar como los alumnos con notas inferiores a 2,5 puntos supusieron en el grupo control
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el 37% de la clase, mientras que en el grupo experimental ese porcentaje se redujo al 15%.
Estas diferencias también las hubo en la prueba de Lengua y Literatura en donde, por
ejemplo, vimos que los alumnos con notas superiores a 7,5 puntos fueron en el grupo control

el 11 % de los alumnos, mientras que en el grupo experimental el porcentaje aumento al

50%.
CDI Matematicas - Grupo control CDI Matematicas - Grupo experimental
[5;7,5) .
7,5;10 [0;2,5)
16% [0;2,5) : 359 ] 15%
37%
= [0;2,5)
=[0;2,5)
m[2,5;5)
m[2,5;5)
®[5:7,5)
m[5;7,5)
=[7,5;10]
[2,5;5)
47% [5:7.5) [2,5;5)
15% 35%

Graficos 33 y 34. Diagrama de sectores de las notas de Matematicas en la prueba CDI.

CDI Lengua y Literatura - Grupo control CDI Lengua y Literatura - Grupo experimental

[7,5;10]

11% [2,5;5)

12,5;5) [7.5;10]
42% 50%, 15%
W ([2,5;5) W ([2,5;5)
u([5;7,5) u([5;7,5)
m[7,5;10] m[7,5;10]
[5;7,5)

(5:7.5) B
47%

Graficos 35 y 36. Diagrama de sectores de las notas de Lengua y Literatura en la prueba

CDL

Los resultados en el tercer trimestre en la asignatura de Matematicas mostraron como las
diferencias entre ambos grupos aumentaron, estando la nota media del grupo experimental
2,55 puntos por encima de la del grupo control. En la asignatura de Lengua y Literatura,
también el grupo experimental obtuvo mejores calificaciones, pero en esta ocasion la

diferencia entre las notas medias de ambos grupos fue de 1,1 puntos. Estructuralmente,
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vimos ciertas similitudes en la asignatura de Lengua y Literatura, siendo en ambos casos el
grupo de alumnos con una calificacion de 5 6 6 el mas numeroso, aunque habiendo una
mayor dispersion en los resultados del grupo experimental. En la asignatura de Matematicas,
no presentaron grandes similitudes. Por ejemplo, en el grupo control el porcentaje de
aprobados fue del 40%, mientras que en grupo experimental fue del 60%, la mitad de ellos
con una calificacion de sobresaliente. Del mismo modo, los alumnos con una calificacion de
1 o 2 en el grupo control representd el 45%, mientras que en el grupo experimental el

porcentaje se vio reducido al 15%.

Matematicas Ill - Grupo control Matematicas Ill - Grupo experimental

6010 lo2
102 o 15%

45% 30%
6

mlo2
mlo2
m3o04
m3o04
m506
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m7us8
m7ug
m9o0 10

7usg
20%

10%

Graficos 37y 38. Diagrama de sectores de las notas de Matematicas en el tercer

trimestre.
Lenguay Literatura Ill - Grupo control Lenguay Literatura Il - Grupo experimental
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7us8 m7ug
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304 m9o010

30%
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50% 35%

Graficos 39 y 40. Diagrama de sectores de las notas de Lengua y Literatura en el tercer

trimestre.
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3.1.5. Analisis evolutivo de los resultados

Un aspecto interesante a analizar era la evolucion que tuvieron los resultados anteriores a
lo largo del curso. Empecemos analizando con estos dos graficos la evolucion en los dos
grupos en los resultados de las pruebas de resolucion de problemas y la dificultad de la

prueba concedida por los alumnos y los expertos que revisaron dichas pruebas.

3,5 —

—

2 Grupo control

Grupo experimental

ler trimestre 22 trimestre 3er trimestre

Grafico 41. Evolucion de los resultados en las prueba de problemas.

a8
5 e ——
Grupo control
— - - - === Grupo experimental
]
/ — — Expertos
5
4
ler trimestre 22 trimestre 3ertrimestre

Grafico 42. Evolucion de los resultados en la dificultad de las pruebas de problemas.

En el grafico 42 se muestra como para todos los colectivos las pruebas fueron creciendo
en dificultad. Sin embargo, hay que resaltar como este crecimiento fue mucho mas

pronunciado en el grupo control que en el experimental. Lo mismo ocurri6 en los resultados
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de las pruebas de resolucién de problemas. Observamos en el grafico 41 como en los dos
grupos fueron descendiendo pero a ritmos muy distintos. Mientras que en el grupo
experimental la puntuacion entre la primera prueba y la tercera disminuyo en 0,52 puntos, en
el grupo control lo hizo en 1,41 puntos, descenso mucho mas acusado que el producido en el
grupo experimental.

En cuanto a los resultados de los alumnos en las asignaturas de Matematicas y de Lengua

y Literatura, los graficos 43 y 44 muestran la evolucioén que siguieron.

Grupo control

3 —_— Grupo experimental

ler trimestre 292 trimestre 3er trimestre

Gréfico 43. Evolucion de los resultados en la asignatura de Matematicas.

Grupo control

Grupo experimental

ler trimestre 22 trimestre Ser trimestre

Grafico 44. Evolucion de los resultados en la asignatura de Lengua y Literatura.

Podemos observar que se produjeron similitudes entre las tendencias de las dos

asignaturas. En ambas, en todos los trimestres el grupo experimental obtuvo calificaciones
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superiores a las del grupo control, siendo estas superiores a 2 puntos en Matematicas y de en
torno a 1 punto en Lengua y Literatura.

Se observa graficamente una gran estabilidad en las calificaciones de las dos asignaturas,
destacando especialmente la estabilidad en Matematicas del grupo experimental donde la
variacion maxima no llega a una décima.

Vemos también como habia similitudes en los periodos de crecimiento y decrecimiento
de ambas graficas, aunque en esta ocasion distintos en cada asignatura. Asi, en Matematicas,
las mejores calificaciones se alcanzaron en el segundo trimestre, mientras que en Lengua y
Literatura en dicho trimestre fue en donde se alcanzaron las peores calificaciones.

Vamos a ver el grado de relacion que existia entre los resultados finales de estas dos
asignaturas con las calificaciones externas que nos proporcionaron la prueba CDI realizando
un estudio de regresion lineal. En los estudios siguientes omitimos los datos de los alumnos
en los que faltaba alguno de los resultados.

La variable X la definimos como la nota en junio obtenida por los alumnos de uno de los
grupos en la asignatura analizada, mientras que la variable Y la definimos como calificacion
obtenida en la prueba CDI de los alumnos del grupo en la asignatura analizada. Realizaremos
en cada caso el grafico de la nube de puntos y calcularemos la recta de regresion de Y sobre

X, el coeficiente de correlacion y el de determinacion.
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Caso 1. Grupo control en Matematicas.

Tabla 25. Resultados del grupo 8
7
*
control en la asignatura de 6 .
> L 4 * o
Matematicas y en la prueba CDI. 4 :/, .  rectede regreson
3 * -
.’//’ y=0,3559x%+ 2,168
X Y 1l e * .
1 1 1+————————¢————
2 2,33 o
4 4 67 0 1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 Grafico 45. Nube de puntos y recta de
5 2
3 3,67 regresion del grupo control en la
2 4,67
7 3,67 asignatura de Matematicas y en la prueba
3 4,33
1 2,67 CDI.
2 5,67
7 6
1 2 Coeficiente de correlacion
5 4,67
1 0,33
5 1 r= 0,422
1 3,33
g 6f7 Coeficiente de determinacion

3,474 3,404
r?=0,178
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Caso II. Grupo experimental en Matematicas.

Tabla 26. Resultados del grupo
experimental en la asignatura de

Matematicas y en la prueba CDI.

X

Y

2
10
10
10

1
9
9
7
8
7
3
3
2
4
6
9
5
3
7
3

4
10
9,67
9,33
1,67
8,33

5,67
1,33

3,67
8,33
2,67

0,33

4,33

[
o

L 4

’,
¢ ——Recta de regresion

. . y=0,8727x+0,3175

L= N e I - )

Grafico 46. Nube de puntos y recta de
regresion del grupo experimental en la
asignatura de Matematicas y en la prueba

CDL

Coeficiente de correlacion

r=20,877

Coeficiente de determinacion

5,900

5,467

r?=0,770

Observamos como en la asignatura de Matematicas, aunque la media de los resultados en

los dos grupos es similar, hay una notable mayor correlacion lineal en el grupo experimental,

lo que indica que en este grupo la relacion entre las dos calificaciones ha sido mayor.
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Caso II1. Grupo control en Lengua y Literatura.

Tabla 27. Resultados del grupo

control en la asignatura

Lengua y Literatura y en prueba

la CDI.

3,67
5,33
3,67
3,67
6,33
6,67

3,67
3,33
3,67

4,33
5,33

7,33
6,33

AU UL LA OWWLWIUL AWV UV ERN|X

6,67
4,737 5,368

10

L

L 4

L X J
L 2K J

*

— Recta de regresion

$ * y = 0,6069x + 2,4936

L J

[ B N L e B« N < B e}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 3
Grafico 47. Nube de puntos y recta de
regresion del grupo control en la
asignatura de Lengua y Literatura y en la

prueba CDI.

Coeficiente de correlacion

r=0,540

Coeficiente de determinacion

r2=0,291
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Caso IV. Grupo experimental en Lengua y Literatura.

Tabla 28. Resultados del grupo
experimental en la asignatura de
Lengua y Literatura y en la

prueba CDI.

1 3,33
10 9,33
10 9,33
10 8,67

6,33
8,33
9,33
8,67
8,67

6,67

5,33
6,33

6,33
5,33
7,67
4,67
5,750 7,016

10

*
*

*
\

Recta de regresién
* y =0,4905x + 4,1958

L J

O Bk N W A U O N 0 W
® ¢
L 4

0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10

Grafico 48. Nube de puntos y recta de
regresion del grupo experimental en la
asignatura de Lengua y Literatura y en la

prueba CDI.

Coeficiente de correlacion

r=0,756

Coeficiente de determinacion

r?=0,571

En la asignatura de Lengua y Literatura se observa que las calificaciones en la prueba

CDI fueron en los dos grupos superiores a la ordinaria del curso, volviendo a existir una

mayor relacion entre ambas calificaciones en el grupo experimental.
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3.2. Analisis inferencial de los datos

3.2.1. Analisis de los datos iniciales

Para que los resultados que obtuvimos en la parte experimental de la investigacion
tuvieran credibilidad, debimos asegurarnos de que partimos de dos grupos inicialmente
similares. Para comprobar esto comparamos mediante la técnica del andlisis de la varianza
los dos grupos respecto a tres variables: la edad de los alumnos (las edades de los alumnos
pueden variar por repeticiones en cursos anteriores), los resultados que obtuvieron en la
asignatura de Matematicas en el curso anterior y los resultados que obtuvieron en la
evaluacion inicial.

La tabla de la varianza resultante del andlisis de la edad de los alumnos de cada grupo en

dias a 30 junio de 2012 fue la siguiente:

Tabla 29. Analisis de la varianza de la edad en dias a 30 de junio de 2012 en funcién de

los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de F pCF)

Grupo 1 24336 24336 0,361 0,551
Residuales 40 2695264 67382

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:
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Tabla 30. Descriptivos de la edad en dias a 30 de junio de 2012 en funcion de los

grupos.
. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 5647,810 277,3697 21 0
Control 5599,667 240,4771 21 0

El valor critico fue de 0,551 lo que indicaba que no existian respecto a este factor

diferencias significativas entre los grupos en las medias.

En cuanto a las notas obtenidas en Matematicas por los alumnos el curso anterior, la tabla

de la varianza resultante fue:

Tabla 31. Analisis de la varianza de los resultados del curso anterior en Matematicas en

funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ pCF)

Grupo 1 0,38 0,381 0,059 0,809
Residuales 40 258,10 6,452

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 32. Descriptivos de los resultados del curso anterior en Matematicas.

. Desviacion Numero de Datos
Media ;.
tipica datos ausentes
Experimental 5,619048 2,889225 21 0
Control 5,428571 2,134747 21 0
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Como el valor critico fue de 0,809 pudimos concluir que no existian diferencias
significativas en las medias entre los grupos respecto a las notas de Matematicas del curso
anterior.

Con los datos de la evaluacion inicial resulto la siguiente tabla del analisis de la varianza:

Tabla 33. Analisis de la varianza de los resultados de la evaluacion inicial en funcion de

los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de F pCF)

Grupo 1 0,01 0,005 0 0,967
Residuales 38 121,21 3,190

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 34. Descriptivos de la evaluacion inicial.

. Desviacion Numero de Datos
Media . .
tipica datos ausentes
Experimental  2,671053 1,806033 19 2
Control 2,647619 1,767801 21 0

Como el valor critico fue de 0,967 pudimos concluir que no existieron diferencias
significativas en las medias entre los grupos respecto a las notas de la evaluacion inicial.

En resumen, comprobamos que inicialmente no existian diferencias significativas en las
medias entre los dos grupos respecto a los tres factores estudiados, con lo cual se podia

suponer que los dos grupos inicialmente eran homogéneos entre si.
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3.2.2. Analisis de los datos en el primer trimestre

Durante el primer trimestre, las variables en las que analizamos si existian diferencias
significativas entre los grupos fueron las calificaciones obtenidas en la primera prueba de
problemas, la dificultad que dieron los alumnos a dicha prueba y las calificaciones que
obtuvieron los alumnos al final del trimestre en las asignaturas de Matematicas y Lengua y
Literatura.

Como mencionamos con anterioridad, la primera prueba de problemas se realizo en los
dos grupos el 21 de noviembre de 2011. Teniamos la intencidn inicial de realizarla antes, a
continuacion de la evaluacion inicial, con el objetivo de tomarlas también como una variable
inicial que nos comprobara que los grupos eran homogéneos entre si. No lo pudimos hacer
porque nos retrasamos en la confeccion y en la verificacion de la adecuacién de dichas

pruebas. Los resultados del anélisis de la varianza se resumen en la tabla 35:

Tabla 35. Analisis de la varianza de los resultados de la primera prueba de problemas

en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)

Grupo 1 5,87 5,869 1,098 0,301
Residuales 40 213,72 5,343

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:
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Tabla 36. Descriptivos de los resultados de la primera prueba de problemas.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 3 ¢55391 2 721419 21 0
Control 2,904762  1,811001 21 0

Se puede observar que, a pesar de que a esa fecha el grupo experimental obtuvo mejores
resultados que el grupo control, no se pudo establecer que existieran diferencias
significativas entre los grupos en las medias ya que el valor critico que obtuvimos fue de
0,301.

En cuanto a la dificultad que encontraron los alumnos en esa primera prueba de

problemas, los resultados del analisis de la varianza se resumen en la tabla 37:

Tabla 37. Analisis de la varianza de la dificultad asignada por los alumnos en la primera

prueba en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)

Grupo 1 0,02 0,018 0,005 0,942
Residuales 40 137,37 3,434

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 38. Descriptivos de la dificultad asignada por los alumnos a la primera prueba de

problemas.
. Desviacion Numero de Datos
Media ;.
tipica datos ausentes
Experimental 5,732143 2,051023 21 0
Control 5,690476 1,631534 21 0
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Como se puede observar, los alumnos de ambos grupos entendieron la prueba con una
dificultad similar. El andlisis de la varianza nos ofrecid6 como resultado un valor critico de
0,942, con lo que obviamente respecto a este factor no existieron diferencias significativas
entre los grupos en las medias.

A continuacion analizamos los resultados finales del primer trimestre en las asignaturas
de Matematicas y Lengua y Literatura. Como ya vimos en el apartado descriptivo, en los dos
grupos hubo diferencias a favor del grupo experimental. Vamos a ver si esas diferencias se
podian considerar significativas o no.

Los resultados del anélisis de la varianza de los resultados en Matematicas en el primer

trimestre se pueden resumir en la tabla 39:

Tabla 39. Analisis de la varianza de los resultados en Matematicas del primer trimestre

en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de F peF)
Grupo 1 72,02 72,02 12,09 0,00124**
Residuales 40 238,38 5,96

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 40. Descriptivos de los resultados en Matematicas del primer trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental  5,857143 2,937443 21 0
Control 3,238095 1,813967 21 0
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El valor critico obtenido fue de 0,00124, que es menor que una centésima, lo que nos
indica que respecto a las calificaciones en Matematicas en el primer trimestre se produjeron
diferencias muy significativas entre los grupos en las medias a favor del grupo
experimental.

En cuanto a los resultados en la asignatura de Lengua y Literatura en el primer trimestre,

el analisis de la varianza de los resultados se resumen en la tabla 41:

Tabla 41. Analisis de la varianza de los resultados en Lengua y Literatura del primer

trimestre en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de F peF)

Grupo 1 8,6 8,595 2,199 0,146
Residuales 40 156,4 3,910

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 42. Descriptivos de los resultados en Lengua y Literatura del primer trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media . .
tipica datos ausentes
Experimental  5,761905 2,165751 21 0
Control 4,857143 1,768777 21 0

A pesar de que el grupo experimental obtuvo respecto a este factor unas puntuaciones
medias mayores que el grupo control, el valor critico obtenido fue de 0,146, con lo que no
pudimos concluir que existieran diferencias significativas entre los dos grupos en las medias

respecto a las notas del primer trimestre en Lengua y Literatura.
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En resumen, con los factores estudiados en este primer trimestre, solo se produjeron
diferencias significativas entre los grupos en las calificaciones de la asignatura de

Matematicas, donde de hecho fueron muy significativas.

3.2.3. Analisis de los datos en el segundo trimestre

Las variables cuantitativas con las que trabajamos en el segundo trimestre fueron las
mismas que en el primero, es decir, los resultados obtenidos en la segunda prueba de
problemas, la dificultad que le dieron los alumnos a esta prueba y las calificaciones que
obtuvieron los alumnos en las asignaturas de Matematicas y de Lengua y Literatura.

La segunda prueba de problemas la realizamos el 20 de febrero de 2012 y los resultados

del anélisis de la varianza se pueden resumir en la tabla 43:

Tabla 43. Analisis de la varianza de los resultados de la segunda prueba de problemas

en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)
Grupo 1 18,41 18,407 6,737 0,0132%*
Residuales 39 106,55 2,732

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos es la siguiente:
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Tabla 44. Descriptivos de los resultados de la segunda prueba de problemas.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental  3,250000 2,114735 20 1
Control 1,909524 1,038824 21 0

En esta segunda prueba de problemas vimos como de nuevo el grupo experimental
obtuvo mejores resultados que el control, pero a diferencia de la primera, observamos que el
valor critico obtenido es de 0,0132, con lo que se pudo decir que existieron diferencias
significativas en los resultados a favor del grupo experimental en las medias respecto a los
resultados de la segunda prueba de problemas.

En cuanto a la dificultad que entendieron los alumnos que tenia esta prueba, los

resultados del analisis de la varianza se resumen en la tabla 45:

Tabla 45. Analisis de la varianza de la dificultad asignada por los alumnos en la segunda

prueba en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)

Grupo 1 3,96 3,956 1,482 0,231
Residuales 39 104,09 2,669

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:
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Tabla 46. Descriptivos de la dificultad asignada por los alumnos a la segunda prueba de

problemas.
. Desviacion Numero de Datos
Media , .
tipica datos ausentes
Experimental  6,950000 1,877148 20 1
Control 7,571429 1,362770 21 0

Aunque para el grupo control resultd mas complicada esta prueba, pudimos comprobar
que las diferencias no las podiamos considerar significativas, ya que el valor critico obtenido
fue de 0,231.

En el primer trimestre obtuvimos una diferencia muy significativa en los resultados de la
asignatura de Matematicas, mientras que no obtuvimos diferencias significativas en los
resultados de Lengua y Literatura. Analizamos a continuacién los resultados del segundo
trimestre.

Los resultados del analisis de la varianza de las calificaciones en Matematicas en el

segundo trimestre se resumen en la tabla 47:

Tabla 47. Analisis de la varianza de los resultados en Matematicas del segundo

trimestre en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ pCF)
Grupo 1 44,1 44,10 7,177 0,0109*
Residuales 38 2335 6,14

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos es la siguiente:
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Tabla 48. Descriptivos de los resultados en Matematicas del segundo trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 5,95 2,799906 20 1
Control 3,85 2,109502 20 1

Volvieron a existir diferencias significativas en los resultados, al obtenerse un valor
critico de 0,0109, sin llegar a ser unas diferencias muy significativas como ocurrié en el
primer trimestre, pero muy proximas a llegar a ese estado.

Los resultados del analisis de la varianza de las calificaciones en Lengua y Literatura en

el segundo trimestre se resumen en la tabla 49:

Tabla 49. Analisis de la varianza de los resultados en Lengua y Literatura del segundo

trimestre en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)

Grupo 1 4.9 4,900 0,875 0,355
Residuales 38 212,7 5,597

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 50. Descriptivos de los resultados en Lengua y Literatura del segundo trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media ;.
tipica datos ausentes
Experimental 5,25 3,024027 20 1
Control 4,55 1,431782 20 1
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Observamos cémo, a pesar de que el grupo experimental obtuvo mejores puntuaciones
que el grupo control, estas diferencias no se podian considerar como significativas ya que el
valor critico obtenido fue de 0,355.

En resumen, hemos visto que en el segundo trimestre siguieron existiendo diferencias
significativas en los resultados de la asignatura de Matematicas, pero, ademas, ya surgieron

diferencias significativas en los resultados de la prueba de resolucion de problemas.

3.2.4. Analisis de los datos en el tercer trimestre

En el tercer trimestre, a parte de las cuatro variables cuantitativas que analizamos en los
trimestres anteriores, también analizamos los resultados que obtuvieron los alumnos en la
prueba CDI que organizé la Comunidad de Madrid en Matematicas y Lengua y Literatura.

En la siguiente tabla mostramos los resultados del analisis de la varianza respecto a las

calificaciones obtenidas en la tercera prueba de problemas realizada el 28 de mayo de 2012:

Tabla 51. Analisis de la varianza de los resultados de la tercera prueba de problemas en

funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)
Grupo 1 27,02 27,019 7,268 0,0104*
Residuales 38 141,27 3,718

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos es la siguiente:
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Tabla 52. Descriptivos de los resultados de la tercera prueba de problemas.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 3,12875 2,421916 20 1
Control 1,48500 1,252928 20 1

Vemos como nuevamente vuelven a existir diferencias significativas en las medias
entre los resultados de los grupos a favor del grupo experimental al obtenerse un valor critico
de 0,104, valor muy cercano a considerarse las diferencias como muy significativas.

En cuanto a la dificultad que encontraron los alumnos en esta prueba, los resultados tras

realizar el analisis de la varianza se resumen en la tabla 53:

Tabla 53. Analisis de la varianza de la dificultad asignada por los alumnos en la tercera

prueba en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)
Grupo 1 15,62 15,625 8,636 0,00558%**
Residuales 38 68,75 1,809

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos es la siguiente:

Tabla 54. Descriptivos de la dificultad asignada por los alumnos a la tercera prueba de

problemas.
. Desviacion Numero de Datos
Media ..
tipica datos ausentes
Experimental 7,25 1,618154 20 1
Control 8,50 1,000000 20 1
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Observamos como en esta ocasion, a diferencia de las dos anteriores en donde no habia
diferencias significativas, las mayores dificultades que tienen en el grupo control se podian
considerar como muy significativas respecto a las del grupo experimental al obtenerse un
valor critico de 0,00558.

Analizamos a continuacion las calificaciones de la asignatura de Matematicas en el tercer

trimestre. El resumen del analisis de la varianza se puede observar en la tabla 55:

Tabla 55. Analisis de la varianza de los resultados en Matematicas del tercer trimestre

en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de F peF)
Grupo 1 65,03 65,03 9,277 0,0042**
Residuales 38 266,35 7,01

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 56. Descriptivos de los resultados en Matematicas del tercer trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 5,90 3,076225 20 1
Control 3,35 2,134306 20 1

Si ya en habia en los dos primeros trimestres existieron diferencias significativas en los
resultados a favor del grupo experimental, en este tercer trimestre se pudo comprobar que
existieron diferencias muy significativas en las medias al obtenerse un valor critico de

0,0042.

278



El analisis de la varianza de los resultados del tercer trimestre en la asignatura de Lengua

y Literatura se resumen en la tabla 57:

Tabla 57. Analisis de la varianza de los resultados en Lengua y Literatura del tercer

trimestre en funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados cuadratica Valor de F pCF)

Grupo 1 12,1 12,100 2,296 0,138
Residuales 38 200,3 5,271

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 58. Descriptivos de los resultados en Lengua y Literatura del tercer trimestre.

. Desviacion Numero de Datos
Media . .
tipica datos ausentes
Experimental 5,75 2,844663 20 1
Control 4,65 1,565248 20 1

Como ha ocurrido a lo largo del curso, los resultados en esta asignatura son mejores en el
grupo experimental, pero al obtenerse un valor critico de 0,138 no se podian considerar que
estas diferencias fueran significativas en las medias.

En la tabla 59 exponemos los resultados del andlisis de la varianza de los resultados de la

prueba CDI en la asignatura de Matematicas:
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Tabla 59. Analisis de la varianza de los resultados en la CDI de Matematicas en funcion

de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ pCF)
Grupo 1 41,44 41,44 6,52 0,0149*
Residuales 37 235,17 6,36

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.

Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 60. Descriptivos de los resultados en la CDI de Matematicas.

. Desviacion Numero de Datos
Media ;.
tipica datos ausentes
Experimental 5,466500 3,059459 20 1
Control 3,404211 1,784540 19 2

Como vemos, y tal y como sucedia en la asignatura de Matematicas, el grupo
experimental obtuvo mejores resultados y las diferencias existentes en los grupos podian
considerarse como significativas al haberse obtenido un valor critico de 0,0149.

En la tabla 61 exponemos los resultados correspondientes a Lengua y Literatura.

Tabla 61. Analisis de la varianza de los resultados en la CDI de Lengua y Literatura en

funcion de los grupos.

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados cuadratica Valor de ¥ peF)
Grupo 1 26,45 26,449 8,151 0,00701**
Residuales 37 120,06 3,245

Nota. * valores significativos p<.05; ** valores muy significativos p<.01; *** valores altamente significativos p<.001.
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Su correspondiente tabla de descriptivos fue la siguiente:

Tabla 62. Descriptivos de los resultados en la CDI de Lengua y Literatura.

. Desviacion Numero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 7,016000 1,846722 20 1
Control 5,368421 1,752231 19 2

Observamos que volvian a ser, como a lo largo del curso, los resultados mejores en el
grupo experimental, pero a diferencia de lo que ocurria en la asignatura, donde las
diferencias no llegaban a ser consideradas como significativas, en esta prueba los resultados

presentaron diferencias muy significativas al obtenerse un valor critico de 0,00701.

3.2.5. Analisis evolutivo de los resultados

En los analisis realizados pudimos comprobar estadisticamente que los grupos
inicialmente estaban equilibrados, no presentando diferencias significativas ni en la edad de
los alumnos, ni en las calificaciones de Matematicas del curso anterior, ni en la evaluacion
inicial realizada a inicios de curso. De hecho, en el estudio hecho de estas tres variables, los
resultados obtenidos indicaron que los grupos se encontraban inicialmente muy equilibrados
entre si.

El equilibrio mencionado, no solo se respetd en los valores medios muestrales, sino que
también la variabilidad que mostraron los resultados de la evaluacion inicial, con unos
resultados practicamente idénticos en desviacion tipica. En los resultados del curso anterior

se observaron ciertas diferencias en la dispersion que crecerian a lo largo del curso.
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Grafico 49. Desviaciones tipicas de los grupos de la calificacion del curso anterior y la

evaluacion inicial.

En cuanto a las pruebas de resolucion de problemas realizadas a lo largo del curso hemos
visto que se alcanzaron diferencias significativas tanto en el segundo, como en el tercer

trimestre.

0,301
0,2 \
0.1 \\
0,05
\ 0,0132 0,0104

Primertrimestre Segundo trimeste Tercer trimestre

Grafico 50. Valores criticos del analisis de la varianza del los resultados de las pruebas

de problemas.

Si vemos el grafico 51 de las desviaciones tipicas que presentaron los grupos respecto a
esta variable pudimos observar que la diferencia entre ambos fue bastante estable, en torno a
un punto mas en el grupo experimental, creciendo esta ligeramente a lo largo del curso. En

los dos grupos vimos que la prueba con mas variabilidad fue la primera.
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Grafico 51. Desviaciones tipicas de los grupos en las pruebas de resolucion de

problemas.

Si unimos estos resultados a los que vimos en el analisis descriptivo podemos concluir
que la experiencia con las pruebas de resolucion de problemas favorecid principalmente a los
alumnos con mejores aptitudes matematicas del grupo experimental, no perjudicando en
resultados al resto del alumnado.

Estas diferencias significativas que se marcaron en las pruebas de resolucion de
problemas tardaron méas en llegar cuando analizamos la dificultad que para los alumnos
tenian las pruebas de problemas propuestas.

Podemos ver en el grafico 52 como en la primera prueba existian diferencias escasas, en
la segunda ya habia diferencias resefables, pero sin llegar a poder ser significativas, y ya en

la tercera las diferencias se pudieron considerar como muy significativas.
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Grafico 52. Valores criticos del analisis de la varianza del la dificultad que presentaba

las pruebas de problemas a los alumnos.

Al igual que sucedid anteriormente, respecto a esta variable los resultados del grupo
experimental presentaron una mayor dispersion respecto a la desviacion tipica, relativamente
estable en su diferencia, en torno a 0,5 puntos, a lo largo del curso. En los dos grupos

observamos como esta dispersion va decreciendo a medida que avanza el curso.

\

1 — Grupo experimental

Grupo control

ler trimestre 22 trimestre 3er trimestre

Grafico 53. Desviaciones tipicas de los grupos en la dificultad de las pruebas.

En cuanto a los resultados en la asignatura de Matematicas, las diferencias existentes

fueron mas estables, considerandose en el primer y tercer trimestre como muy significativas

y en el segundo como significativas, aunque muy préximas a ser consideradas como muy
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significativas. Estos niveles se mantuvieron en los resultados obtenidos en la CDI de

Matematicas donde obtuvo un valor critico de 0,0149.
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Grafico 54. Valores criticos del analisis de la varianza en las calificaciones de la

asignatura de Matematicas.

Puede observarse la alta dispersion de los resultados en los dos grupos, situdndose en el
grupo experimental en valores en torno a 3 puntos y en el grupo control en valores en torno a
2 puntos. Estos resultados iban en linea ascendente con los obtenidos con las calificaciones
del curso anterior (2,13 y 2,89) y con la variabilidad que mostraron los resultados del CDI
(1,78 y 3,06), aunque no se correspondian con el equilibrio en la dispersién que obtuvimos

en la evaluacion inicial (1,77 y 1,81).
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Grafico 55. Desviaciones tipicas de los grupos en la asignatura de Matematicas.
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Al contrario de lo que ocurrié en Matematicas, en la asignatura de Lengua y Literatura
vimos que, aunque siempre hubo diferencias a favor del grupo experimental, estas no se
consideraron nunca como significativas. Sin embargo, esto no se correspondia con las
puntuaciones obtenidas por los alumnos en la CDI en la parte de Lengua y Literatura. Aqui
los alumnos de los dos grupos mejoraron sus puntuaciones respecto a las que iban
obteniendo en curso. Las diferencias entre las puntuaciones de ambos grupos no aumento
notablemente, pero los que si que convergieron fueron los valores de dispersion, lo que
condujo a que esta diferencia resultara en el analisis de la varianza muy significativa, con un

valor critico de 0,00701.

0,4

0,355

0,146
0,138

Primer trimestre Segundo trimeste Tercer trimestre

Grafico 56. Valores criticos del analisis de la varianza de las calificaciones de la

asignatura de Lengua y Literatura.

En cuanto a la variabilidad de los resultados en esta asignatura, como estaba siendo la
tonica habitual, el grupo experimental presenté una mayor dispersion, pero, a diferencia de lo
que ocurrié en variables anteriormente estudiadas, esta diferencia pas6 de ser escasa en el
primer trimestre (0,4 puntos) a ser muy elevada en los otros dos trimestres posteriores, con

diferencias de 1,59 y 1,28 puntos respectivamente. Como hemos dicho antes, esto no tuvo

286



correspondencia con los resultados que obtuvieron los alumnos de la CDI, en donde

resultados presentaron en ambos casos valores de desviacion tipicas en torno a 1,8 puntos.

3 / —
2,5 /

Grupo control

—_— Grupo experimental

ler trimestre 22 trimestre 3er trimestre

los

Grafico 57. Desviaciones tipicas de los grupos en la asignatura de Lengua y Literatura.
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4. CONCLUSIONES Y LIMITACIONES

4.1. Conclusiones

Esta investigacion ha pretendido poner algo de luz en el debate sobre si el uso didactico
de las demostraciones en la asignatura de las Matematicas supone un beneficio o no para los
alumnos, sobre todo en la capacidad de estos para resolver problemas matematicos. Durante
la fundamentacion tedrica hemos visto opiniones de varios investigadores que van en lineas
diferentes. En la época de las décadas de los 70 y 80 la opinidon predominante era la de
desechar su uso didactico ya que se consideraba un obstaculo en la construccion del
conocimiento matematico. Esta idea ha ido cambiando progresivamente hasta llegar a
predominar en los ultimos afos la idea de que su utilizacion adecuada en el aula puede
conllevar importantes beneficios al alumno.

El uso didactico de la demostraciéon es una cuestion de actualidad dentro de las
investigaciones de la didéctica de las Matematicas. La novedad de nuestra investigacion ha
sido el estudio experimental que pretende comprobar estadisticamente si su utilizacion
reporta una mejora en las capacidades de los alumnos para resolver problemas matematicos,
analizando paralelamente también el impacto en otras variables.

A lo largo del punto 3 hemos ido exponiendo los resultados obtenidos. En la tabla 63
resumimos los concernientes a los procesos de analisis de varianza que realizamos para ver si

existian diferencias significativas entre los grupos en las medias de algunas variables.
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Tabla 63. Resumen de los resultados de los analisis de la varianza.

Hipotesis p-valor Conclusion

H1: Edad de los alumnos. 0,361 No existieron diferencias significativas

H2: Cahﬁga ciones en Matemticas el 0,809 No existieron diferencias significativas

curso anterior.

H3: Evaluacion inicial. 0,967 No existieron diferencias significativas

H4: Calificaciones en la prucba de 0,301 No existieron diferencias significativas

problemas I.

HS5: Dificultad L. 0,942 No existieron diferencias significativas

Hé6: Calificaciones en Matematicas en el 0.00124 Existieron diferencias muy

primer trimestre. ’ significativas

H7 : Cahﬁcacwnes o Lep guay 0,146 No existieron diferencias significativas

Literatura en el primer trimestre.

HB8: Calificaciones en la prucba de 0,0132 Existieron diferencias significativas

problemas II.

H9: Dificultad II. 0,231 No existieron diferencias significativas

HI0: Cahﬁcchnes en Matematicas en 0,0109 Existieron diferencias significativas

el segundo trimestre.

H.l I: Calificaciones en Leggua Y 0,355 No existieron diferencias significativas

Literatura en el segundo trimestre.

H12: Calificaciones en la prucba de 0,0104 Existieron diferencias significativas

problemas III.

H13: Dificultad I1I. 0,00558 Existieron diferencias muy
significativas

H14: Calificaciones en Matematicas en 0.0042 Existieron diferencias muy

el tercer trimestre. ’ significativas

H.15: Calificaciones en Lengua y 0,138 No existieron diferencias significativas

Literatura en el tercer trimestre.

Hie: C?I.l ficaciones en la prucba CDI de 0,0149 Existieron diferencias significativas

Matematicas.

H17: Calificaciones en la prueba CDI de 0.00701 Existieron diferencias muy

Lengua y Literatura.

significativas
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Siendo conscientes de las limitaciones que mencionaremos en el punto 4.2, los resultados
obtenidos han sido contundentes. En los resultados de las pruebas de resolucion de
problemas, en las calificaciones de la asignatura de Matematicas, en los resultados de la
prueba CDI y en la dificultad encontrada por los alumnos en las pruebas de resolucion de
problemas se han acabado produciendo diferencias significativas en los resultados, siempre
con resultados favorables al grupo experimental, no produciéndose esas diferencias en los
resultados de la asignatura de Lengua y Literatura. Es decir, los beneficios obtenidos por los
métodos aplicados en el grupo experimental se han observado, no solo en la resolucion de
problemas, sino en los procedimientos generales de la Matemadtica y en la percepcion de
ellos.

Es de extrafiar que no haya habido diferencias significativas entre las medias de los
resultados de los grupos en la asignatura de Lengua y Literatura y que si las haya habido, y
de hecho muy significativas, en los resultados de la prueba CDI de esta asignatura. En el
punto 3.1.4 realizamos un estudio de regresion lineal para analizar en qué medida estaban
relacionados los resultados obtenidos por los alumnos en el instituto en las asignaturas de
Matematicas y de Lengua y Literatura con los obtenidos en la prueba CDI. La tabla 64

resume los resultados que obtuvimos:

Tabla 64. Resumen de los resultados del estudio de regresion lineal.

Matematicas Lengua y Literatura
Media instituto: 3,474 Media instituto: 4,737
Grupo control Media CDI: 3,404 Media CDI: 5,368
Coeficiente correlacion: 0,422 Coeficiente correlacion: 0,540
Media instituto: 5,900 Media instituto: 5,750
Grupo experimental Media CDI: 5,467 Media CDI: 7,016

Coeficiente correlacion: 0,877 Coeficiente correlacion: 0,756
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Se puede extraer como conclusion que en las dos asignaturas se produjeron mayores

relaciones entre los resultados en el grupo experimental. Sin embargo, si nos fijamos solo en

los grupos, nos podemos dar cuenta que en el grupo control hubo una mayor relacion entre

los resultados en Lengua y Literatura, mientras que en el grupo experimental fue mayor en

Matematicas. De todos modos, no hemos sido capaces de encontrar una justificacion clara

del hecho de que durante el curso no se produjeran diferencias significativas entre las medias

de los resultados de la asignatura de Lengua y Literatura, pero si se produjeran, y de hecho

muy significativas, entre las medias de los resultados de la prueba CDI. Algunas de las

causas pudieron ser:

a)

b)

Mientras que en la asignatura de Matematicas los grupos tuvieron al mismo
profesor, en Lengua y Literatura tuvieron a profesores distintos.

Es posible que el grupo experimental hiciera una preparacion de la prueba mas
profunda que la hizo el grupo control. De hecho, la nota del grupo experimental
es muy superior a la media de la Comunidad de Madrid (5,85).

La prueba CDI es una prueba a la que los alumnos no le suelen dar una gran
importancia y es por ello, a pesar de que no posee una gran dificultad, que
muchos alumnos ni se la preparan, ni la realizan con la misma seriedad que un
examen ordinario del instituto. Del mismo modo, al ser una prueba de escasa
dificultad, alumnos que no van bien en el curso pero que se preparan
minimamente esta prueba logran obtener resultados superiores a los que obtiene

en el curso ordinario. Todo esto conduce a que se distorsionen ciertos resultados.

Un aspecto importante a resaltar es la variabilidad de los resultados que es mayor en el

grupo experimental. Viendo los resultados descriptivos obtenidos se puede apreciar como el

incremento en las calificaciones del grupo experimental se debe principalmente al
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incremento en las calificaciones de los alumnos con mas capacidades, no perjudicando al
resto.

También hemos estudiados los resultados de los alumnos de cada grupo en cada
problema concreto. Nos hemos percatado de que cuando un problema es de razonamiento
sencillo los resultados que obtuvieron los alumnos de ambos grupos fueron similares, incluso
en algin caso obtuvo mejores resultados el grupo control. En términos absolutos, las
mayores diferencias a favor del grupo experimental se produjeron en problemas donde el
nivel de razonamiento para llegar a la solucion podemos considerarlo medio. En términos
relativos, se produjeron en los problemas mas complejos debido a las bajas puntuaciones
medias obtenidas por el grupo control en este tipo de problemas.

Una vez realizada y analizada la fase experimental y teniendo en cuenta la
fundamentacion tedrica que hemos realizado podemos establecer otras conclusiones de una
indole mas tedrica sobre el uso que en nuestra opinion habria que darle a la demostracion en
la didactica de las Matematicas. En el punto 1.6 vimos como existia un consenso general en
situar el origen de la demostracion en la Grecia Clasica, a pesar de que civilizaciones
anteriores como la babilonica o la egipcia ya habian trabajado con pequefias pruebas
relacionando razones geométricas. En la linea que han propuesto algunos investigadores,
creemos que esta linea historica también es la que deberia producirse en la didactica. No se
trata de buscar un curso concreto en donde introducir la demostracion y sus métodos a los
alumnos. Desde los ultimos cursos de la Educacion Primaria habria que ir inculcando a los
alumnos actitudes que favorezcan su curiosidad por justificar determinados resultados,
siempre de una manera lo mas individualizada posible, progresiva y adaptandose al nivle del

alumno. También es importante, como vimos en el punto 1.4, presentar la demostracion con
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unas funciones que vayan mas alla que la habitual de la verificacion, como pueden ser la de
explicacion, sistematizacion, descubrimiento o comunicacion.

Al introducir la demostracion y sus métodos en el aula lo ideal seria buscar una situacion
similar a la que tuvieron los griegos en donde sea una necesidad interna de la propia
asignatura sin que el profesor tenga que hacer referencia expresa a esto. Pero, ;qué situacion
podria ser adecuada para tal objetivo? Las situaciones para iniciar las demostraciones con

cierto rigor en los alumnos podrian ser varias, incluso la misma que utilizaron los griegos, la

demostracion de la irracionalidad (desde el punto de vista aritmético) de V2. Sin embargo,
consideramos que no parece plausible para la gran mayoria de los alumnos que por si solos
se planteen esta necesidad, con lo que, en nuestra opinion, consideramos que la aportacion
externa del profesor es casi imprescindible para despertar en el alumno estas inquietudes. Un
ejemplo mas sencillo y que quizés pueda tener mas posibilidades de despertar el interés
intrinseco de los alumnos es la demostracion de la existencia de infinitos nimeros primos. La
demostracion es muy sencilla, es un ejemplo muy esclarecedor del método de reduccion al
absurdo y sus contenidos se trabajan en los primeros cursos de la Educacion Secundaria.

A pesar de la importancia que le damos a la demostracidon, somos conscientes de que
puede suponer un obstaculo dificil de superar para ciertos alumnos, sobre todo si no se ha
tratado con la progresividad que hemos mencionado con anterioridad. Hemos visto como a lo
largo de la historia las demostraciones y el rigor han ido tomando papeles muy distintos
dentro de las Matematicas. De hecho, durante mas de 20 siglos los matematicos priorizaron
las produccion de resultados al rigor con los que estos se obtenian. Creemos que este hecho
también es aplicable en aula, sobre todo en las primeras etapas, y que el proceso mediante el
cual los alumnos deben llegar a unas Matematicas lo mas rigurosas posibles deben ser los

mas individualizados posibles, intentando que los alumnos conjeturen y prueben “a su
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manera”, siempre con la supervision del profesor para corregir los errores y mejorar los
procedimiento que vayan produciéndose. De hecho, estamos de acuerdo con el proceso que
describe Alsina (2003) en el cual indica que la primera demostracion suele ser la peor, que
estas mejoran con los afios y que la demostracion ideal es un ente inalcanzable en multitud
ocasiones. Este ultimo aspecto es inherente a las Matematicas actuales en donde los
resultados los asumimos por la fe que tenemos en una comunidad de expertos matematicos
que aprueban ciertos procesos cuyo entendimiento se encuentra al alcance de muy pocos.

En resumen, proponemos que, tras una formacion adecuada del profesorado sobre como,
cuando y qué demostrar, estos procedimientos se introduzcan en el curriculo de una forma
mas explicita y progresiva, y que se utilicen en el aula como una herramienta que sirva para
mejorar los procesos matematicos generales, mas que con el objetivo de evaluar estos

propios procedimientos.
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4.2. Limitaciones

En todo momento hemos sido conscientes de que nuestra investigacion tiene una serie de

limitaciones que no nos permite extrapolar con una seguridad total el que era nuestro

objetivo principal, demostrar que introduciendo paulatinamente la demostracion en la

didactica de las Matematicas se le proporcionan a los alumnos unas herramientas que le

permiten resolver problemas matematicos en mejores condiciones. Entre las principales

limitaciones de nuestro proyecto podemos citar las siguientes:

1.

Estamos de acuerdo en la opinidon que han expresados diferentes investigadores
sobre que la introduccion de la demostracion debe hacerse de forma progresiva
en el aula y no buscar un curso concreto para empezar a trabajar con ella.
Consideramos que la forma ideal no es la que hemos utilizado en esta
investigacion ya que los alumnos de los dos grupos eran desconocidos para el
profesor de la asignatura y en cursos anteriores practicamente no habian
trabajado estos procedimientos. Aunque hemos intentado actuar en el grupo
experimental de la manera mas progresiva posible, esta claro que este proceso se
deberia haber comenzado en cursos anteriores introduciendo a los alumnos
pequefias pruebas y acostumbrandoles a procesos de justificacion acordes
siempre al nivel en el que estaban.

Ya hemos comentado que la fase experimental de nuestra investigacion se centra
en una muestra de 42 alumnos, que entendemos pequefa, y que ademas, dada la
idiosincrasia de marco donde se sitia, no se pudo elegir con las técnicas
aleatorias propias de un estudio estadistico riguroso. Este segundo problema, una

vez analizados los datos, parece que no tuvo una verdadera importancia porque
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todos los analisis que realizamos dieron como resultado que los grupos creados
eran homogéneos entre si inicialmente. La cuestion del tamafio si es mas
relevante ya que de poder haber tomado mas alumnos en la muestra podiamos
haber aumentado la certeza de los resultados e incluso haber ampliado la
poblacién a los alumnos de 3° ESO que cursan el curriculo ordinario en un centro
publico de la Comunidad de Madrid.

No podemos tener la idea de que la diferencia entre los resultados se deben en
exclusiva a la diferencia de los métodos utilizados. Aunque los datos iniciales
demuestran un equilibrio inicial entre los dos grupos, es obvio que hay una
multitud de factores que pueden influir en los resultados académicos de los
grupos, a parte de los métodos utilizados con ellos. De hecho, en las demas
asignaturas del curso pudimos observar como en general el grupo experimental
evoluciondé mejor que el grupo control, como pudimos ver por ejemplo con la
asignatura de Lengua y Literatura. Sin embargo, las diferencias mas
significativas se produjeron en la asignatura de Matematicas.

La idea inicial de la investigacion era hacer la fase experimental en un curso de
la Educacion Secundaria Obligatoria. Inicialmente se pensé en hacerla en 4°
ESO, pero dado que en el instituto en el que se realizo la experiencia solo habia
dos cursos de ese nivel, uno con la opcién de las Matematicas A y otro con la
opcion de las Matematicas B, se desestimo6 esa idea ya que era logico pensar que
en el area de Matematicas esos grupos iban a estar claramente descompensados y
no tenia sentido comparar las notas de la asignatura al pertenecer a curriculos
distintos. Debido a esta situacion, se decidio hacerlo en 3° ESO, advirtiendo

previamente al Departamento de Matematicas de que se iba a realizar tal
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experiencia y a Jefatura de Estudios, con el objetivo de que nos confeccionaran,
en la medida de lo posible, dos grupos lo més equilibrados posibles entre ellos.
Los resultados que hemos obtenido presentan la limitacion de que la experiencia
se ha realizado en un curso concreto, pero, como ya hemos mencionado, esta se
podia haber realizado en cualquier nivel de la Educacion Secundaria e incluso en
los ultimos cursos de la Educacion Primaria, adaptandose al nivel de cada curso.
Consideramos que también es una limitacion que el trabajo con los dos grupos en
la asignatura de Matematicas lo haya llevado a cabo un mismo profesor que ya
poseia inicialmente la idea de que trabajar con demostraciones en el aula
favorece a alumno en determinados aspectos. Esto pudo hacer que de forma
involuntaria pusiera mas entusiasmo en la metodologia del grupo experimental.
Segun el Ministerio de Educacion (2012, p. 4), los alumnos de Ensefianza
Secundaria Obligatoria se repartieron en Espafia en el curso 2011-12 en los
siguientes porcentajes en funcion de la titularidad del centro:

* Ensefianza publica: 65,9%.

¢ Ensefianza Concertada: 30,6%

* Ensefanza privada: 3,5%
Si nos centramos en la Comunidad de Madrid, el reparto segin datos de la
Consejeria de Educacion y Empleo (2012, p. 7) fue:

* Ensefianza publica: 50,7%.

* Ensenianza Concertada: 37,5%

* Ensefianza privada: 11,8%
Como vemos en el grafico 56, ni en Espafia, ni mucho menos en la Comunidad

de Madrid, toda la Ensefanza tiene caracter publico. Nuestra experiencia se ha
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realizado en el marco publico, pero eso ha sido una limitacion y ampliar dicho
marco enriqueceria el valor de los resultados obtenidos aunque habria que
analizar previamente si convendria tratar los datos globalmente o diferenciado el

marco en el que se encuentran.

70%

60%

50%

40% Publica
30% - M Concertada
M Privada
20%

10%

0%
Espana Comunidad de Madrid

Grafico 58. Diagrama de barras de los porcentajes de alumnos en ESO en

funcion de la titularidad del centro en el curso 2011-12.
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4.3. Recomendaciones y posibles trabajos futuros

Las conclusiones y las limitaciones expuestas en los puntos anteriores muestran el

camino para continuar esta investigacion. La utilizacion de la demostracion en la didactica de

las Matemadticas es una cuestion que esta creciendo en interés en los ultimos afios y que,

como hemos visto en nuestra investigacion, cada vez mas investigadores apoyan su uso

adecuado en el aula.

Por todo esto, se pueden realizar investigaciones similares en otros &mbitos para

contrastar con los resultados que hemos obtenidos en esta investigacion:

1.

En otros niveles educativos, ya sean en la Educacion Secundaria Obligatoria, en
Bachillerato o incluso en ultimos cursos de Educacién Primaria. Siempre
adaptandose los procedimientos al nivel de los alumnos y procurando trabajar con
grupos homogéneos entre si para que los resultados tengan una cierta validez.
Extender la investigacion a otros centros demograficamente y tipologicamente
distintos a los que hemos considerado en la poblacion de nuestra investigacion,
que son los alumnos que en el curso 2011-12 cursaron el curriculo ordinario de 3°
ESO en un centro publico de Coslada. Es decir, a centros de otras localidades,
con sus correspondientes caracteristicas sociales, y a centros de caracter
concertado y privado.

Proponemos realizar una investigacioén similar, pero con una duracién mayor, de
al menos dos cursos, en donde se introduzcan estos métodos con mayor
progresividad y en donde se analicen con un mayor plazo la incidencia que tienen

estos métodos en los resultados obtenidos.
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4. Dada la progresividad que proponemos en la introduccion de estos métodos,
consideramos que seria interesante que las autoridades pertinentes introduzcan las
herramientas necesarias para que haya una mayor estabilizacion del profesorado y
sus métodos en los centros. La idea que proponemos en esta investigacion no
tiene sentido si no se da una continuidad en los cursos posteriores.

Una vez terminada la investigacion, hemos podido observar que quizas los problemas
propuestos en las pruebas han sido excesivamente complicados. A pesar de que pensamos
que este hecho no ha afectado a los resultados globales, si que recomendamos que en
experiencias posteriores se propongan problemas de argumentacion y resolucion algo mas
sencilla, manteniendo la dificultad creciente a lo largo del curso que hemos aplicado en
nuestra investigacion.

Con el objetivo de continuar con la investigacion, en el punto 6.7 del anexo hemos
introducido las instrucciones que nos han permitido realizar el analisis de la varianza en el
programa R. No obstante, estos calculos estadisticos se pueden realizar con otros programas

estadisticos como SPSS.
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6. ANEXOS

6.1. Ejemplos de los distintos tipos de demostraciones

matematicas

6.1.1. Directa

Ejemplo 1

Demostrar que un numero de trescientas cifras formado por 100 ceros, 100 unos y 100
doses nunca puede ser un nlimero primo.
Demostracion

La suma de todas las cifras del nimero es 100 + 200 = 300, que es un multiplo de 3. Por
tanto, formemos como formemos el nlimero va a ser un multiplo de 3 y por tanto no va a ser

un nimero primo.

Ejemplo 2

Demostrar que las soluciones de una ecuacion de segundo grado ax’+bx+c =0, con

-b+/b* —4ac

2a

a # 0, vienen dadas por la formula x =
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Demostracion

Si en la ecuacion de segundo grado dejamos los términos con x a la izquierda y
multiplicamos ambos lados de la igualdad por 4a nos queda 4a’x” +4abx = —4ac . Sumando
en cada lado de la igualdad b* para completar cuadrados y aplicando la identidad notable del

cuadrado de una suma obtenemos de forma directa el resultado que buscabamos.

4a’x’ +dabx +b* =b* —4ac = (2ax+b)2 =b’> —dac = 2ax=-b*~\b’ —dac =

—-b++/b* —4ac

X =

2a
Ejemplo 3
., a b c .
En cualquier tridngulo ABC se cumple que = = . Esta proposicion se

sen A senB senC

conoce como el teorema del seno.
Demostracion

Consideremos la altura /4 sobre el lado BC.

Figura 19. Teorema del seno.
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~ h .
senB=—=h=cldenB
c
Tenemos entonces que

sené=%:>h:bﬁ+ené

c . .
= ~ . De forma analoga podriamos

senB  senC

Igualando las dos expresiones tenemos que

obtener la igualdad que nos falta.

6.1.2. Reduccion al absurdo

Ejemplo 1

Existen infinitos nimeros primos.
Demostracion

Supongamos que el conjunto P de numeros primos es finito, con lo que seria de la forma
P={p,p,.....p,}-

Consideremos el namero N = p, [p,---p, +1. Este nimero natural claramente no es
divisible por ninguno de los nimeros primos del conjunto P, con lo que deberia ser también
un nimero primo. Pero esto es una contradiccion ya que hemos supuesto que todos los
nimeros primos estaban en el conjunto P y hemos encontrado un nimero primo que no esta

en P, con lo que hemos demostrado que existen infinitos nimeros primos.

Ejemplo 2

El nimero \/5 es irracional.
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Demostracion

Supongamos que V2 es un nimero racional. En este caso se podra expresar V2

mediante una fraccion irreducible % . Elevando al cuadrado la igualdad obtenemos:

\/_ =g:>2b2 =a’
b

Con lo que a” es par y por tanto deducimos que necesariamente a es también par. Si en

la expresion anterior sustituimos a =2k , con k un nimero natural, tenemos que:
2b* =(2k)" = 26% = 4k* = b* = 2k”
De aqui deducimos que b° es par y por lo tanto b también es par. Por tanto, a y b son

, ., a
nimeros pares, lo cual es un absurdo ya que hemos supuesto que la fraccion 3 era

irreducible.

6.1.3. Por negacion

Ejemplo
Si p es un nimero primo mayor que 5, entonces p2 acabaen 1 oen9.
Demostracion
Vamos a suponer que existe un primo cuyo cuadrado no acaba ni en 1, ni en 9 y vamos a
concluir que ese primo no existe examinando los diferentes casos que se producen.
Supongamos que p es un numero primo cuyo cuadrado no acaba ni en 1, ni en 9.
Sabemos (basta proba por casos) que los cuadrados de todos los nimeros enteros acaban en

0,1,4,5,600.
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Si p* acabara en 0, seria porque p acaba en 0, con lo cual no puede ser primo porque seria
divisible por 2 o 5.

Si p” acabara en 4, seria porque p acaba en 2 o en 8, con lo cual no puede ser primo
porque seria divisible por 2.

Si p* acabara en 5, seria porque p acaba en 5, con lo cual no puede ser primo porque seria
divisible por 5.

Si p” acabara en 6, seria porque p acaba en 4 o en 6, con lo cual no puede ser primo
porque seria divisible por 2.

Con lo cual, si el cuadrado de un nimero no acaba ni en 1, ni en 9, podemos asegurar que
no es primo (salvo en los casos p =2 y p =5) o lo que es equivalente, que el cuadrado de

todos los numeros primos mayores que 5 acabanen 1 o en 9.

6.1.4. Exhaustiva

Ejemplo 1
El nimero +/2 es irracional.
Demostracion
Realizaremos otra demostracion de este hecho, pero en esta ocasion analizando todos los

casos que se nos pueden dar para llegar finalmente a un absurdo. Al igual que en la

demostracidn anterior, supongamos V2 es un ntiimero racional, con lo que se podria expresar

mediante una fraccion irreducible %. Elevando al cuadrado la igualdad obtenemos que

a . L
V2 ===2b? =4*. Ahora vamos a hacer una tabla con las posibles terminaciones de a* y

2h°
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Tabla 65. Terminaciones de a’ y 2b* para demostrar la irracionalidad de V2.

a a b b 2h*
0 0 0 0 0
1 1 1 1 2
2 4 2 4 8
3 9 3 9 8
4 6 4 6 2
5 5 5 5 0
6 6 6 6 2
7 9 7 9 8
8 4 8 4 8
9 1 9 1 2

Fijémonos que a” solo puede acabar en 0, 1, 4, 9, 6 o 5, mientras que 25> solo puede
acabar en 0, 2 u 8. Como ambos nimeros deben ser iguales, la tnica coincidencia que hay es

que acaben en 0, pero en ese caso a acabaria en 0 y b acabaria en 0 o en 5, lo que es una

., ., a . .
contradiccion con que la fraccion 3 sea irreducible.

Ejemplo 2

Si p >3 es un nimero primo, entonces el resto de dividir p* entre 12 es 1.
Demostracion

Cualquier niimero entero se puede escribir de la forma 12k + r, donde & es un entero y
r=0,1,2,---,11. Como p es primo es claro que r #0, 2, 4, 6, 8,10, ya que si lo fuera, p
seria un namero par y no podria ser primo. También es claro que » #3, 9, ya que en estos
casos el niimero seria multiplo de 3 y no podria ser primo. Por tanto, solo tenemos que

analizar los casos en que » =1, 5, 7, 11.

p=12k+1 = p’ =144k +24k +1=12(12k> +2k) +1

p=12k+5 = p’ =144k +120k +25=12(12k +10k +2) +1
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p=12k+7 = p’ =144k +168k +49 =12(12k +14k +4) +1

p=12k+11 = p’ =144k +264k +121=12(12k” +22k +10) +1

Como se puede observar, en todos los casos el cuadrado del nimero primo es una unidad

mayor que un multiplo de 12, tal y como queriamos demostrar.

Ejemplo 3

Si f'es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) que cumple que fla) = f(b),
entonces existe algiin punto c[l(a, b) para el que se cumple que f’(c) = 0. Este resultado se
conoce como feorema de Rolle.

Demostracion

Como la funcién f es continua en un intervalo cerrado y acotado, alcanza en dicho
intervalo un valor maximo y un valor minimo. Se pueden distinguir tres casos:

a) Tanto el maximo como el minimo estan en los extremos del intervalo. Como por
hipétesis fla) = f(b), la funcidon debe ser constante y por tanto en todo el intervalo
(a, b) su derivada es nula.

b) La funcion falcanza un méximo en un punto c[l(a, b). Como f es derivable en ese
punto se cumple que ’(c) = 0.

¢) La funcion f alcanza un minimo en un punto c¢ll(a, b). Como f es derivable en ese

punto se cumple que f’(c) = 0.
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6.1.5. Principio de induccion

Ejemplo 1
n [ﬂn + 1) . ,
Demostrar que 1+2+3+---+n= — para cualquier numero natural 7.
Demostracion

: : 101 +1)
La propiedad es cierta paran =1 yaque 1= —

Ahora vamos a suponer que es cierta para n = k y a partir de ahi tenemos que demostrar

la propiedad para £ + 1.

. A partir de aqui tenemos que:

. k Ok +1)
Suponemos cierto que 1+2+3+---+k :T

2 2

1+2+3+m+k+k+1:k[ﬂl;+1)+k+l:k[Ql;+l)+2(k+l) (k+1) [k +2)

Vemos que la propiedad se cumple también para k +1. Por el principio de induccion

podemos asegurar que esta propiedad se cumple para cualquier numero natural 7.

Ejemplo 2

=n[ﬂn+1)[ﬂ2n+l)

6

Demostrar que 17 +2° +3% +...+ 5’ , para cualquier natural 7.

Demostracion

_1i+1)20+1)

Evidentemente la propiedad se cumple paran =1, ya que 1> = P .

Vamos a suponer la propiedad cierta para n = k y a partir de ahi vamos a demostrar que

también es cierta paran =k + 1.
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_ kK +1)2k +1)

2
12+22+32+--~+k2+(k+1)2— ; +(k+1)2 :kmk+1)|:q2k+l)+6(k+l) _

6 6

(k+1)[@(2k2 +k)+(6k+6)] _ (k+1)[f2k” + 7k +6) _ 2(k+1)[ﬂk+2)[€k+;j _
(k+1)[Qk+2)6EQ2k +3) 6 6

6

Ejemplo 3

Demostrar que si # es un nimero impar, entonces 7" +1 es divisible por 8.
Demostracion

Para demostrar esta proposicion por induccion lo mejor es hacer el cambio de variable
n=2k-1.

Para k = 1, el resultado es cierto ya que 7°""' +1=7+1=8, evidentemente, es divisible
por 8.

Ahora suponiendo que el resultado es cierto para k&, vamos a demostrar que es cierto para
k+1.

72(k+l)—1 F1 =7 4 =72 L =2 R = 47 =72 41 =72 (72k—1 +1) —48

Nos queda una diferencia en donde el primer término es multiplo de 8 por la hipotesis de
induccion y el segundo término es 48 que también es un multiplo de 8. Por lo tanto, la

diferencia también es multiplo de 8 como pretendiamos demostrar.

6.1.6. Descenso al infinito

Ejemplo 1

Demostrar que V3 es un niimero irracional.
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Demostracion

a . . . .
Supongamos que NE) ZZ’ siendo a y b enteros positivos. Partiremos de la acotacion

% <% <2, facilmente comprobable ya que elevandola al cuadrado obtenemos que % <3<4.

La acotacion anterior implica que:

3b-a<
a) 3b<2a= “=d = b<a,lo que implica que a — b es un entero positivo.
3b<3a
a-b<b .\
b) a<2b= = 3b—a es un entero positivo.
a<3b

Si en la identidad

_ , : a
=+/3 +1 sustituimos la raiz del denominador por 3 obtenemos

2
J3-1

, 2 - 3+1.
4 -1
Despejando la raiz se obtiene V3= 2 -1= 2b -1= 3ha . Observemos que tanto
a=b a-b a-b
b

el numerador como denominador de la fraccion que hemos obtenido son menores que los de
., . a . , .,
la fraccion original 3 Reiterando este proceso podriamos obtener una sucesion

estrictamente decreciente de numeradores y denominadores enteros positivos, lo que es

imposible. Por lo tanto se concluye que V3 es irracional.

Ejemplo 2

Demostrar que si a y b son primos entre si y a b es un cuadrado perfecto, entonces a 'y b

son cuadrados perfectos.
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Demostracion
Vamos a demostrar que no existen dos enteros positivos a y b tales que:
a) Sean primos entre si.
b) alb seaun cuadrado perfecto.
¢) ay bnosonambos cuadrados.
Supongamos que @ no es un cuadrado perfecto, en cuyo caso es divisible por un primo p,

es decir, que a = p [k, siendo £ un nimero entero. En este caso, p también divide al producto
alb, que es un cuadrado perfecto, con lo que podemos expresar alb=n’. Por las
propiedades de los numeros primos, p debe dividir a n, con lo cual n = p[4, siendo ¢ un
numero entero. Por tanto, se puede escribir la igualdad anterior como:
pkb=(ph) =p’F=kb=pF

Como p divide al lado derecho de la igualdad, también debe dividir al izquierdo, pero al
ser a 'y b primos entre si, debe dividir a k. Por tanto, £ = p[%', siendo £’ un entero. Esto nos
lleva a que:

kb=p# = pk'b=pF =k'h="1

Como a = plk = p* k', algin divisor de k" es también divisor de a y por lo tanto k" y b
no pueden tener un divisor comun mayor que 1. Si k" fuese un cuadrado perfecto entonces
a=p> k' también lo seria, pero hemos supuesto inicialmente que no lo es. Luego los

nimeros k" y b cumplen que son primos entre si, su producto no es un cuadrado y no son
ambos cuadrados.

Siguiendo el mismo razonamiento nos llevaria a un entero positivo k"~ que cumpliria las
mismas propiedades con £° > k'. De este modo tendriamos una sucesion estrictamente

decreciente de enteros positivos, lo cual es imposible.
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6.1.7. Principio del palomar

Ejemplo 1

Dados cuatro nimeros naturales cualesquiera siempre habrad al menos dos de ellos cuya
diferencia sea un multiplo de 3.

Demostracion
Al dividir los cuatros nimeros entre tres, cada uno tendrd un resto r,7,7,7, D{O,l, 2} .

Como hay cuatro numeros con sus respectivos restos (palomas) y tres posibles restos
(palomares), por el principio del palomar seguro que al menos dos de los nimeros tienen el
mismo resto cuando se dividen entre 3.

La expresion de esos dos nuimeros serd 3k+r y 3t+r, siendo r el resto comun y

k,t 0N, Si restamos esos dos nimeros nos quedaria 3 (k - t) que es un multiplo de tres.

Este resultado es facilmente generalizable con la estrategia utilizada anteriormente a la
siguiente proposicion:
Dados n niimeros naturales cualesquiera, siempre habra dos de ellos cuya diferencia sea

multiplo n — 1.

Ejemplo 2

Dados seis ntimeros distintos cualesquiera del 1 al 10, demostrar que va a haber dos de
ellos que sumen 11.
Demostracion
En este caso hay seis palomas que seran los seis nimeros y hay cinco palomares que son
las posibilidades de obtener una suma de 11 con dos numeros del 1 al 10:
1-10 2-9 3-8 4-7 5-6
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Por el principio del palomar, al menos dos de esos numeros irdn a parar al mismo

palomar y tendriamos los dos niumeros que suman 11.

Ejemplo 3

En el interior de un triangulo tridngulo equilatero de lado 2 c¢cm colocamos al azar 5
puntos en su interior. Demostrar que va a haber al menos dos de ellos a una distancia menor
oigual de 1 cm.

Demostracion

Si dividimos el tridngulo en cuatro tridngulos equilateros de lado 1 cm tal y como

muestra la figura 20, nos damos cuenta de que, por el principio del palomar, al menos dos

puntos iran al mismo triangulo y por tanto estaran a una distancia menor o igual que 1 cm.

Figura 20. Principio del palomar (ejemplo 3).

Ejemplo 4

Todos los niimeros naturales tienen un multiplo no nulo que estd formado unicamente
por ceros y unos.
Demostracion

Dado un numero natural N cualquiera, al dividir cualquier nimero por N solo hay N
posibles restos que son 0, 1, 2,..., N — 1. Estos seran los palomares.

Consideremos a continuacion los N + 1 nimeros formados de la siguiente manera. 1, 11,
111, 1111, etc. Estos nimeros seran las palomas.
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Por el principio del palomar habra dos de ellos con el mismo resto. Esto quiere decir que
si restamos el mayor menos el menor el resultado va a ser un multiplo de N (ver ejemplo 1 de

este punto) y ademas que va a ser un numero formado unicamente por ceros y unos.

6.1.8. Algoritmica

Ejemplo

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] y en los extremos del intervalo la
funcién toma valores de signos opuestos, entonces existe un valor ¢ (a, b) tal que f{c) = 0.
Demostracion

Este resultado se puede demostrar de muchas formas. Una algoritmica es la que se
conoce como el método de biseccion, que es un método recursivo que nos ayuda a localizar
un cero de la funcion en dicho intervalo con la precision que queramos.

El método en cuestion es muy elemental. Supongamos que fla) > 0 y fib) < 0.

b-a . Si:

Consideremos el punto x, =

a) f (xl) =0, habremos localizado el punto c.
b) f (xl) >0, podemos asegurar que un cero de la funcion estard en el intervalo [xl,b] .

c) f (xl) <0, podemos asegurar que un cero de la funcion estara en el intervalo [a,xl] .

Siguiendo con este proceso iremos localizando la raiz con una cota de error en el n-esimo
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6.1.9. Constructiva

Ejemplo 1

Sobre un segmento dado se puede construir un tridngulo equilatero’”.
Demostracion
Dado un segmento 4B, se trazan las circunferencias con centro 4 y que pasa por B, y la

que tiene centro By pasa por 4. Estas circunferencias se cortan en dos puntos. Considerando

cualquiera de esos dos puntos como tercer vértice obtendriamos el triangulo equilatero.

Figura 21. Construccion de un triangulo equilatero sobre un segmento.

De una manera andloga se podria demostrar de una forma constructiva que Sia, b y ¢ son

las longitudes de los lados de un tridngulo y a es la longitud mayor, entonces a < b + c.

Ejemplo 2

Existe una distancia minima entre dos rectas del espacio que se cruzan.

Y Esla primera proposicion del Libro | de “Los Elementos” de Euclides.
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Demostracion

Sean s y r esas rectas. Por un punto 4 cualquiera de s se traza su recta paralela a » que
denotaremos por ¢. Las rectas s y ¢ determinan un plano a paralelo a la recta z. Por un punto
cualquiera B de la recta r se traza la perpendicular al plano a. Denotaremos esta recta como u
y calcularemos la interseccion de la recta u con o, llamando a este punto C. Por este punto se

traza la recta paralela p a r, que cortard a s en un punto D. La recta perpendicular v al plano a

por D cortara a » en un punto E£. La medida del segmento DE nos proporciona la medida de

la distancia minima en posicién y magnitud.

No todas las demostraciones en las que se pide la demostracion de la existencia de un
objeto matematico concreto son constructivas. Las dos que exponemos a continuacion
demuestran la existencia de ese objeto, pero no muestran dicho objeto, con lo cual no

deberiamos considerarlas como constructivas.

Ejemplo 3

Si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un valor

_JS(b)-f(a)
b-a

cU(a, b) para el que se verifica que f '(c) . Este resultado se conoce como

teorema del valor medio.

Demostracion

Consideremos la funciéon ¢(x) =f(x)—f(a)—M(x—a). Esta funciéon es

continua en [a, b] y derivable en (a, b) por serlo la funcion f. Fij¢émonos que:

/(b)-/(a)

a) @(a)=f(@)-f(a)- g

(a—a)=0

333



B #(0)=r®- -2 )=

Por el teorema de Rolle, sabemos que existe al menos un valor cll(a, b) tal que

¢'(c) =0. De esto se deduce que f‘(c)—f(a)——f(bg_f(a) = f'(c):f(bz_f(a)
—y — 4

Ejemplo 4
Si f'y g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), entonces existe un punto

f'e) _ f(b)~f(a)

. Este resultado se conoce como
g'(c) g(b)-g(a)

cU(a, b) para el que se verifica que

teorema de Cauchy.

Demostracion
Consideremos la funcion ¢(x) = f(x) [Eg (b) —g(a)] —g(x) [Ef (b) —f(a)] . Esta
funcién es continua en [a, b] y derivable en (a, b) por serlo las funciones /'y g. Fijémonos

que:
a) ¢(a)=f@e(b)-g(a)]-g(a)q 1 (2)-f(a)]=
f(a)Tg(b)~ f(a)&(a)~g(a) 0 (b) +g(a) ¥ (a) = f (a) & () ~ g (a) ¥ ()
b ¢(b)=r®) g (b)-g(a)]-2(2) [ s (b)-1(a)]=
S (b)T2(b)~ 1 (b)&(a) -2 (b) 0 (b) +2(P)F (a) =~ (b) (& (a) + g (b) T (a)
Observamos que la funcién ¢ cumple las hipotesis del teorema de Rolle, y por tanto,

existe al menos un valor cU(a, b) tal que ¢'(c):0. De esto se deduce que

334



S(e) [Eg (b) -g (a)] - g'(c) [Ef (b) —f(a)] =0 y  despejando  obtenemos  que

/') S®)=f(a)

g'(c) 2(b)-g(a)

6.1.10. Por equivalencia

Ejemplo 1

Demostrar que el cardinal del conjunto de los niimeros naturales es el mismo que el
cardinal del conjunto de los nimeros racionales.
Demostracion

Lo que haremos en un primer paso sera demostrar que el cardinal de los numeros
naturales es el mismo que el de los nimeros enteros para posteriormente demostrar que el
cardinal del conjunto de los nlimeros enteros es el mismo que el cardinal del conjunto de los
nimeros racionales.

Para demostrar que el card (N) = card (Z) lo que haremos sera demostrar que
card (N)<card (Z) y que card (Z)<card (IN). La primera desigualdad es obvia ya que por
definicion NLIZ. Para demostrar la segunda desigualdad, bastard con encontrar una
aplicacion inyectiva de Z en N, que sera:

z>0 - #(z)=2z
:Z > N:9z=0 - #(0)=0
z<0 - ¢@(z)=-2z-1

Resulta facil comprobar que es inyectiva viendo que los enteros positivos van a los
naturales pares y los enteros negativos van a los naturales impares. Luego

card (IN) = card (2).
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Para demostrar que el card (Z) = card (Q) lo que haremos serda demostrar que
card (Z)<card (Q) y que card (Q)<card (7). La primera desigualdad es obvia ya que por
definicion Z 11 Q. Para demostrar la segunda desigualdad, bastard con encontrar una

aplicacion inyectiva de Q en Z, que sera:
0:Q -7 ¢((—1)’ L—‘ibfj =2 3“3
Expliquemos un poco esta aplicacion. La variable » solo tomard los valores 0 o 1 e
indicard el signo del numero racional. La fraccion % supondremos que es irreducible y sera

la que nos indique el namero racional, salvo el signo. La aplicacion es inyectiva claramente

porque para que dos numeros de la forma 2" [3° (3” coincidan, la tnica posibilidad que hay
es que las variables r, a y b sean iguales y si son iguales es porque representan al mismo

numero racional. Con lo cual, hemos probado que card (IN) = card (Z) = card (Q).

Ejemplo 2

Existen dos primos consecutivos tan distantes como queramos.
Demostracion
La anterior afirmacién seria equivalente a demostrar que dado un numero natural »

cualquiera, existen » numeros compuestos consecutivos. Para ello consideremos el numero

(n +1)!. Es claro que el nimero (n +1)!+2 no es primo por ser divisible por 2, el nimero
(n +1)!+3 no es primo por ser divisible por 3, y asi podriamos llegar hasta el nimero

(n +1)!+n+1 que no es primo por ser divisible por n+1. Observamos, como queriamos

demostrar, que hemos construido una secuencia de » nimeros compuestos consecutivos.
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6.1.11. Método de la diagonal de Cantor

Ejemplo 1

El intervalo [0, 1] no es contable.
Demostracion

Supongamos que si que es contable, entonces existiria una sucesion a, tal que cualquier
numero del intervalo estaria en esa sucesion. Consideremos el nimero 0,x1x2x3... , donde x;
es distinto a la primera cifra de aj, x; es distinto a la segunda cifra de a,, y asi sucesivamente.
Es obvio que ese nimero no puede estar en la sucesion, pero si esta en el intervalo [0,1], lo

cual es una contradiccion y por lo tanto concluimos que [0, 1] no es contable.

6.1.12. Visualizacion

Ejemplo 1

La suma de los angulos interiores de un triangulo suma 180°.
Demostracion

Si en un tridngulo ABC trazamos por C una paralela al lado AB es facil observar que se
forman tres angulos que forman un &ngulo llano y que coinciden con los angulos del

triangulo.

Figura 22. Demostracion de que los angulos interiores de un triangulo suman 180°.
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Ejemplo 2

Para cualquier pareja de nimeros reales a y b se cumple que (a+b)’ =a®+b* +2ab.

Esta igualdad se conoce como la identidad notable del cuadrado de una suma.

Demostracion

Figura 23. Igualdad notable del cuadrado de una suma.

, , 2 . .
Como el lado de este cuadrado es a +b, su area sera (a +b) . Ahora bien, si calculamos

el area como la suma de los dos rectangulos y dos cuadrados disjuntos que se forman,

tendremos que el area sera a’ +b> +ab+ab =a’ +b* +2ab . Igualando las dos expresiones,

hemos demostrado visualmente la identidad notable del cuadrado de una suma.

Ejemplo 3
En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de Ia c
. . . a
hipotenusa coincide con la suma de los cuadrados de los
catetos. Este enunciado es conocido como el teorema de b
Pitagoras.
a@+b=c

Figura 24. Teorema de Pitigoras.

338



Demostracion

b 3

Figura 25. Demostracion del teorema de Pitagoras.

El area del cuadrado es (a +b)2 =a’ +b* +2ab . Calculando el area del cuadrado como

suma de las areas del cuadrado de lado ¢ y los cuatro tridngulos rectangulos de catetos a y b,

nos queda ¢’ +4 dg—w = ¢’ +2ab . Igualando las dos expresiones obtenemos:

a’+b*+2ab=c* +2ab=a* +b* =¢*

Ejemplo 4
. , . n Eﬂn + 1)
La suma de los n primeros nimeros enteros positivos es T
Demostracion

El rectangulo representado en la figura 26 estd formado por n E@n + 1) rectangulos, pero

nln+1
solo la mitad de ellos estan sombreados. Por tanto, se tiene que 1+2+3+---+n = ¥
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n + 1 columnas

n filas

Figura 26. Suma de n primeros niimero enteros positivos.

Como dijimos anteriormente, este tipo de demostraciones solo son aceptadas cuando los
dibujos no presentan ningun tipo de ambigiliedades a la hora de interpretar la informacion.
De no ser asi, se podria llegar a demostrar resultados que no son ciertos como el que

mostramos a continuacion.

Ejemplo 5

Todos los tridngulos son isosceles.

Demostracion fraudulenta

Consideremos un tridngulo ABC' y tracemos

la mediatriz del lado 4B y la bisectriz del

A

angulo interior C. La mediatriz y la

bisectriz se cortan en un punto interior al

que llamaremos P. Desde P trazamos Figura 27. Demostracion fraudulenta de que

sendas perpendiculares a los lados AC 'y BC,  todos los triangulos son isosceles.
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cuyos puntos de corte con dichos lados los denotaremos como G y H.

Abhora fijémonos que los triangulos CPG y CPH son congruentes ya que tienen el lado

CP en comun y tienen dos angulos iguales, P(D}C = PI?IC =90° y PCD’G = PCD‘H , este ultimo
por estar el punto P en la bisectriz.

Son también congruentes los triangulos ADP y BDP ya que ambos son triangulos
rectdngulos con los mismos catetos. El cateto PD es comun y los catetos DA y DB son
iguales ya que D es el punto donde la mediatriz del segmento 4B corta a dicho segmento.

Por tultimo, fijémonos que los tridngulos GPA y HPB son también congruentes ya que
ambos son triangulos rectdngulos que cumplen que PA = PB, por pertenecer P a la
mediatriz, y PG = PH por pertenecer P a la bisectriz.

Con todo lo anterior se tendria que CG + GA = CH + HB, con lo que AC = CB, que es lo
que pretendiamos demostrar.

Esta claro que este resultado es falso y que por algiin lado hay un error. Si intentdsemos
encontrarlo seguramente revisariamos los pasos uno a uno con mucho cuidado esperando
encontrar el error cuando, en realidad, la solucién es mucho mas sencilla. El error esta en el
dibujo. En cualquier tridngulo, la mediatriz de un lado y la bisectriz de su angulo opuesto
nunca se cortan en un punto interior del tridangulo. De hecho, este razonamiento que hemos
utilizado lo podriamos utilizar para demostrar esta propiedad por razonamiento al absurdo.
Si hubiésemos trazado bien la mediatriz y la bisectriz del tridngulo el dibujo quedaria como

se muestra en la figura 28.
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Figura 28. Punto de corte real de la mediatriz y la bisectriz.

Lo que acabamos de ver nos muestra como las técnicas de visualizacion son excelentes
para demostrar determinadas afirmaciones, pero hay que utilizarlas con mucho cuidado, con
dibujos y graficos que no lleven a equivocos, ya que si no nos pueden conducir a resultados

erroneos.
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6.2. Prueba de evaluacion inicial

Los ejercicios que se propusieron en la prueba de evaluacion inicial fueron los

siguientes:

1.

Realiza las siguientes operaciones:

a) (3-200-5)+1)[{4-5+3)

Calcula las siguientes potencias:
a) (=2) o) (-2)

b) (_2)3 d) (_1)2011

Calcula el méximo comun divisor y el minimo comun multiplo de 15, 20 y 24.

De un depodsito de agua que se encontraba lleno se extraen % partes de su

contenido. Si aun quedan en el deposito 21 litros, ;Qué capacidad tiene el
deposito?

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 4-3[x+2)=5x-2

by ZX41=3x-2
3 6

i x+3y=0 . )
Resuelve el sistema 5 por el método que estimes oportuno.
X

_y_7

—x+1

Representa graficamente las ecuaciones y =2x—-1le y =
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8. Calcula el lado desconocido de los siguientes triangulos rectangulos:

13 cm 8 cm
5 cm

Figuras 29 y 30. Ejercicio 8 de la evaluacion inicial.
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6.3. Pruebas de resolucion de problemas y sus soluciones

Los problemas de la primera prueba y sus respectivas soluciones que se les pasaron a

los alumnos el 21 de noviembre de 2011 fueron:

1.

(Cuantos nimeros capicuas hay de dos cifras? ;Y de tres cifras? ;y de cuatro
cifras?
Nota: los numeros capicuas son los que se leen igual de izquierda a derecha,

que de derecha a izquierdas.

Solucién: Se trataba de un simple problema de conteo:

a)

b)

Numeros capicuas de dos cifras: son de la forma aa, luego hay 9 nimeros

capicuas de dos cifras.

Numeros capicuas de tres cifras: son de la forma aba. Para a = 1, habra 10

nimeros, para a = 2 otros 10, etc. Es decir, hay un total de 90 ntimeros capictas
de tres cifras.

Numeros capicuas de cuatro cifras: son de la forma abba. Para a = 1, habra 10

nimeros, para a = 2 otros 10, etc. Es decir, hay un total de 90 ntimeros capictas

de cuatro cifras.

Un joyero consigue una rebaja de 150 € en la compra de 20 relojes iguales, cuyo

precio segun el catdlogo es de 65 € la unidad. (A cuanto debe vender cada uno

para obtener un beneficio total de 400 €?
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Solucion: Este problema se puede hacer aritméticamente de varias formas. Por ejemplo,
se sabe que segun catalogo, el joyero debid pagar 65 x 20 = 1300 €. Como obtuvo una rebaja
de 150 €, realmente pagd 1150 € por 20 relojes. Como quiere obtener 400 € de beneficio,
con la venta debe obtener 1150 + 400 = 1550 €, con lo que cada reloj debe venderlo a 1550 :

20="77,5¢€.

3. A una excursion Silvia y Rosa se llevaron respectivamente 5 y 4 pastelitos. Laura
no se llevo ninguno, pero sus amigas decidieron compartir sus pastelitos con ella
a partes iguales. En compensacion, Laura les dio los 2,40 € que llevaba encima.

(Como deberian repartirse ese dinero Silvia y Rosa?

Solucion: Este problema es de razonamiento l6gico. Como en total habia 9 pastelitos,
cada una toc a 3 pastelitos. Ahora bien, Silvia, como llevaba 5, se puede decir que le dio 2 a
Laura y Rosa, como llevaba 4, se puede decir que le dio 1. Por lo tanto, los 2,40 € que pagd

Laura por 3 pastelitos, se deben repartir a razon de 1,60 € para Silvia y 0,80 € a Rosa.

4. En un restaurante te ofrecen el menu del dia por 10 €. El ment consiste en un
primer plato a elegir entre 5 posibilidades, un segundo plato a elegir entre 4
posibilidades y un postre a elegir entre 4 posibilidades. También incluye el pan y
la bebida, en la que puedes elegir agua, vino o un refresco. ;Cuantos menus

diferentes se pueden formar?
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Solucion: Este es un simple problema de conteo en donde las posibilidades totales seran
la multiplicacion del nimero de opciones de cada apartado, es decir, 5 x 4 x 4 x 3 = 240

menus diferentes se pueden formar.

5. Deduce cudl es el mayor nimero entero positivo n para el que se verifica que

2000 3000
noo <577,

Solucién: Es un problema que se resuelve con las propiedades de las potencias:
1000 1000
P00 < 53000 (nz) <(53) e n2 <125

Claramente, el mayor numero entero que cumple esa propiedad es 11.

6. En los tres primeros examenes de una evaluacion un alumno ha obtenido unas
notas de 5,5 en el primero, 5,1 en el segundo y 3,2 en el tercero. ;Qué nota debe
sacar en el cuarto y Gltimo examen para que la media le de 5?7 ;Y para obtener

una nota media de 6?

Solucion: Para obtener una media de 5 con 4 examenes, el alumno debe acumular como
minimo 5 x 4 = 20 puntos. Como lleva acumulados en los tres primeros examenes 13,8
puntos le haran falta 6,2 puntos en el Gltimo examen para obtener una media de 5. Para
obtener una nota media de 6 deberia acumular 6 x 4 = 24 puntos. Como lleva 13,8 puntos

sera imposible que alcance la media de 6 puntos.

7. A 50 alumnos de 3° ESO se les ha preguntado si les gusta jugar al fatbol y al

baloncesto. En los resultados aparecen que a 35 personas les gusta el futbol, a 22
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personas les gusta el baloncesto y a 15 alumnos les gustan ambos deportes. ;A

cuantos alumnos no les gustan ni el fatbol, ni el baloncesto?

Solucion: Con los datos que tenemos, sabemos que hay 35 — 15 = 20 alumnos a los que
solo les gusta el fatbol, 22 — 15 = 7 alumnos a los que solo les gusta el baloncesto y 15
alumnos a los que les gustan los dos deportes. Por tanto, habrd 50 — 20 — 7 — 15 = 8 alumnos

a los que no les gusta ninguno de los dos deportes.

8. En un decagono regular hemos unido mediante segmentos cada vértice con los
restantes no consecutivos tal y como se observa en la figura. ;cudnto segmentos

(interiores) hemos trazado en total?

Figura 31. Problema 1.8.

Solucion: De cada uno de los 10 vértices, salen 7 segmentos interiores. En principio
podria parecer que entonces hay un total de 70 segmentos interiores, pero hay que darse
cuenta de que cada segmento, al pertenecer a dos vértices, lo hemos contado dos veces, con

lo que en total hay 70 : 2 = 35 segmentos interiores.
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Los problemas de la segunda prueba, que se realiz6 el 20 de febrero de 2012, y sus

respectivas soluciones fueron:

1. Si escribes todos los numeros naturales del 1 al 200 (ambos inclusive), ;cuantas

veces tienes que escribir la cifra “17°?

Solucion: Veamos primero cudntas veces se escribe del 1 al 99. En las cifras de las
unidades el 1 aparece 10 veces, mientras que en las cifras de las decenas aparece otras 10. En
total 20 veces. Del 100 al 199, el 1 aparece 10 veces en las unidades, otras 10 veces en las
decenas y 100 en las centenas, lo que hace un total de 120 veces. Luego, para escribir los

numeros de 1 al 200, la cifra 1 la tendremos que utilizar 20 + 120 = 140 veces.

2. El presidente del C.F. Coslada ha fichado al goleador japonés Yono Fallouna por
un afio. Le va a pagar 800 000 € y un chalet en la mejor zona de Coslada. Al
cabo de cuatro meses y ver que no mete ni un gol se le despide del equipo. Entre
el presidente y el jugador acuerdan que solo va a recibir como pago el chalet y

100 000 €. ;En cuanto esta valorado el chalet?

Solucion: El sueldo anual del jugador es de 800 000 € + un chalet. Los cuatro meses
trabajados equivalen a un tercio de afio, con lo que por los dos tercios de afio no trabajados
ha dejado de percibir 700 000 €. Luego, el sueldo del jugador por un tercio de afio es de
350 000 €. Si por el tercio de afio trabajado le han pagado 100 000 € mas el chalet, esto

quiere decir que el chalet se ha valorado en 250 000 €.
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3. En una habitacion hay taburetes de tres patas y sillas de cuatro patas. Cuando hay
una persona sentada en cada uno de ellos, el nimero total de patas y piernas es

27. ({Cuantos asientos hay?

Solucion: Es un problema que se puede hacer por tanteo. Cada silla contaria como 6
(4+2) patas y cada taburete como 5 (3+2) patas.
e  Si hubiera 1 silla, faltarian 21 patas, que no es multiplo de 5.
*  Sihubiera 2 sillas, faltarian 15 patas, lo que equivale a 3 taburetes.
*  Si hubiera 3 sillas, faltarian 9 patas, que no es multiplo de 5.
*  Si hubiera 4 sillas, faltarian 3 patas, lo que es imposible.

Con lo cual, la tinica solucion posible es que haya 2 sillas y 3 taburetes.

4. En un instituto hay tres grupos de 3° ESO. El profesor de Educacion Fisica
manda hacer grupos de 6 alumnos cada uno. En el grupo A han quedado sin
pertenecer a ningin equipo 4 alumnos, en el grupo B han quedado 5 alumnos y
en el grupo C han quedado 3 alumnos. Si en otra actividad, el profesor junta a los
tres grupos y vuelve a mandar que se emparejen en grupos de 6, ;cudntos

alumnos quedaran sin equipo?

Solucion: Si junta los grupos, podemos suponer que los grupos que se han hecho en cada

clase se pueden mantener. Con lo que los 4 + 5 + 3 = 12 alumnos que estaban sin equipo, se

pueden hacer dos grupos més y no quedarian alumnos sin equipo.

350



5. En la secuencia de letras ABCDEFABCDEFABCDEEF ... ;Qué letra ocupa la

posicion 20127

Solucion: Fijémonos que es una secuencia que se repite periddicamente en grupos de 6,
con lo cual tenemos que ver la posicidon que nos dan, que es 2012, donde caera. Si dividimos
2012 entre 6, el cociente serd 335 y el resto, que es lo importante, es 2. Si vemos la
secuencia, todos los numeros que tienen resto 2 al dividirlos entre 6, como son 2, 8, 14, 20,

etc. coinciden en la letra, que es la B, con lo cual, en la posicién 2012 ird una B.

6. Una liebre aventaja en 12 de sus saltos al galgo que la persigue. Dos saltos del
galgo equivalen, en longitud, a tres de la liebre. Si el galgo tarda en dar tres
saltos lo mismo que la liebre en dar cuatro, ;cuantos saltos dara la liebre antes de

ser alcanzada?

Solucién: En tiempo, cada 3G = 4L, o lo que equivale a que 6G = 8L. Ahora bien, como
en longitud 3L = 2G, podemos asegurar que en el mismo tiempo que la liebre da 8 saltos, el
galgo da 6 de los suyos que equivalen a 9 de la liebre. Es decir, que la liebre cada 8 saltos
pierde un salto de los suyos de ventaja respecto al galgo. Como le sacaba 12 de sus saltos de

ventaja, la liebre serd alcanzada por el galgo cuando esta dé 12 x 8 = 96 saltos.

7. Entre Javier y Lorenzo tienen 16 canicas. Entre Javier y David tienen 13 canicas.

Entre David y Lorenzo tienen 17 canicas. ;Cudntas canicas tiene cada uno de los

tres?
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Solucion: Expresemos las tres informaciones de la siguiente manera:
J+L=16;J+D=13;D+L=17
Si sumamos las tres expresiones nos queda: 2J + 2L + 2D = 46. Con lo cual, entre los tres
tienen 23 canicas. Ahora ya es facil deducir que David tiene 7 canicas, Luis tiene 10

canicas y Javier tiene 6 canicas.

8. A las tres en punto, las agujas de un reloj forman un angulo de 90°. ;Qué angulo

(agudo) formaran esas agujas 20 minutos después?

Solucion: Fijemos el origen en el punto 12 del reloj y fijemos el sentido horario. La
aguja de la hora, cada hora, avanza 30° con lo que en 20 minutos avanzara 10° y se situara
en la posicion de 90° + 10 ° = 100°. La aguja de los minutos, cada hora avanza 360°, con lo
que en 20 minutos avanzara 120°, que sera su posicion al partir del origen. Por lo tanto, a las
tres y veinte minutos las agujas formaran un angulo agudo de 20°, estando ya por delante la

aguja de los minutos.

Los problemas de la tercera prueba, que se realizd el 28 de mayo de 2012, y sus

respectivas soluciones fueron:

1. En la figura de la derecha vemos un molinillo de viento

formado por un cuadrado y cuatro triangulos rectangulos

isosceles, que esta inscrito en un octdogono. Si el area del

octdgono es de 42 m?, hallar el 4rea del molinillo.
Figura 32. Problema 3.1
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Solucion: La figura se puede dividir facilmente en 14 tridngulos rectangulos. El area de
cada uno de ellos sera de 42 : 14 = 3 m%, con lo que el 4rea del molinillo serd de 6 x 3 =

18 m>.

2. Un camionero presupuesta cierta cantidad de dinero para el gasto de carburante
en un recorrido de 600 Km. Sin embargo, una rebaja repentina en el precio del
gasoleo le supuso una rebaja de 0,14 € por Kilometro, lo que le permitiria hacer
un recorrido de 750 Km con el mismo gasto. Calcular la cantidad que fue

presupuestada inicialmente para el carburante.

Solucion: El camionero ha conseguido un ahorro total de 600 x 0,14 = 84 €. Con ese
dinero, ha podido recorrer 150 Km mas. Luego, mediante una simple regla de tres directa, si

75084

150 Km le cuesta 84 €, los 750 Km le costara = 420 €.

3. Un torneo de tenis se juega por el sistema de “eliminatoria directa” que quiere
decir que el perdedor de un partido queda eliminado del torneo. Si en el torneo
participan 130 jugadores, ;cuantos partidos deberan disputarse para conocer al

ganador?

Solucion: Simplemente hay que darse cuenta de que en cada partido queda eliminado un

participante, luego para que haya un ganador deben quedar eliminados 129 jugadores, con lo

que deben jugarse 129 partidos.
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4. En otro torneo de tenis participaron unicamente 6 jugadores. Cada jugador juega
un partido con cada uno de los restantes. Alicia gano 4 partidos, Beatriz 3, Carlos

2, David 2 y Emilio solo 1. ;Cuantos partidos gan6 Félix?

Solucion: Cada participante de este torneo juega con los demas, es decir, habra un total

de % =15 partidos. Entre los restantes participantes han ganado un total de 4 +3 +2 + 2 +

1 =12, con lo que Felix gan6 3 partidos.

5. Un vendedor ambulante encuentra una oferta y compra pantalones a un precio de
126 € la docena y camisetas a un precio 105 € cada caja de 20 unidades. Decide
comprar 3 docenas de pantalones y 2 cajas de camisetas. En su puesto vendera
cada pantalon a 14 € y cada camiseta a 8 €. Si consigue vender toda la mercancia,

(cual sera el beneficio que obtenga?

Solucion: El vendedor se habra gastado en total 126 x 3 + 105 x 2 = 588 €. Si consigue
vender toda la mercancia a los precios indicados obtendrd 14 x 36 + 8 x 40 = 824 €, con lo

que obtendra un beneficio de 824 — 588 =236 €.

6. Como ya sabes, un numero es primo si tiene unicamente dos divisores. Por
ejemplo, son numeros primos el 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, etc. Ahora te pregunto:
a) (Cuadl es el primer nimero primo mayor que 200?
b) Pon cinco ejemplos de numeros que tenga unicamente tres divisores. ;Qué

caracteristicas cumplen estos nimeros?
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Solucion: Es un problema tipico de divisibilidad:

a) Sidejamos de lados los nimeros pares que obviamente no son primos, vamos viendo
que no son primos ni el 201 (divisible por 3), ni el 203 (divisible por 7), ni el 205
(divisible por 5), ni el 207 (divisible por 3), ni el 209 (divisible por 11). El primer
primo mayor de 200 es el 211.

b) Si vamos tanteando, vemos que los primeros nimeros que tienen unicamente 3
divisores son 4, 9, 25, 49, etc. Para que un nimero tenga unicamente 3 divisores,
dicho numero debe ser de la forma p?, con p un namero primo, ya que en ese caso los

divisores seran 1, p y p*.

7. Completa las casillas que faltan de todas las formas posibles:

HEE:
[
02 76

Solucion: En la tabla del 8, los tinicos que acaban en 6 son 8 x 2 =16y 8§ x 7 = 56.
Veamos por donde vamos en el primer caso. Para que la cifra de las decenas del resultado
sea un 7, tendremos que tener en las decenas del primer nimero un 3 o un 8. Pero, si fuese 8,
nos llevariamos 1, y luego no podria quedar en las centenas del resultado un 2. Con lo que
las decenas del primer nimero debe ser un 3 y las centenas del primer nimero debe ser o un
1 0 6. Los casos posibles serian entonces:

138 x 2 =10276

638 x2 =1276
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Ahora supongamos que multiplicamos por 7. Como nos llevamos 5, al multiplicar las
decenas nos tiene que dar un niumero que acabe en 2. Esto es posible si las decenas del
primer numero son 6. En este caso nos llevariamos 4 y tenemos que buscar unas centenas del
primer numero que al multiplicarlas por 7 de un nimero acabado en 8, lo cual solo es posible
si el nimero es 4. Con lo cual, la inica posibilidad que tenemos en este caso es:

468 x 7=3276

8. Intenta, utilizando Unicamente cuatro cuatros y las operaciones fundamentales
(suma, resta, multiplicacion, division, raiz cuadrada, potencia y paréntesis),

formar todos los niimeros de 0 al 10. El primero te lo doy hecho de cuatro formas

distintas: 0=4+4—-4—-4=44—44=4"_4*= 4@ -J43

Solucion: Hay varias posibilidades. Unas posibles respuestas serian:

1=(4x4):(4x4) 6 =4+ (4+4):4
2=(4x4):(4+4) 7=4+4-(44)
3=@4+4+4):4 8§8=4+4+4-4
4=((4x4)+4):4 9=4+4+(4:4)
5=4%"14 10 = 4+-/4 +/4 +/4
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6.4. Encuesta utilizada para comprobar la validez de las pruebas

de resolucion de problemas

NOMBRE:

PROFESOR/A DEL INSTITUTO:

ANOS DE EXPERIENCIA DOCENTE:

En esta encuesta se os solicita que valoréis si los problemas que se han confeccionado en
estas tres pruebas son adecuados para alumnos de 3° ESQ. Para ello tendréis que valorar cada
uno con las puntuaciones 1 (excesivamente facil), 2 (facil), 3 (normal), 4 (dificil) o 5

(excesivamente dificil).

Primera prueba

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
Problema 1 D D D D D
Problema 2 D D D D D
Problema 3 [ [ [ [ [
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Problema 4 ] [ [] ] ]

Problema 5 O O [ [ ]
Problema 6 O O [ [ ]
Problema 7 O O [ [ ]
Problema 8 O O [ [ ]

Algin comentario sobre esta prueba?

Segunda prueba

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
Problema 1 O [ ] [ []
Problema 2 O [ ] [ []
Problema 3 O [ ] [ []
Problema 4 [ [ [ [] L]
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Problema 5 [ [ [ [] []

Problema 6 [ [ [ [] []
Problema 7 [ [ [ [] []
Problema 8 [ [ [ [] []

Algin comentario sobre esta prueba?

Tercera prueba

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
Problema 1 O [ [ [ []
Problema 2 O [ [ [ []
Problema 3 O [ ] [ []
Problema 4 [ [ [ [] L]
Problema 5 O [ ] [ []
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Problema 6 [ [ O O O

Problema 7 [ [ O O O

Problema 8 [ [ O O O

Algin comentario sobre esta prueba?
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6.5. Ejercicios y problemas propuestos en la prueba CDI de

Matematicas

Los ejercicios y problemas que se propusieron en la prueba de Conocimientos y Destrezas

Indispensable en la especialidad de Matematicas que se realizo el 17 de abril de 2012 fueron:

Ejercicios propuestos

1. Ordena de menor a mayor:
a) g ; —Z ; 0,65 ; —-2,65
5 3

V5 ;s -1 2 5 =3

2. Realiza las siguientes operaciones. Expresa el resultado en forma de fraccion.

) (43
2 2
b 3+1o(3-1)
2 2
3. (Cual debe ser el valor de a para que sean correctas las siguientes igualdades?
a) 0,0034 =34x10°

b) 20000000 =2000°

4. Completa la siguiente tabla siguiendo el modelo.

Porcentaje Expresion decimal Fraccion irreducible

25% 0,25 1/4
30%

0,08

2/5
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10.

Expresa en horas y minutos:

a) 6,8 horas.

b) 1800 segundos.

Resuelve razonadamente estos dos ejercicios de ecuaciones:

a) Si al triple de un nimero se le resta 6, el resultado es 18. ;Cual es ese
numero?

b) La suma de tres numeros consecutivos es 36. Calcula el primero de ellos.

En un triangulo rectangulo:

a) Uno de los catetos mide 3 metros y la hipotenusa mide 5 metros. Halla la

longitud del otro cateto.

b) Los dos catetos son iguales y la hipotenusa mide V2 cm. Halla en
centimetros la longitud del cateto.

Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma en donde la base es un

cuadrado de lado 10 cm.

a) (Cudl es, en cm’, el volumen del prisma?

b) Calcula la altura del envase en centimetros.

Una finca rectangular tiene 1 Km de largo y 500 metros de ancho.

a) Calcula el area de la finca en metros cuadrados.

b) Calcula el area de la finca en hectareas.

Un euro equivale aproximadamente a 1,3 dolares. Con esta aproximacion:

a) ¢Cuantos euros recibird un turista americano en Madrid por 260 dolares?

b) ¢(Cuantos dolares recibira un turista espafiol en Nueva York por 500 euros?
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Problemas propuestos

1.

La velocidad del sonido en la atmoésfera es de 340 m/s. Se dice de un avidén que
es supersonico cuando es capaz de volar a una velocidad superior a la del sonido.
El Concorde fue el avion comercial supersonico mas famoso del mundo; estuvo
transportando viajeros 27 afios, desde 1976 hasta que fue retirado en 2003. Este
avion era capaz de alcanzar una velocidad doble a la del sonido.
a) Calcula la velocidad del sonido en Km/h.
b) Calcula el tiempo minimo que podria durar un viaje en el Concorde entre dos
ciudades distantes entre si 6732 Km.
La compania telefénica Movilcom la siguiente tarifa de llamadas al extranjero:
* Por el establecimiento de llamada: 60 céntimos.
* Por cada minuto: 80 céntimos.
Otra compaiiia, Telesmart, hace la siguiente oferta: establecimiento de llamada
sin coste y un euro por minuto.
Ambas compafiias facturan el tiempo real hablado, es decir, los minutos y los
segundos.
a) Completa la siguiente tabla. El coste es el precio en euros que se le facturara
al cliente. El tiempo es la duracion en minutos de la llamada una vez

establecida.

TIEMPO 0 1 y 3 4

Coste de Movilcom

Coste de Telesmart
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b) Calcula el coste de una llamada que ha durado 3 minutos y 30 segundos en

ambas compaifiias.

c) Explica razonadamente a partir de cudntos minutos empezard a ser mas barata

la compania Movilcom.
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6.6. Ejercicios propuestos en la prueba CDI de Lengua y

Literatura

1 ? parte - Dictado

Pero a Daniel,*'® el Mochuelo,* le bullian muchas dudas en la cabeza* a este respecto.*
El crefa saber* cuanto puede saber un hombre.* Leia de corrido,* escribia para entenderse* y
conocia y sabia las cuatro reglas.* Bien mirado,* pocas cosas mas* cabian en un cerebro*
normalmente desarrollado.* No obstante,* en la ciudad,* los estudios de Bachillerato
constaban,* segin decian,* de siete afios y, después,* los estudios superiores,* en la
Universidad,* de otros tantos afios,* por lo menos.* ;Podria existir algo en el mundo* cuyo
conocimiento exigiera®* catorce afios de esfuerzo,* tres méas de los que ahora contaba
Daniel?*

(El camino, Miguel Delibes)

2 " parte

Lee atentamente el siguiente texto literario y después contesta a las siguientes preguntas
sobre el mismo.
Dia Domingo
En 1959, Mario Vargas Llosa, que tenia entonces 23 afios, gand su primer premio
literario con una coleccion de cuentos que llevaba como titulo Los jefes. El siguiente texto

pertenece al cuento “Dia domingo”, de dicha coleccion.

18 . . , . ey
Los asteriscos (*) marcan los lugares donde el aplicador de la prueba debia realizar una pausa para permitir que los

alumnos transcribieran el texto.
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Dejo de nadar, su cuerpo se hundidé hasta quedar vertical, alz6 la cabeza y vio a Rubén
que se alejaba. Pensd en llamarlo con cualquier pretexto, decirle por ejemplo «por qué no
descansamos un momentoy, pero no lo hizo. Todo el frio de su cuerpo parecia concentrarse
en las pantorrillas, sentia los musculos agarrotados, la piel tirante, el corazon acelerado.
Movié los pies febrilmente. Estaba en el centro de un circulo de agua oscura, amurallado por
la neblina. Traté de distinguir la playa, cuando menos la sombra de los acantilados, pero esa
gasa equivoca que se iba disolviendo a su paso, no era transparente. Solo veia una superficie
breve, verde negruzco y un manto de nubes, a ras del agua. Entonces, sinti6 miedo. Lo asalto
el recuerdo de la cerveza que habia bebido, y pensd «fijo que eso me ha debilitadoy». Al
instante preciso que sus brazos y piernas desaparecian. Decidio regresar, pero después de
unas brazadas en direccion a la playa, dio media vuelta y nad6 lo mas ligero que pudo. «No
llego a la orilla solo, se decia, mejor estar cerca de Rubén, si me agoto le diré me ganaste
pero regresemos». Ahora nadaba sin estilo, la cabeza en alto, golpeando el agua con los
brazos tiesos, la vista clavada en el cuerpo imperturbable que lo precedia.

La agitacion y el esfuerzo desentumecieron sus piernas, su cuerpo recobro algo de calor,
la distancia que lo separaba de Rubén habia disminuido y eso lo serend. Poco después lo
alcanzaba; estir6 un brazo, cogié uno de sus pies. Instantdneamente el otro se detuvo. Rubén
tenia muy enrojecidas las pupilas y la boca abierta.

- Creo que nos hemos torcido —dijo Miguel—. Me parece que estamos

nadando de costado a la playa.

Sus dientes castafieteaban, pero su voz era segura. Rubén mir6 a todos lados. Miguel lo
observaba, tenso.

- Yano se ve la playa —dijo Rubén.

- Hace mucho rato que no se ve —dijo Miguel—. Hay mucha neblina.
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- No nos hemos torcido —dijo Rubén—. Mira. Ya se ve la espuma.

En efecto, hasta ellos llegaban unos tumbos condecorados por una orla de espuma que se
deshacia y, repentinamente, rehacia. Se miraron, en silencio.

- Yaestamos cerca de la reventazon, entonces —djijo, al fin, Miguel.
- Si. Hemos nadado répido.

- Nunca habia visto tanta neblina.

- (Estas muy cansado? —pregunt6é Rubén.

- ¢ Yo? Estés loco. Sigamos.

Inmediatamente lament6 esa frase, pero ya era tarde, Rubén habia dicho «bueno,
sigamosy.

Lleg6 a contar veinte brazadas antes de decirse que no podia mas: casi no avanzaba, tenia
la pierna derecha seminmovilizada por el frio, sentia los brazos torpes y pesados. Acezando,
gritd «jRubén!». Este seguia nadando. «jRubén, Rubén!». Gird y comenzé a nadar hacia la
playa, a chapotear mas bien, con desesperacion, y de pronto rogaba a Dios que lo salvara,
seria bueno en el futuro, obedeceria a sus padres, no faltaria a la misa del domingo vy,
entonces, recordd haber confesado a los pajarracos «voy a la iglesia solo a ver una hembrita»
y tuvo una certidumbre como una punalada: Dios iba a castigarlo, ahogandolo en esas aguas
turbias que golpeaba frenético, aguas bajo las cuales lo aguardaba una muerte atroz vy,
después, quizd, el infierno. En su angustia surgid entonces como un eco, cierta frase
pronunciada alguna vez por el padre Alberto en la clase de religion, sobre la bondad divina
que no conoce limites, y mientras azotaba el mar con los brazos —sus piernas colgaban
como plomadas transversales—, moviendo los labios rogdé a Dios que fuera bueno con él,

que era tan joven, y jurd que iria al seminario si se salvaba, pero un segundo después
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rectifico, asustado, y prometio que en vez de hacerse sacerdote haria sacrificios y otras cosas,
daria limosnas y ahi descubri6 que la vacilacion y el regateo en ese instante critico podian ser
fatales y entonces sintio los gritos enloquecidos de Rubén, muy proximos, y volvié la cabeza
y lo vio, a unos diez metros, media cara hundida en el agua, agitando un brazo, implorando:
«jMiguel, hermanito, ven, me ahogo, no te vayas!»
Quedo perplejo, inmovil, y fue de pronto como si la desesperacion de Rubén fulminara la
suya, sintidé que recobraba el coraje, la rigidez de sus piernas se atenuaba.
- Tengo calambre en el estdmago —chillaba Rubén—. No puedo mas,

Miguel. Salvame, por lo que mas quieras, no me dejes, hermanito.

Flotaba hacia Rubén y ya iba a acercérsele cuando recordo, los naufragos solo atinan a
prenderse como tenazas de sus salvadores, y los hunden con ellos, y se alejd, pero los gritos
lo aterraban y presintié que si Rubén se ahogaba ¢l tampoco llegaria a la playa, y regres6. A
dos metros de Rubén, algo blanco y encogido que se hundia y emergia, gritd: «No te muevas,
Rubén, te voy a jalar pero no trates de agarrarme, si me agarras nos hundimos, Rubén, te vas
a quedar quieto, hermanito, yo te voy a jalar de la cabeza, pero no me toques». Se detuvo a
una distancia prudente, alargd una mano hasta alcanzar los cabellos de Rubén. Principi6 a
nadar con el brazo libre, esforzandose todo lo posible para ayudarse con las piernas. El desliz
era lento, muy penoso, acaparaba todos sus sentidos, apenas escuchaba a Rubén quejarse
monoétonamente, lanzar de pronto terribles alaridos, «me voy a morir, sdlvame Miguel», o
estremecerse por las arcadas. Estaba exhausto cuando se detuvo. Sostenia a Rubén con una
mano, con la otra trazaba circulos en la superficie. Respir6 hondo por la boca. Rubén tenia la
cara contraida por el dolor, los labios plegados en una mueca insdlita.

- Hermanito —susurré Miguel—, ya falta poco, haz un esfuerzo. Contesta,

Rubén. Grita. No te quedes asi.
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Lo abofeted con fuerza y Rubén abrio los o0jos; movio la cabeza débilmente.
- QGrita, hermanito —repiti6 Miguel—. Trata de estirarte. Voy a sobarte el

estdbmago. Ya falta poco, no te dejes vencer.

Su mano busco bajo el agua, encontr6é una bola dura que nacia en el ombligo de Rubén y
ocupaba gran parte del vientre. La repasd, muchas veces, primero despacio, luego
fuertemente, y Rubén grito: «;No quiero morirme, Miguel, sdlvame!».

Comenzo6 a nadar de nuevo, arrastrando a Rubén esta vez de la barbilla. Cada vez que un
tumbo los sorprendia, Rubén se atragantaba, Miguel le indicaba a gritos que escupiera. Y
sigui6 nadando, sin detenerse un momento, cerrando los o0jos a veces, animado porque en su
corazon habia brotado una especie de confianza, algo caliente y orgulloso, estimulante, que
lo protegia contra el frio y la fatiga. Una piedra raspd uno de sus pies y ¢l dio un grito y
apur6. Un momento después podia pararse y pasaba los brazos en torno a Rubén. Teniéndolo
apretado contra ¢l, sintiendo su cabeza apoyada en uno de sus hombros, descans6 largo rato.
Luego ayudd a Rubén a extenderse de espaldas, y soportandolo en el antebrazo, lo obligd a
estirar las rodillas: le hizo masajes en el vientre hasta que la dureza fue cediendo. Rubén ya
no gritaba, hacia grandes esfuerzos por estirarse del todo y con sus dos manos se frotaba
también.

- (Estas mejor?
- Si, hermanito, ya estoy bien. Salgamos.

Una alegria inexpresable los colmaba mientras avanzaban sobre las piedras, inclinados
hacia adelante para enfrentar la resaca, insensibles a los erizos. Al poco rato vieron las aristas
de los acantilados, el edificio de los bafios y, finalmente, ya cerca de la orilla, a los

pajarracos, de pie en la galeria de las mujeres, mirandolos.
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- Oye —dijo Rubén.
- Si

- No les digas nada. Por favor, no les digas que he gritado. Hemos sido

siempre muy amigos, Miguel. No me hagas eso.

- (Crees que soy un desgraciado? —dijo Miguel—. No diré nada, no te

preocupes.

Salieron tiritando. Se sentaron en la escalerilla, entre el alboroto de los pajarracos.

- Yanos ibamos a dar el pésame a las familias —decia Tobias.

- Hace mas de una hora que estan adentro —dijo el Escolar—. Cuenten,

(,como ha sido la cosa?

Hablando con calma, mientras se secaba el cuerpo con la camiseta, Rubén explico:
- Nada. Llegamos a la reventazon y volvimos. Asi somos los pajarracos.
Miguel me gand. Apenas, por una puesta de mano. Claro que si hubiera

sido en una piscina, habria quedado en ridiculo.
Sobre la espalda de Miguel, que se habia vestido sin secarse, llovieron las palmadas de
felicitacion.
— Te estas haciendo un hombre —le decia el Melanés.
Miguel no respondi6. Sonriendo, pensaba que esa misma noche iria al Parque Salazar;

todo Miraflores sabria ya, por boca del Melanés, que habia vencido esa prueba heroica y

Flora lo estaria esperando con los ojos brillantes. Se abria, frente a €1, un porvenir dorado.

“Dia domingo”, Mario Vargas Llosa.

Los jefes, Ed. Primera Plana, 1993
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Preguntas sobre el texto:

l.

2.

Resume el contenido del texto. El resumen no debe sobrepasar las 10 lineas.
Rubén y Miguel compiten entre si. Cita dos frases del texto que muestren esta
actitud competidora entre los dos amigos.

Cuando Miguel consigue dar alcance a su amigo, este le pregunta si esta cansado.
Miguel miente. ;Por qué crees que lo hace?

A pesar de su agotamiento inicial, Miguel regresa hasta donde estd Rubén y logra
salvarlo. ;Qué es lo que hace que recobre las fuerzas suficientes para arrastrar a
Rubén hasta la orilla? Cita alguna frase del texto que lo explique.

Explica el significado de las palabras subrayadas en las siguientes frases:

A. Estaba exhausto cuando se detuvo.

B. Una alegria inexplicable les colmaba.

C. Se abria, frente a €1, un porvenir dorado.

Analiza morfoldgicamente las palabras subrayadas en esta frase.

La repaso muchas veces, primero despacio, luego fuertemente.

Analiza las formas verbales subrayadas en el siguiente parrafo. Debes indicar,
cuando proceda, persona, numero, tiempo, modo y verbo en infinitivo:
“Sonriendo, [Miguel] pensaba que esa misma noche iria al Parque Salazar; todo

Miraflores sabria ya, por boca del Melanés, que habia vencido esa prueba

heroica”

Indica la funcioén sintactica del pronombre en la siguiente oracion:
“le hizo masajes en el vientre”

Analiza sintacticamente la siguiente oracion:

“En su corazon habia brotado una especie de confianza”
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6.7. Instrucciones utilizadas en R para el analisis de la varianza

setwd("C:/Users/Sara & Kike/Desktop/Datos estadisticos Tesis")

load("C:/Users/Sara & Kike/Desktop/Datos estadisticos Tesis/datosel.RData'")
library(multcomp, pos=4)

library(abind, pos=4)

Edad <- aov(edad_dias ~ grupo, data=datosel)

summary(Edad)

numSummary(datosel $edad dias , groups=datose1$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
CursoAnterior <- aov(curso_ant ~ grupo, data=datosel)

summary(CursoAnterior)

numSummary(datosel$ curso ant, groups=datoselS$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Eval0 <- aov(eval 0 ~ grupo, data=datosel)

summary(Eval0)

numSummary(datosel$eval 0, groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Problemas1 <- aov(prob 1 ~ grupo, data=datosel)

summary(Problemas1)

numSummary(datosel $prob 1, groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Dificultadl <- aov(dificultad 1 ~ grupo, data=datosel)

summary(Dificultadl)

numSummary(datosel$dificultad 1, groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Matematicas1 <- aov(mat 1 ~ grupo, data=datosel)

summary(Matematicas1)

numSummary(datosel $mat 1, groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
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Lengual <- aov(leng 1 ~ grupo, data=datosel)

summary(Lengual)

numSummary(datosel$leng 1, groups=datoselS$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Problemas2 <- aov(prob 2 ~ grupo, data=datosel)

summary(Problemas?2)

numSummary(datosel $prob 2 , groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Dificultad2 <- aov(dificultad 2 ~ grupo, data=datosel)

summary(Dificultad2)

numSummary(datosel$dificultad 2 , groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Matematicas2 <- aov(mat 2 ~ grupo, data=datosel)

summary(Matematicas2)

numSummary(datosel $mat 2 , groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Lengua2 <- aov(leng 2 ~ grupo, data=datosel)

summary(Lengua2)

numSummary(datosel$leng 2 , groups=datosel1$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
problemas3 <- aov(prob_3 ~ grupo, data=datosel)

summary(problemas3)

numSummary(datose1$prob 3 , groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Dificultad3 <- aov(dificultad 3 ~ grupo, data=datosel)

summary(Dificultad3)

numSummary(datosel$dificultad 3 , groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
Matematicas3 <- aov(mat_3 ~ grupo, data=datosel)

summary(Matematicas3)

numSummary(datosel$mat 3 , groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
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Lengua3 <- aov(leng 3 ~ grupo, data=datosel)

summary(Lengua3)

numSummary(datosel$leng 3 , groups=datoselS$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
CDI Mat <- aov(cdi_mat ~ grupo, data=datosel)

summary(CDI_Mat)

numSummary(datosel $cdi_mat , groups=datosel $grupo, statistics=c("mean", "sd"))
CDI Leng <- aov(cdi_leng ~ grupo, data=datose1)

summary(CDI Leng)

numSummary(datosel$cdi_leng , groups=datosel$grupo, statistics=c("mean", "sd"))
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