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Taller matematico de costura

ntroducci()n

Las pasadas Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de las
Matemiticas celebradas en Albacete (JAEM 2005), ademads de
servir para contactar con muchos compaiieros a los que solo
se ve en eventos de este tipo y asistir a actividades formativas
como conferencias, ponencias, talleres etc., me permitieron
sacar diversas ideas para trabajar con los alumnos en esos
momentos en que las actividades lectivas y la familia nos
dejan.

Tanto el stand de la editorial britanica Tarquin Publications
como el zoco “Paraboloides” me hicieron recordar aquellos
trabajos de pretecnologia que hacia de pequeno en los Padres
Escolapios de Logrono. jQuién me iba a decir que los trabajos
hechos sobre tablerillo con puntas e hilo nos proporcionaban
las graficas de parabolas, elipses, cardioides, etc.!

Con el paso del tiempo la idea se fue difuminando hasta que
la convocatoria de Divulgaciencia’07 realizada por la
Fundacién CajaRioja para conmemorar el Afo de la Ciencia,
ha subvencionado el proyecto y permitido poner en marcha
un Taller en el que hemos desarrollado todas las composicio-
nes que veremos mas adelante.

El trabajo ha sido realizado por un equipo formado por cua-
tro alumnos de segundo de E.S.O. actuando un servidor como
coordinador. Por un lado hemos utilizado tablas, puntas e

hilo para hacer la parte manual; por otra, papel y boli para
comprobar al estilo de la vieja escuela las férmulas; y, en ter-
cer lugar, el ordenador, que todo lo sabe y es mas seguro y
rdpido que nosotros, para realizar las composiciones.

En la Exposicién itinerante Divulgaciencia’07, que ha recorri-
do toda La Rioja desde el mes de noviembre de 2007 a abril
de 2008, se han presentado las composiciones planteadas
sobre madera, carton u otros soportes con la ayuda de puntas
e hilos de colores, un dossier con todo el material elaborado
y un equipo informatico con la aplicacion disefiada al efecto.

Para llegar a este punto hemos pasado por diversos pasos
intermedios como es conocer las diversas figuras mediante su
definiciéon como lugares geométricos y ver dénde se encuen-
tran a nuestro alrededor. Asi mismo, se ha hecho el desarro-
llo matematico que demuestra cémo las composiciones reali-
zadas son la envolvente de las rectas tangentes a determina-
das figuras.
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Como es posible que dé pereza ponerse manos a la obra para
hacer las composiciones, se ha disefiado también una aplica-
cién web que permite, mediante el uso del software libre
Geogebra, construir cada figura. La aplicacién se puede ver en
http://perso.wanadoo.es/jgalarreta/index.htm y es necesario
tener instalado el motor de Java.

Estd claro que las matemdticas a primera vista no son tan
espectaculares como otras ciencias experimentales pero, en
este caso, han resultado agradables a la vista como se ha podi-
do comprobar en la Exposicién Divulgaciencia’07 donde el
trabajo ha sido merecedor de uno de los premios de la convo-
catoria que daba derecho a visitar la agencia espacial europea
en Noordwich (Holanda).

Cabe mostrar en este momento el carifio y afecto a nuestro
companero Carlos Usén, alma mater de Divulgaciencia junto
a Carmen Arnedo, ya que sufrié6 un accidente en el viaje a
Holanda al salir de Paris hacia Amsterdam.

A continuacién mostramos el contenido del taller aderezado
con unas fotos de las distintas composiciones.

Conicas

La circunferencia, elipse, parabola e hipérbola son curvas con
las que estamos familiarizados. El descubrimiento de estas
curvas llamadas cénicas es atribuido a Menecmo (350 a.C.) y
su estudio detallado a Apolonio (262-190 a.C.). El nombre de
conicas es debido a que se obtienen como interseccién de un
doble cono con un plano.

La Parabola

;Qué es una pardbola y donde puedo encontrarla?

El diccionario nos da como primera acepcién de pardbola,
que es la narraciéon de un suceso fingido, de que se deduce,

por comparacién o semejanza, una verdad importante o una
ensenanza moral.

No parece que esto tenga mucho que ver con lo que queremos
hacer, asi que buscamos una segunda acepcién: “Lugar geo-
métrico de los puntos del plano equidistantes de una recta,
llamada directriz, y de un punto fijo, llamado foco. Resulta de
cortar un cono circular recto por un plano paralelo a una
generatriz del mismo”.
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Gran variedad de cosas a nuestro alrededor muestran figuras
en forma de parébola:

-El agua que brota de una fuente.

-La trayectoria de un balén de baloncesto en un lanza-
miento a canasta.

-Una antena parabdlica.

;Cémo se hace la pardbola?

Lejos de construir la pardbola como nos describe la defini-
cién, vamos a hacerla utilizando tinicamente, como en el resto
de composiciones realizadas, una tabla del tamafio que consi-
deremos oportuno, unas cuantas puntas e hilo de colores.

Dibujamos sobre la superficie de la tabla un dngulo que tenga
por lados dos segmentos de, por ejemplo, diez centimetros de
lado. Cada uno de los segmentos lo dividimos en diez partes
iguales y clavamos una punta en cada una de las marcas, que
sobresalga entre 5 y 10 milimetros. También se puede optar
por hacer un agujero en cada uno de los puntos marcados en
lugar de clavar una punta.

Tras sujetar mediante un nudo el hilo en el primer punto de
uno de los segmentos, lo pasamos hasta el dltimo del otro seg-
mento, es decir, 0 con 10, a continuacién pasamos el hilo al
lado contiguo y unimos con el segundo del otro extremo (9
con 1), y asi sucesivamente (2 con 8, 7 con 3, etc.); hasta com-
pletar todos los puntos de ambos lados del angulo.




Habiendo tenido cuidado en que el hilo haya quedado tenso
en todos los fragmentos realizados, concluimos sujetando el
hilo mediante un nudo en la dltima de las puntas por las que
ha pasado y cortando el hilo sobrante.

El perfil que deja la figura es la envolvente de las rectas tan-
gentes a una pardbola.

Visto el proceso, es obvio que cuantos mds puntos se colo-
quen en cada uno de los lados del dngulo, la parabola queda
perfilada con mayor precision.

Con Geogebra definimos un deslizador ae [0,10] con incre-
mento de 0.2 y un segmento al que se le activa la traza:

Segmento|(a, a),(-(10-a),10-a)]

Al actuar lentamente sobre el deslizador se va formando la
misma figura que generamos en la tabla.

;Por qué nos sale una pardabola?

El desarrollo matematico requiere de ciertas destrezas en fun-
ciones, dlgebra y geometria. Veamos:

Si tomamos como puntos que corresponde unir en los lados
del angulo A(a, a) y Aa-10, 10-a) con ac [0,10], la recta que
pasa por ambos tiene la expresion:

x—a  y-—i

Ad'= =
=10 10-2a

que, quitando denominadores, nos deja:
AA'=(5-a)x +5y —10a + a’= 0

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(b, b) y B (b-10,
10-b) también con be [0,10], nos da:

BB'=(5-b)x +5y —10b + b’= 0

Resolviendo el sistema formado por las dos rectas anteriores
encontramos el punto C de corte entre ambas rectas, obte-
niendo:

F

C[n+b—1{1. lU—r:—b+£]

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando A y B estdn muy cercanos entre si, asi como
A’y B! Por tanto llegamos a la situacién limite B—A vy, por
tanto b—a. En tal caso:

C['J!n =10, 10=2a+ i]
5
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Eliminando a encontramos la relacion entre x e y:

x4 100

=0,05x" +5
20

que es una parabola de foco el punto F(0, 10), directriz la recta
d = y=0y vértice V(0, 5).

Composicidn de varias parabolas

A partir de este momento se nos abre un abanico tremendo de
posibilidades.

Podemos optar por hacer pardbolas con los lados contiguos
de cualquier poligono regular (tridngulos, cuadrados, hexdgo-
nos, octégonos, etc.) cambiando de color de hilo cuando se
quiera.

Se puede jugar utilizando como lados del angulo los lados de
un hexdgono coincidiendo cada dos en un vértice o conseguir
una figura estrellada rotando la parabola varias veces sobre un
punto central hasta completar los 360°.

La simetria axial o central también nos proporciona otras
nuevas posibilidades.
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La circunferencia
¢ Qué es una circunferencia y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico de los puntos del plano equidistantes de
un punto fijo llamado centro. Resulta de cortar un cono
circular recto por un plano paralelo a la base del mismo.

Practicamente podemos encontrar circunferencias en cual-
quier direcciéon en la que busquemos, empezando por los
botones de la camisa, el reloj que llevamos en la mufieca o uno
de los mayores inventos de la historia, la rueda.

Una sola circunferencia combinando colores

Marcamos en una circunferencia puntos equidistantes que
dividan la misma en 36 partes iguales y clavamos las corres-
pondientes puntas.

Con un hilo de un determinado color unimos los puntos, por
ejemplo, de once en once hasta pasar por todos ellos.
Cambiamos el color y elegimos los puntos de trece en trece
pasando también por todos. Vemos cémo se forman en el
interior del circulo inicial dos nuevas circunferencias.

Es importante la eleccién del “once” y el “trece” a la hora de
unir los puntos pues ambos nimeros son primos con 36y, de
esta manera, sin cortar el hilo, podremos pasar por todos los
puntos de una sola pasada.

Con Geogebra definimos un deslizador ac [0, 360] con incre-
mento 10 y el segmento, con traza:

Segmentol(4-+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.14a/360)),
(4+6c0s(2*3.14a/360+220%3.14/360),6sin(2*3.14a/360+220*3.14/360))]

¢Por qué nos sale una circunferencia?

Si tomamos como puntos que corresponde unir en la circun-
ferencia de centro el origen y radio la unidad A(cos a, sen a) y

Alcos(a+110°), sen(a+110°)) con ae [0°, 360°], la recta que
pasa por ambos tiene la expresién:

& — COsa — XM
AA' = ¥

: cos(a+ 110°) — cosa N senla+ 110°) — senc

Utilizando diversas relaciones entre razones trigonométricas
obtenemos la expresion:

AA = xcos(a + 55°) + ysen(a + 55°) - cos55°=0.

Repitiendo el proceso con otro par de puntos By B’ de la cir-
cunferencia tenemos:

BB’ = xcos(b + 55°) + ysen(b + 55°) - cos55°=0.

Resolviendo el sistema formado por las dos rectas anteriores
obtenemos que las coordenadas del punto C de corte entre
ambas rectas cumple que:

¥ a+b+ 110"
=t ——————

X

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando A y B estdn muy cercanos entre si, asi como
A’y B’. Por tanto llegamos a la situacion limite B—>A vy, por
tanto b—a. En tal caso:

= tanla + 55°)

e

que, sustituyendo en la expresion de la recta:

AA = xcos(a + 55°) + xtan(a + 55°)sen(a + 55°) - cos55°=0 =
x = cos55°cos(a + 55°).

Asi, y = cos55°sen(a + 55°)con lo que &* + ¥° = cos’55°, que es
una circunferencia de mismo centro que la original y radio
€0s55°.

Diagonales de un poligono regular

Dibujemos sobre nuestra tabla los vértices de un poligono
regular de, digamos, doce lados y hagamos en dichos puntos
unos agujeros en lugar de clavar puntas. Al unir con el hilo
cada vértice con todos los demds podremos observar todos
los lados del poligono asi como sus diagonales.

Sobre cada vértice coinciden once segmentos, nimero impar,
asi que es imposible conseguir completar la figura pasando
una sola vez por cada uno de los lados o diagonales.




Si solo hacemos el proceso para alguno de los vértices y
cambiamos de color en cada uno de ellos quedan figuras
similares a un cactus.

Circunferencias concéntricas

Preparemos los agujeros en dos circunferencias concéntricas
de manera que la exterior tenga el doble de puntos de la inte-
rior, por ejemplo 72 y 36 respectivamente.

Unimos con el hilo el punto mas alto de la circunferencia
exterior con el mds alto de la interior que se encuentra en el
mismo radio. Pasamos por la parte posterior de la tabla el hilo
al agujero contiguo al inicial en el sentido de las agujas del
reloj uniéndolo con el segundo de la circunferencia interior en
el mismo sentido.

Si seguimos el proceso punto por punto hasta completar la
circunferencia exterior nos fijamos que hemos pasado dos
veces por todos los puntos de la circunferencia interior.

Otra variante es cambiar el sentido; mientras que en la cir-
cunferencia exterior seguimos el de las agujas del reloj, en la
interior nos movemos en el sentido contrario.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,72] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

Segmentol(-1+6sin(a2*3.14/72
(-1+3sin(a2*3.14/36),3cos
Segmentol[(12+6sin(a2*3.14/72
(12+3sin(-a2*3.14/36),3cos

~—

,6c08(a2*3.14/72)),
a2+3.14/36))]
6c0s(a2*3.14/72)),
-a2*3.14/36))]

A=~

Sentido contrario

Mismo sentido
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Girasol

Preparamos el mismo nimero de agujeros equidistantes sobre
cada una de las dos circunferencias concéntricas.

Unimos con el hilo de un determinado color cada uno de los
puntos de la circunferencia exterior con otro que se encuen-
tre un par de puestos mas alejado en la circunferencia interior
en el sentido contrario a las agujas del reloj. Repetimos el pro-
ceso hasta haber cubierto todos los puntos de ambas circun-
ferencias.

Repetimos el proceso con otro color de hilo pero uniendo
cada punto con otro que se encuentre cinco puntos mas aleja-

do.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,36] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

—

a2*3.14/36
2*3.14/36))
a2*3.14/3

2*3.14/36))

Segmento[(4+8cos(a2*3.14/36),8sin ),

)
(4+4cos((a+2)2%3.14/36),4sin((a+2

)

(

~

,8sin
(a+6

—

Segmentol[(4+8cos(a2*3.14/36 ),

(4+4cos((a+6)2%3.14/36),4sin

~
== = =

La cuadratura del circulo

La resolucion de este problema traté de abordarse, sin éxito,
repetidas veces desde la antigiiedad. Pero, tras haberse
demostrado que es imposible hallar, con sélo regla y compds,
un cuadrado que posea un area que sea igual a la de un circu-
lo dado, nosotros jlo hemos conseguido!, eso si, con un poco
de trampa.
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Otras posibilidades

Otras tablas podemos preparar con:
Dos circunferencias del mismo radio uniendo de forma orde-
nada un punto de una de ellas con uno de la otra.

Tres circunferencias formando tridngulos con un vértice en
cada una de ellas.

R - -
L 1 = ‘%
AN
&‘Q{:wf ,-"'( ::
'ﬁt“ - %*:‘ Ly

La elipse
¢ Qué es una elipse y dénde puedo encontrar elipses?

Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a otros dos fijos llamados focos es constante.
Resulta de cortar un cono circular recto por un plano que
encuentra a todas las generatrices del mismo lado del vér-
tice.

La trayectoria que sigue la Tierra alrededor del sol es eliptica,
de manera que el Sol se encuentra en uno de sus focos. Por
otra parte, a veces el diseno también se acuerda de la geome-
tria afrontando formas elipticas.

;Cémo se hace la elipse?

Veamos una de las posibilidades para elaborar una elipse a
partir de dos rectas paralelas.

Dibujamos en nuestra tabla dos rectas verticales paralelas
separadas unos diez centimetros la una de la otra. A su vez se
divide la tabla por la mitad con una recta horizontal. Esta
linea corta a las dos primeras en dos puntos que considerare-
mos como 0.

A partir del 0 simulamos una regla que nos indique en centi-
metros la medida por encima y por debajo de cada recta ver-
tical y hacemos agujeros en los puntos 5, 4, 3,2, 1, %, %, % y
un quinto.

Ahora unimos cada punto de una de las paralelas con su
inverso en la otra paralela. Es decir, 1 con 1, 2 con %, 3 con %,
4 con %, y 5 con un quinto.

El perfil que deja la interseccién de dos lineas consecutivas es
la envolvente de las rectas tangentes a una elipse.

Cambiando la distancia entre las rectas paralelas asi como la
unidad de medida utilizada en las mismas se obtienen elipses
de distintas excentricidades.

Se puede generar también elipses de distinta excentricidad
mediante otros métodos.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,10] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

Segmento|(5, a), (-5, 1 / a)]
Segmento|(5, -a), (-5, -1 / a)]

Segmentol(-5, a), (5,1 / a)]
Segmentol(-5, -a), (5, -1 / a)]

;Por qué nos sale una elipse?

De nuevo el desarrollo matemadtico requiere de ciertas habili-
dades. Veamos:

Si tomamos como puntos que corresponde unir en las rectas
verticales A(5, a) y A(-5, 1/a) y B(5, b) y BY(-5, 1/b) con
a, b e (0, 0) las rectas que los unen tienen la expresion:



-5 y- =5  y-I
A=2"2_r"8 Jpp 2 YO
10 -1 10 b1

i b

respectivamente.

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones ante-
riores encontramos el punto C de corte entre ambas rectas,

obteniendo:
l-ab a+h
O S | e
[ Trab ' 1 +m’JJ

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando las rectas AA’y BB’ estan muy cercanas o, lo
que es lo mismo, b— a. En tal caso

C[:‘:]_ﬂt. '.!.r:.]
l+a 1+a
Eliminando a encontramos la relacién entre x e y: x’+25y°=25

que, si la escribimos de la forma:

nos muestra que es una elipse centrada en el origen y con
semiejes 5y 1.

La hipérbola
¢ Qué es una hipérbola y dénde puedo encontrar hipérbolas?

Lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferen-
cia de distancias a dos puntos fijos llamados focos es cons-
tante. Resulta de cortar un cono circular recto por un plano
paralelo a la altura del cono.

En los sistemas de posicionamiento de barcos, aviones, etc., se
utilizan sistemas hiperbdlicos en los que dos estaciones emi-
soras situadas en tierra se encuentran en los focos. También
podemos encontrar hipérbolas en las chimeneas de las cen-
trales térmicas, en determinadas construcciones civiles y
quizd, también, en el ala de las mariposas.

;Cémo se hace la hipérbola?

Veamos como elaborar una hipérbola a partir de una circun-
ferencia y dos rectas paralelas.

Dibujamos tres rectas paralelas igualmente espaciadas en
nuestra tabla. Hacemos agujeros en los 36 puntos equidistan-
tes de una circunferencia centrada en la recta central que
tenga el radio menor que la distancia entre las rectas parale-
las. Por ultimo, elegimos un punto F que esté en la recta cen-
tral fuera del circulo.
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Colocamos una escuadra o cartabén que alinee el punto F con
el punto més alto de la circunferencia y hacemos la perpendi-
cular por el mismo. Esta corta a la recta inferior en un punto
que se va marcando para hacer en €l el correspondiente agu-
jero.

Seguimos el proceso con el siguiente punto de la circunferen-
cia en el sentido de las agujas del reloj hasta acabar con el
punto que estd mas a la derecha de la circunferencia. El resto
de agujeros se pueden marcar por simetrias llevando las
medidas con un compds. Los segmentos que unen los puntos
de la circunferencia con los que nos han aparecido en las rec-
tas paralelas iniciales nos configura la composicién deseada.

El perfil que nos deja a derecha e izquierda la interseccion de
las rectas son las ramas de una hipérbola. Distintas excentri-
cidades se pueden conseguir acercando o alejando el punto F
a la circunferencia.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 10 y las rectas con traza:

Recta[(5c0s(2*3.14a/360),5sin(2*3.14a/360)),
(5c0s(2*3.14a/360)+5sin(2*3.14a/360),5sin(2*3.14a/360)-5c0s(2*3.14a/360)-7)]
Recta[(-5c0s(273.14a/360),-5sin(2+3.14a/360)),
(-5c0s(2*3.14a/360)-5sin(2*3.14a/360),-5sin(2*3.14a/360)+5c0s(2*3.14a/360)+7)]

;Por qué nos sale una hipérbola?
Si tomamos como puntos con F(-7, 0), A(5cosa, 5sena) y

B(5cosfs, 5senf), con a, fe [-11/2, /2], tenemos que las rectas
perpendiculares a FA y FB, pasando por A y B son:
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x—5heosa
r, = = !
Ssenc =heosar =7 7 ° Saenfi

¥ = haeno _a-5cosfl  y-Gsenfl

=heos fi =7

respectivamente.

Tenemos el sistema:

;

y, trabajando sobre él, obtenemos :

Sacose + 7x + bysence = 25+ 35cosa

Sxcos 4+ T x+ hysenfi =25+ 3bcos [

o+ f

¥ cosc — cosfi ¥
——=— e donde —— = tan
7—X seno—senf x=7

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte C(x,y) cuando los puntos A y B estin muy cercanos o,
lo que es lo mismo, a— S. En tal caso y /(x-7) = tana.

Asi:

¥ x-7

SENCE= 3 9 Y cosar= i’ﬁ
V(x=7)"+y Y(=-7) +y°

y por lo que, sustituyendo en la recta r;:

=Bl =TV =Gt ) .
o7y -5y =?x—25=:—:?,|.{1-—?]|‘+_1-'=?x—‘2!1

\Ill{x - ?}" +

Quitando la raiz cuadrada se obtiene , que es la hipérbola
Notar que el 24 que aparece es el resultado de 72 _ 52

Epicicloides

La epicicloide es la curva que sigue la trayectoria de un punto
unido a una circunferencia que rueda, sin deslizamiento, por
el exterior de otra circunferencia. Estas curvas, al igual que las
hipocicloides, fueron estudiadas entre otros por Durero,
Desargues, Huygens, Leibniz, Newton, L'Hopital, Jacob
Bernoulli, la Hire, Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli y Euler
entre los siglos xv1 y XviIL

La cardioide
¢ Qué es una cardioide y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico descrito por un punto de una circunfe-
rencia rodante que gira exteriormente, sin deslizamiento,
sobre otra circunferencia fija del mismo radio.

La cardioide toma su nombre de su similitud con el corazén.
Se puede encontrar el patrén polar cardioide en algunos

modelos de micréfonos ya que reducen la captacion de soni-
dos laterales y posteriores. También podemos generar grafi-
camente la cardioide mediante el Conjunto Mandelbrot (figu-
ra fractal).

;Cémo se hace la cardioide?

Marcamos en el panel de madera una circunferencia median-
te 72 puntos equidistantes haciendo los correspondientes
agujeros. Supuesto que hemos numerado estos del 1 al 72,
unimos con el hilo cada uno con el que ocupa la posicion
doble, es decir, 1 con 2, 2 con 4, 3 con 6, 4 con 8, etc.

1 2 19 38 37 2 55 38
2 4 20 40 38 4 56 40
3 6 21 42 39 6 57 42
4 8 22 44 40 8 58 44
5 10 23 46 41 10 59 46
6 12 24 48 42 12 60 48
7 14 25 50 43 14 61 50
8 16 26 52 44 16 62 52
9 18 27 54 45 18 63 54
10 20 28 56 46 20 64 56
11 22 29 58 47 22 65 58
12 24 30 60 48 24 66 60
13 26 31 62 49 26 67 62
14 28 32 64 50 28 68 64
15 30 33 66 51 30 69 66
16 32 34 68 52 32 70 68
17 34 35 70 53 34 71 70
18 36 36 0 54 36 72 0



Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 3 y un segmento con traza:

Segmentol[(4+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.142a/360)),
(4+6c0s(4*3.14a/360),6sin(4*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una cardioide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos2a, sen2a) con o € [0°,360°], la recta que pasa por ambos
tiene la expresién:

X — COSE ¥ — Senc

Ad'=s — =
cosdor —cosx  senlor — sence

que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos

queda en:

, dex Sex ¥
AA' = xcos—+ ¥EEH — —cos—=10
2 2 2

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senf) y
B’(cos2p, sen2p) nos da:

i af 3 ¥
BR'= xua.ﬂ—"f + ysen 3 _ ::os"f— =0
2 2 2

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

Y

[—x.wr da+ 35 + YOOS Sa +3f ]( deos® S A _ 1 |+ SEH ath =0
3 + 1 J 2

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B! Asi
es que llegamos a la situaciéon limite B—A vy, por tanto f—a.

En tal caso:
. Bex Fe ) o
3| =xsen—+ yoos— |+ sen—=10
2 1) 2
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Resolviendo el sistema formado por:

Acx 3 oF
xcr;xT - y.wnT —cos—=10

Bex 3 1w
XIEH — — yeos — — —sen— =10
2 2 3 2

nos da como solucion:

Acx 3 oF
xcos— + ysen——cos—=0
2 2 2

Bex 3 1w
XIEH — — yeos — — —sen— =10
2 2 3 2

Buscando expresion polar:
) . , 1 , | —rp—
FExTey = ry 1+ Beos Ky ¥, por tanto r = Z‘” + deosa

que es una cardioide desplazada del eje vertical un tercio.

La nefroide
¢ Qué es una nefroide y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico descrito por un punto de una circunfe-
rencia rodante que gira exteriormente, sin deslizamiento,
sobre otra circunferencia fija de doble radio.

La nefroide toma su nombre de su similitud con el rifidén y de
ahi la especialidad en medicina interna de nefrologia.

;Cémo se hace la nefroide?
De forma andloga a como se ha elaborado la cardioide, uni-

mos con el hilo cada punto con el que ocupa la posicion tri-
ple, es decir, 1 con 3, 2 con 6, 3 con 9, 4 con 12, etc.
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Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 3 y un segmento con traza:

Segmentol[(4+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.14a/360)),
(4+6cos(6%3.14a/360),6sin(6*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una nefroide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos3a, sen3a) con ae [0°,360°], la recta que pasa por ambos
tiene la expresién:

AA' = X — COsx ¥ — RNk

COSHF — cosce SeN3or — SN

que, con diversas transformaciones trigonométricas, se nos
queda en:
AA’ = xcos2a + ysen2a - cosa = 0

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senf) y
B’(cos3p, sen3p) nos da:

BB’ = xcos2p + ysen2p - cospp = 0
Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

o+ i

(—asenlo + F)+ yeos(a + ﬁ‘]}'&cas# +sen——=1{)

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’ Asi
es que llegamos a la situacién limite B—A vy, por tanto f—a.

En tal caso 2(-xsen2a + ycos2a) + sena = 0

Resolviendo el sistema:

xcosdor + ysenlo —cosx =1
xsendor — yeosdor - %seno: ={
nos da como solucién:
x= ‘lsemrsenhr + COSFC0S 20

1
y= _Esemcaﬂa + coscrsen 2o

Buscando la expresion polar:

L)

=ty = %{l + Z-k:as’rr} y, por tanto:

F=x"+y= I{l + 3605‘-’1'} , que es una nefroide.

Otras epicicloides
En el momento que hemos visto cémo elaborar la cardioide y
la nefroide, la cuestion es echarle ganas e imaginacién y ver lo

que pasaria al unir cada punto de la circunferencia:

« con su cuddruple (epicicloide de Cremona);

« con el que sea siete veces mayor;

Hipocicloides

La hipocicloide es una curva generada por la trayectoria que
describe un punto situado sobre una circunferencia que
rueda, sin deslizamiento, por el interior de otra circunferen-
cia.



La deltoide

¢ Qué es una deltoide y donde puedo encontrarla?

La deltoide es una curva que se obtiene por un punto de
una circunferencia rodante que gira interiormente, sin des-
lizamiento, sobre otra circunferencia fija de radio tres
veces mayor.

Es la forma que tiene el masculo del mismo nombre o, por
ejemplo, el ala delta, que a su vez toman el nombre de la letra
griega delta maydscula. La Cruz de Malta también tiene una
figura semejante.

;Cémo se hace la deltoide?

Marcamos en el panel de madera una circunferencia median-
te 36 puntos haciendo los correspondientes agujeros.
Supuesto que hemos numerado los agujeros del 1 al 36, vea-
mos como construir cada una de sus tres puntas o cuernos.

Dibujamos los didmetros que unen los puntos 6 y 24, 12 y 30
asi como 18 y 36 y los prolongamos a partir del 6, 18 y 30 el
doble de su longitud respectivamente. Hacemos las siguientes
parejas: 1 - 34, 2 - 32, 3 - 30, 4 - 28 y asi sucesivamente, pro-
longéndolas hasta donde cortan a los tres didmetros anterio-
res marcando dichos puntos de corte con unos agujeros.

1 34 13 10 25 22
2 32 14 8 26 20
3 30 15 6 27 18
4 28 16 4 28 16
5 26 17 2 29 14
6 24 18 36 30 12
7 22 19 34 31 10
8 20 20 32 32

9 18 21 30 33 6
10 16 22 28 34 4
11 14 23 26 35 2
12 12 24 24 36 36
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Con Geogebra definimos un deslizador ae [0,360] con incre-
mento 10 y una semirrecta con trazo:

Semirrecta[(3+2cos(-4*3.14a/360+3.14/2), 2sin(-4*3.14a/360+3.14/2)),
(3+2c0s(2%3.14a/360+3.14/2), 2sin(2*3.14a/360+3.14/2))]

¢Por qué nos sale una deltoide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos(-2a), sen(-2a)) con a € (0°, 360°), la recta que pasa por
ambos tiene la expresion:

X — OOy — S ME
AA' = Y

: cos(=20r ) = coser - senl—2or) - sence

que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos
queda en:

AA" = xcos— - YEEH 2= .|:'r::.-.:E
2 2 2

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senp) y
B’(cos(-3B), sen(-3p)) nos da:

BR'= xcn.-:E — y5EH E = L:ﬂ.iﬁ
2 2 2

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

L + yoos a+p = 5N 3a +3p iflincu.-.': a-p - ]]
4 4 t 4

i
X3eH

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’.
Asi es que llegamos a la situacion limite B—A vy, por tanto
B—a. En tal caso:

Bex

xsen— + yeo 2 = 3sen
SEH— §— = JseH—
2 2 2

Resolviendo el sistema formado por:

o o Ber

XCOS— — YSEH — = L0§ —
2 2 2

o o Jor

X3eH — 4+ yoeos — = 3sen —
2 2 2
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Encontramos que

. Ber o Jr

x = 35en— sen— + Cos——Cos—
Aer o dex I

¥ = 38N —COs— — COS — e —
2 2 2 2

que, con diversas transformaciones se queda en:

x = 2eose — cos 2o
¥ = dsence + sendo

que es una deltoide.
La astroide y otras hipocicloides

Con la ayuda del ordenador podemos dibujar una hipocicloi-
de con el nimero de cuernos deseados.

Con Geogebra conseguimos una astroide definiendo un desli-
zador ae [0,360] con incremento 10 y una semirrecta con
trazo:

Semirrecta[(3+3cos(-6*3.14a/360), 3sin(-6*3.14a/360)),
(3+3cos(2*3.14a/360),3sin(2*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una astroide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos(-3a), sen(-3a)) con ae (0°, 360°), la recta que pasa por
ambos tiene la expresion:

. & — Coscr ¥ — Send

- cos(—3a) - cosc N sen(—3a) - sernce
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que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos
queda en
AA’ = xcosa + ysena = cos2a

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senp) y
B'(cos(-3B), sen(-3p)) nos da:

BB’ = xcosp + ysenp = cos2p

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

m‘(:n[ “ ; p ] + yt:ua‘[ %] = 2cos “ ;ﬂ serfee + 1)

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’ Asi
es que llegamos a la situaciéon limite B—>A y, por tanto f—a.

En tal caso xsena + ycosa = 2sen2a

Resolviendo el sistema formado por:

{ XCOSE + YSeH! = cosder

xsence + yoosoe = Jsenlo

Encontramos que:

XCOSK + ysence = cosler
Xsenor + yooso = 2senlo

que es una astroide. W

MILLINGTON, J. (2004): Curve Stitching, Tarquin
Publications. Norfolk (Inglaterra)




