Smal 58 La Musica y el numero siete. Historia de una
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na vez celebrado el Dia Escolar de las Matematicas, dedicado a la Musica y las
Matematicas, al equipo de redaccién de la revista SUMA le ha parecido interesante incluir
una seccion para tratar estos temas.

Iniciamos asi la andadura de Musymdticas en donde pretendemos aprovechar la relacién
entre estas materias para incrementar los recursos en el aula. Como ocurre con el resto de
la revista, se trata de una seccion abierta en la que esperamos contar con la colaboracién de
todos vosotros.

La musica es un ejercicio matemdtico inconsciente
en el que la mente no sabe que estd calculando

G. W. Leibniz (1646-1716)

¢Realmente el namero siete es tan esencial para la
musica?

Las mds de cuatrocientas mil entradas que tiene el numero
siete en google dan una muestra del interés que despierta su
uso en muchas facetas de la vida cotidiana y entre ellas, cémo
no, en la musica.

Si dejamos aparte especulaciones numeroldgicas de origen
incierto, la realidad es que a casi cualquier occidental que le
preguntemos por el nimero de notas musicales, no dudard en \

decir que son siete y que sus nombres' son: do, re, mi, fa, sol,
la, si. Sin embargo, como veremos mds adelante, usando sélo
siete notas, la produccién musical quedaria muy mermada.
Por otro lado, si la pregunta se hiciese a los que estdn habi-
tuados a la mdsica oriental, la respuesta no seria tan contun-
dente, puesto que desde antiguo se han utilizado escalas que

no partian de siete notas, como son la javanesa (cinco tonos), Vicente Liern Carrion
la Raga Shruti de India (veintidds tonos), la tailandesa (ocho Universitat de Valéncia Estudi General
tonos), etc. musymaticas@revistasuma.es
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Ademas del nimero de notas, para la musica hay otra relacién
numérica en la que el nimero siete juega un papel fundamen-
tal: los intervalos o cocientes entre las frecuencias de dos
sonidos. De entre todos los intervalos posibles, hay dos que
siempre han dado lugar a la polémica, el tritono (o cuarta
aumentada) y las séptimas. El tritono, intervalo que se produ-
ce, por ejemplo, entre fa-si, resulta dificil de entonar y produ-
ce un sonido algo siniestro, que en el medievo® se denomind
diabulus in musica (‘el diablo en la musica’), y que debia evi-
tarse a toda costa. De hecho, la Iglesia sostenia que el diablo
se colaba en la musica a través de este intervalo. Una manera
de evitarlo era prescindir del uso de la séptima. A este inter-
valo, que se produce por ejemplo entre do-si, la armonia tra-
dicional posterior al siglo XVII, no le atribuye un caracter dia-
bélico, pero la clasifica como una disonancia absoluta, mien-
tras que el tritono lo trata como una semiconsonancia.

Si con estos antecedentes, la popularidad del numero siete en
la musica queda en entredicho, la situacién adn se hace mas
interesante cuando en el centro de la polémica se sittian gran-
des matemdticos que han contribuido a avivar la controversia.

Un doble interés por los nimeros

Al menos desde el siglo VI a. C. con los pitagdricos, se esta-
blece de forma clara el doble interés de los nimeros en la
musica. Por un lado, estd la cantidad de notas que hay en la
octava y, por otro lado, la propia esencia del nimero como
elemento generador de las notas. Cualquier analisis del papel
del numero siete en la musica serfa incompleto si descuidase
alguna de estas dos facetas.

En cuanto a que en la musica occidental el nimero de notas
por octava sea siete, no es del todo cierto. Siete es la cantidad
de nombres de notas que manejamos, pero en realidad, la
inmensa mayoria de la musica que escuchamos surge del uso
de doce notas denominadas®

do - do# — re — miP — mi — fa — fa* — sol —sol¥ — la — siP — si

Y si esto ya pone en tela de juicio el papel fundamental del
numero siete, la polémica real surge al analizar la funcién del
numero 7 como generador de
notas musicales.

(360-300 a.C.), un discipulo de Aristételes que sostiene que
basta con el oido para conseguir la afinacién, sin duda debe-
mos a Gioseffo Zarlino (1517-1590) su formulacién rigurosa y
su popularizacién. Zarlino, un neopitagérico convencido,
establecié que los sonidos cuyas frecuencias son proporcio-
nales a 1, 2, 3, 4, 5, 6 son consonantes y comprobé que éstos
eran emitidos por cuerdas de longitudes:
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Zarlino, un neopitagorico
convencido, establecié que los
sonidos cuyas frecuencias son
proporcionalesa 1, 2, 3,4, 5, 6
son consonantes

Para Zarlino, el numero 6 jugaba un papel fundamental.
Desde el punto de vista matemadtico, se trata de un numero
que se obtiene como suma y producto de sus divisores pro-
pios,

1+2+3=6,1-2-3=6

Ademis, al multiplicar por 6 cualquier nimero acabado en 6,
nos da un nimero que acaba en 6. A estas propiedades anadia
la presencia del senario en el mundo: el nimero de planetas,
los signos del zodiaco en cada hemisferio, las aristas de la
piramide triangular, las superficies del cubo, etc.

Hasta bien entrado el siglo XVIII, las afinaciones que se usa-
ban normalmente en los estudios tedricos eran la pitagérica y
la Justa Entonacién. En ambas, la cantidad de notas en una
octava no estd determinada a priori, pero normalmente este
namero se fija en 12 notas. En estos sistemas de afinacion las
notas se generan con potencias y cocientes de los numeros 2
y 3 o de los nimeros 2, 3 y 5. Si consideramos una nota fija,
por ejemplo el Do de frecuencia f = 264 Hz, para obtener el
resto de notas afinadas hay que multiplicar por las fracciones
siguientes:

Do |Dof | Re | MiP [ Mi | Fa [ Fa* | Sol |Sol*| La | SiP | Si
Las consonancias pitagéricas que
se’reducen Ial tetractys (los cgatro 12NOTAS 32 | 98 iz |36| 3|38 ]33 4| g5
primeros niimeros), son ampliadas PITAGORICAS U [P [ e I Al e e P [t el
por la Justa Entonacién hasta el 2213 [2° 3 [2° |2 2% (2% ]3| 2
senario (los seis primeros ntme-
ros). A pesar de que las primeras 12NO]1:IA;\S(ION 1 3 [32 22|53 |5 |5 |3 ﬁ
versiones de ?a I}Jsta Entonacién se 3.23| 23 5 | 92 3 [32.2 5 94 3 5 93
deben a Aristéxeno de Tarento




Si la frecuencia de la que partimos es 264 Hz, estas notas
estdn en la octava do,-do,. Para trasladarlas a otra octava, no
hay mas que multiplicar por una potencia de 2 adecuada. Asi,
si queremos trasladarla # octavas, multiplicamos sus valores
por 21, con # un nimero entero.

Esta claro que en las dos afinaciones anteriores las potencias
del numero siete no se utilizan. Es decir que no se considera
que estas potencias generen notas agradables. Y aqui estd la
clave del tratamiento musical del numero siete.

Sonidos consonantes

No resulta facil establecer una definicién unanime de sonidos
consonantes, de hecho debemos contentarnos con admitir
que dos 0 mas sonidos son consonantes si resultan agradables
al oido. Evidentemente, se trata de un concepto que depende
mucho de la situacién socio-cultural y que ha evolucionado a
lo largo de la Historia. Ante esta perspectiva, resulta compli-
cado establecer una idea de consonancia que resulte operati-
va. Entre todos los tedricos que han estudiado el tema, nos
quedaremos con la versiéon del fisico John Tyndall (1820 —
1893):

Cuanto mas simple es la relacion de las frecuencias de dos soni-
dos, mas consonante serd el intervalo que forman.

Este criterio, conocido con el desafortunado nombre de
Teorema de Tyndall, no hizo mas que recoger la idea con la
que los musicélogos venian trabajando desde hacia siglos.
Prueba de ello es la carta que L. Euler, escribié a Federica
Carlota Ludovica von Brandenburg Schwedt, princesa de
Anhalt Dessau (1745-1808), en la que expone de forma casi
literal el resultado de Tyndall:

Carta V: Del Unisono y de las Octavas:

“«

[...] Vuestra Alteza comprenderd ficilmente que cuanto mds
simple sea la proporcién [entre las frecuencias], o expresada
con menores niumeros, mas distantemente se presenta al enten-
dimiento y presenta un mayor sentimiento de placer [...].”

3 de mayo de 1760

Segun este criterio, las consonancias pueden ordenarse de la
forma siguiente:

1/1 Unisono > 2/1 Octava > 3/2 Quinta > 4/3 Cuarta >
> 5/4 Tercera mayor > 5/3 Sexta mayor > 6/5 Tercera
menor > 8/5 Sexta menor > ...
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A partir de esta ordenacién, surgen problemas con las que
musicélogos y matematicos han tenido que convivir:

« A partir del siglo XVI, compositores y musicos empiezan a
hacer uso de intervalos que habian estado prohibidos. Sirva
como ejemplo un fragmento de la polémica entre C.
Monteverdi (1567 — 1643), representante de la nueva musi-
ca, y G. M. Artusi (1540 — 1613), partidario de la musica
tradicional (véase E. Fubini, 1990):

No niego que inventar cosas nuevas esté bien; incluso es necesa-
rio. Sin embargo, decidme: ;a qué se debe que querdis hacer uso
de aquellas disonancias de la misma manera que las emplean
éstos [los musicos ‘modernos’]? Si lo hacéis porque pretendéis
que se oigan de modo manifiesto [...] ;por qué no las usdis de la
manera habitual, razonadamente, segiin en la forma en que
compusieron Adriano, Cipriano, Palestrina [...]?

+ Por otro lado, no resulta sencillo justificar por qué es mas
consonante 8/5 que 7/4 6 7/5 si tanto el numerador como el
denominador son mds grandes y se alejan mds del unisono.

Como veremos a continuacion, de nuevo el nimero siete esta
en la esencia de estas cuestiones.

Hasta bien entrado el siglo

XVIII, las afinaciones que se
usaban normalmente en los
estudios tedricos eran la L=
pitagorica y la Justa Entonacion

Mas de dos siglos de polémica

Nuestro objetivo no es hacer un anélisis exhaustivo del uso del
siete en la musica, sino dar una visién global a través de algu-
nos trabajos. Y para esto resultan esenciales las aportaciones
de G. Zarlino (1517-1590), J. Kepler (1571-1630), G. W.
Leibniz (1646-1716), J. S. Bach (1685-1750) y L. Euler (1707-
1783), quienes contribuyeron de forma decisiva a reavivar la
controversia. Cualquiera de estos cinco autores mereceria un
estudio detallado, sin embargo aqui destacaremos algunas
publicaciones que reflejan de forma clara argumentos a favor
y en contra del nimero siete en musica.
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La defensa del Senario: Zarlino y Kepler

Muy influido por el neoplatonismo florentino, G. Zarlino veia
la esencia numérica en todas las cosas. En Le Institutioni
Harmoniche (1558) hace una defensa del senario como limite
para las consonancias, pero esto le plantea un problema:
hemos dicho que la sexta menor, 8/5, se considera una conso-
nancia, y sin embargo tiene en sus términos el ocho que no
pertenece al senario. ;Por qué no proponer el ottonario como
recinto de las consonancias? Evidentemente, aceptar el ocho
significarfa dar cabida al niimero siete y los intervalos com-
puestos con este nimero, 7/6 y 8/7, a las que considera diso-
nancias sin paliativos.

LE ISTITVTIONI
HARMONICHE

DI M. GIOSEFFO ZARLINO DA CHIOGGIA;
Nelle quali olera le materie apparencns
ALLA MVEICA
5i srouand dichiaran maold
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IN VENETIA M D LVIIL

Zarlino, consciente de que el problema tenia dificil solucién,
recurre a argumentos filoséfico-numéricos para resolverlo.
Para €], las fracciones 8/5 y 7/6 contienen nimeros de natura-
leza muy diferente porque 8 = 23, y esto significa que incluir
8/5 no supone incorporar nimeros primos que no estén con-

tenidos en el senario, mientras que aceptar el 7 escapa de los
seis primeros nimeros. Ademds, sus argumentos se apoyan
en la distincién aristotélica entre potencia y acto. Para
Zarlino, 8/5 se encuentra en el senario en potencia, pero no en
acto, y aprovecha esta circunstancia para justificar que las
consonancias que surgen con el senario sean “consonancias
propiamente dichas” mientras que la sexta menor produce
una “consonancia comunmente dicha”

Como era de esperar, los razonamientos de Zarlino no fueron
capaces de convencer a muchos musicdlogos de la época, de
ahi que otros autores, como F. Salinas (1513 - 1590), hicieran
otro tipo de defensas, basadas en la prictica, argumentando
que 8/5 era consonante por ser complementario de la tercera
mayor (5/4),

85
sexta menor + tercera mayor = gz =2

y no por estar dentro o fuera del senario.

Habra que esperar méds de medio siglo hasta que Kepler, en
Harmonices mundi (1619) proporcione razonamientos
mucho mds sélidos. Convencido, como los pitagéricos, de que
la armonia de la musica y la del universo no eran més que dos
representaciones de una misma realidad, Kepler basa las pro-
porciones armonicas en los poligonos regulares. Para esto
necesitaba quedarse con una cantidad finita poligonos. La
manera de elegirlos fue relacionar la condicién de ser cons-
truible con regla y compds con la capacidad de generar pro-
porciones consonantes. Asi ideé un método que, aparente-
mente, resolvia de una vez por todas, los problemas de recha-
zar 7/6 o 8/7 pero aceptar 5/8. El método consistia en generar
un drbol de consonancias en el que cada fraccién a/b en el
paso n genera dos fracciones, a/(a+b) y b/(a+b), en el paso
n+1. Se partia de la fraccién 1/1 y el proceso continuaba hasta
llegar a un denominador que representase los lados de un
poligono regular no construible con regla y compds (los poli-
gonos de 7,9, 11 y 13 lados).

I
| Cl
i R Y — 1
: 1/ 3
a_/ o3 I 9
ath’ . 3 15 N
o e :
a=b ™, '1 B i 7

En este arbol aparecen todos los intervalos consonantes y no
es necesario aceptar ninguna excepcion.



Kepler intenté comprender las leyes del movimiento planeta-
rio durante la mayor parte de su vida. En un principio, consi-
derando que este movimiento debia cumplir las leyes pitagé-
ricas de la armonia, aprovechd que el numero de planetas
fuese uno mas que el niumero de poliedros perfectos para
intentar demostrar que las distancias de los planetas al Sol
venian dadas por esferas en el interior de poliedros perfectos
(anidadas sucesivamente unas en el interior de otras). Cuando
advirti6 que este modelo no explicaba el movimiento de los
astros tuvo que recurrir, con gran decepcion, a las elipses. Esta
falta de simplicidad en el Universo, que Kepler vivié como un
fracaso, fue compensada por la perfecciéon de la Armonia
Universal al comprobar que las proporciones entre las veloci-
dades angulares de los astros en su afelio y su perihelio repro-
ducian fielmente las proporciones de los intervalos consonan-
tes. Una vez efectuadas las mediciones, la Miisica de las
Esferas de los pitagéricos dejan de ser s6lo una idea para plas-
marse en unos pentagramas que el propio Kepler escribio.

— o et s
ﬁ Jupiter Mara feré Terra
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—oy — s
2 3
Venus Mercurius Hiclocum habecenam®

Durante mas de siglo y medio, los argumentos de Kepler pare-
cfan sélidos, pero después, en menos de veinticinco afos, sus
justificaciones se desmoronaron. Por un lado, W. Herschel,
precisamente un musico de la corte del rey Jorge III de
Inglaterra, descubri6 Urano en 1781 y, pocos afios después, C.
F. Gauss (1777 — 1855) demostré que se podia construir con
regla y compas el poligono regular de 17 lados.

Leibniz, Bach y Euler

A pesar de que Leibniz no escribié mucho sobre mdusica, ade-
mds de ser el autor de varias de las frases mds citadas en
Musica y Matematicas, particip6 en la polémica del niimero
siete. Su produccién en este tema se reduce a algunas cartas
dirigidas a C. Goldbach (1690 — 1764). En una de éstas, fecha-
da el 17 de abril de 1712, a pesar de que concede la posibili-
dad de que el niimero siete sea capaz de generar sonidos agra-
dables, no deja de verlo como algo anecdético:

En mausica, no contamos mads alld del cinco, similares en esto a
esta gente que, hablando también de aritmética, no pasaban del
numero tres y dieron lugar al dicho aleman sobre los simples:‘es
tan simple que no sabe contar mds de tres. Todos nuestros inter-
valos en uso vienen en efecto de razones formadas por los pares
de los ntimeros primos 1, 2, 3, 5. Si tuviéramos la suerte de un
poco mas de finura, podriamos llegar hasta el nimero primo 7.
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Y pienso que realmente hay gente en este caso. Esta es la razén
por la que los antiguos no rechazaban completamente el ntume-
ro 7. Pero apenas habra gente, que llegaria hasta los nimeros
primos [siguientes] mas cercanos, 11y 13.

A pesar de que varios autores del siglo XVIII utilizan la sépti-
ma en sus composiciones, y de la innegable revolucién que
supone El clave bien temperado (1722, 1740) de J. S. Bach en
el que, por supuesto aparecen séptimas y otros intervalos con-
siderados disonantes, los cientificos y teéricos de la musica se
mantienen fieles en su renuncia al nimero siete como genera-
dor de consonancias. Una prueba contundente de ello es la
ultima frase de la carta que Euler escribi6 a la princesa de
Anhalt Dessau en 1760 (Euler, 1990):

Carta VII: De los doce tonos del clavecin:

“Mi intencion era presentar a Vuestra Alteza el verdadero

origen de los sonidos empleados en la musica. [...] Los prin-
cipios de la Armonia se reducen en ultimo término a nime-
ros, [...] el nimero 2 produce sélo octavas [...]. Después el

numero 3 produce los tonos que difieren de los anteriores en
una quinta. Pero introduzcamos también el nimero 5 y vea-
mos cudl seria el tono que produce 5 vibraciones, mientras
que el F no hace mas que una. [...]. Es llamado una tercera
mayor y produce una consonancia muy agradable, estando
contenido en una proporcién de nimeros bastante pequeiia,
4y5. [...] (Asi) tendréis las teclas principales del clavecin que
segun los antiguos, constituye la escala llamada diaténica
que deriva del nimero 2, del nimero 3 repetido tres veces y
del nimero 5 [...].

Si se quisiera también introducir el nimero 7, el nimero de
tonos de una octava serfa mayor, y se llevaria toda la musica
a un grado mas alto. Pero aqui la Matematica abandona la
armonia a la Musica”

3 de mayo de 1760

Pero el ingenio de Euler no podia permanecer ajeno a la masi-
ca que se estaba haciendo en su época, y seis anos después de
haber escrito la carta anterior, en su Conjecture sur la raison
de quelques dissonances généralement regues dans la musique
(Euler, 1766a), no sélo se desdice de la dltima frase de esta
carta y propone el nimero 7 como uno de los artifices de la
musica, sino que aprovecha la ocasién para rectificar a
Leibniz.

Se sostiene generalmente que no nos servimos en la musica mds
que de las proporciones compuestas por estos tres nimeros pri-
mos 2, 3y 5y el gran Leibniz ha advertido ya, que en la musica
no se ha aprendido atn a contar mas alld del 5; lo cual es incon-
testablemente cierto en los instrumentos afinados segun la
armonia. Pero, si mi conjetura se cumple, se puede decir que en
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la composicion se cuenta ya hasta el 7 y que el oido estd ya acos-
tumbrado; es un nuevo género de musica, que se ha comenzado
a usar y que era desconocida por los antiguos. En este género el
acorde 4, 5, 6, 7 es la armonia mds completa, puesto que contie-
ne los nimeros 2, 3, 5 y 7; pero también resulta mas complicado
que el acorde perfecto en el género habitual que no contiene mas
que los nimeros 2, 3 y 5. Si ésta es una perfecciéon en la compo-
sicidn, quizd se hard lo posible por llevar los instrumentos al
mismo grado.

Posteriormente, Euler, cuando aborda el cardcter de la Masica
Moderna (Euler, 1766b) presenta un sistema de afinacién en el
que aparece el nimero siete, aunque quizé por parecerle exce-
sivamente atrevido, a los tonos en los que aparecen potencias
de 7 les denomina “extranos’, frente a los tonos “principales”
en los que sdlo aparecen potencias de 2, 3y 5.

A pesar de que varios autores del
siglo XVIII utilizan la séptima en sus
composiciones ... los cientificos y
tedricos de la miisica se mantienen
fieles en su renuncia al niimero siete
como generador de consonancias

Pero, ;puede estar desafinada la Naturaleza?

En el siglo XIX,
J. B. Fourier
(1768 — 1830)

Re

£

Arménico Frecuencia Nota Intervalo
lo=1xf 132 Hz doy tono fundamental
20=2 x f 264 Hz dog octava
30=3 x f 396 Hz solg quinta
do=4 x f 528 Hz doy octava
50=5 x f 660 Hz mig tercera mayor
6°=6 x f 792 Hz soly, quinta
7°=7 x f 924 Hz sib4 séptima menor (desafinada)
8o=8 x f 1056 Hz dog octava
9°=9 x f 1188 Hz res segunda mayor

10°=10 x f 1320 Hz mis tercera mayor

Normalmente, al expresar estos arménicos en un pentagrama,
al séptimo armonico se le adjunta una flecha, o un cambio de
graffa, que indica la desafinacion.

# = * = p—o—0
= 193 % —
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Sin duda, puede hacerse un sistema de afinacion en la que el
7° armonico esté afinado, por ejemplo el siguiente:
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numero siete.

Uno de sus

resultados mas

célebres y, sin duda, el mds utilizado en musica, es que cual-
quier funcién peridédica continua se puede descomponer en
funciones periddicas simples.

Esto significa que si un instrumento produce una nota, la
onda sonora se puede descomponer en ondas simples con fre-
cuencias 1f, 2f, 3f, ..., denominadas armoénico primero, segun-
do, etc. La amplitud de cada uno de los arménicos es lo que
configura el timbre del instrumento y hace que distingamos el
do de un piano del do de una trompeta. Asi, si tomamos como
nota fundamental, o primer armoénico, el do, con una fre-
cuencia f=132 Hz, los diez primeros armoénicos que se produ-
cen son los siguientes:

Pero, esto no zanja la cuestion. En primer lugar, en este siste-
ma se modifica ligeramente la afinacion habitual de todas las
notas y, en segundo lugar, ;por qué quedarnos en el séptimo
armonico y no seguir con el 11°, 13°, etc. que también estan
desafinados?

Realmente, que estas cuestiones permanezcan sin resolver no
supone ningin problema practico, pero afirmar que algunos
armonicos de una nota emitida por un cantante estdn desafi-
nados, es admitir que la naturaleza estd desafinada. Estd claro
que en los criterios para elegir las notas musicales, los argu-
mentos basados en la fisica del sonido se entremezclan con
los netamente socio-culturales, y éstos no tienen por qué



coincidir. Esta desafinacién no impide seguir disfrutando de la
belleza de la Musica, pero, ;no rompe esto con una tradicién
de mdas de veinticinco siglos por la que armonia de la
Naturaleza (el Universo) y la armonia musical eran una misma
cosa?

Quizés, no admitir esta ruptura ha hecho que algunos com-
positores del siglo XX, como Z. Kodaly, B. Bartdk, I. Xenakis

NOTAS
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o W. R. Lutoslawski, por ejemplo, no sélo hagan intervenir el
numero siete en la afinaciéon de muchos de sus acordes, sino
que realmente den un paso adelante hacia una relacion expli-
cita, que no ha cesado, entre las Matematicas y la composi-
cién musical.

MUSYMATICAS 1

L1 El nombre de las notas se debe a Gido D’Arezzo, un monje benedictino del siglo XI, que tom¢ las primeras silabas del Himno a San Juan Bautista
como nombre de las notas. A parir de ahi, los nombres se han mantenido, excepto en el caso del do, cuyo nombre original, ut, sélo se conserva en
Francia. Sin embargo, estos nombres no son unanimes, ni siquiera en la misica occidental. En la notacién inglesa, las notas se llaman C, D, E, F, G,

A, By en la alemana las notas se denominan C, D, E, F, G, A, H..

2 En los antiguos modos griegos no ocurria esto, ya que el canto solia empezar en la. El problema empez6 a manifestarse en la Edad Media cuando

Guido D'Arezzo redistribuyd la escala y puso el do en primer lugar.

SEnel temperamento igual, que es el sistema de afinacién que se utiliza mayoritariamente en la actualidad, do?=reb, re*=miP, fa*=solb, sol*=laP,

la#=sib.
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