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Los misterios de la fraccion prohibida

a multiplicacién de fracciones a/b*c/d=(ac)/(bd) es
extraordinariamente simple de ejecutar y recordar: se multi-
plican numeradores y se multiplican denominadores. Sin
embargo la suma a/b+c/d=(ad+bc)/(bd) tiene una inesperada
complejidad. Por ello, desde la noche de los tiempos, los estu-
diantes acostumbran a calcular por iniciativa propia la suma
alternativa

a 4 atc
_@_z (*)
b d b+d

Salvo en algunos casos de severa incompetencia en que el
profesor da por buena la igualdad (*) la reaccién normal ante
la aparicion de (*) en clase (si el profesor sobrevive al susto) es
proferir varios “ino!, ino!, jno!” guturales seguidos de diversos
ejemplos que ponen en evidencia la maldad de la suma alter-
nativa. A partir de esta escena la fraccién maldita queda total-
mente prohibida y la autoridad pertinente avisa de las conse-
cuencias que una nueva aparicién de ella podria implicar, ya
sea a nivel individual o colectivo.

En una encomiable actitud comprensiva ya Henri Poincaré
encontrd una justificacion a la aparicién impulsiva de la mis-
teriosa fraccion en clase:

Sélo hay dos métodos para ensefiar fracciones: cortar, aun-

que sea mentalmente, un pastel, o hacerlo con una manza-
na. Con otro método cualquiera de ensefianza, los escola-

res prefieren sumar numeradores con numeradores y
denominados con denominadores.

Atraidos por esta suma alternativa hemos estado indagando
matemdticamente y diddcticamente el tema y quisiéramos
compartir con los lectores de este articulo los sorprendentes
resultados de nuestras pesquisas.

Nombre y definiciéon

A partir de dos fracciones a/by c/d con ¢, d > 0 se puede, legi-
timamente, considerar la nueva fraccién (a+b)/(c+d). A esta
fracciéon se la denomina en inglés mediant (o segin Ervin
Wilson freshman sum la suma de los que estdn en el primer
curso de la universidad). La palabra mediant tiene raiz latina
pero no posee equivalente en espafiol. Por tanto lo mejor que
podemos hacer es bautizar a este objeto con un nombre, por
ejemplo, la fracciéon mediadora, expresion que recoge el sen-
tido de ponerse en medio de.
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Como se ha visto al principio, la fraccién mediadora no es el
resultado de una operacion interna bien definida en los nime-
ros racionales QQ pero si puede formalizarse como una opera-
cion entre ciertos pares ordenados de enteros. Si

Z,={(a,b)|a,be Z,b>0}

podemos considerar:

(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d)

En este caso con la representacién vectorial de (a, b) y (c, d)
en el 1° y 2° cuadrantes, permite visualizar el elemento
(a+c,b+d) como la suma de los vectores, es decir como diago-
nal principal del paralelogramo determinado por (4, b) y (c, d).

Una interesante localizaciéon

Sia/b < ¢/d, con b, d > 0, la fraccién mediadora (a + ¢)/(b + d)
es un valor que siempre esté situado entre las dos fracciones
iniciales:

a+c ¢

a
—< <—.
b b+d d

Aritméticamente basta notar que:

b+d b bb+d) b+d\d b
¢ a+c cb—ad_ b (c_aj

d b+d db+d) b+d\d b

at+tc a_ ch-ad d [c aj

Pero en el caso usual positivo, si 0 < a/b < c/d cona, b,c,d >0
resulta la siguiente visualizacién (Alsina-Nelsen, 2006).

Figura 1

Si la pendiente de R es a/b y es menor que la de S que es ¢/d
resulta que la de T que es (a + ¢)/(b + d) debe ser intermedia.

En el caso extremo a/b = ¢/d resultara

y la figura 1 pone en evidencia la necesidad de a-d = b-c que es
la condicién de equivalencia de fracciones.

Cafés con leche: largos y cortos

Carme prefiere el café con leche corto de café y Claudi lo pre-
fiere largo.

a/b (a+c)/(b+d) c/d
Figura 2

En mezclas de liquidos (y en cocina en general) tiene mucho
sentido considerar las razones entre un elemento y otro: 1
parte de café por cada 2 de leche, 1 parte de café por tres de
leche, ... Y en este contexto tiene pleno sentido calcular la
razon resultante de mezclar, la cual corresponde a la fraccion
mediadora

Med(11)21+1_2
2+3 5

Si mezclamos efectivamente café y leche se visualiza el efecto
de la fraccién mediadora en el color de la mezcla. Este siem-
pre se sitda entre el de las 2 razones de partida (para el interés
pedagoégico de este tipo de visualizaciones véase (Biermann-
Blum, 2002)).

Esta experiencia permite estudiar una situacién sencilla del
significado de fraccién como razén heterogénea. Los alumnos
entienden que si % representa la razén café/leche, las fraccio-
nes %y % representan relaciones parte/total (suponiendo que
no hay ningtin otro ingrediente). En esta situacion se percibe
que si una fraccidn se substituye por otra equivalente los efec-
tos no son los esperados.

Observemos que en la primera situacién

@

W | =
[ENS)

N | =

es decir, la fraccion % estd mds cercana a %.



En la segunda mezcla, % no es equivalente a %:

2 1 3 2 3 2 1 31 2
_@_z? z_2 — 2 -z

4 3 4 7 28 14 7 3 21

Si tomamos una fraccién equivalente como %o es

20 1 21
o=,

20 21 860-840 20 1
40 3 43’

40 43 1720 1720 86

vemos que la fraccién mediadora estd mucho mads cerca de %
que de %.

Esta situacién nos lleva a considerar el papel de la unidad de
comparacion en el caso de magnitudes continuas.

La paradoja de Simpson

Esta paradoja (que tiene implicaciones estadisticas en medici-
na y ciencias sociales) hace ver cémo los éxitos de diversos
grupos presentan resultados sorprendentes cuando los grupos
se reunen. Se puede entender muy bien con urnas de bolas
blancas y negras... o con jugadores de futbol. De nuevo las
fracciones que aparecen deben interpretarse como razones.

Un jugador de fatbol A juega 10 partidos en la primera mitad
de una liga y marca 4 goles; en la segunda mitad juega 20 par-
tidos y marca 5 goles. El jugador B marca 6 goles en sus 20
partidos de la primera parte y marca 2 goles en los 10 partidos
restantes. La situacién parcial y global es la siguiente:

1= parte 2 parte Global
Jugador A 4/10 5/20 9/30
Jugador B 8/20 2/10 10/30

Mirando cada parte de la liga el A fue igual o mejor que el B
en cada parte, pero mirando globalmente el B resulté mejor
(ver http://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_de_Simpson).

El tema afecta a todos los niveles de la vida: pueden sacarse con-
clusiones diferentes segun se miren poblaciones por separado o
reuniendo a todas. Es el efecto de la dichosa mediadora.

Cortando cajas de Kellogs®

Junto al café con leche aparecen las cajas de cereales. Si la caja
se coloca verticalmente y se corta segin una seccién plana
resulta una seccién que necesariamente es un paralelogramo.
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Figura 3

Designemos por 4, b, ¢, d las alturas de los vértices del parale-
logramo seccién y consideremos el caso a > b > ¢ > d tal como
indica la figura de la izquierda que admite un desarrollo plano
como el de la derecha.

¢Qué relacion debe haber entre a, b, ¢ y d? Por tratarse de un
paralelogramo, los lados opuestos deben de tener igual pen-
diente y por tanto (c — d):x = (a — b):x, esdecira + d = b + c.
En el caso de que la seccién plana no solo sea paralelogramo
sino que se trate de un rectdngulo, si D indica la diagonal de
la tapa de abajo, deber4 verificarse

JD*+(a-dy =\D* +(b-c)’

es decir a + ¢ = b + d, condicion que al valer simultineamen-
tecona+d=b+cnosllevaaa+d=b+b+d-a,esdecir
a = by c =d. Observemos las dos primeras pendientes en el
desarrollo plano. La primera es (c — d):x, la segunda (a — ¢):y...
y la pendiente de la linea de puntos resulta ser

a—d =Med(c—d’a—c]
x+y x y

apareciendo de nuevo la misteriosa fraccién. Sali6 en el café y
repite en los cereales.

Tomemos otra caja de Kellogs y ahora hagamos la seccion de
forma que

(c—d):x=(a—-c):y=(a—-d):(x+).

Se logra con un solo corte recto al doblar la caja conveniente-
mente. Este es un caso limite del considerado anteriormente.
Cuando ¥ = ¥ en una caja cuadrada, entonces aparece una
magnifica seccién rémbica.

Las sucesion de Farey

La sucesiéon de conjuntos Fj, Fs, F, ... llamada de Farey viene
dada por la siguiente definicion: para cada entero # > 1 el con-
junto F, es el de los nimeros racionales irreducibles a/b con
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0<as<bs<ny m.c.d.(a, b) = 1. Ordenando en forma creciente los

elementos en F, resultal
-

! 1'3'2'3"1
|

] F3={01121}

Sia/b<c/d< k son tres fracciones ordenadas consecutiva-
mente en uno de los conjuntos F, entonces, necesariamente
resulta:

ate

bc—ad=1 'y 3 b f

)

asi pues la mediadora tiene pleno sentido como ope_rad&F

bien definida en estos conjuntos. - -
f“ Al k
R 8

0: sobre la

radio 1/b2y el circulo tangente en (c/d, 0) con c¢/d > a/by radio
1/d2. Si ambos circulos son tangentes entonces (es un bonito
ejercicio) existe entre ellos y la recta un tercer circulo tangen-
te a los tres elementos... siendo el punto de tangencia a la

recta el
a+c,0
b+d

Véase la figura 4.

La funcién de Minkowski

Existe una patoldgica funcion cuyo sorprendente simbolo es ?
Minkowski la definié para tener una funciéon ?(x) en el inter-
valo unidad que env* racionales a irracionales cuadrati-
cos. Resulta que ?(x) es estrictamente creciente, singular... y lo
mas curioso ?(x) verifica la ecuacién funcional

(e %))
b+d 2

para a/by c/d dos fracciones en (0, 1) irreducibles y consecu-

tivas en la secuencia de Farey correspondiente (véase por

eI'emplo (Viader, Paradis y Bibiloni, 1998)).

Epilogo

La fraccién misteriosa tiene su grac emos situar-
nos en la interpretacién de razone

multitud de ejemplos interesantes

las Matematicas es lo sorprende

res, a veces, tienen interés.
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