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5 u m ﬂ El problema de Arno Peters,

Junio 2006, pp. 101-109 un problema cartografico

A qué se parece la Tierra sobre todo?
[...]: a un ser unicelular

Lewis Thomas.
The Lives of a Cell,
1974

Se acerca el verano y con él las vacaciones y los viajes a los sitios mds dispares del planeta. Viajemos cerca o lejos, en coche,
en tren o en avion, hay un objeto que no puede faltar en nuestro equipaje: un buen mapa.
Desde los tiempos de Ptolomeo y adn antes, los gedgrafos, cartégrafos y matematicos se han empefiado en la dura tarea de
crear mapas cada vez mds precisos de nuestro planeta o de alguna de sus partes. Es otro de los suenos de la Humanidad: con-
seguir el mapa perfecto.
Para ayudarnos a elegir el mapa mds correcto, contamos en este nimero con la impagable ayuda de un especialista en geo-
metria y en cartografia, Raul Ibafiez Torres, profesor de la Universidad del Pafs Vasco y divulgador incansable de las
Matematicas, en libros, articulos, conferencias, exposiciones y hasta programas de radio. No es un accidente casual que sea
el presidente de la Comision de divulgacion de la RSME y el presidente y el motor, de cuatro o cinco tiempos, del portal de
divulgacion matemdtica mas popular en castellano DivulgaMAT (http://www.divulgamat.net).
Pronto podremos gozar de sus desvelos por acercar las matematicas a todos los publicos, pues es el comisario de las exposi-
ciones sPor qué las Matemdticas...?, Artefractal: belleza y matemdticasy Demoscene: Matemdticas en movimiento que se lle-
varan a cabo, con motivo del ICM 2006, en el Centro Cultural Conde Duque de Madrid desde el 17 de agosto al 29 de octu-
bre préximos.

Antonio Pérez Sanz

.resentaci()n de los problemas Lejos de ser el mapa de Peters y
sus argumentos realmente
solidarios, se aprovecho del
desconocimiento general de
cartografia, para engariar y

Cuando Antonio Pérez me llamé para sugerirme que escri-
biera un pequefio texto sobre algin problema geométrico
para esta seccion de la revista SUMA, me encontraba yo rele-
yendo algunas partes del libro de Arno Peters La nueva car-

tografia. Esta es una lectura que suelo practicar cuando voy a conseguir que su mapa fuera
impartir una conferencia sobre mapas, o cuando en Internet, declarado el inico mapa
en la prensa o en algin otro medio de comunicacién vuelven solidario.

a atacar con titulares como El mapa del futuro, por un mundo
mds solidario o frases como Comprometido [Peters] siempre
con la causa de la justicia, tomé el camino de la cartografia

para restituir una imagen del mundo en la que cada pueblo Raul Ibaiez Torres,

tenga el lugar que le corresponde, tanto geogrdfica como poli- Universidad del Pais Vasco
ticamente. Momento que suelo aprovechar para explicar que Presidente de DivulgaMAT y de la
los argumentos falaces y supuestamente solidarios de Peters Comisién de divulgacion de la RSME.

raul.ibanez@ehu.es
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no eran mas que una manera, a la postre exitosa para sus obje-
tivos personales, de vender su mapa; y por vender entiéndase
no solamente el obtener un beneficio econémico, sino conse-
guir pasar a la Historia como el autor de un mapa reconocido
internacionalmente. Lejos de ser su mapa y sus argumentos
realmente solidarios, se aprovechd de la buena fe de las per-
sonas y de la solidaridad de estas, asi como de su desconoci-
miento de unas minimas nociones de cartografia, para enga-
narles y conseguir que su mapa fuera declarado “el tnico
mapa solidario’, y lo que es peor desde un punto de vista
matemadtico y cartografico, “el unico mapa correcto”.

De una forma esquematica su falaz argumento es el siguiente:
antes sélo estaba el mapa de Mercator, que es un mapa insoli-
dario y erréneo, mientras que su nuevo mapa es un mapa soli-
dario y la tnica alternativa correcta al mapa de Mercator. Se
escuchan frases como el mapa de Peters corrige los errores del
de Mercator |...] es mds riguroso desde el punto de vista cienti-
fico. Sin embargo, cuando empiezas explicando a la gente que
durante los dltimos cuatrocientos aios se han disenado mas de
250 tipos diferentes de mapas y que cada uno tiene sus propias
propiedades (incluso que muchos de ellos comparten propie-
dades con el mapa de Gall-Peters'), y que ademds no existen
mapas correctos, todos tienen que sacrificar algunas propieda-
des para preservar otras, esto hace que las personas empiecen
a cuestionarse la veracidad de lo que les habian contado.

Tras mi conversacion con Antonio empecé a pensar en pro-
blemas de tipo geométrico que podian ser de interés para una
seccién como esta. Problemas cldsicos de geometria diferen-
cial, que es el drea en la que trabajo. Sin embargo, yo seguia
releyendo el libro de Peters al mismo tiempo que trabajaba
algunas ideas para el articulo. En ello estaba cuando llegué a
uno de mis pdrrafos preferidos, la demostraciéon que hace
Arno Peters de que la proyeccién de Mercator no preserva los
dngulos, pero no se queda ahi ya que incluso unos parrafos
mds adelante llega a afirmar que ningin mapa puede preser-
var los dngulos (por lo tanto, es una propiedad que no debe de
preocuparnos). Veamos su argumento:

Examinemos ahora mediante algunos ejemplos si realmen-
te concuerdan el modelo original (la superficie terrestre, el
globo) y la red de coordenadas geogrificas (la del mapa de
Mercator):

a) Lalinea de minima curvatura entre Ciudad del Cabo y
El Cairo, asi como la que va desde el archipiélago de
Nueva Liberia hasta el Cairo, se encuentran en esa ciu-
dad formando un dngulo, tanto en el mapa como en el
globo terrestre. En el globo terrestre, ambas lineas de
insignificante curvatura (grandes circulos) forman un
angulo de 170 grados; en el mapa de Mercator, las mis-
mas lineas de minima curvatura (que aparecen rectas)
forman un angulo de 135 grados.

b) Lalinea de minima curvatura entre Reikiavik (Islandia)
y Nueva York corta la también linea de minima curva-
tura entre Rio de Janeiro y Nueva York, formando un
angulo de 120 grados en el globo terrestre y de 105 gra-
dos en el mapa de Mercator.

c) Las lineas de minima curvatura entre Espafia e Islandia
y entre Islandia y Alaska se encuentran en Islandia, de
manera que el dngulo en el globo es de 170 grados, y en
la proyeccién de Mercator de 105 grados.

En consecuencia, el dngulo formado por dos lineas de
minima curvatura entre tres lugares cualesquiera de la pro-
yeccién de Mercator no concuerda con el angulo real que
las mismas lineas configuran en la superficie de la Tierra.
Por lo tanto, la proyeccién de Mercator carece de fidelidad
angular.

Mapas 73, 74y 75: 5i s comparan los dngulos en que se cortan lns lineas andlogas de lnx curoaturs menores
del globo terrestre oni éate (mapas 73 3 74) ¥ en la proyeceidn de Meveator {mapa 751, fpuede apreciarse que log drgulos
ne coinciden, Por lo tanto, la proyeccicn de Mercator no posee fldelidad angular.

Figura 1: Imdagenes del libro La nueva cartografia (pag. 65)

Entonces, pensé que el problema de estudiar si el argumento
de Peters es correcto o no es un problema muy interesante y
apropiado para esta seccién. Por una parte, es un problema
que se enmarca dentro del problema clasico y mds general,
que ha atormentado a matemadticos y cartégrafos a lo largo de
la Historia: ;como dibujar correctamente un mapa de la
Tierra? Este es ademds un tema multidisciplinar muy intere-
sante para utilizar en el aula, relacionado con cuestiones his-
téricas, matemdticas y cientificas, filoséficas, artisticas... y
ademds puede adaptarse a varios niveles de reflexion: ESO,
bachillerato o universidad. Por otra parte, este problema refle-
ja un aspecto importante dentro de la propia actividad de la



investigacién matemdtica, en el que no solemos incidir dema-
siado en nuestras clases, la revisiéon de una demostracion, ya
sea esta propia o de otro matemético. ;La demostraciéon que
tenemos delante es correcta? ;Estara utilizando algin argu-
mento falaz? ; Tendra algun error en su desarrollo? ;Se estara
asumiendo como correcto algo que no lo es? La prueba de un
resultado matemdtico o de un problema (por ejemplo, un
ejercicio de clase) necesita de sucesivas lecturas para su com-
probacién, primero por parte del matemdtico que la ha escri-
to y luego de sus colegas para verificarla (o si pensamos en un
problema de clase, primero la revisard el propio estudiante y
posteriormente la corregira el profesor). En la investigacién
matemdtica la comprobacion de si una demostracién no con-
tiene errores es una tarea imprescindible, tanto para la comu-
nidad cientifica que tiene necesidad de asegurarse de que el
argumento de la demostracién es correcto, como para el pro-
pio matemadtico, quien puede apoyarse en las conclusiones de
su revisién para tratar de desarrollar una nueva prueba en
caso de encontrar algin error o que, en caso de no ser asi,
puede seguir avanzando en los argumentos matemadticos para
llegar mds lejos. En ocasiones el avance de nuestra ciencia
pasa por probar la falsedad de un argumento o resultado con-
siderado verdadero hasta ese momento.

Problema 1: ;Cémo dibujar
correctamente un mapa de la
Tierra?

Problema 2: ;Es correcta la
demostracion de Peters sobre la
no conformalidad de la
proyeccion de Mercator?

Mis argumentos me parecieron interesantes y me dejé conven-
cer para plantear los siguientes problemas en este articulo:

Problema 1: ;Cémo dibujar correctamente un mapa de la
Tierra?

Problema 2: ;Es correcta la demostracion de Peters sobre la
no conformalidad de la proyeccién de Mercator?

Pero me gustaria volver al libro La nueva cartografia, de A.
Peters, para terminar estar presentacién. Aunque es un libro
de lectura poco aconsejable para el ptblico en general, si es
una lectura que recomiendo para profesores y otras personas
interesadas en estos temas. Es una lectura inquietante por la
historia que tiene detrds, pero a su vez motivadora, ya que
acabamos teniendo un mayor conocimiento del tema al des-
cubrir los argumentos falaces, observar las omisiones, cémo
se manipula la informacion histérica, en qué lugar se pone a
la matemadtica en relacion a la cartografia, cémo los titulares
no suelen corresponderse con lo que luego dice el texto, cémo
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se enmascaran mentiras con argumentos aparentemente 16gi-
cos, con nomenclaturas engafiosas, mostrando solo parte de
la informacion, etc. Un ejemplo: cuando se citan las propie-
dades del mapa de Peters se menciona que tiene Fidelidad de
Superficie (propiedad 1) y més adelante Fidelidad de Escala
(propiedad 4), pero luego en la explicacidn habla de que real-
mente se refiere en ambos casos a la Fidelidad de Superficie,
ya que la Fidelidad de Escala es imposible de obtener para nin-
gan mapa.

Problema 1: ;Cémo dibujar correctamente un
mapa de la Tierra?

Con el objetivo de simplificar el estudio de los problemas con-
siderados, pensaremos en la Tierra como una esfera de radio
1y utilizaremos sencillos argumentos de geometria cldsica en
nuestro estudio (estos llevados al limite se convertirdn en
argumentos de geometria diferencial, que es el drea de las
matematicas en el que se desarrolla realmente el estudio plan-
teado).

Una cuestién previa serfa: jqué significa correctamente?
Cuando utilizamos un mapa, estamos interesados en poder
medir el drea de un terreno, en elegir un rumbo para navegar,
en tomar el camino mds corto entre nuestro lugar de origen y
nuestro destino, y medir la distancia entre ellos, en que las
formas de los territorios se mantengan si estamos analizando
distribuciones geograficas (niveles de vida, contaminacidn,
poblacidn...), etc. En concreto, estamos interesados en que las
proyecciones de la esfera en el plano que utilizamos para rea-
lizar los mapas preserven conceptos métricos como: las dis-
tancias, los caminos mds cortos entre dos puntos (las geodé-
sicas), las longitudes de los caminos, las direcciones (es decir,
los dngulos), las dreas, las formas...

Proyecciones que preservan las distancias

La propiedad de que se preserven las distancias es, sin lugar a
dudas, la propiedad mds importante, ya que si tenemos una
proyeccién de la esfera en el plano que preserve las distancias
(lamada isometria *) también preservard las demds propieda-
des mencionadas: geodésicas (los caminos mds cortos), areas,
angulos...

Distancias = Caminos mds cortos (geodésicas)

Supongamos que tenemos una proyeccion de la esfera en el
plano que preserva las distancias y veamos que también pre-
servard los caminos mds cortos entre cualesquiera dos pun-
tos. Si nuestra proyeccion no preservase los caminos mas cor-
tos, entonces existirfan dos puntos A y B sobre la esfera y otro
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punto C sobre el camino mds corto entre los anteriores, que
como sabemos es el circulo maximo que los une, tal que la
imagen de C en el plano, C’, no esté en la recta que une las
imagenes, A’y B’, de los puntos A y B respectivamente (véase
la figura 2). En consecuencia, tenemos la siguiente situacién.
Por un lado, la distancia entre los puntos A’y B’ (que denota-
mos AB)) es igual a la distancia AB, puesto que la proyeccion
preserva las distancias, y esta a su vez es igual a la suma de las
distancias ACy CB, por estar C sobre el camino mds corto. Sin
embargo, como C’ no estd en la recta que une A’y B’, entonces
la suma de las distancias A'C’y C’B’, que por preservarse las
distancias es igual a la suma de las distancias AC y CB, es
estrictamente mayor que la distancia A’B’, obteniéndose asi
una contradiccion.

esfera plano

Figura 2

AC+CB=AB=AB<AC+C'B’=AC+CB

Distancias < Longitudes de curvas

Por el parrafo anterior, una aplicaciéon que preserva las dis-
tancias, también preserva los caminos mds cortos y en conse-
cuencia, preservard las longitudes de las curvas. La razén es
que toda curva de la esfera puede ser aproximada mediante
un numero finito (suficientemente grande) de arcos de circu-
los méximos, luego aproximamos su longitud mediante la
suma de las longitudes de estos (que son las distancias entre
los puntos extremos), de igual forma la curva imagen se apro-
xima por las rectas imagen de los arcos anteriores y su longi-
tud por la suma de las longitudes de estos segmentos (véase la
figura 3). El reciproco también es cierto porque la distancia
entre dos puntos es el infimo de las longitudes de las curvas
que los unen, o equivalentemente, la longitud del camino mas
corto entre ellos, la curva geodésica.

esfera B plano
Figura 3

Distancias = Angulos

Dados dos circulos méximos de la esfera que se cortan en un
punto, si tomamos una circunferencia centrada en dicho
punto, de radio suficientemente pequeiio, entonces podemos
considerar que el dngulo O entre los dos circulos maximos
(que es el angulo entre sus vectores tangentes) es el cociente
entre la longitud del arco de circunferencia determinado por
los dos circulos maximos y 27 veces el radio (véase la figura 4).
Es decir, podemos aproximar la medida de los dngulos
mediante medidas de longitudes.

a

%

0 =a/2nr

Figura 4

Por lo tanto, si tomamos la imagen mediante una aplicacion
que preserva las distancias, obtenemos dos rectas y una cir-
cunferencia centrada en el punto de corte. Por preservarse las
distancias y ser la férmula de la figura 4 vélida para el plano,
se deduce que dicha proyeccién preserva el dngulo. Este
mismo argumento es vélido para el angulo entre dos curvas
cualesquiera de la esfera que se corten en un punto, sin mas
que utilizar los circulos maximos que pasan por el punto de
corte y con vectores tangentes iguales en dicho punto a los de
las curvas. Es decir, si tenemos una proyeccién que preserva
las distancias y dadas dos curvas sobre la esfera que se cortan
en un punto formando un cierto dngulo, éste coincide con el
dngulo que forman las dos curvas sobre el plano que son las
imagenes de las curvas dadas sobre la esfera.

Distancias = Areas

La idea de esta afirmacion reside en que dada una region aco-
tada de la esfera la podemos cubrir con una familia finita
(suficientemente grande) de regiones delimitadas por meri-
dianos y paralelos, que podemos considerar regiones rectan-
gulares (cuando el nimero sea suficientemente grande y por
tanto estas regiones suficientemente pequeias) y el drea es la
suma de las areas de estos rectangulos (base por altura). En el
plano obtendremos la regién imagen, cubierta por la familia
de rectangulos imagenes, y como la aplicacién preserva las
distancias, tendra el mismo drea.

Sin embargo, la preservacién de geodésicas, dreas o angulos
son propiedades que cada una de ellas por si misma no impli-
ca que se preserven las demds propiedades, como observare-
mos en los tres ejemplos de mapamundis que a continuacioén
se describen.



Proyecciones que preservan las areas
(proyeccion de Arquimedes o
cilindrica isoareal de Lambert)

Se conoce como la aplicacién de Arquimedes aquella entre la
esfera y un cilindro tangente a la misma, tal que la imagen de un
punto cualquiera A de la esfera es el punto A’ del cilindro que es
la interseccion de este con la recta que pasa por A y corta per-
pendicularmente al eje del cilindro, como muestra la figura 5.

N

.\A .
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S

Figura 5: Proyeccién de Arquimedes

Si consideramos que la Tierra es nuestra esfera unidad y que
el cilindro es el tangente a la esfera en el ecuador (por lo tanto,
su eje pasa por los polos norte y sur), entonces una vez obte-
nida la imagen de la esfera en el cilindro, se despliega este en
el plano. Este mapamundi, véase la figura 6, fue disefiado por
J. H. Lambert en 1772.

Figura 6: Mapa realizado a partir de la proyeccidn cilindrica
isoareal de Lambert (1772)

Algunas propiedades del mapa basado en la proyeccion cilin-
drica isoareal de Lambert:

i) es de forma rectangular, como todas las proyecciones
cilindricas;

ii) los meridianos y los paralelos son rectas que se inter-
secan ortogonalmente;

iii) preserva las dreas, pero no preserva ni los angulos ni
las geodésicas;

iv) la distorsién en las formas, dngulos y distancias, es
muy pequeia cerca del ecuador (mds aun, la escala es
real en el ecuador), pero mayor seglin nos acercamos a
los polos.
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Teniendo en cuenta el comentario del apartado anterior rela-
tivo a las dreas, para demostrar que la aplicaciéon de
Arquimedes preserva el drea, es suficiente probarlo para
regiones rectangulares (suficientemente pequefias) cuyos
lados son meridianos y paralelos. Como se muestra en la figu-
ra 7, dado un punto sobre la esfera de latitud ¢, la imagen de
un meridiano (suficientemente pequefio) de longitud / es un
segmento de recta en el cilindro, de longitud /"= [ cos ¢, mien-
tras que la imagen de un paralelo (suficientemente pequefio)
de longitud k es un arco de circunferencia en el cilindro de
longitud &’ = k / cos ¢. Por lo tanto, dado un pequefio rectdngu-
lo de base k y altura / sobre la esfera, luego de drea [ - k, se trans-
forma en un rectdngulo de base k’=k/ cos ¢ y altura ’= [ cos ¢,
cuyo érea sera también [ - k. En conclusion, la proyeccién de
Arquimedes es una aplicacién que preserva el drea.

T I lcosd k*
r Ak
L
: ér :r' T con g
k'=k / cos ¢
1 . I’
ko Ares lk K* Areacl™k =Lk

Figura 7: La proyeccién de Arquimedes es isoareal

Sin embargo, en este mapa de Lambert no se preservan los
angulos. Volviendo a la figura 7, vemos que por la distorsion
que se produce en los meridianos (se contraen) y en los para-
lelos (se dilatan), el angulo entre la base y la diagonal del rec-
tangulo sobre la esfera es mayor que el mismo angulo pero del
rectangulo imagen sobre el plano. Aunque el dngulo entre los
meridianos y los paralelos si es preservado. En general, del
comentario anterior podemos extraer la conclusién de que
para que se preserven los dangulos tienen que ocurrir dos
cosas:
+ que se preserven los dngulos entre los meridianos y los
paralelos (que son angulos rectos, es decir, de 90 grados);
+ que la distorsion en la direccién de los meridianos 1 sea
igual a la distorsion en la direccién de los paralelos A.

Si se cumplen ambas propiedades podemos concluir ademads
que la distorsion en cualquier direccién es siempre la misma.
En particular, para la proyecciéon cilindrica isoareal de
Lambert hemos visto que i = cos ¢ yA =1/ cos ¢. Finalmente,
es obvio que esta aplicaciéon no preserva la geodésicas, sola-
mente los meridianos y el ecuador.
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La propiedad de preservacién de las dreas es normalmente la
propiedad prioritaria para mapas con informacién basada en
areas de territorios y también en mapas de interés general, ya
que los mapas son un instrumento para transmitir informa-
cién de un vistazo, de forma mds rédpida y precisa que una
tabla de niumeros. En general, nos encontramos este tipo de
mapas en divulgacion cientifica, en la educacién o en los
medios de comunicacién, aunque desafortunadamente en
muchas ocasiones se utilizan los mapas sin ningun criterio
objetivo. Ademads, seria también deseable que la deformacion
en las formas fuese la menor posible. En la actualidad la pro-
yeccién utilizada por el National Geographic (hasta hace poco
fue la proyeccion de Mercator) para crear sus mapas temati-
cos de la Tierra es la proyeccion de Winkel-Tripel, que tiene
una distorsion moderada en el drea y en la forma, excepto en
los polos. Otras proyecciones isoareales son la cdnica isoare-
al de Albers, la de Mollweide, la ortografica de Gall-Peters, la
de Eckert IV, la proyeccién azimutal isoareal de Lambert o la
proyeccion sinusoidal (o de Sanson-Flamsteed).

Proyecciones que preservan las geodésicas
(proyeccion central o gnémica)

Consideramos una esfera y un plano tangente a ella, entonces
la imagen de un punto A de la esfera mediante la aplicacién
central o gndémica, es el punto A’ del plano que se obtiene al
intersecar éste con la recta que pasa por A y el centro de la
esfera (figura 8).

Figura 8: Proyeccién central

En la figura 9 podemos ver un mapa realizado haciendo uso
de la proyeccidn central (en su versidn ecuatorial).

Figura 9: Mapa realizado con una de las
proyecciones centrales ecuatoriales

Algunas propiedades:

i) suimagen es circular y solamente cubre una parte de
uno de los hemisferios;

ii) la distorsiéon de meridianos y paralelos es 1 = 1 / sen” ¢;
A =1/sen¢;

iii) esta proyeccién preserva las geodésicas, pero no dis-
tancias, angulos o dreas;

iv) la distorsion de éreas, formas y dngulos, aunque menor
cerca del centro, el punto de tangencia, es muy pro-
nunciada segun nos alejamos de dicho punto.

Teniendo en cuenta que las geodésicas de la esfera son los cir-
culos maximos y que estos se obtienen como la interseccién de
la esfera con un plano que pasa por el centro de la misma, es tri-
vial observar que la imagen de un circulo maximo mediante la
proyeccion central es la recta interseccion del plano que gene-
ra el circulo méximo y el plano de tangencia (ver figura 10). En
consecuencia, nuestra aplicacién envia geodésicas de la esfera
(circulos maximos) en geodésicas del plano (rectas). Ademas,
esta es la Unica carta que satisface esta propiedad.

D

Figura 10: La proyeccién central preserva las geodésicas

Esta proyeccién es claramente atil en navegacion, aérea o
maritima, y suele usarse en combinacién con la proyeccién de
Mercator. También, es util en meteorologia o cristalografia.
La proyeccién central ha sido utilizada para disefiar mapas
tipo estrella y también mapas sobre superficies poliédricas.

Proyecciones que preservan los angulos
(proyecciéon de Mercator)

El estudio realizado sobre la proyeccién de Lambert nos mues-
tra que esta proyeccion cilindrica no preserva los angulos debi-
do a que la distorsién que se produce en los meridianos cos ¢
no es igual a la que se produce en los paralelos 1/cos ¢. Esta
misma discusion nos da una idea de como construir una repre-
sentacion conforme (es decir, que preserva los angulos), “esti-
rando” el mapa de Lambert (figura 6) en la direccién norte-sur
de forma que la distorsion en los meridianos pase a ser 1/cos ¢.
El mapa isogonal que se genera con esta técnica es el mapa de
Mercator (véase la figura 11). El mapa de Mercator es sin lugar
a dudas el mapa mds familiar para todos nosotros e incluso



podemos decir que ha sido el mapa durante pricticamente
cuatro siglos. Este fue disefiado por el cartégrafo flamenco
Gerhardus Mercator, 1512-1594, y publicado en 1569 bajo el
titulo “Una nueva disposicién de los meridianos con referencia
a los paralelos” El mérito de Mercator fue construir un mapa
util en la navegacién maritima (en parte heredero de los anti-
guos portulanos) donde los instrumentos utilizados eran el
compds, el semicirculo graduado, la regla y, por supuesto, la
brajula. No hemos de olvidar que era una época de grandes via-
jes, de descubrimientos, y los navegantes y viajeros necesitaban
mapas para sus desplazamientos. Los mapas medievales, reali-
zados por los propios navegantes y por otras gentes sin forma-
cién matematica, ni cientifica, no tenfan ninguna utilidad en lo
que se refiere a la navegacion y, en general, para realizar ningin
tipo de medicién sobre ellos. Como consecuencia, en muchas
ocasiones los barcos llegaban a zonas muy alejadas del destino
marcado o incluso a lugares desconocidos.

Figura 11. Mapa de Mercator

Sin embargo, Mercator, Ortelius y otros cartégrafos de la época
tenfan cierta formacidn cientifica, matematica y astrondémica, y
dieron paso a lo que se ha dado en llamar la nueva cartografia’.
Mercator ademds de cartdgrafo, tenia un negocio en el que se
dedicaba a realizar trabajos de campo, a fabricar instrumentos,
a producir globos y mapas y, por supuesto, a venderlos. Por lo
tanto, su interés por producir un buen mapa para la navegacién
no era solo cientifico, sino también comercial. Como ya hemos
comentado, la solucién de Mercator al problema de construir
un mapa util para los navegantes fue construir una rejilla de
meridianos y paralelos representados por rectas, para poste-
riormente espaciar los paralelos para compensar la distorsion
que se produce en los meridianos y obtener asi que la distorsion
en meridianos y paralelos es la misma. Una idea intuitiva de
esta proyeccion es la siguiente: imaginemos que nuestra esfe-
ra/tierra es un balén contenido en un cilindro tangente a la
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esfera en el ecuador, entonces empezamos a dar aire al balén y
este se va aplastando contra el cilindro, asi vamos obteniendo la
imagen de la esfera sobre el cilindro.

Pero volvamos al mapa de Mercator y sus propiedades:

i) esun mapa de forma rectangular;

ii) los meridianos y los paralelos son rectas que se cortan
en angulo recto;

iii) es una aplicacién conforme, por su propia construc-
cién, que no preserva distancias, areas, geodésicas o
formas;

iv) las loxodrémicas o lineas de rumbo fijo se transforman
en rectas (en la figura 12 se muestran las imagenes de
algunos circulos maximos y loxodrémicas);

v) la distorsién de dreas, formas y distancias es pequeia
cerca del ecuador (la escala es real en el ecuador), pero
muy fuerte segiin nos acercamos a los polos. Esta pro-
piedad la hace muy conveniente para regiones cerca-
nas al ecuador;

vi) la proyeccién de Mercator es la base de la UTM. (mapa
Universal Transverso de Mercator), que es el sistema
de mapas que se utilizan en todo el mundo para la rea-
lizacién de los mapas de nuestro entorno.

[MERCATOR| | 1 i 1 II

Figura 12: Loxodrémica versus geodésica para el
mapa de Mercator

Como se afirma en la propiedad iv) las curvas de rumbo fijo
de la esfera se transforman en rectas en el plano de Mercator.
Por consiguiente, si un navegante quiere ir de un punto A a un
punto B de la Tierra, s6lo necesita trazar en el plano la recta
que une ambos puntos y tomar el rumbo marcado por la
misma. Sin embargo, las loxodrémicas no son geodésicas y
por lo tanto, no nos dan el camino mds corto entre esos dos
puntos, aunque si el mds sencillo de seguir, por ser de rumbo
constante. Cualquier otra curva entre esos puntos requiere de
continuos cambios de rumbo. Normalmente en la navegacion
se toma una solucién intermedia:

a) trazar una geodésica (recta) en un mapa central (o azi-
mutal equidistante);

b) romper la geodésica en fragmentos;

c) trasladar los extremos de los fragmentos al mapa de




SUMA 52
Junio 2006

Mercator y unirlos mediante rectas (las loxodrémicas
de rumbo constante).

Figura 13: Utilizacién mixta del mapa de Mercator

Para realizar su travesia del Atlantico, en 1927, el aviador
Charles Lindbergh decidié cambiar de rumbo cada 1000 kil6-
metros y seguir una sucesién de curvas loxodrémicas que se
aproxima al circulo méaximo ideal.

Proyecciones que preservan angulos y areas

Volvamos al tema central de este articulo, jexisten mapas
correctos? jcomo construir correctamente un mapa de la
tierra? En una primera aproximacién a este problema
hemos visto que no es suficiente que la proyeccion preserve
una de las propiedades métricas (dreas, angulos o geodési-
cas), sino que se hace necesaria mdas informacién para
poder asegurar que la proyeccién es isométrica, es decir,
que representa correctamente la superficie terrestre. Por
este motivo iniciamos esta seccion con el estudio de pro-
yecciones de la esfera en el plano que preserven a un
mismo tiempo dos de las propiedades métricas que estamos
considerando.

En primer lugar, consideremos una proyeccién de la esfera
en el plano para la que se mantienen los angulos y las dreas.
Por lo comentado en un apartado anterior, si la proyeccién
es conforme entonces la distorsién no varia con la direccién,
y en particular, la distorsiéon que se produce en los meridia-
nos . es igual a la que se produce en los paralelos A. En esa
misma seccién hemos observado que si la proyeccién es iso-
areal, entonces n=1/A. Ahora, teniendo en cuenta ambas
propiedades se concluye que p=A=1, es decir, la aplicacién
que preserva angulos y dreas no produce ninguna distorsion,
es una isometria. Luego, un método para la construccién de
mapas correctos de la esfera-tierra podria ser el disefio de
mapas que preserven angulos y dreas al mismo tiempo. Lo
cual no es ninguna trivialidad, ya que al ser isometria pre-
servaria todas las propiedades métricas, dngulos y dreas,

pero también geodésicas, formas, longitudes de las curvas y
distancias.

Proyecciones que preservan angulos y geodésicas

Continuemos con nuestro estudio y consideremos ahora una
proyeccion de la esfera en el plano que conserve los angulos y
las geodésicas. En tal caso, tomemos un tridngulo geodésico
en la esfera formado por un arco de circulo maximo entre el
norte y el ecuador, otro arco similar formando un éngulo de
90° con el anterior y el arco del ecuador que conecta los dos
anteriores, que forma con cada uno de ellos un angulo de 90°,
como muestra la figura 14.

Figura 14: Un tridngulo geodésico sobre la esfera

Entonces, la imagen de dicho triangulo geodésico de la esfera
serd un triangulo sobre el plano (ya que se preservan las geo-
désicas) con angulos de 90° (ya que se preservan los angulos),
pero esto es absurdo porque, como bien sabemos de la geo-
metria cldsica, la suma de los angulos de un triangulo en el
plano es de 180° y no de 270°. Por lo tanto, no existen proyec-
ciones de la esfera en el plano que preserven a un mismo
tiempo los dangulos y las geodésicas. Pero esto tiene una con-
secuencia muy importante, ya que nos permite concluir que
no existen isometrias de la esfera en el plano, es decir,

NO EXISTEN MAPAS PERFECTOS

todos los mapas son falaces en algtn sentido. Este resultado es
realmente local, el mismo argumento nos lleva a que no es
posible construir isometrias locales de la esfera en el plano, es
decir, tampoco es posible construir mapas perfectos de una
parte pequena de la Tierra.

Aunque a lo largo de la historia los cartégrafos no pudieron
construir mapas ideales de la tierra, tampoco pudieron
demostrar que no fuese posible, hasta que Leonhard Euler
(1707-1783) lo probé en su trabajo De repraesentatione super-
ficiei sphaericae super plano. Un par de experimentos que
ponen de manifiesto el resultado de Euler son los siguientes.



Consideremos una pelota de plastico, cortémosla por la mitad
e intentemos colocarla completamente plana sobre la mesa.
Podemos comprobar que en nuestro intento de aplanar la
pelota, esta se deformara o se rasgard, modificindose asi las
distancias entre los diferentes puntos de la superficie. Incluso si
realizamos algunos cortes radiales para facilitar el aplanamien-
to seguiremos teniendo el mismo problema. Lo mismo ocurre
en sentido contrario: al pegar un sello de grandes dimensiones
en la naranja, se formara un gran nimero de pliegues.

El resultado de Euler pone de manifiesto que lo importante a
la hora de utilizar mapas, realizados con diferentes proyeccio-
nes, de diferentes regiones de la tierra o también mapamun-
dis, es considerar para cada situacién concreta los mapas que
se ajusten lo mds posible a nuestras necesidades. A la hora de
utilizar un mapa en nuestro trabajo o en nuestra vida cotidia-
na no debemos dejarnos guiar por la fama de un mapa, su
nombre o por ser el mapa oficial de alguna agencia interna-

NOTAS
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cional, sino que la eleccién debe ser consecuencia de una
reflexion inicial sobre las propiedades que necesitamos que se
preserven en el mapa y una posterior eleccién dentro de la
gran variedad de mapas existentes.

Problema 2: ;Es correcta la demostracion de
Peters sobre la no conformalidad de la proyeccién
de Mercator?

Si lo comentado hasta el momento es correcto eso querria
decir que el argumento de Peters sobre la no conformalidad
de la proyeccion de Mercator debe de ser erréneo. ;Es real-
mente erréneo? ;Dénde estd el fallo en el argumento? Este es
un problema que queda para que lo penséis y disfrutéis del
mismo. Para cualquier consulta o para comentar el problema
podéis contar conmigo. Hasta pronto. H

! La proyeccién de Peters es esencialmente idéntica a la proyeccién
(isoareal) ortogréfica de Gall, publicada por el pastor J. Gall en
1855 en la Scottish Geographical Magazine.
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