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E n el articulo anterior habiamos dejado a Ibn al-Banna
(siglo XIII) en el Magreb, enunciando una férmula que per-
mite calcular el nimero de combinaciones de un orden cual-
quiera sin necesidad de recurrir al Triangulo, y a al-Farisi en
Iran (ya a principios del XIV), utilizando esa herramienta
matemdtica para determinar los érdenes numéricos y desarro-
llar una expresién combinatoria general de los ndmeros figu-
rados!. En los tres articulos que siguen a continuacién abor-
daremos las aportaciones del fil6sofo francés comparandolas
con las obtenidas en clase. En los anteriores nos habiamos
acercado al Triangulo Aritmético, a partir del dlgebra y los
recuentos, utilizando como recurso didactico los problemas:
Coeficientes y El raton Melquiades. En este, Bajo la atenta
mirada de Ald nos permitira hacerlo de forma directa, anali-
zando su estructura a través del estudio de sus propiedades.
En los siguientes, la combinatoria sera la protagonista.

Comenzaremos desarrollando como propuesta de trabajo
una idea, presente también en la obra de Pascal: la de sembrar
un 1 en un desierto de ceros.

Bajo la atenta mirada de Ald

Un dia, recibié al-Mu'taman? un emisario del califa de
Bagdad, era correspondencia habitual, nada fuera de lo
comiin. Le hablaba de sus problemas y le informaba de rumo-
res y certezas pero, sobre todo, le preguntaba por su obra, lla-
mada a ser un compendio del saber matemdtico de la época
en el oriente y occidente musulmdn que, por aquel entonces
era como decir en el mundo entero, si exceptuamos China e
India. Pero habia otra pregunta final que cerraba la misiva...

En torno al Tridngulo Aritmético
que algunos llaman de Pascal.
Un universo nacido de la nada (IV)

Billete de 500 FF, dedicado a Pascal

Hace mucho -decia el califa- que nuestros embajadores traen
y llevan misivas de Saraqusta a Bagdag y siempre he querido
pedirte que me cuentes como son tus desiertos, cémo tus oasis,
tus ciudades, de donde sopla el viento que arrastra las tor-
mentas de arena... lo que me cuentan tus embajadores no me
resulta creible.

A lo que al-Mu'taman contesto: imagina el desierto como si
fuera una pdgina infinita de papel llena de ceros, ordenados

Carlos Usén Villalba
Angel Ramirez Martinez
historia.suma@fespm.org
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segiin el criterio de Ald, unos entre otros, una fila intercalada
entre la otra. Imagina ahora que en esa estéril superficie se
posa el dedo del creador e introduce un 1, un miserable 1. Pero
los creyentes sabemos que la unidad en manos del Creador
puede serlo todo. Por eso impone la condicion de que se sumen
ahora todas las filas de tal manera que la suma de dos ele-
mentos de una de ellas dé, como resultado, el valor intermedio
de la siguiente... el fruto de esa sencilla operacion es Al-
Andalus.

El emisario tradujo con fervor quince propiedades de aquella
fértil tierra, que Ald habia bendecido, para ofrecer al califa
como presente y quedé asombrado de la riqueza matemdtica
de aquella estructura.

El Tridngulo Aritmético (de Pascal)

Asi titula el fildsofo francés el breve tratado que dedica a
esta figura, segin su propia forma de designarlo. Alli, tras
definir la estructura, va enunciando sus componentes una a
una con objeto de poder referirse a ellas con posterioridad.
En realidad trabaja con una “esquina” del rectangulo aquel
que obteniamos al resolver el problema del ratéon Mel-
quiades.

No hace alusién alguna a la Combinatoria, lo que no le impi-
de enumerar algunas de sus relaciones mds caracteristicas en
funcién del trazado de filas (rangos paralelos) y columnas
(rangos perpendiculares). Asi, en su primera propiedad, enun-
cia: En todo tridngulo aritmético todas las células del primer
rango paralelo y del primer rango perpendicular son iguales a
la generatriz.

Tras determinar como criterio de formacion de cada célula la
suma de las dos que le preceden en su fila y columna, aborda
su demostracién suponiendo, al igual que proponfamos en
Bajo la atenta mirada de Ald, que las células “exteriores” del
triangulo sean ceros. Si denotamos? con (#, m) el nimero que
aparece en la interseccion de la fila # con la columna m ten-
driamos que (1, 1) = (n—1, 1) + (1, 0) y, como todos los digitos
de la fila y columna 1 son unos y los de la fila y columna 0 son
ceros, tenemos que (1, 1) =1+ 0 = 1. Con lo que

(n,2) =(n-1,2) + (n, 1) = n-1 +1 = n.
Esta sencilla propiedad sintetiza el modelo argumentativo de
Pascal cuyo Triangulo, en lo que se refiere a la disposicién de

los numeros, se aleja claramente de la tradicién china y se
sitia mucho mds cerca de la drabe.
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1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
1 3 6 10 15
1 4 10 20
1 5 15
1 6
1
Figura 1

Preocupado en exclusiva por demostrar las verdades ya des-
cubiertas y aclararlas de tal manera que la prueba resulte
irrefutable |...] disponiendo las proposiciones en el orden mds
apropiado, el filésofo francés se apoya habitualmente en un
ejemplo, y en una notacién semisintética, para generar un
razonamiento, que en el caso que antecede, seria:

1G 1o 1In 1A 1p 18 1e
lo 2y 30 4R 5S 6N
1A 3B 6C 10m 15¢
1D 4E 10F 20p

1H 5M 15K

1P 6Q

1lv

Figura 2

¢ igual G + cero, es decir, ¢ igual G
Ast, A igual ¢ + cero, es decir, @
Ast, 6 igual G + cero, y T igual a G + cero
y asi para las demds.



Limitado por la ausencia de una buena notacién, raramente se
sale de este esquema, aborda la demostracion de forma gene-
ral o utiliza un proceso de induccién completa.

Pero, al margen de todo ello, lo que nos preocupa en este arti-
culo es saber jcudles son en realidad las propiedades que
aporta Pascal en su tratado? Esas que, se supone, fueron méri-
to suficiente para que el eurocentrismo militante asociase su
apellido al nombre de lo que él mismo denomina: Tridngulo
Aritmético.

La primera es sefialar que no tiene por qué ser 1 su generador.
En ese desolado desierto de ceros podriamos haber sembrado
una cantidad cualquiera. El resultado hubiera sido otro tridn-
gulo, idéntico al que nos ocupa, pero en el que cada uno de sus
términos quedaria multiplicado por ese niimero inicial.

En este articulo nos acercamos
al Tridngulo Aritmético
analizando su estructura a
través del estudio de sus
propiedades.

La segundas, es la definicién del propio criterio de formacion:
(n, m) = (n, m-1) + (n-1, m). A partir de ahi se dedica a hacer un
andlisis empirico de las propiedades que va encontrando, en
nada diferente del comportamiento de nuestros alumnos cuan-
do les pedimos, en Bajo la atenta mirada de Ald, que busquen
en él quince propiedades. Ausente por completo de su discurso
el criterio de induccién completa, la aportacién de una cantidad
suficiente de ejemplos constituye tanto para Pascal como para
la mayoria de nuestros alumnos y alumnas de 4° de ESO, esa
prueba irrefutable a la que aludia el filésofo francés.

Asi enuncia la consecuencia II7: Cada célula es igual a la suma
de todas aquellas del rango paralelo precedente comprendidas
desde su rango perpendicular hasta el primero inclusive.
Carente, como hemos sefialado antes, de una eficaz notacién
sintética, el enunciado resulta farragoso. Mucho mas diddcti-
ca es la presentacién de Adriana Muifioz y Diana Lorente en
La imprecisa frontera de un universo de dimension irregular,
un trabajo de bisqueda sobre el Tridngulo Aritmético, que
obtuvo un meritorio tercer premio en el XIV Congreso
Nacional de Jévenes Investigadores. Ellas si poseen una nota-
cién precisa y sintética a la hora de expresar sus resultados.

+ Propiedad 4

1 5 10 5 1
1 6 15 20 6 1
1 7 21 35 =3521 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

n n+1 n+2 n+k n+k+1
(0]+ A B A I bl B
Ellas necesitaron de los desarrollos factoriales para conseguir
esa prueba irrefutable de la que habla Pascal:

(n+2)(n+1) N (n+3)(n+2)(n+1) N

1+(n+1)+ =5
N (n+k)(n+k=1..(n+1) (+k+1)(n+k)..(n+2) ~0
k! k!

Sacando factor comtin, entre los dos ultimos miembros tene-
mos:

+(n+2)(n+1)+(n+3)(n+2)(n+1)+

1+(n+1)
2 32
+(n+k)(n+I/;—l)...(n+2)((n+1)_(n+k+1))=0
luego:
L+(n+1)+ (n+2)(n+1)+ (n+3)(n+2)(n+1)+m
2 32
(m+k)(n+k-1)..(n+2),
. iz k=0
0 sea:
L+ (n+1)+ (n+2)2(n+1) N (n+3)(n3+22)(n+1) N
(n+k-D(n+k=2)..n+1) (m+k)nt+k-1)..(n+2) ~0
(k—1)! (k—1)! -

y repitiendo todo el rato lo mismo llegamos a
1-1=0
La consecuencia III de Pascal es copia de la anterior: Cada

célula iguala la suma de todas aquellas del rango perpendicu-
lar precedente comprendidas desde su rango paralelo hasta el
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primero inclusive. Un enunciado que podria haber evitado en
base a la disposicion simétrica de los nimeros en el Triangulo.
Una distribucién evidente y que, sin embargo, enuncia como
consecuencias V'y VI a pesar de la ya referida autoexigencia de
disponer las proposiciones en el orden mds apropiado.

Nos preocupa en este articulo
saber cudles son en realidad las
propiedades que aporta Pascal
en su tratado. Esas que fueron
meérito suficiente para que el
eurocentrismo militante
asociase su apellido al nombre
de lo que él mismo denomina
Tridngulo Aritmético.

Siguiendo el modelo de Adriana y Diana, al que estamos mas
acostumbrados, la consecuencia IV del filésofo francés Pascal
quedaria ast:

1
1 4
1 5 10 1
1 6 15 20 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70=56-128 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Pascal, insistimos, sin recurrir al método de induccién com-
pleta ni a la combinatoria, hace un razonamiento de este tipo:
La suma de las celdas de la primera diagonal (la de los unos)
esigual a 5. La suma de la segunda es igual a 15 y la de la ter-
cera a 35 pero, por la propiedad anterior 1+5+15+35=56 luego
5+15+35=56-1.
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Un modelo perfectamente generalizable, a pesar de que se
apoye en un ejemplo particular. Un tipo de razonamiento
absolutamente habitual en clase, que alabamos en Pascal y
censuramos con dureza en el aula, reclamando otro mas rigu-
roso (algebraico para ser mds exactos) y completo. Hemos
insistido muchas otras veces en este tema de exigir un rigor
suficiente y adaptado a cada edad y momento, pero lo volve-
remos a hacer: ;quién tiene necesidad de ese grado sumo de
formalismo? El alumnado no, el profesorado tampoco, nos-
otros como seres humanos parece ser que mucho menos,
sentonces?... Si, no cabe duda que fue la tradicién euclidiana y
burbakista la que nos gener6 una urgencia tal. Grabada a
fuego en nuestras mentes por las universidades que expidie-
ron nuestros titulos y nos adoctrinaron en la disciplina,
hemos sido sus mads fieles vasallos. Convertida en objetivo
Unico parecemos empefniados en perpetuar la historia de unos
estudios que fueron incapaces de darnos vida como matema-
ticos.

Esta cuarta consecuencia del filésofo francés no apareci6 en
clase ni la hemos encontrado en el excelente libro de D.
Seymour [1986]. Quizas porque su formulacién surge con
mucha mas facilidad si se estudia un “Rectdangulo Aritmético”
como el que utiliz6 Pascal, que si se colocan los niimeros en la
disposicién de Chu, o incluso en las de al-Karagi o ibn
Mun’ims.

A Pascal de la mano del alumnado

Para mostrar las consecuencias VII, VIII y IX aprovecharemos
igualmente la presentaciéon que de ellas hacen Diana vy
Adriana, en las propiedades 3 y 10 de La imprecisa frontera de
un universo de dimension irregular.

+ Propiedad 3

24
1 5
1 6

10 10 5 1
15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1



Analicemos la demostracion de Pascal, dice asi: La primera es
la unidad, la segunda es el doble de la primera, por lo tanto 2;
la tercera el doble de la segunda, por lo tanto 4; y asi al infini-
to. Las alumnas, sin embargo descubren ademas que cada fila,
leida como si fuera un tinico nimero?, es una potencia de 11
(ver Propiedad 2) y que el resultado de multiplicar un ntime-
ro por 11 no es otro que el de sumar sus cifras, dos veces?0.
Resulta obvio entonces que cada fila sume el doble que la
anterior y que esa suma haya de ser una potencia de dos.

+ Propiedad 10

2°-1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 3 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

0 1 1 n n n )

ool 1t ol 1J+...+(MJ:2 -1
Aqui, el exordio de Adriana y Diana es, en todo, coincidente
con el de Pascal. Dicen ellas: La demostracion resulta evidente
puesto que es la suma de la progresion geométrica de las dife-
rentes potencias de 2 que habian salido en la propiedad 3.

Enuncia ahora Pascal una serie de consecuencias que merece
la pena resefiar por su originalidad. La que enumera como X
se podria enunciar asill: Si tomamos un nimero cualquiera de
células consecutivas de una fila, desde su inicio, su suma es
igual al doble de la suma de otras tantas de la fila anterior, des-
pués de restarle la dltima. Es decir:

n\ (n n
[0][1)@
n-1 n-1 n—1 n—1
= o 11 It & 1] &
Un andlisis superficial de las filas pares permite observar que,
sus células centrales son, todas ellas, multiplos de dos. Una
consecuencia que se deduce de forma evidente del hecho de
cada una de esas células centrales es suma de otras dos de la

fila precedente que, por simetria del Tridngulo, han de ser
iguales. Esta es la que Pascal enuncia como consecuencia XI.

Las que siguen son propiedades mucho mds ajenas, si cabe, a
nuestra experiencia docente, puesto que aluden a los cocien-
tes entre diferentes términos del tridngulo. La consecuencia
XII, expresada en notacién combinatoria, dice:

Y, efectivamente,

n(n—1)..(n—k+1)

k! _k+1
nn=1)..(n=k) " n-k
(k+1)!

Pero Pascal razona de otro modo vy, por primera vez, hace uso
del proceso de induccién completa, apoyandose, una vez mas,
en la propia definicién de las células del Tridngulo como suma
de las dos que le preceden.

Las consecuencias XIII, XIV y XIX, expresadas también en
forma combinatoria, serfan:

n n 2n
4
(k) _n—k+1 (k) _k+1 n) on42

n+1 n+1 n+1l) pn+1 2n+2\ 2n+1
k k+1 n+1

Pascal, como cualquier alummno o
alumna que se acerca al Tridngulo
Aritmeético, parece haber sacado la
impresion de que el niimero de
propiedades que encierra es ilimitado
y que cada nueva regularidad que
encuentras parece mds bonita que la
anterior. Advierte: ...dejo muchas mas
de las que doy; es una cosa extrana
hasta qué punto es fértil en
propiedades. Todo el mundo puede
ejercitarse en ello.

Las que llevan los numeros XV, XVI, XVII y XVIII son corola-
rio de las numeradas como 7'y XII. Quizas por ello, Pascal ter-
mina esta descripcién diciendo: Se pueden extraer de ahi
muchas otras propiedades que suprimo puesto que cada uno
puede concluirlas facilmente, y aquellos que desearan hacerlo
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encontrardn algunas mds bellas que las que yo pudiera dar'2.
Como prueba de sus palabras recogemos la propiedad 11 del
trabajo de Adriana y Diana.

» Propiedad 11

Si vamos dividiendo ordenadamente los niimeros alternos en
azul vamos obteniendo el cociente de los consecutivos, en rojo.
Con lo que tenemos que

n n+1

n—1 n—-1

B

que se puede demostrar porque

(n+1)n
no_ 2
n+2 (n+2)(n+1)
2

pero, podemos pasar a comparar el resto de las filas y enton-
ces jijoh sorpresal!l, entre la segunda y la tercera también fun-
ciona una cosa parecida:

n n+1
n—-2 n—-2

n+3) (n+3

n+1 n
que se puede demostrar por el mismo razonamiento y que nos
lleva, de forma general, a que se tendria que cumplir que

e

n+k+1 n+k+1
n+1 n

Y, efectivamente, con su acostumbrado método factorial,
demuestran que se cumple.

No podemos saber si esa emocién que destilan Adriana y
Diana fue compartida por el estudioso francés; ahora bien, de
lo que no cabe duda es de que Pascal, como cualquier alumno
o alumna que se acerca al Tridngulo Aritmético, parece haber
sacado la impresiéon de que el nimero de propiedades que
encierra es ilimitado y que cada nueva regularidad que
encuentras parece mas bonita que la anterior. Cuando hace
referencia a sus distintos usos advierte: ...dejo muchas mds de
las que doy; es una cosa extraiia hasta qué punto es fértil en
propiedades. Todo el mundo puede ejercitarse en ellol3.

Y es cierto, cada nueva manera de asomarse a él encierra un
filon interminable de propiedades. Una bonita coleccién de
ellas podemos ver en D. Seymur [1986] aunque nosotros segui-
mos prefiriendo el minucioso andlisis de Adriana y Diana.

+ Propiedad 2

(10+1)"

Es decir: cada fila contendria los digitos de una potencia de 11
si no hubiera llevadas:110=1; 111=11; 112=121; etc. En base 11
serian los niimeros 1, 10, 100, etc.

+ Propiedad 5

(1-1)" =0




+ Propiedad 6

Aqui vamos cogiendo los niimeros intercalando la filas, como
si mirdramos por los huecos que dejan filas y columnas o sea,
al “bislai” o, como dicen los viticultores de nuestra tierra, ‘al
tresbolillo” Cada color representa el resultado de esa mirada y
todo lo que se ve en una misma linea se suma. El resultado es
la sucesion de Fibonacci.

+ Propiedad 7

+ Propiedad 8
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n n n+tl) (n+l) (n+2)\ (n+2
kITk+1| k || k+2 || k+1||k+2
es un cuadrado perfecto

+ Propiedad 9

IR

=X,., =(n+1) =n* +2n+1

Donde X, es el (n+1)-ésimo niimero cuadrado.

Acerca de los 6rdenes numéricos

En cualquier caso, debemos sefalar que el primer acerca-
miento de Adriana y Diana al Tridngulo se fragud en el estu-
dio de los niimeros con forma, niimeros figurados o, como dira
el propio Pascal, drdenes numeéricos. A las aportaciones que
hiciera el sabio francés en este campo dedicaremos el proxi-
mo capitulo de esta larga serie de entregas que venimos agru-
pando en torno al Tridngulo Aritmético que algunos llaman
de Pascal. Antes debemos aclarar que el verdadero interés que
motivé la investigaciéon de Diana y Adriana, hoy estudiantes
de medicina y fisioterapia respectivamente, la clave que les
hizo persistir en su busqueda fue la distribucién fractal, en
esta estructura matematica, de los maltiplos de un nimero
cualquiera (para ellas primo o potencia de primo). Aunque,
quizas, lo que las hizo merecedoras del galardén fue el haber
sido capaces de generar Tridngulos Aritméticos diferentes y
tratar de buscar en ellos las propiedades que compartian con
el de Pascal. Pero de eso hablaremos en otro momento.

Llegados a este punto y a estas alturas del discurso, si algo
resulta evidente es: por una parte, su interés didactico y por
otra que ni sus origenes ni el estudio que el sabio francés hizo
de su estructura justifican que el Tridngulo Aritmético lleve
su nombre. Mas bien al contrario, tanto por la diversidad de
usos que se le ha dado como por las propiedades que encierra,
si de algo es simbolo es de universalidad.




NOTAS

1 La misma época en que Chin Chiu Shao realiza un estudio en profundi-
dad del mismo y Chu Shih Chieh lo utiliza para resolver ecuaciones de
orden superior en El precioso espejo de los cuatro elementos.

2 No tenemos datos para afirmar que al-Mu’taman escribiera acerca del
Tridngulo Aritmético. Son las afirmaciones de Ahmed Djebbar (1995),
acerca de que estaba informado de los aspectos esenciales de la produc-
cién cientifica drabe de su época y de épocas anteriores, y la influencia
que su obra parece haber tenido en la de Ibn al-Banna e Ibn-Muncim, a
tenor de sus propios testimonios, las que nos sugirieron la idea de nove-
lar esta historia que nos permite reflexionar en clase sobre la produc-
cién cientifica del magreb y al-Andalus entre los siglos VIII y XV.

3 Pascal no recurre a esta notacién que hoy nos resulta tan familiar y aso-
ciamos a la geometria cartesiana.

4 Reflexiones sobre la geometria en general en PASCAL, B., 1996,
Ensayos. Correspondencia. Pensamientos, Ediciones 29, San Cugat del
Vallés (Barcelona)

5 Pascal introduce letras para designar los distintos elementos del trian-
gulo, pero con ello no aporta ningtn tipo de generalidad. Sirven, exclu-
sivamente para designar, de forma diferente, nimeros que pueden ser
iguales.

6 En realidad introduce otras propiedades relacionadas con la posicién de
las cifras. Sin respetar en rigor el enunciado del autor, serian las siguien-
tes:

a. Una célula y su reciproca tiene sus rangos, vertical y horizontal,
invertidos, es decir si una es (1, m) la otra es (m, n) .

b. Dada una célula (n, m) todas las que conforman con ella una misma
base (lineas punteadas en figura 2) verifican que la suma de sus ran-
gos es n+m y sobrepasa en una unidad al de la base.
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c. Cada base contiene una célula mis que la anterior y el nimero de
células que contiene coincide con su rango.

7 Asi denomina Pascal los resultados que va obteniendo: consecuencia I,
11, I1I, etc. Adriana y Diana utilizardn: Propiedad 1, 2, etc.

8 Ahmed Djebbar [2001].

91= 110, 11= 111, 121= 112, 1331= 113, etc.

10 1331

x11
1331
1331
14641

11 Hemos modificado su redaccién adaptdndola a un modelo expositivo
mucho més actual.

12 Concluye el péarrafo con el siguiente aserto: Termino por tanto con el
problema siguiente, que completa este tratado: Dados los exponentes de
los rangos perpendicular y paralelo de una célula, encontrar el niimero
de la célula sin utilizar el Tridngulo Aritmético. Que nosotros traduci-
riamos como: encontrar el término que ocupa lugar k+1 de la fila # sin
hacer uso de la combinatoria, y que nos devuelve al Magreb, al siglo XIII
y a la figura de Ibn al-Banna.

13 Hacerle caso es una apasionante aventura diddctica, que es posible dis-
frutar gracias a que los libros de texto nos han hurtado esas propieda-
des de forma sistematica.
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