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Siete puentes, un camino: Kénigsberg

En este trabajo se presenta el problema de los puentes de Konigsberg, resuelto por Leonhard Euler, en 1735, como herramienta
diddctica que se puede utilizar para introducir a los alumnos en el estudio de la Combinatoria. Se indican también las prime-
ras nociones elementales de la Teoria de Grafos, adaptadas al nivel de conocimiento de estos alumnos, y se comentan algunas
aplicaciones de esta teoria a la resolucion de problemas relacionados con el que sirve de base al trabajo, como puede ser el pro-

blema de dibujar una figura sin levantar el ldpiz del papel.

This article deals with the problem of Konigsberg bridges solved by Leonhard Euler in 1735 as the teaching tool for students’
introduction to combinatory analysis. Elementary knowledge of the Grafos Theory at student level is also pointed out, as well as
some applications of this theory to the solving of problems related to the one central to this work, as can be figure drawing without

raising the pencil from the writing paper.

s un hecho constatado que en ensefianza universitaria,
cuando en la licenciatura de Matemadticas se presentan a los
alumnos las primeras nociones de la Teoria de Grafos, base
de la Matematica Discreta, tan en boga actualmente, el
Profesor suele recurrir en su primera clase a comentarles el
Problema de los Puentes de Konigsberg , a fin de lograr varios
objetivos a la vez.

En primer lugar, para sefalarlo como uno de los problemas
—que junto a otros de similar importancia como puedan ser
el Problema de los 4 Colores, resuelto mediante ordenador
por K. Apple y W. Haken, en 1976 o el Problema sobre
Planaridad de Grafos, resuelto por Kuratowski en 1930 (véase
Biggs y otros, 1986: 180 y 147, resp.)— dio lugar al nacimien-
to de la Teoria de Grafos.

En segundo lugar, como herramienta muy apropiada para ir
introduciendo al alumno en los conceptos mas basicos de esta
teoria, como puedan ser los de grafo en si, vértices, aristas,
incidencia y adyacencia.

Y finalmente, aunque segin el dicho inglés no lo menos
importante (the last, but not the least), para mostrar a sus
alumnos lo que significa un proceso de modelizacion en el
que un matemadtico cuando se le presenta un problema de la
vida real lo modeliza, es decir, prescinde del significado fisi-
co real de los elementos del problema (zonas de la ciudad y
puentes en este caso), crea una nueva teoria matemdtica ade-

Euler calculaba sin aparente
esfuerzo, como los hombres
respiran o las dguilas se
sostienen en el aire.

Arago

cuada a este modelo (la Teoria de Grafos, en este caso),
resuelve el problema segtn los fundamentos de esta teoria, y
posteriormente traduce la solucién obtenida (en grafos) a la
situacion real de partida, es decir, cuando en esquema, reali-
za las siguientes operaciones:

Solucion
del modelo

Modelo
matematico

Problema de
la vida real

Nueva teoria
adaptada al modelo

Modelizacién

Solucién al
problema real

Traduccion al
mundo real
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El origen de este articulo surge de la realizacién individual de
un trabajo sobre los Puentes de Konigsberg, por parte de cua-
tro de sus autoras, alumnas de la asignatura de libre configu-
racién: “Introduccién a la Teoria de Grafos y sus Aplicacio-
nes’; cursada en la licenciatura de Matematicas de la Univer-
sidad de Sevilla, durante el primer cuatrimestre del curso
2002-03 e impartida por el autor que resta, profesor del
Departamento de Geometria y Topologia de la Facultad de
Matematicas de esa Universidad.

Una vez le fueron presentados estos cuatro trabajos por sepa-
rado al profesor, éste le propone a las alumnas realizar un tra-
bajo unificado conjunto que con la incorporacion de algunos
aspectos metodoldgicos y didacticos no sélo contribuyese a
mejorar la imparticién de la citada asignatura en afios veni-
deros, sino que también pudiese servir como una introduc-
cién amena y sencilla a la combinatoria que se ensefia en
Secundaria.

Fruto de todo ello es el articulo que se presenta, que se ha
estructurado como sigue: tras esta introduccidn, se indican
los objetivos que los autores se han planteado relacionados
fundamentalmente con su aplicacion a la introduccién de la
combinatoria en Secundaria. En las siguientes secciones se
ofrecen unas breves pinceladas histéricas sobre la ciudad de
Konigsberg y sobre tres de sus més destacados ciudadanos de
los dltimos 300 aiios: el fildsofo Immanuel Kant, el fisico
Gustav Robert Kirchoff y el matematico David Hilbert.

Posteriormente se aborda el nicleo fundamental del articulo.
Se exponen el Problema de los Puentes de Konigsberg y la
solucién al mismo (ingeniosa, como se verd) dada por Euler
en 1735 y puede observarse el proceso de modelizacion idea-
do por Euler para resolver una situacién concreta y la formu-
lacién de una nueva teoria matematica, la Teoria de Grafos,
como base de esta resoluciéon. Como complemento, también
se presenta una breve biografia de L. Euler.

Finalmente, se recogen, de forma breve, otros problemas rela-
cionados con el de los Puentes de Konigsberg , que pudieran
servir al alumno para compararlos con otros parecidos o
incluso para inventarse él mismo otros similares.

Objetivos y motivacion

La motivacion que nos ha llevado a escribir estas lineas obedece
a dos razones. La primera de ellas, la de utilizar la historia de las
matemadticas para la introduccién de determinados temas del
curriculo.

Si ademads, en nuestra opinidn, esta introduccidn histérica no
s6lo se limita a dar unos cuantos datos biograficos del mate-
mdtico o cientifico autor de algin resultado que se vaya a ver
en clase, sino que ademas, el profesor explica a los alumnos
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como surgio ese resultado, sus antecedentes, las dificultades
que en esa época existian para obtenerlo y su relacién con
otros resultados, tanto de Matematicas como de otras disci-
plinas, seguro que la motivacién de los alumnos a la hora de
recibir esas ensefianzas y su interés por las mismas aumentan
de forma notable y su predisposicion para estudiarlas es bas-
tante mas elevada que si todo esto no se hubiese llevado a
cabo.

La segunda de las razones estd relacionada con la anterior; de
hecho, pudiera decirse que son complementarias. Si ademds
de todo lo comentado anteriormente, el profesor puede apro-
vechar esta explicacion histdrica para introducir el tema pre-
sentdando a los alumnos una situacién que, aunque pareciera
que no tiene nada que ver con lo que después se va a explicar,
facilite el que piensen por ellos mismos y sean capaces de ir
elaborando ese tema. Esta experiencia es positiva y el profe-
sor habré conseguido, generalmente con menos esfuerzo del
habitual, que los alumnos se hayan motivado mas y que los
conocimientos sobre ese tema se hayan afianzado de manera
mads fuerte que en otras condiciones.

Por otra parte, sabido es que la combinatoria es una de las par-
tes de las Matemadticas que a los alumnos de secundaria mas
les agrada, aunque ciertamente les resulte dificil resolver los
problemas. Este tema les gusta por las connotaciones que la
combinatoria tiene sobre la vida real. Asi, los enunciados de
los problemas de combinatoria suelen reflejar situaciones que
el alumno, o bien ha experimentado personalmente, o bien
entiende que aparecen en la realidad. Los inconvenientes que
encuentran a la hora de resolver los problemas, no son las fér-
mulas en si, sino las dificultades que surgen a la hora de deci-
dir en las cuestiones que se les plantean si influye o no el orden
y si hay o no repeticién.

El Problema de los Puentes de Konigsberg cumple, en nuestra
opinioén, los dos requisitos considerados anteriormente, para
que el profesor de secundaria pueda realizar una introduc-
cion de la combinatoria, sencilla, amena, asequible de enten-
der y facilmente manipulable por los alumnos, en el sentido
esto ultimo de ir ellos mismos probando y obtener deduccio-
nes y conclusiones acerca de las preguntas que el profesor
plantea sobre el tema.

El alumno, a la vez que el profesor va narrando la historia,
puede ir averiguando por si mismo si existe el camino que se
plantea, si la solucidén, caso de existir, es tinica o no, si este
problema es parecido a otros que pudieran ocurrirsele y en
definitiva, si en lugar de llegar a la solucién considerando
todas las posibilidades, es capaz de formular una estrategia
que lleve a la misma de una forma mads simple, rapida y 16gi-
ca a la vez. Todo ello, como puede observarse, son objetivos
del estudio de la combinatoria en Secundaria. Si ademas de
todo esto, el profesor logra que los alumnos comprendan la



importancia del proceso de modelizacién en Matematicas, es
decir, de abstraerse de la realidad y dejar de considerar los
aspectos irrelevantes del problema para centrarse en los esen-
ciales, mejor que mejor.

Por todo ello, los objetivos que nos hemos planteado son los

siguientes:

1. Utilizar la historia de las Matemdticas como herramienta
de apoyo para las clases de Matematicas de Secundaria
(este objetivo es extrapolable a la ensefianza universitaria).

2. Ofrecer una introduccién amena, sencilla y agradable al
estudio de la combinatoria en la Ensefianza Secundaria.

3. Estimular la capacidad de pensamiento y de razonamiento
del alumnado de Secundaria con problemas mas o menos
ingeniosos, distintos de los tradicionales.

4. Facilitar enunciados parecidos al de los puentes de
Konigsberg para que el alumno intente solucionarlos
mediante el uso de estrategias personales.

5. Proporcionar un primer ejemplo, sencillo, de lo que se
denomina proceso de modelizacién en Matematicas.

Finalmente, antes de terminar esta seccién, nos gustaria
comentar una nueva posibilidad de utilizar el contenido de
este articulo en una actividad no inicialmente prevista por los
autores a la hora de redactarlo. Esta posibilidad pudiera ser
considerada también como un objetivo mds a alcanzar tras su
lectura.

La ciudad de Konigsberg

La palabra “Kénigsberg ” significa en alemdn “Colina Real”. La
ciudad de Konigsberg (en algunos textos se escribe Koenigs-
berg) , actualmente llamada Kaliningrado, se encuentra a ori-
llas del Mar Baltico, en territorio ruso y a unos 50 kilémetros
de la frontera con Polonia. Hasta mediados del siglo pasado,
Konigsberg pertenecia a la nacién de Prusia, estando situada
al este de la misma. La ciudad estaba atravesada por el rio
Pregel, que en la actualidad se denomina Pregolya.

Konigsberg tiene su origen en una fortaleza del siglo XIII
(aproximadamente hacia 1255) construida por los caballeros
teutdnicos. Su funcién era ser el centro de la lucha para expul-
sar a los eslavos fuera de Prusia e instaurar el régimen germa-
nico. Fue destruida en 1263 por los prusianos, y posterior-
mente reedificada en 1268. Posteriormente, Konigsberg entré
a formar parte de la Liga Hansedtica en el siglo XIV, hacia
1365. Desde el siglo XVI al XVII albergé a los maestres de la
orden teutdnica y a los duques de Prusia.

La ciudad sufrié mucho durante la guerra de los siete afos,
donde la ocuparon primero los rusos, en el siglo XVIII, tras la
batalla de Frienland, y luego los franceses, en el siglo XIX.
Durante todo ese tiempo y hasta 1945, Konigsberg fue la capi-
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tal de Prusia Oriental, habiendo también pertenecido al
Imperio Alemén y al III Reich.

Durante las dos guerras mundiales, Konigsberg fue duramen-
te atacada y seriamente dafiada. Muchos de sus edificios his-
téricos fueron derrumbados por bombardeos. En 1946, en la
Conferencia de Berlin, la ciudad pas6 a manos de la antigua
URSS, que le cambié el nombre, un ano después, por el de
Kaliningrado.

La reciente cumbre Unién Europea-Rusia ha confirmado las
discrepancias sobre el futuro de Kaliningrado, que probable-
mente se transformara pronto en un enclave ruso dentro de la
Unio6n Europea.

KOEN1GSBERG

Sack ha

Kaliningrado, siglo XX

Entre sus principales construcciones se encuentra la Universi-
dad Albertina, fundada en 1544 por el duque de Prusia, Alber-
to de Brandenburgo. Esta universidad pronto se convirti6 en
un importante centro de estudios al que asistia un gran nime-
ro de estudiantes por el espiritu de la reforma que predomina-
ba. En el siglo XVII, decay6 su importancia debido a las largas
guerras y por las continuas disputas teoldgicas, aunque des-
pués, bajo la proteccion de los reyes prusianos, la universidad
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alcanzé un nuevo periodo de esplendor, sobre todo en tiempos
del fil6sofo nacido en la propia ciudad, Immanuel Kant.

La catedral, iniciada en el afio 1325, es de estilo fundamental-
mente goético alemdn. En su interior hay numerosas esculturas
y pinturas del renacimiento flamenco. El palacio es obra de
Von Unfried. En él fueron coronados los principales reyes de
Prusia, como Federico III, en 1701 y Guillermo I, en 1861.

Ciudadanos destacados nacidos en Konigsberg

En la ciudad de Konigsberg nacieron tres de las personalida-
des cientificas y filoséficas mds importantes de los dltimos
tres siglos, contando con el actual. En concreto y por orden
cronologico, el fildsofo I. Kant, el fisico G.R. Kirchoff y el
matematico D. Hilbert vieron la luz por primera vez en esta
ciudad y pasaron en ella los primeros anos de sus vidas.
Ofrecemos a continuacién en esta seccion unas breves notas
biogréficas de todos ellos.

IMMANUEL KANT, para muchos uno de los més grandes filéso-
fos de todos los tiempos y el pensador m4s influyente de la era
moderna, nacié en Konigsberg en 1724.

Tras realizar sus estudios primarios, Kant ingresé en la
Universidad, donde gustaba del estudio de los autores clasi-
cos. También se dedicé a estudiar fisica y matematicas.

La muerte de su padre hizo que Kant tuviese que abandonar
sus estudios y ganarse la vida como tutor privado. En 1755,
reanud6 sus estudios universitarios y obtuvo el doctorado.
Posteriormente, impartio clases en la universidad y dio confe-
rencias de ciencias y matemadticas, para llegar paulatinamente
a disertar sobre casi todas las ramas de la filosof1a.

Durante este periodo, sus escritos y conferencias hicieron que
se ganara una gran reputacién como filésofo, aunque ello no
basté para que se le concediera una catedra, que no logré
hasta 1770, cuando se le designé profesor de légica y metafi-
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sica. En afos posteriores continué con su labor docente, atra-
yendo un gran nimero de estudiantes a su ciudad natal.

Sus nada ortodoxas ensefianzas religiosas le crearon proble-
mas con el gobierno de Prusia, hasta el punto de que el rey,
Federico Guillermo II, le lleg6 a prohibir impartir clases sobre
asuntos religiosos, orden que Kant obedecié hasta la muerte
del monarca. Ya una vez retirado, en 1978, Kant publicé un
epitome con sus ideas en materia religiosa.

Sus principales obras son: “Los Fundamentos de la Metafisica
de las Costumbres’, “La Critica del Juicio” y “Primeros
Principios Metafisicos de las Ciencias de la Naturaleza” Kant
muri6 el 12 de Febrero de 1804 en su ciudad natal, donde

habia pasado toda su vida.

GUSTAV ROBERT KIRCHOFF, fisico aleman nacido en Konigsberg
en 1824, era hijo de un abogado. A los 18 afios entré en la uni-
versidad de su ciudad, obtuvo el doctorado cinco afios des-
pués y recibié una beca para continuar estudios de postgra-
duado en Parfs, adonde no pudo viajar por la revolucién de
1848. Fue profesor en Berlin y también en las universidades de
Breslay y Heidelberg.

Entre sus descubrimientos cientificos méds importantes citamos
la formulacion en 1845 de sus leyes relativas a las corrientes
eléctricas en las redes de conductores, sus aportaciones a la
fisica de las radiaciones, que le acreditan como creador del and-
lisis espectral, y su contribucién al conocimiento de la consti-
tucién intima de la materia. En 1859 comunicé a la Academia
de Berlin la presencia de sodio en el Sol, abriendo de esta forma
un nuevo capitulo de la Fisica: la Astrofisica. Ese mismo afio,
establecid la ley que lleva su nombre.

En 1860 realiz6 unas investigaciones sobre las transformacio-
nes del calor en energia luminosa y a partir de 1864, trabajé en
diversas cuestiones de la Fisica, tales como las descargas eléc-
tricas oscilantes, la velocidad del sonido en los tubos sonoros
o las caracteristicas del éter (que entonces se crefa existente).
Murié en 1887 en Berlin.



DAviD HILBERT. Este eminente matematico aleméan nacié en
Konigsberg el 23 de enero de 1862.

Estudi6 en el instituto y en la Universidad de su ciudad, doc-
tordndose bajo la direccién del profesor Lindemann en 1885.
Seguidamente, se incorporé al profesorado de dicha
Universidad en 1886, llegando a obtener el titulo de catedrati-
co. En 1895, reclamado por Klein, consiguié la citedra de
matematicas en la Universidad de Gottingen, donde continué
toda su carrera profesional.

Hilbert trabajé muchas ramas de la matemadtica pura y aplica-
da, como la teoria de la relatividad, la teoria de invariantes, el
andlisis funcional (son especialmente conocidos sus Espacios
de Hilbert), las ecuaciones integrales y el célculo de variacio-
nes, entre otras. Estos trabajos influyeron de forma notable en
la geometria, aumentando su prestigio al participar en el
Segundo Congreso Internacional de Matematicos, celebrado
en Paris a finales del siglo XIX. En su intervencion, propuso
sus 23 problemas abiertos, muchos de los cuales han sido
resueltos abriendo nuevos campos en la matematica.

Se retiré en 1930, siendo nombrado ciudadano de honor de la
ciudad de Konigsberg . Murié en Gottingen, en 1943. Su lema
fue: “Nosotros debemos conocer, nosotros conoceremos’.

El problema de los puentes de Konigsberg

Como ya se ha comentado, en el siglo XVII la ciudad de
Konigsberg estaba atravesada por el rio Pregel (actualmente
llamado Pregolya), que se dividia en el Viejo y en el Nuevo
Pregel. Este rio formaba dos islas a su paso por la ciudad,
una de las cuales, la mds pequefa, se llamaba la isla
Kneiphof.

Para unir las cuatro partes de la ciudad separadas por la geo-
grafia, existian siete puentes.
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Los nombres de los
puentes

Kraemer
(del Tendero)

Schmiede
(de Hierro)

Rio Prege;

Greune )
(Verde) 7 Holz
(de Madera)

Q (de la Miel

Koettel
(de la Casqueria)

Konigsberg — ok

Se cuenta que los domingos por la manana y los dias de fiesta, los
habitantes de la ciudad salian a pasear (presumiblemente, para
tomar el sol, habida cuenta del frio que debia hacer en Konigsberg
, dada su situacién geografica) y se entretenian tratando de resol-
ver el siguiente problema: ;Es posible recorrer todas las zonas de
la ciudad, atravesando todos los puentes, una y sélo una vez
cada uno de ellos?

Mientras unos negaban la posibilidad de hacerlo y otros dudaban,
nadie sostenia que fuese posible hacerlo realmente. De hecho, es
un dato histdrico que un comité de jévenes de la ciudad visito, en
1735, a Leonhard Euler, matemdtico suizo nacido en Basilea en
1707, para pedirle que resolviera el conflictivo problema.

La solucion de Euler al problema de
los puentes de Konigsberg

Euler, una vez enterado del problema, se dedic6 por completo
al estudio del mismo, dando una solucién simple e ingeniosa,
que servia también para cualquier nimero de puentes.

Para empezar, Euler formuld el problema de la siguiente
manera: “En la ciudad de Konigsberg, en Prusia, hay una isla
A llamada Kneiphof, rodeada por los dos brazos del rio Pregel.
Hay siete puentes a, b, ¢, d, e, fy g, que cruzan por los dos bra-
zos del rio. La cuestién consiste en determinar si una persona
puede realizar un paseo de tal forma que cruce cada uno de
estos puentes sélo una vez’.

A los pocos meses Euler present6 un voluminoso informe a la
Academia rusa de San Petersburgo, en el que afirmaba haber
demostrado la imposibilidad de tal ruta. Posteriormente,
publicé un articulo titulado Solutio problematis ad geome-
triam situs pertinentis (Euler 1736), en el que resolvia el pro-
blema en el caso general, obteniendo condiciones generales
para la existencia de soluciones para cualquier problema del
mismo tipo. Este articulo es considerado por varios autores
como el nacimiento de la Teoria de Grafos, utilizada actual-
mente en una gran cantidad de aplicaciones, y también como
una de las primeras manifestaciones de una nueva Geometria
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en la que Gnicamente importa la posicién de los objetos y no
sus medidas. Ya Leibniz habia sido el primero en hablar de
geometriam situs, o geometria de la posicién y que actual-
mente se llama Topologia.

Segun Euler, todo se basaba en utilizar una notacién adecua-
da. Para ello, Euler llamé A, B, Cy D a las distintas regiones de
Konigsberg. El camino que va desde A hasta B puede ser por
el puente a o por el b, pero Euler lo designé por AB. Una vez
alli, para ir a D, se sigue el camino BD, designando la trayec-
toria total por ABD, y asi sucesivamente hasta recorrer todas
las zonas y puentes, de manera que al final se obtendrd una
combinacién de ocho letras. Sin embargo esta notacién tiene
un inconveniente, y es que no tiene en cuenta que para ir de
una zona a otra puede que exista mas de un puente.

Ademas, en dicha combinacién de letras, el camino AB debe-
ria aparecer dos veces, ya que también estd el BA; el camino
CA habria de aparecer otras dos veces; y tan sélo una los
caminos AD, BD, y CD. Por lo tanto, las letras A, B, C, D,
deben formar una serie de ocho letras, apareciendo el nime-
ro requerido de veces las combinaciones de las mismas.

Euler vio que esta situacidén concreta no era posible, ya que,
por ejemplo, si se empieza en la region A, si esta regién sé6lo
conectara con el puente 4, como puede que se llegue o se
venga de ella, la letra A apareceria una vez en la combina-
cion de 8 letras. Si hubiera tres puentes que condujeran a la
zona, entonces la letra A apareceria dos veces. Pero como
llegan cinco puentes, en este caso, A debe aparecer tres
veces en esa sucesiéon. Similarmente, B estaria dos veces; al
igual que D y C. Pero entonces, ya tendriamos nueve letras
en la sucesioén, cuando para ser la ruta posible Gnicamente
deberian haber ocho. Euler dedujo entonces que no se podia
realizar la travesia requerida a través de los siete puentes de
Konigsberg .

Sin embargo, y como dijimos anteriormente, Euler no se con-
tentd s6lo con solucionar esta situacién concreta, sino que se
dedicé por completo al estudio del problema en general, obte-
niendo una solucién que servia también para cualquier nime-
ro de puentes.
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Para ello, el procedimiento que siguié Euler consistié en lo
siguiente: en primer lugar, apunt6 en un papel el ndmero de
puentes mas uno (ocho, en el caso de Konigsberg ). Después,
abajo a la izquierda formé una columna con todas las letras de
las regiones (A, B, C'y D, en este caso). A su derecha, formé
una segunda columna con el nimero de puentes que salen de
cada una de las correspondientes zonas (5, 3, 3 y 3, en este
caso), marcando con un asterisco aquellas letras de las que
salen un nimero par de puentes. A continuacion realizé las
siguientes operaciones con los nimeros de la segunda colum-
na: si el nimero de la segunda columna (nmero de puentes
que llegan a una determinada regién) es impar, lo aument6 en
una unidad y lo dividi6 entre dos. Si el nimero es par, lo divi-
dié entre dos. Euler colocé finalmente a la derecha una terce-
ra columna con las cuentas anteriormente especificadas (3, 2,
2, 2, en nuestro caso).

Euler dedujo entonces que el problema sélo tendria solucién
si la suma de los ndmeros de la dltima columna es menor o
igual que el nimero inicialmente puesto. Mas concretamente,
si esta suma es igual al ndmero inicial (8, en este caso), la ruta
comienza en una zona no marcada con asterisco, y si es
menor, en una sefialada. Obsérvese que en el caso de
Konigsberg , esta suma es nueve, no menor o igual que ocho,
por lo que no hay solucién al problema de los puentes de
Konigsberg .

Vamos a realizar, con la perspectiva y conocimientos actuales,
algunas observaciones al procedimiento seguido por Euler en
su razonamiento, que nos muestran bien a las claras su
extraordinaria inteligencia, intuicién, agudeza mental y cuan-
tas otras buenas cualidades deseemos atribuirle, con la segu-
ridad de quedarnos cortos en estas apreciaciones e incluso de
ser incapaces de captar, en toda su intensidad, la enorme
capacidad de razonamiento de tan ilustre personaje. Puede
observarse que:

+ La suma de los numeros de la segunda columna, es siem-
pre par, ya que su mitad refleja el nimero de puentes.

+ Sila suma de dichos niimeros se aumenta en dos unidades
y luego se divide entre dos, el resultado es el nimero escri-
to en la parte superior de la tabla construida.

+ Silos nimeros de la segunda columna son todos pares, la
tercera columna, formada por las mitades de ellos, sumara
una unidad menor que el nimero escrito inicialmente de la
tabla (con lo que la ruta serd siempre posible)

+ Sien la segunda columna hay sélo dos niimeros impares, la
ruta requerida serd también siempre posible, porque la
suma de la tercera columna coincidira con el nimero inicial.

+ Sihay mds de dos ntimeros impares en la segunda columna,
la ruta no serd nunca posible, pues la suma de la tercera
columna superard siempre al nimero inicialmente escrito.

Por tanto, como reglas para cruzar todos los puentes una sola
vez, se tienen:



+ Si hay mds de dos regiones a las que conducen un nimero
impar de puentes, la ruta no sera posible.

+ Si sélo hay dos regiones a las que llega un niimero impar de
puentes, la ruta se podra realizar, comenzando en una de esas
regiones.

+ Sino hay regiones a las que conduzcan un niimero impar de
puentes, la ruta pedida se podra realizar, comenzando en cual-
quier punto.

Empleando un lenguaje mds actual y propio de las
Matematicas, la soluciéon dada por Euler se podria enunciar
asi: La condicion necesaria y suficiente para que tal ruta exis-
ta es que el niimero de zonas de la ciudad a las que le llega un
niimero impar de puentes sea 0 (en cuyo caso la ruta serd
cerrada, es decir, comenzard y acabard en la misma region) o
2 (en cuyo caso la ruta serd abierta, es decir, comenzard en
una region y terminard en otra distinta).

Hay que indicar que, en realidad, Euler sélo demostré la con-
dicién necesaria en su articulo de 1735, quizas porque para él,
la condicién suficiente era trivial. Esta condicion suficiente
tuvo que esperar casi siglo y medio para ser probada, lo que
hizo Carl E. Hierholzer, en 1873 (Hierholzer, 1873).

Como anécdotas y antes de terminar esta seccién con una breve
biografia de Leonhard Euler, sefialaremos que en 1875 los alema-
nes construyeron un nuevo puente en la ciudad de Konisberg,
situado entre las zonas B y C, con lo cual ya si era posible realizar
la ruta comentada, si bien el camino era abierto, es decir, no se
llegaba al mismo punto de partida. Diremos también que sélo
cuatro de los puentes originales de Konigsberg en 1735 sobrevi-
vieron a la segunda guerra mundial. Los de Schmiede y Koettel
fueron destruidos durante la guerra, los de Kraemer y Greune,
fueron reconstruidos por los rusos, que los unieron en la carrete-
ra de Leninsky Prospekt y el de Honing fue reconstruido por los
alemanes en 1935, por lo que sdlo los puentes de Holz y Hohe se
conservan actualmente indemnes.

Leonhard Euler

Leonhard Euler es uno de los mas grandes cientificos de nues-
tra historia. Su obra aborda todos los campos de las matema-
ticas y también en astronomia, 6ptica, acistica y mecanica.
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Era un hombre entrafable, animoso y alegre, que ademas,
posefa una gran energia en su trabajo.

Euler naci6 el 15 de abril de 1707 en Basilea (Suiza). Su padre,
pastor calvinista, deseaba que su hijo siguiera sus pasos, por
lo que Euler inici6 estudios de Teologia. Sin embargo, el
mismo padre, que habia recibido formacién matemadtica de
Jakob Bernoulli (1654-1705), reconocié enseguida el talento
de su hijo y abandon su idea de convertirlo en clérigo. Asi, el
joven Leonhard estudié en la Universidad de Basilea, teologia,
lenguas orientales, medicina, astronomia, fisica y matemati-
cas, teniendo como profesor de esta ultima disciplina a
Johann Bernoulli (1667-1748). A los 17 afios, Euler recibe una
mencién honorifica de la Academia de las Ciencias de Paris,
por un trabajo sobre la mejor disposicion de los mastiles de un
barco. No seria ésta la primera vez, ya que Euler consiguié en
doce ocasiones dicha mencién.

En 1727, fue invitado por la emperatriz Catalina I para que
ocupara un puesto en la Academia de San Petersburgo (hoy
Leningrado), donde ya trabajaban sus amigos, los hermanos
Daniel y Nikolaus Bernoulli, como profesores de matemati-
cas. Durante el viaje, Euler se entera de la muerte de Nikolaus
por lo que a poco de llegar, estuvo a punto de volverse, aun-
que finalmente no lo hizo. En 1730 ocupa la citedra de
Filosofia Natural y en 1733 sucede a su amigo Daniel, que
abandona Rusia para hacerse cargo de una céatedra de
Matematicas en Basilea.

Se decia que Euler producia memorias en media hora, entre la
primera y segunda llamada a comer y que componia a menu-
do sus memorias con un bebé en su regazo mientras que los
nifilos mayores jugaban a su alrededor.

Euler publica incesantemente en la revista de la Academia.
Fue el iniciador del andlisis matematico y de la geometria ana-
litica de tres dimensiones y hacia célculos sin ningtn esfuer-
zo aparente. Aplic6 también el cdlculo matemdtico a la
Astronomia, llegando a resolver un problema astronémico en
sélo tres dias, cuando en opinién de los astrénomos se hubie-
sen necesitado varios meses para hacerlo. No obstante, forzé
tanto la vista en resolver ese problema que sufrié la pérdida de
la visién de un ojo a los 30 aiios (hecho que le haria ganarse el
apodo de ciclope) y sufrié de ceguera casi total durante los
ultimos 17 afos de su vida.

En 1741, recibe otra invitacién, esta vez de Federico el Grande
de Prusia, para incorporarse a la Academia de Berlin, en
donde pasa 25 afos. Cuando sus relaciones con el rey se dete-
rioran, acepta en 1766 un nuevo ofrecimiento de Catalina la
Grande y vuelve a Rusia.

Euler es considerado una de los autores mas prolificos de la
historia. A lo largo de su vida public6 més de 500 libros y
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articulos. Afiadiendo su obra pdstuma, se alcanza la cifra de
886 trabajos.

Euler contribuy6 al avance de la ciencia, introduciendo y
popularizando algunas notaciones en matematicas: Utiliz6 la
letra e para indicar la base del logaritmo neperiano, la letra
griega 7 para designar la razén entre la longitud de la circun-
ferencia y su didmetro, y la letra i para designar la unidad ima-
ginaria.

También en Geometria encontramos huellas de Euler. Utilizé
las letras minudsculas 4, b, ¢ para los lados de un triangulo y las
mayusculas para los vértices y dngulos A, B, C opuestos a cada
uno de los lados. Llamé R, 7 s, respectivamente, a los radios
de la circunferencia circunscrita, inscrita y al semiperimetro
del tridngulo. Demostré que el ortocentro (punto donde se
cortan las alturas de un tridngulo), el baricentro (punto donde
se cortan las medianas) y el circuncentro (punto donde se cor-
tan las mediatrices), estan alineados, formando la llamada
Recta de Euler. Entre sus obras mds famosas se encuentran
Introduccion al andlisis de los infinitésimos, en 1748,
Instituciones de cdlculo diferencial, en 1755, e Instituciones de
cdlculo integral, en 1768.

Leonhard Euler muri6, trabajando hasta el tltimo dia, en San
Petersburgo el 7 de septiembre de 1783.

Los puentes de Konigsberg y la teoria de Grafos

De lo visto anteriormente puede colegirse que la resolucién
por Euler del problema de los puentes de Konigsberg consti-
tuye un claro ejemplo de un proceso de modelizacion. En pri-
mer lugar, Euler reemplazé el mapa de la ciudad por un sim-
ple diagrama de puntos (representando con las letras A, B, C
y D, las zonas de la ciudad) y aristas entre ellos (que repre-
sentaban los siete puentes. Asi, la arista 4 unia las zonas A y
B,lad, la A yla Cy asi sucesivamente, tal como se observa en
la figura). Este diagrama constituye el germen de lo que pos-
teriormente se conoceria como grafo, razén por lo que
muchos autores consideran a Euler como el padre de la Teoria
de grafos.

B

Bésicamente, un grafo consiste en un conjunto finito de vérti-
ces (puntos) y un conjunto finito de aristas (lineas) entre ellos.
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En un grafo, dos vértices se dicen adyacentes si ambos son
extremos de una arista. Toda arista es incidente con sus vérti-
ces extremos y dos aristas se dicen incidentes si ambas com-
parten un vértice comidn. Se denomina valencia (o grado) de
un vértice al nimero de vértices adyacentes con €l o bien al
numero de aristas incidentes con él. Por convenio, un vértice
no se considera adyacente consigo mismo y los vértices de
valencia 0 se denominan vértices aislados.

Relativo a los problemas de incidencia y adyacencia, tiene
especial importancia el denominado Lema del apreton de
manos (Handshake Lemma), segun el cual en todo grafo el
numero de vértices con valencia impar es par.

Un camino en un grafo es una sucesion consecutiva de vérti-
ces y aristas del grafo, comenzando por un vértice, del tipo v,,
ei, V2, €2 Vs, ..., Vr1, €, de tal manera que cada arista e: una los
vértices vi1 y vi.

Veamos cdmo a partir inicamente de estos dos conceptos
basicos, el problema de los puentes de Konigsberg puede ser
reformulado usando terminologia de Teoria de Grafos: el
objeto del problema es encontrar un camino (no necesaria-
mente cerrado) sobre un grafo que contenga cada arista del
grafo una y s6lo una vez. En Teoria de Grafos, un camino de
este tipo se denomina, como era de esperar, camino euleriano
y Euler probé entonces que el grafo de Konigsberg no posee
un camino euleriano.

La Teoria de Grafos también permite la resolucion de proble-
mas relativos a campos tan separados como puedan ser la lin-
giiistica, la investigacion operativa, la electricidad, la genética,
la sociologfa, etc. Para una visién mds general de los aspectos
bésicos de esta teoria se puede consultar Bollobas (1985) o
Harary (1969).

La Teoria de grafos permite la
resolucion de problemas
relativos a campos tan
separados como puedan ser la
lingiiistica, la investigacion
operativa, la electricidad, la
genética, la sociologia, etc.

Otros problemas relacionados con el de los puen-
tes de Konigsberg

Dibujar una figura sin levantar el lapiz del papel.

El concepto de camino euleriano en un grafo, definido ante-
riormente, asi como la consideracién del denominado Lema
del Apretén de Manos, permiten dar una interpretacién geo-



métrica intuitiva y simple de los grafos eulerianos como aque-
llos grafos que se pueden dibujar sin levantar el lapiz del papel
y sin pasar dos veces por la misma arista, permitiéndose sin
embargo pasar dos veces por el mismo vértice. En particular,
se tienen:

+ Todo grafo que no tenga vértices de valencia impar se
puede dibujar sin levantar el lapiz del papel y sin pasar dos
veces por la misma arista. Mas concretamente, se puede
dibujar empezando desde cualquier vértice, y el dibujo sera
cerrado, es decir, que termina en el mismo vértice dénde
empezo.

+ Si un grafo tiene exactamente dos vértices de valencia
impar, entonces se puede dibujar sin levantar el lapiz del
papel y sin pasar dos veces por la misma arista, pero en
este caso hay que empezar siempre en uno de esos dos vér-
tices y terminar en el otro. Este es el caso en el que se afiade
un puente més al problema de los puentes de Konigsberg

+ Siun grafo tiene 4 6 m4s vértices de valencia impar, enton-
ces no se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel y sin
pasar dos veces por la misma arista.

Estas sencillas reglas permiten resolver la situacién que se
planteé en la ciudad de Konigsberg , en 1875, cuando se cons-
truyé un nuevo puente que unia la orilla B con la C. ;Era posi-
ble entonces hacer un recorrido de forma que se pase una y
solo una vez por cada uno de los puentes? Veamos el grafo que
se tiene ahora en este caso:

Ahora hay dos vértices de valencia par (By C) y dos con valen-
cia impar (D con tres y A con 5). Por tanto, si es ya posible el
recorrido, siendo estos dos vértices de valencia impar los vér-
tices inicial y final. Ademads, el camino es abierto, ya que se
empieza en un punto y se termina en otro distinto. Un posible
camino podria ser por ejemplo: DCBDACABA.

El juego icosaédrico.

En 1859, Sir William Rowan Hamilton inventé un juego: “The
Icosian Game’, que consistia en ponerle el nombre de una ciu-
dad a cada uno de los 20 vértices de un dodecaedro. El juga-
dor debia encontrar un camino cerrado que pasara por todas
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esas ciudades y ademds exactamente, una y sélo una vez por
cada una de ellas (véase Biggs y otros, 1986: 32).

Puede observarse que este juego es muy parecido al de los
Puentes de Konigsberg , aunque en este caso los papeles de los
vértices y de las aristas estén intercambiados entre si.

El camino anteriormente descrito recibe ahora, en Teoria de
Grafos el nombre de ciclo hamiltoniano, para diferenciarlo del
ciclo euleriano, ya resefiado.

Es similar a éste es el probblema del “salto del caballo’, consis-
tente en situar un caballo en cualquier casilla de un tablero de
ajedrez y ser capaz de pasar, con el salto del caballo, por todas
las restantes 63 casillas del tablero, y ademads, una sola vez por
cada una de ellas. Este problema fue resuelto por Vander-
monde, en 1771 (Biggs y otros, 1986: 32).

Algunos pasatiempos de Sam Loyd.

El problema consiste en dibujar el simbolo griego haciendo la
menor cantidad posible de cambios de direccién.

SOLUCION. Puede dibujarse con una linea continua, con trece
cambios de direccién:

VAVAVAVAN
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El problema consiste ahora en conseguir que el barco grande
hunda a los sesenta y tres navios enemigos y regrese al punto
de partida con el menor nimero posible de trazos rectos.
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