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Efectos del autismo temcdtico sobre

el estudio de la Geometria en Secundaria*
I1. La clasificacion de los cuadrilateros convexos

En este trabajo consta de dos partes. En esta segunda parte del trabajo se pone de manifiesto que la clasificacion de los cuadri-
ldteros convexos, tal como se estudia en la Secundaria, constituye un ejemplo prototipico de cuestién matemdtica completa-
mente desconectada de los problemas geométricos relativos a la determinacidn y construccion de figuras que le podrian dar sen-
tido. Se proponen diversos criterios alternativos de clasificacion y se explica en qué forma cada una de las nuevas clasificacio-
nes modificaria la organizacién global del curriculum de geometria.

The present work is being published in two parts. This is the second part, which makes clear that the classification of convex qua-
drilaterals as studied at secondary school constitutes a prototypical example of a mathematical question completely disconnected
from the geometrical problems relating to the determination and construction of figures that could give it sense. Some alternative
classification criteria are being proposed and the way they could modify the general organisation of the geometrical curriculum is

being developed.

n la primera parte de este articulo se utilizé la siguiente
jerarquia de niveles de codeterminacién diddctica (Cheva-
llard, 2001):

Sociedad » Escuela » Disciplina » Area - Sector -+ Tema > Cuestion

Esta cadena hace referencia a los sucesivos niveles de estruc-
turacidn, tanto de las organizaciones matematicas (lo que se
estudia) como de las organizaciones didédcticas (las formas de
organizar el estudio), que van desde el nivel mds genérico, la
sociedad, al mas especifico, una cuestién matematica concre-
ta que se propone para ser estudiada.

A partir de este esquema se dice que una cuestion matemdti-
ca puede estudiarse con sentido en la Escuela, si:

(1) Proviene de las cuestiones que la Sociedad propone que se
estudien en la Escuela.

(2) Aparece en ciertas situaciones que llamaremos umbilica-
les porque estan en la raiz central de las matemadticas.

(3) Conduce a alguna parte, esto es, estd relacionada con
otras cuestiones que se estudian en la Escuela sean éstas
matemadticas, lingliisticas, biolégicas o musicales.

En caso contrario se dice que la cuestion carece de sentido
porque ha desaparecido la razén de ser de su estudio en la

Escuela. También se dice que es una cuestion encerrada en si
misma (o muerta) porque se ignora el por qué y el para qué
de su estudio escolar. Resulta, en resumen, que la razén de ser
del estudio de una cuestiéon depende de su conexién con
todos los niveles de organizacion.

Se llama autismo temdtico al fenémeno didactico que se
manifiesta en el encierro de la institucién escolar (curricu-
lum, documentos oficiales y libros de texto) en el nivel temd-
tico y al que, como tal fenémeno, el profesor también estd
sujeto. Se produce asi una escision entre lo matemdtico y lo
pedagdgico, entendido como el ambito de actuacién del pro-
fesor.

*Este trabajo ha sido realizado en el marco del proyecto BSO2000-
0049 de la DGICYT. Una primera versién del mismo ha sido
publicada en Gascén (2003). Agradezco al editor, Emilio
Palacidn, las facilidades que ha dado para que este texto pueda
publicarse en SUMA.

La primera parte de este articulo se publicé en Suma 44.

Josep Gascon

Universitat Autonoma de Barcelona
Departament de Matematiques
gascon@mat.uab.es
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Sociedad » Escuela*‘ Disciplina > Area - Sector ‘*‘Tema - Cuestién‘

Ambito de actuacion
del profesor

Ambito de “lo matemdtico”

La principal conclusién de la primera parte de este articulo
puede enunciarse como sigue: el autismo temético provoca la
desaparicion escolar de las razones de ser (del por qué y el
para qué), no s6lo de muchas organizaciones mateméticas
ensefadas en el nivel tematico, sino incluso de ciertos secto-
res, como la geometria analitica y hasta de dreas completas de
la matemadtica, como la propia geometria.

Desaparicion escolar de la razén de ser de la
clasificacion de los cuadrilateros

En esta segunda parte de este articulo me propongo analizar
con cierto detalle un segundo ejemplo de la incidencia del
autismo temdtico sobre el estudio actual de la geometria en
Secundaria. Analizaré cémo se estudia la cuestién de la clasi-
ficacién de los cuadrildteros convexos en la E.S.O. y mostraré
que se ha perdido completamente la razén de ser (el por qué y
el para qué) del estudio de esta cuestién. Sin pretender dar
una explicacion definitiva ni encontrar las causas dltimas de
los fenémenos didacticos indeseables que surgen en el estudio
escolar de los tipos de cuadrilteros, sefialaré brevemente las
relaciones que existen entre dichos fenémenos y el autismo
tematico. Mdas adelante mostraré otras maneras posibles de
acceder al estudio de la clasificacién de los cuadrilateros que
permiten recuperar el sentido de la OM generada en torno a
dicha cuestién.

La clasificacion de los cuadrildteros convexos, tal como se
estudia en Secundaria, constituye un ejemplo paradigmatico
de cuestién que surge en el nivel tematico (en el tema tipos de
poligonos) completamente desconectada de las situaciones
que le podrian dar sentido. En efecto, las citadas clasificacio-
nes se reducen a meras taxonomias completamente ajenas a
las cuestiones geométricas que aparecen en las situaciones
umbilicales de determinacion y construccién de figuras y, por
tanto, sin ninguna relacién con cuestiones tales como:
;Cudles son los elementos que determinan un tipo determi-
nado de figuras?, ;Existen diferentes sistemas de elementos
que determinan el mismo tipo de figuras?, ;Cuél de ellos es el
mds adecuado para utilizarlo en determinada situacién de
construccién?

Asi, por ejemplo, los paralelogramos pueden caracterizar-
se, dentro de la clase de cuadriliteros, de diferentes mane-
ras equivalentes: (1) Por tener los dos pares de lados opues-
tos iguales; (2) Por tener dos lados opuestos iguales y para-
lelos; (3) Por tener los dos pares de dngulos opuestos igua-
les (Puig Adam, 1947, pp. 66-67).

Es obvio que en cada situacion en la que se trata de construir
una figura geométrica de la que forme parte un paralelogramo
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debera utilizarse aquella manera de caracterizar los paralelo-
gramos que sea la mds pertinente, en funcién de los datos
conocidos y de las restricciones que imponga la situacién en
cuestion.

Las clasificaciones de los cuadriliteros que aparecen en los
textos de Secundaria se basan en el criterio del paralelismo de
los lados (en algunos casos se anade también el criterio de la
perpendicularidad de lados) y en el hecho de que los lados
tengan o no tengan la misma longitud (también se usa, en
ocasiones, la amplitud de los dngulos).

Por regla general los cuadrildteros se clasifican, en Secun-
daria, en tres grandes clases (ver, por ejemplo, el texto de De
la Haza, Marqués y Nortes, 2002):

Una cuestion matematica puede
estudiarse con sentido en la
Escuela, si proviene de las
cuestiones que la sociedad
propone que se estudien en la
escuela, aparece en ciertas
situaciones que llamaremos
umbilicales porque

estdn en la raiz central de las
matemdticas, o bien si

conduce a alguna parte,

esto es, estd relacionada con
otras cuestiones que se estudian
en la Escuela sean éstas
matemdticas, lingiiisticas,
bioldgicas o musicales.

(1) Trapezoides (no tienen lados paralelos).

(2) Trapecios (tienen dos lados paralelos).

(3) Paralelogramos (tienen los lados paralelos dos a dos).
A su vez los Trapecios de clasifican en tres subclases:
(2.1) Trapecio rectdngulo (tiene un dngulo recto).

(2.2) Trapecios isésceles (tiene los dos lados no paralelos de la
misma longitud).

(2.3) Trapecios escalenos (no tiene ningun dngulo recto y las
longitudes de los lados no paralelos son diferentes).

Los Paralelogramos, por otra parte, se clasifican en cuatro
subclases:



La principal conclusion de la
primera parte de este articulo es
que el autismo temdtico provoca la
desaparicidn escolar de las razones
de ser, no sélo de muchas
organizaciones matemdticas
enseiiadas en el nivel temdtico, sino
incluso de ciertos sectores, como la
geometria analitica y hasta de
dreas completas de la matemdtica,
como la propia geometria.

(3.1) Romboide (no tiene todos los lados iguales ni todos los
angulos iguales).

(3.2) Rombo (tiene los cuatro lados iguales).
(3.3) Rectdngulo (tiene los cuatro dngulos rectos).

(3.4) Cuadrado (tiene los cuatro lados iguales y los cuatro
angulos rectos)

Otros textos como, por ejemplo, el de Anzola Vizmanos,
Bargueriio y Peralta (2002), hacen esencialmente la misma cla-
sificacion, pero no incluyen la clasificacion de los Trapecios.
Por el contrario algunos textos afiaden a las clasificaciones
anteriores una clasificacion de los Trapezoides segin que ten-
gan dos parejas de lados consecutivos iguales (Cometa) o bien
no exista ninguna caracteristica comiin entre los lados (Otros
trapezoides) (Cafadilla y otros, 2002).

En resumen, podemos resaltar las siguientes caracteristicas de
este tipo de clasificaciones:

(a) Aparecen entremezclados arbitrariamente diversos crite-
rios de clasificacion (en este aspecto la clasificacion de los
Trapecios es la mas llamativa). En algunos casos las clases de
cuadrildteros se definen de forma inclusiva (los Cuadrados
son Rombos y Rectdngulos) y, en otros casos, en forma no
inclusiva (ni los Rombos ni los Rectdngulos son Romboides).

(b) En ningan caso se pone de manifiesto la relacién que exis-
te entre las diferentes clases de formas que van apareciendo
(¢los Trapecios escalenos constituyen una clase de cuadrilate-
ros mas general o mas particular que los Romboides? ;Y con
respecto a los Otros trapezoides?) ni cémo se ha de modificar
una clase de formas (por ejemplo, los Trapecios rectdngulos)
para convertirse en otra (como, por ejemplo, los Rombos).

(c) En ningun caso se toman en consideracion los grados de
libertad de cada una de las clases de formas cuadrangulares
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(¢Cuéntos grados de libertad tienen los Trapecios escalenos?
¢Y los Romboides?) ni, por tanto, el nimero minimo de ele-
mentos independientes que serian necesarios para determinar
cada clase de formas.

No es de extrafar que este tipo de clasificaciones, omnipre-
sente en los libros de texto, esté asociado a fendmenos didac-
ticos indeseables entre los que cabe citar los errores sistema-
ticos y persistentes que cometen los alumnos y cuya explica-
cion no deberia buscarse, por tanto, en dificultades cognitivas
o faltas de motivacion de éstosl.

La uniformidad abrumadora de las clasificaciones descritas
pone de manifiesto la desaparicién completa de la razdn de ser
o sentido (el por qué y el para qué) de esta cuestién. En lo que
sigue mostraré que es posible recuperar el sentido del estudio
de la clasificacién de los cuadrildteros conectindola con la
problemdtica de la determinacién y construccién de ciertos
tipos de figuras geométricas. Dicha conexién puede hacerse,
por ejemplo, a través del sector de los movimientos del plano
0, mejor, via el estudio del cambio de forma de las figuras. En
el primer caso se conecta la clasificacién de los cuadrildteros
con la determinacién de figuras segin su tipo de simetria
(caracterizado por el grupo de simetria de la figura) y con la
utilizacién de los movimientos del plano como técnicas cons-
tructivas que dejan invariantes ciertos elementos de una figu-
ra dada; en el segundo caso (del que propondré dos ejemplos)
la clasificacion de los cuadrildteros se relaciona con las posi-
bles evoluciones de las clases de formas y con la modificacion
sistematica de los elementos que las determinan.

Incluso plantedndose la cuestion de
la clasificacién desde el propio
dmbito de los cuadrildteros es
posible proponer criterios mds
sistemdticos y coherentes que, a
posteriori, proporcionardn un
sentido geométrico a la
clasificacion obtenida, porque
permitirdn relacionarla con el
estudio del cambio de forma de los
cuadrildteros convexos.

Un criterio alternativo sin salirse del ambito de los
cuadrilateros

Incluso plantedndose la cuestién de la clasificacion desde el
propio dmbito de los cuadrildteros, es decir, sin hacer depen-
der explicitamente dicha cuestién de otras cuestiones mads
genéricas que surjan en los niveles superiores de la jerarquia,
es posible proponer criterios mds sistemdaticos y coherentes
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que, a posteriori, proporcionaran un sentido geométrico a la
clasificacion obtenida porque permitirdn relacionarla, como
veremos, con el estudio del cambio de forma de los cuadrild-
teros convexos.

2,3,4 1,2,4
Rombo Romboide isodiagonal
1,3,4 12,
Rectéangulo Trapecio ortodiagonal

Gréfican.° 2

Asi, por ejemplo, si caracterizamos las diagonales del cuadra-
do mediante cuatro propiedades o axiomas, podremos ir eli-
minando sistematicamente dichas propiedades para construir
clases de formas cada vez mas amplias y menos simétricas y
describir de esta manera una cierta evolucién de las formas
cuadrangulares. Podemos considerar que las diagonales del
cuadrado satisfacen las cuatro propiedades siguientes:

D1: Las dos diagonales tienen la misma longitud.
D2: Las diagonales se cor-

tes no aparecen en los libros de texto de Secundaria (Ver
Gréfica n.° 2).

D2+D3+D4 = Rombos.

D1+D2+D4 = Romboides? isodiagonales.
D1+D3+D4 = Rectdngulos.

D1+D2+D3 = Trapecios ortodiagonales.

Estas cuatro clases de formas cuadrangulares son simplemen-
te infinitas, esto es, tienen un grado de libertad. Esto significa
que dentro de la clase de los rombos, por ejemplo, basta dar
un parametro para determinar cada una de las formas con-
cretas de rombo.

3,4 1,3

3 2,4
Rombo Trapecio isésceles Romboide

Gréfican.° 3

Si ahora eliminamos sistematicamente dos de las restricciones
sobre las diagonales obtenemos seis nuevas clases de formas
cuadrangulares de entre las cuales tnicamente dos de ellas
aparecen habitualmente en los libros de texto de Secundaria:
los paralelogramos y los trapecios isdsceles. Aparecen, asimis-
mo, los romboides en el sentido de Rey Pastor antes citado
(Ver Grafica n.° 3).

D3+D4=Paralelogramos.

tan perpendicularmente
(forman cuatro angulos
iguales).

D3: El punto de intersec-

D+D3=Trapecios isdsceles.
D2+D4=Romboides.

cion de las diagonales di- C&f(jfﬁio Las tres clases de formas
vide a ambas en la misma - = cuadrangulares restantes

proporcidn.

D4: El punto de intersec-

cién divide a una de las

diagonales en dos partes

iguales. 2,34

1,2,4 ,3,4 1,2,
Rombo Romboide isodiagonal ~Rectangulo Trapecio ortodiagonal

e

Si ahora eliminamos uno
de los axiomas, que pue-
den interpretarse como
restricciones, obtendre-
mos 4 clases de formas
cuadrangulares. Dos de Romboide Parale?é)%ramo
estas clases, rombos y rec-

tangulos, son muy cono- 4 2
cidas, pero las dos restan-

1,4
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(definidas, respectivamen-
te, por D1+D4; D1+D2 y
D2+D3) no tienen, toda-
via, un nombre asignado.
Estas seis clases de formas
cuadrangulares son doble-
mente infinitas, esto es,
tienen dos grado de liber-
tad. Esto significa que den-
tro de la clase de los rom-
boides, por ejemplo, basta
dar dos pardmetros para
determinar cada una de las

1,2 1,3 2,3
Trapecio is6sceles

formas concretas de rom-
boide.

Gréfican.° 4



Para concluir esta clasificacién habria que describir las cuatro
clases de formas cuadrangulares que se definen, respectiva-
mente, por cada una de las restricciones. Podemos asignar un
nombre provisional a dos de dichas clases:

D1 = Isodiagonales.
D2 = Ortodiagonales.

No asignaremos, por el momento, ningin nombre a las dos
clases de formas restantes (definidas, respectivamente por D3
y D4). Es obvio que cada una de estas cuatro clases de formas
tiene tres grados de libertad y que, por dltimo, si no se impo-
ne ninguna de las restricciones, obtenemos la clase de todas
las formas cuadrangulares3. En el siguiente esquema se pre-
senta la clasificacién completa dibujando en cada caso un
cuadrildtero que, cumpliendo los axiomas que definen la clase
de formas correspondiente, no cumple el resto de los axiomas.
Asi, por ejemplo, se dibuja un rectingulo (= D1+D3+D4) que
no cumple D2, para que no sea cuadrado, y un paralelogramo
(= D3+D4) que no cumple D2, para que no sea rombo, ni tam-
poco D1, para que no sea rectingulo (Ver Gréfica n.° 4).

Pero esta representacion estdtica de la clasificacién de las for-
mas cuadrangulares esconde el caricter evolutivo de la
misma. De hecho, si interpretamos el esquema global como
un diagrama en drbol que parte del cuadrado, tenemos 24 (=
47372) direcciones a lo largo de las cuales puede evolucionar
la forma del cuadrado. Alguna de estas direcciones son relati-
vamente conocidas como, por ejemplo, la siguiente:

D1+D2+D3+D4 |y, D1+D3+D4
Cuadrado Recténgulos
D1 D1+D3
Cuadriléteros |€— Trapecios
Isodiagonales Isdsceles

Pero la inmensa mayoria de las 23 restantes direcciones de
evolucion de las clases de formas (asi como las multiples com-
binaciones que pueden realizarse con ellas) son totalmente
desconocidas y no se estudian en Secundaria. Para llevar a
cabo un estudio sistematico de esta clasificacion propongo
utilizar una Calculadora Simbdlica* que permita visualizar
todos estos cambios progresivos de la forma de los cuadrild-
teros. El estudio sistemdtico de esta clasificacion permitira
generar un Campo de Problemas y hasta una Organizacién
Matematica que puede ser estudiada en Secundaria.

Existe otro aspecto de la dindmica de esta clasificacién que
queda oculto con el diagrama general. Se trata de la variabili-
dad interna que encierra cada una de las 16 (= 1+4+6+4+1)
clases de formas cuadrangulares que resultan. Salvo el cua-
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drado, que contiene una unica forma, cada una de las 15 cla-
ses de formas restantes contiene infinitas formas cuadrangu-
lares diferentes. De nuevo propongo utilizar una Calculadora
Simbdlica (como, por ejemplo, WIRIS) que permita explorar,
analitica y graficamente los limites de variabilidad de las for-
mas dentro de cada clase.

Asi, por ejemplo, para determinar cada una de las formas de
la clase romboides podemos definir dos pardmetros: el prime-
ro medirfa la razén entre las longitudes de las dos diagonales
del romboide; el segundo mediria la razén entre las longitudes
de los dos segmentos en que queda dividida la diagonal del
romboide que no queda forzosamente bisecada. Al variar
conjuntamente los valores de dichos pardmetros (dentro de
los limites admisibles) tendriamos todas las formas posibles
de los romboides. Es fécil ver que esta idea puede extenderse
a la clasificaciéon completa, mostrando que fijar una forma
cuadrangular equivale a fijar los valores de cuatro pardmetros
y que la forma cuadrado se obtiene dando el valor “1” a todos
ellos. Andlogamente, cada una de las clases de formas puede
interpretarse como el resultado de asignar el valor “1” a uno,
dos o tres de los pardmetros en cuestion (segun se trate, res-
pectivamente, de clases de formas con tres, con dos o con un
solo grado de libertad) dejando libres los restantes. Al dejar
libres los valores de los cuatro pardametros se obtiene la clase
universal que incluye a todos los cuadrilateros.

Para determinar cada una de las
formas de la clase romboides
podemos definir dos pardmetros:
uno que mida la razon entre las
longitudes de las dos diagonales
del romboide y otro que mida la
razon entre las longitudes de los
dos segmentos en que queda
dividida la diagonal del
romboide que no queda
forzosamente bisecada.

Cada una de las clases de formas cuadrangulares obtenidas
puede caracterizarse, a su vez, mediante su grupo de inva-
riancia entendido como el grupo de transformaciones del
plano que la deja invariante como clase de formas. Si, por
ejemplo, F designa la clase de formas que hemos denominado
de los trapecios ortodiagonales, le asociamos el grupo, G(F),
de las transformaciones del plano que convierten cualquier
trapecio ortodiagonal en otro trapecio ortodiagonal (aunque
cambien la forma de éste). Es claro que se trata de un grupo
que contiene al grupo, S, de las semejanzas y que, en el caso
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de la forma cuadrada, F = C, se tiene G(C) = S. En total, los 16
grupos de invariancia asi obtenidos formardn un reticulo de
subgrupos de transformaciones del plano con una estructura
de orden parcial andloga a la que constituyen las clases de for-
mas cuadrangulares de la que proceden.

En la clasificacion basada en
el tipo de simetria se obtienen,
en concreto, siete clases de
formas cuadrangulares
distribuidas en cinco
categorias: el cuadrado, los
rectdngulos y rombos, los
paralelogramos, los trapecios
isosceles y romboides y los
cuadrildteros sin ningiin

tipo de simetria.

Una clasificacion ligada al sector de los movimientos
del plano

En la Ensefianza Secundaria espafola actual se estudia, en el
sector de las Traslaciones, giros y simetrias en el plano, el cen-
tro de simetria y los ejes de simetria de algunas figuras, pero
sin relacionarlo directamente con la cuestién de la clasifica-
cion de los poligonos ni, tampoco, con las cuestiones que apa-
recen en las situaciones que hemos considerado umbilicales
en la geometria elemental. La ausencia de un tema en el que
se estudien los Tipos de simetria de una figura, que permitiria
construir una sucesion de niveles de organizacién que conec-
tase funcionalmente el sector de los movimientos con las cita-
das cuestiones, hace que sea muy improbable que el célculo
de los elementos de simetria de ciertas figuras pueda servir ni
como criterio de clasificacion de éstas, ni como técnica para
determinar y, en su caso, construir figuras geométricas. De
hecho, muy pocos libros de texto de la E.S.O. incluyen expli-
citamente el tema de los Tipos de simetria de una figura y su
utilizacién sistemdtica para clasificar los cuadrilateros. No
podemos dejar de citar, como excepcidn, el texto de tercero de
E.S.O. de Bosch, Compta, Gascén, Urbaneja y Lamarca
(1996), pp. 51-57.

De nuevo se pone de manifiesto que las cuestiones que pue-
den ser estudiadas y, lo que es mas importante, la manera con-
creta de cémo pueden ser estudiadas, depende muy fuerte-
mente de su conexion con los niveles superiores de organiza-
cidén (temas, sectores y dreas) y de las relaciones que se esta-
blezcan entre éstos. En efecto, si los movimientos del plano se
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utilizaran, entre otras cosas, para estudiar el tipo de simetria
de las figuras geométricas (lo cual no implica que tenga que
introducirse explicitamente la nocién de grupo de simetria de
una figura), entonces podria darse una primera razon de ser a
la clasificacién de las formas cuadrangulares porque los tipos
de simetria pueden proporcionar, como veremos, criterios de
determinacion de clases de formas (sean éstas cuadrangulares
0 no). Ademis, existen multiples construcciones geométricas
que requieren la construccién previa de una figura que con-
tiene a un cuadrilatero. Dichas construcciones suelen utilizar
la existencia de elementos que quedan invariantes al aplicar
ciertas simetrias o rotaciones (Puig Adam, 1947, pp. 208-212).

En la clasificacién basada en el tipo de simetria se obtienen,
en concreto, siete clases de formas cuadrangulares distribui-
das en cinco categorias. En la primera categoria aparece una
Unica clase de formas que, ademads, contiene una tnica forma:
el Cuadrado. Es el cuadrilatero que tiene simetria diédrica o
compuesta de orden 4 (queda invariante por cuatro simetrias
y cuatro rotaciones). En la segunda categoria aparecen las dos
formas cuadrangulares que tienen simetria compuesta de
orden 2 (quedan invariantes por dos simetrias y dos rotacio-
nes): los Rectdngulos y los Rombos. La tercera categoria de for-
mas cuadrangulares consta inicamente de una clase de for-
mas, los Paralelogramos. Son los cuadriliteros que tienen
simetria rotatoria de orden 2 (quedan invariantes por dos
rotaciones). La cuarta categoria posee dos clases de formas
cuadrangulares: los Trapecios isésceles y los Romboides (en el
sentido de la definicién de Rey Pastor que algunos textos
denominan cometas); se trata de los cuadrilateros que tienen
simetria bilateral, esto es, que quedan invariantes mediante
una simetria axial. En la quinta y tltima categoria se sittian los
Cuadrildteros sin ningiin tipo de simetria, si los definimos en
sentido no inclusivo como aquellos que #nicamente quedan
invariantes mediante la transformacién Identidad. Pero si,
siguiendo la 16gica interna de esta clasificacion, situamos en la
quinta categoria las formas cuadrangulares que quedan inva-
riantes por la Identidad, tenemos que ésta contiene a todos los
cuadrilateros.

La introduccion del tema de los
Tipos de simetria de una figura
y su utilizacion para clasificar
las formas cuadrangulares
permite relacionar cada clase
de formas cuadrangulares con
la forma de figuras geométricas
cualesquiem 9y, por tanto,
formular criterios de
determinacion de las figuras en
términos de su tipo de simetria.



Consideradas como conjuntos, estas siete clases de formas
cuadrangulares no estdn totalmente ordenadas por inclusién,
pero si estan relacionadas segin una ordenacién parcial per-
fectamente definida (Ver Gréfica n.° 5).

| | |

=il

Griéfican.° 5 :

La introduccién del tema de los Tipos de simetria de una figu-
ra y su utilizacién para clasificar las formas cuadrangulares
amplia el tipo de actividad matemadtica que es posible llevar a
cabo en torno a dicha clasificacion porque, entre otras cosas,
permite relacionar cada clase de formas cuadrangulares con la
forma de figuras geométricas cualesquiera y, por tanto, for-
mular criterios de determinacién de las figuras en términos
de su tipo de simetria: ;Hasta qué punto podemos cambiar la
forma de una figura sin cambiar su tipo de simetria? Si quere-
mos modificar, en base a ciertos criterios, el tipo de simetria
de una figura, ;qué tipo de transformaciones podemos aplicar
a la figura en cuestién? En particular, pueden plantearse cues-
tiones tales como las que siguen (Bosch, Compta, Gascén,
Urbaneja y Lamarca, 1996, pp. 82-83):

(1) 4Cémo se ha de modificar un romboide para dibujar un
pentigono que sélo tenga un eje de simetria?

(2) sExiste algin pentdgono que tenga simetria compuesta de
orden 2?

(3) Dibuja un hexdgono que sélo tenga dos ejes de simetria de
manera que éstos sean perpendiculares. Puedes hacerlo
modificando un rombo. ;Cudl es el tipo de simetria de este
hexagono?
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(4) ;Existen hexdgonos con simetria bilateral? ;Y con simetria
compuesta de orden 3? ;Y con simetria rotatoria de orden 3?
Dibuja ejemplos de los casos posibles.

(5) Modificando un hexdgono que sélo tenga un eje de sime-
tria, dibuja un heptdgono que tenga un tnico eje de simetria.
¢Existen heptdgonos mads simétricos que éste y, a su vez,
menos simétricos que el heptdgono regular?

(6) Dibuja un octégono que sélo tenga dos ejes de simetria y
con la propiedad adicional de que éstos sean perpendiculares.
;Cudl es su tipo de simetria?

(7) Dibuja octégonos que tengan simetria compuesta de 6rde-
nes1,2,4y8.

(8) Modificando adecuadamente un trapecio isdsceles, dibuja
un hexdgono que sélo tenga un eje de simetria. Modificando
este hexdgono, dibuja un octégono que también tenga un
Unico eje de simetria.

(9) Dibuja hexdgonos que tengan simetria compuesta de 6rde-
nesl1,2,3y6.

(10) Dibuja una figura que no sea un poligono y que tenga el
mismo tipo de simetria que el tridngulo equilatero. Haz lo
mismo con el cuadrado y con el hexdgono regular.

¢Qué se entiende en Secundaria por figura
geométrica? Estudio del cambio de forma de
las figuras

Las figuras geométricas planas que se estudian inicialmente
en Secundaria se consideran determinadas por elementos
(puntos, segmentos, arcos de circunferencia, etc.) que estdn
fijos en el plano. En particular, los poligonos se consideran
determinados por la sucesién ordenada de sus vértices y se
sobreentiende que éstos son puntos fijos del plano. Cuando se
avanza un poco en el estudio (a partir de tercero de E.S.O.) se
considera la posicidn de una figura (aunque esta nocién suele
quedar implicita), como la que viene dada por la posicién de
los elementos que la determinan (por ejemplo, los vértices en
el caso de los poligonos). Se estudian entonces, parcialmente,
los cambios de posicion de las figuras. Normalmente se supo-
ne que dos figuras son iguales, esto es, la misma figura, si pue-
den superponerse de manera que coincidan todos sus ele-
mentos. Los textos mas rigurosos definen, excepcionalmente,
figuras iguales como aquellas “[...] entre las cuales se puede
establecer una transformacion biyectiva que conserva la dis-
tancia entre los puntos” (Bailo, Casals, Goma y Tuduri, 1996,
p- 52). Posteriormente se aplican traslaciones, giros y simetri-
as axiales a determinadas figuras y se afirma que de esta
manera se obtienen siempre figuras iguales. En este momento
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se ha cambiado la nocién inicial de figura geométrica al con-
siderar que una figura puede cambiar de posicién.

Pero una vez que se supone que una figura puede cambiar de
posicion, se plantea el estudio de los cambios de tamario de las
figuras geométricas. Este estudio que, de nuevo, sélo se realiza
parcialmente en la Ensefianza Secundaria, permite mostrar
algunas propiedades de las figuras geométricas que no depen-
den del tamaiio de éstas. Surge, aunque de una manera bas-
tante implicita, la nocién de forma de una figura F, entendida
como lo que tienen en comun todas las figuras semejantes a F.
Se considera, por ejemplo, que todos los cuadrados son la
misma figura y que todas las circunferencias son, también, la
misma figura. De nuevo, se estd ampliando la nocién de figura
geométrica al considerarla independientemente de su tamario.

Dado que la geometria de Secundaria toma como objeto de
estudio las relaciones internas entre los elementos de lo que se
supone que son figuras geométricas, la cuestidon de lo que sea
una figura geométrica, y de los criterios que se utilicen para
construir las figuras geométricas que se estudiardn, es central
porque determina el contenido de toda la actividad matema-
tica. Pero, subrepticiamente, junto al cuadrado, al circulo y al
tridngulo equilatero, aparecen presuntas figuras geométricas
(como, por ejemplo, tridngulo escaleno, rombo, rectingulo
dureo, tridngulos en posicién de Tales, trapecio, tridngulo rec-
tangulo, hexdgono equilétero, etc.) que, en realidad, son clases
de formas integradas por infinitas formas diferentes con uno
o mas grados de libertad. En la practica se estd ampliando, de
nuevo, la nocién de figura geométrica pero, esta vez, de una
manera arbitraria aceptando que es independiente de ciertos
cambios de forma completamente descontrolados.

Puede mostrarse que se utilizan criterios diversos y, en gene-
ral, bastante arbitrarios, para agrupar las diferentes formas
que pasan a integrar lo que a partir de este momento se con-
sidera como una figura geométrica. Mientras que algunas
agrupaciones responden a una propiedad geométrica crucial
en las situaciones de construccién de figuras (asi, por ejemplo,
los tridngulos rectdngulos se agrupan porque estan caracteri-
zados por el Teorema de Pitdgoras), otras agrupaciones obe-
decen a propiedades geométricamente mdas banales (por
ejemplo, los trapecios tienen en comun, entre otras cosas, una
férmula para calcular el drea).

Aparece asi una cuestion que esta en el origen de las situacio-
nes ligadas a la determinacién y construccion de figuras geo-
métricas. Se trata de lo que se entiende en cada momento por
figura geométrica: ;Con qué criterios se agrupan diferentes
formas para designarlas con un tinico nombre (y considerar-
las, de hecho, como una misma figura)?> ; Cudles son los posi-
bles cambios de forma dentro de cada una de las figuras geo-
métricas? Toda la actividad geométrica elemental depende de
la respuesta que se dé a estas cuestiones.
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Utilizando el lenguaje de los grupos de transformaciones del
plano:
lcMcScGcTP

podriamos decir que en Secundaria se estudia parcialmente el
efecto del grupo de los movimientos, M, y el de las semejan-
zas, S, a fin de mostrar algunos aspectos del cambio de posi-
cion y del cambio de tamario de las figuras y estudiar algunas
propiedades invariantes por semejanzas; pero nunca se estu-
dia el efecto de los grupos de transformaciones, G, que con-
tienen al de las semejanzas. Por tanto, no se considera el cam-
bio de forma de las figuras y, en consecuencia, no se analiza
ningtn proceso dindmico global de dichas formas, lo que
comporta que los criterios de clasificacion de las mismas sean
estdticos, parciales y, a menudo, arbitrarios. Aparecen asi nue-
vos aspectos de las limitaciones y hasta incoherencias de las
OM geométricas que se estudian en Secundaria y, en particu-
lar, de las que se generan en torno a la clasificacion de los cua-
drilateros.

;Con qué criterios se agrupan
diferentes formas para
designarlas con un vinico nombre
y considerarlas, de hecho, como
una misma figura? ;Cudles son
los posibles cambios de forma
dentro de cada una de las figuras
geomeétricas? Toda la actividad
geométrica elemental depende
de la respuesta que se dé a

estas cuestiones.

Determinacion de la forma, dejando libre el
tamaino y la posicion

Vamos a describir una posible evolucién de las formas cua-
drangulares convexas y, a partir de ella, obtendremos criterios
para caracterizar las diferentes clases de formas asi como las
relaciones entre ellas. Junto a este aspecto mas cualitativo de
la discusién podria introducirse un aspecto mas cuantitativo
consistente en el estudio de las dependencias entre las medi-
das de los diferentes elementos de los cuadrildteros (lados y
angulos, especialmente) que determinan su forma. Este estu-
dio nos conduciria a la nocién de funcion y, como dice Emma
Castelnuovo, a la “utilizacién natural del plano cartesiano y de
las gréficas” (Castelnuovo, 1981, p. 7).

En este caso, en lugar de empezar dando la clasificacién de las
formas cuadrangulares que se obtiene al final del estudio,
vamos a describir brevemente una actividad matemdtica a lo



largo de la cual se analizan ciertos aspectos elementales de los
cuadrildteros y que culmina en una posible clasificacion. Se
trata de una experimentacién matematica que puede llevarse
a cabo con alumnos de tercero de ESO (aunque también
puede realizarse con alumnos de niveles superiores, incluso
universitarios, con la condicién de que dejen en suspenso,
temporalmente, sus conocimientos escolares). Seria muy inte-
resante disponer de una materializacién y un control de los
cambios de forma de los cuadrilateros, tanto dentro de cada
clase de formas, como en el paso de una a otra clase, aunque
la experimentacién que describiré a continuacién también
puede realizarse con lapiz y papel.

Buscamos un conjunto de elementos o caracteristicas del cua-
drilatero, a ser posible independientes (esto es, que no con-
tenga elementos superfluos o redundantes) que determinen la
forma del cuadrildtero, dejando libre el tamafo y la posicién.
Denominaremos sistema bdsico a un conjunto de elementos
que cumpla dichas condiciones y centraremos la discusién en
investigar si los sucesivos conjuntos de elementos constituyen
un sistema bésico. De hecho, en la clasificacién basada en las
propiedades de las diagonales, se ha utilizado implicitamente
el sistema bdsico formado por: (1) La razon entre la longitud
de las diagonales; (2) la razén entre los dngulos que forman las
dos diagonales; (3) la razon entre las razones de los segmen-
tos en que quedan divididas ambas diagonales; (4) la razén
entre los segmentos en que queda dividida una diagonal. Si las
cuatro razones toman el valor “1”, tenemos el cuadrado.

Consideraremos, sucesivamente, los siguientes conjuntos de
elementos:

(1) La posicién de los cuatro vértices del cuadrildtero.

Ante todo se observa que no son independientes, esto es, la
posicion de los 4 vértices no puede elegirse arbitrariamente
en el plano. Ademas, los vértices no determinan la forma del
cuadrildtero, a menos que se fije el orden de los mismos.
Surgen nociones nuevas que no tenfan sentido en los tridngu-
los: cuadrildtero convexo®, cuadrildtero entrelazado, vértices y
lados consecutivos (versus opuestos) y diagonal.

(2) La posicién ordenada (A, B, C, D) de los cuatro vértices.
No constituyen un sistema bdsico puesto que, ademds de

determinar la forma, también determinan la posicién y el
tamano del cuadrilatero (Ver Grafica n.° 6).

(3) Las longitudes ordenadas (AB, BC, CD, DE) de los cuatro
lados.

No son independientes (por ejemplo, la longitud del lado
mayor no puede ser mayor que la suma de las longitudes de
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los otros tres). Ademds, no determinan la forma puesto que el
cuadrildtero no es un poligono rigido (Ver Gréfica n.° 7).

No es rigido
Gréfican.° 7
(4) Las amplitudes ordenadas (o, B, Y, 8) de los dngulos.

No son independientes puesto que su suma es siempre igual a
cuatro rectos. Ademds no determinan la forma (puesto que,
por ejemplo, existen rectingulos que no son cuadrados).

(5) La amplitud de tres dngulos (o, B, Y) y la longitud de un
lado AB.

Ademas de no dejar completamente libre el tamaiio, este con-
junto de elementos tampoco determina la forma (Ver Gréafica
n.° 8).

(6) La amplitud de tres dngulos (o, B, y) y las longitudes de dos
lados opuestos ABy CD = C'D’ = C"D”.

Este sistema de elementos no determina la forma del cuadri-
latero (Ver Gréfica n.° 9).

L\
c c C”

Griéfican.° 9

(7) La amplitud de tres dngulos (o, B, Y) y las longitudes de dos
lados consecutivos AB y BC.

Se trata de un sistema de elementos que determina la forma
del cuadrilatero, pero también determina completamente el
tamafio del mismo (dejando libre la posicién). Para obtener
un sistema bdsico basta sustituir las longitudes de los dos
lados consecutivos por la razén AB/BC entre ellos. Disponer
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de un sistema bdsico significa que, fijados valores concretos
para cada uno de los elementos de dicho sistema, queda
determinada una forma cuadrangular concreta. Asi, por
ejemplo, si fijamos los valores siguientes: oL = 64°, § = 85°, y =
100° y AB/BC = 1.75, tenemos definida una forma cuadran-
gular concreta (Ver Gréfica n.° 10).

Gréfica n.° 10

Nueva clasificacion dinamica de las formas cua-
drangulares

Si queremos elaborar una clasificaciéon de las formas cuadran-
gulares a partir del sistema basico descrito, debemos ir debili-
tando sistemdticamente las condiciones que definen al cuadra-
do y que expresaremos mediante los cuatro axiomas siguientes:

o=y, =8 a=0p y AB=BC.

De manera andloga a la clasificacién descrita anteriormente,
basada en los axiomas que cumplen las diagonales del cuadra-
do, obtendremos un total de 16 (1+4+6+4+1) clases de formas
cuadrangulares. De nuevo hay que decir que la eleccién de
estos axiomas para caracterizar el cuadrado es relativamente
arbitraria y que las clases de formas cuadrangulares que obten-
dremos dependerdn, en cierta medida, de dicha eleccién.

Si eliminamos sucesivamente uno de los axiomas, aparecen
las cuatro primeras clases de formas cuadrangulares. Cada
una de ellas estd determinada por tres de los axiomas citados;
dos de estas clases de formas son muy conocidas y las otras
dos son relativamente nuevas.

a=v; B=8y a=p (Rectdngulos).
a=v; B=8 y AB=BC (Rombos).
a=vy; ao=0 y AB=BC (Romboides regulares?).
B=08 a=P y AB=BC (Trapezoides isésceless).

Junto a los Rectangulos y Rombos, que son clases de formas
cuadrangulares simplemente infinitas que ya aparecian en la
clasificacion basada en las diagonales, aparecen ahora dos
nuevas clases de formas cuadrangulares simplemente infini-
tas: los Romboides regulares, en lugar de los Romboides iso-
diagonales, y los Trapezoides isdsceles, en lugar de los
Trapecios ortodiagonales (Ver Gréfica n.° 11).
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Rectangulo

BC,.Z>. AB

Y o

Romboide regular  Trapezoide isésceles

Gréfican.° 11

Si ahora eliminamos dos de los axiomas de todas las maneras
posibles obtenemos seis nuevas clases de formas. Las cuatro
primeras son las siguientes.

o=y vy P=0 (Paralelogramos).
a=y vy oa=p (Trapezoides).
a=PBy B=98 (Trapezoides).
o=7 y AB = BC (Romboides).

Las dos tltimas, definidas respectivamente por (3 =93 y AB
=BC) ypor (0 =p y AB = BC) no tienen todavia un nom-
bre asignado. De nuevo constatamos que, junto a los Parale-
logramos y los Romboides (en el sentido de Rey Pastor) que
son clases de formas cuadrangulares doblemente infinitas que
ya aparecian en la clasificacion basada en las diagonales, apa-
recen nuevas clases de formas cuadrangulares doblemente
infinitas (Ver Gréfica n.° 12).

L2 L

Paralelogramo Trapezoide  Trapezoide (rep.)
BC.-"+. AB 2
v o BC. B AB

Ja
AB
r}. - - -
Romboide (Rey Pastor)

Gréfican.° 12

Para completar esta clasificacion faltan por citar las cuatro
clases de formas cuadrangulares que estin determinadas, res-



pectivamente, por cada una de las condiciones o axiomas (ot =
Y); (B = 98); (o0 = B) y (AB = BC). No asignaremos nombre a nin-
guna de ellas ni las representaremos gréficamente. Se trata de
clases de formas que tienen, por tanto, tres grados de libertad.
No coinciden con ninguna de las clases que se habian obteni-
do en la clasificacién basada en las propiedades de las diago-
nales. Y, por ultimo, si no se impone ninguna de las cuatro
restricciones obtenemos, como siempre, la clase universal de
todas las formas cuadrangulares (ver Gréfica n.° 13).

A modo de conclusion

En esta segunda parte del articulo se han analizado algunas de
las respuestas posibles a la cuestién de la clasificacién de los
cuadrildteros convexos. He mostrado que en el curriculum de
la E.S.O. dicha cuestion aparece en el nivel temdtico, no pro-
viene de los niveles superiores de la jerarquia (sector, drea y
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disciplina) ni conduce a ninguna parte. Podemos afirmar, por
lo tanto, que se trata de una cuestién encerrada en si misma,
muerta.

Hemos visto que la cuestién de la clasificacién de los cuadri-
lateros puede hacerse emerger en el ambito de ciertas situa-
ciones umbilicales de la geometria de la ensefianza secunda-
ria, esto es, de situaciones en las que se aborda la problemdti-
ca de la determinacién y la construccion de figuras geométri-
cas (y hasta de la nocién misma de figura geométrica). De esta
manera, cada una de las clasificaciones que se proponen
puede entenderse como un estudio del cambio de forma de los
cuadrildteros que permitiria recuperar la razén de ser del
estudio de esta cuestién en la E.S.O. Se trata de una propues-
ta que, de poderse llevar a cabo, incidiria mucho mads alla del
nivel temdtico y provocaria una reestructuracion profunda de
los diferentes sectores y hasta de algunas dreas completas del
curriculum de matematicas. W

Cuadrado

Rectéangulo Rombo

Paralelogramo Trapezoide  Trapezoide (rep.)

BC <J‘

BC B AB

Romboide regular Trapecio isdsceles

Y
'
[l
O’JQ.

PR AB

\/L; Bc.ﬁ AB

Romboide (Rey Pastor)

Gréfican.° 13
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1 Asi, por ejemplo, la mayoria de estudiantes que han concluido la
Ensefianza Secundaria (E.S.O y Bachillerato), y que estdn empe-
zando sus estudios matemaéticos a nivel universitario, consideren
que no existe ningln Rectdngulo que sea un Rombo y ni siquiera
acepten que pueda existir algin Rectdngulo que sea un Cuadrado
(Fonseca y Gascén, 2000 y Bosch, Fonseca y Gascén, en prensa).

2 Utilizo una definicién de romboide, hoy en desuso, equivalente a
la que dio Rey Pastor: un romboide es un cuadrildtero que tiene
un eje de simetria que pasa por dos de sus vértices. Desde el
punto de vista de las propiedades de las diagonales podriamos
definir los romboides como aquellos cuadrildteros cuyas diago-
nales se cortan perpendicularmente (D2) y, ademds, el punto de
interseccién de dichas diagonales divide a una de ellas en dos
partes iguales (D4). Como dice Puig Adam (1947, p. 68), se trata
de una nocién “mads ttil que la aplicacién clésica que de esta pala-
bra se hace para designar un paralelogramo que no sea rombo ni
rectangulo, y que carece de interés”.

3 Es claro que la eleccién de los axiomas que satisfacen las diago-
nales del cuadrado es relativamente arbitraria y que de ella
dependeran, en cierta medida, las clases de formas cuadrangula-
res que apareceran posteriormente. Surge aqui un problema inte-
resante: si el sistema de axiomas que caracteriza las diagonales
del cuadrado estd formado por axiomas independientes ;en qué
medida las clases de formas que irdn apareciendo al debilitar
dichas condiciones dependerdn del sistema de axiomas elegido?

4 La Calculadora Simbdlica WIRIS, disponible en la red en la direc-
cién http://calculadora.edu365.com (a la que se puede acceder a
través del portal www.edu365.com del Departament d’Ensenya-
ment de la Generalitat de Catalunya) ha implementado una apli-
cacién que permite ir modificando (debilitando en nuestro caso)
sisteméticamente las restricciones que cumplen las diagonales
del cuadrado para recorrer cualquiera de las 24 direcciones de
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evolucidén de las formas cuadrangulares asi como cualquiera de
las combinaciones que se pueden realizar con ellas. Existe una
versién de demostracién en espafiol www.wiris.com/demo/es.
Agradezco a Ramon Eixarch, que es uno de los autores de este
instrumento, el trabajo minucioso y preciso que ha llevado a cabo
(usando la Calculadora WIRIS) para dibujar todas las graficas
que figuran en este articulo.

5 El hecho de que esta cuestiéon no se tenga en cuenta para organi-
zar el curriculo de la geometria en Secundaria tiene relacién con
las discontinuidades entre los estadios que Piaget y Garcia (1982)
denominan, respectivamente, intra-figural y inter-figural. En
Gascén (1997) se analiza estas discontinuidades relaciondndolas
con el paso de estudiar geometria en la Ensefianza Secundaria a
estudiar geometria en la Ensefianza Universitaria.

6 En lo que sigue, cuadrildtero significard cuadrildtero convexo.

7 Se trata de los Romboides definidos anteriormente, en el sentido
de Rey Pastor, con la propiedad adicional de que la amplitud del
angulo b también coincide con la de ot = y.

8 Se trata de una nueva clase de formas cuadrangulares que no
habia aparecido hasta el momento. En lugar de utilizar la nocién
clasica de trapezoide para designar los cuadrildteros que no tie-
nen lados paralelos (nocién ésta que carece de interés), llama-
mos Trapezoides (ver Grafica n.° 12) a los cuadrildteros que tie-
nen tres dngulos iguales o = 3 = §; si, ademds, cumplen la con-
dicién AB=BC, entonces les llamaremos Trapezoides isésceles
(ver Gréfica n.° 11). Los Trapezoides también pueden definirse
combinando las nociones de trapecio isdsceles y tridngulo isds-
celes. En efecto, es facil demostrar que uniendo un trapezoide y
un tridngulo isésceles se puede construir un trapecio isdsceles y,
reciprocamente, que todo trapezoide puede construirse elimi-
nando un tridngulo isésceles de un trapecio isésceles (ver
Gréfica n.° 12).



