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ARTICULOS

Las centenas cuadriculadas:

un material matematicamente
potente para ilustrar el transito
de la Aritmética al Algebra

Fredy E. Gonzalez

Francisco Ruiz Lopez

Se presentan los resultados
de una experiencia realizada
con estudiantes para
profesores de secundaria en
torno a las posibilidades que
tiene la centena
cuadriculada, o tabla de los
ndmeros naturales del 1 al
100, para realizar el paso de
la aritmética al dlgebra. Las
actividades favorecen que los
estudiantes adquieran los
siguientes obijetivos:
reconocer y describir
patrones numéricos, usar
variables para expresar
relaciones matemdticas,
formular y probar conjeturas,
y comunicar ideas
matemdticas.

OS RESULTADOS de las evaluaciones que se hacen a los
alumnos de las escuelas e institutos en relacion con su
rendimiento en Matematicas, frecuentemente son desalen-
tadores. En general, ellos no logran superar los niveles
aprobatorios minimos. Esta es una situacién demasiado
extendida que crea la necesidad de disenar opciones cuya
implantacion procure coadyuvar al incremento de la peri-
cia que poseen los estudiantes para la realizacion de acti-
vidades propias de la matemdtica. Para ello, resulta con-
veniente examinar la situaciéon con mds detalle con objeto
de precisar los factores de mayor incidencia; uno de éstos,
a nuestro juicio, esta relacionado con las concepciones de
los profesores acerca de lo que es la matematica, su ense-
nanza y evaluacion. Destacamos dos perspectivas en rela-
cion con el proceso de ensenanza y aprendizaje de la
matemadtica. En la primera de ellas, denominada «radicio-
nal», la matemadtica es vista como un gran conjunto de
expresiones simbolicas y férmulas, cuyo aprendizaje con-
siste en el re-conocimiento de algoritmos que permitan
transformar unas expresiones simbolicas en otras, siendo
en este caso el papel del enseniante el de limitarse a pre-
sentar esos algoritmos, lograr que los alumnos los reten-
gan y evaluar la capacidad de éstos para reproducirlos. Se
trata de lograr un isomorfismo entre /o visto en clase, lo
evaluado en los examenes y lo reproducido-devuelto por
los alumnos, es decir, se trata de la clasica rutina teoria-
ejemplos-ejercicios que se basa en transmitir informacion
para que el estudiante la registre y sea capaz de repetirla.
En esta vision reproductivista del proceso de ensenanza y
aprendizaje de la Matematica predomina una vision estati-
ca y cerrada.

La intencionalidad de este enfoque presupone una #z-com-
petencia del alumno, que por si mismo, no es capaz de
acceder al conocimiento, y es preciso brindarselo desde
fuera, donde se ubica el docente, quien opera como un



proveedor de estimulos, conocimientos que han de «poner-
se en la cabeza» de los estudiantes, quienes han de reac-
cionar ante tales estimulos mediante una respuesta que es
valorada y, en consecuencia, reforzada o rechazada por el
docente, segin sea 0 no isomorfa con un patrén esperado
previamente establecido.

Frente a este modelo tradicional, poco a poco, se ha
venido construyendo una perspectiva diferente, la cual
suscribe otra vision acerca de lo que significa «saber
matemadticas», y ofrece una reconceptualizacion del ren-
dimiento en matemdtica, asumiéndolo como la pericia en
la ejecucion de los procesos propios del quehacer mate-
matico. Estos procesos se desarrollan a partir de la parti-
cipacion activa y consciente en «areas intelectualmente
exigentes» (Gonzdlez, 1998), que le permiten a los alum-
nos explorar ideas matemdticas en contextos de ense-
nanza y aprendizaje matemdticamente enriquecedores,
contemplando una amplia variedad de nociones mate-
madticas, y posibilitan el ejercicio de procesos proximos al
quehacer matemadtico. Este tipo de tareas hace posible
que los alumnos aprendan matemdtica explorando y eva-
luando ideas, elaborando conjeturas, comunicindose,
razonando, analizando y pensando acerca de su propio
proceso de aprendizaje de esta materia. Desde este punto
de vista, son deseables las proposiciones didacticas para
la ensenanza y el aprendizaje de las Matematicas que
hagan posible que los alumnos:

e Desarrollen una valoraciéon positiva hacia las Mate-
maticas.

e Incrementen razonablemente la confianza en su apti-
tud propia para desempenar tareas especificas del
quehacer matematico.

e Mejoren su capacidad para resolver problemas mate-
maticos.

e Amplien su habilidad para comunicarse matematica-
mente.

e Alcancen una adecuada pericia en el desarrollo de
razonamientos matematicos.

e Establezcan conexiones entre diversos campos de la
matematica.

Este contexto conlleva ampliar el alcance de lo que signi-
fica «aber matemdticas», lo que implica, no sélo saber
manejar algoritmos, sino ademads: (a) comprension de las
bases conceptuales minimas de la matematica, (b) habili-
dad para comunicar ideas matematicas a otros, (¢) capaci-
dad para razonar matematicamente, (d) familiaridad con el
uso de diversificar herramientas tecnolégicas para apren-
der y hacer matemadticas. Asi que, como alternativa al enfo-
que «tradicional,, se formula otro que plantea que la edu-
caciéon matematica debe propender a que los estudiantes
sean competentes para:

El campo general
en el que
se desenvuelve
la investigacion
en Pensamiento
Numerico
comprende
el estudio
de los diferentes
sistemas cognitivos
Y culturales
con que los seres
humanos
asignan
y comparten
significado
utilizando
diferentes
estructuras
numericas.

e Dotar de significado a las ideas
matemadticas.

e Dilucidar si una idea es matemati-
camente correcta O no.

e Razonar matematicamente

e  Realizar conjeturas, inventar y resol-
ver problemas.

e Establecer conexiones entre distin-
tos campos de la matematica y con
el acontecer cotidiano.

Para lograr lo anterior se precisa que en
el aula se desarrollen actividades ade-
cuadas a tales fines, y es en esta direc-
cién en la que se orientd la experiencia
que en este articulo se relata.

Marco tedrico

Ubicamos este trabajo, en primer lugar,
en el marco de la linea de estudio e
investigacion dentro de la educacion de
la matemdtica que se denomina pensa-
miento numeérico y algebraico, y se
ocupa de los fenémenos de ensenanza,
aprendizaje y comunicacion de concep-
tos numéricos, tanto en el medio esco-
lar como en el social. El campo general
en el que se desenvuelve la investiga-
cion en Pensamiento Numérico com-
prende el estudio de los diferentes sis-
temas cognitivos y culturales con que
los seres humanos asignan y comparten
significado utilizando diferentes estruc-
turas numéricas (Rico y otros, 1997).

Las tareas que proponemos a los estu-
diantes son tareas no convencionales de
tipo aritmético y algebraico, y el plantea-
miento y resolucion de dichas activida-
des tienen que ver con el llamado «en-
tido numérico», concepto utilizado en
los Estdndares Curriculares y de Eva-
luacion para la Educacion Matemdtica
(NCTM, 1991), que en el Informe
Cockcroft (1985) figura como «sentido
del nimero» y al que Wirtz (1974) se
refiere como «simpatia por los nimeros».
No existe una caracterizacion del senti-
do numérico que sea universalmente
aceptada, sin embargo podemos asumir
la visién global
Howden (1989):

que proporciona



El sentido numérico puede ser descrito
como una buena intuicién sobre los nime-
ros y sus relaciones. Se desarrolla gradual-
mente como consecuencia de explorar
nomeros, visualizdndolos en una variedad
de contextos, y relaciondndolos de mane-
ras que no estén limitadas por algoritmos
tradicionales.

Pensamos que dificilmente los futuros
profesores podran fomentar el sentido
numérico en sus alumnos si ellos pre-
viamente no se ejercitan en destrezas
que permiten reflexionar desde diferen-
tes puntos de vista sobre los nimeros y
sus relaciones.

El objeto matematico en el que centra-
mos la experiencia es la centena cuadri-
culada, o tabla que contiene los nime-
ros naturales del 1 al 100 dispuestos en
10 filas y 10 columnas (figura 1). Las
tablas numéricas constituyen un medio
excelente para plantear tareas con el
objeto de identificar patrones numéricos,
y conjeturar, descubrir y probar propie-
dades aritméticas y algebraicas.

La nocion de patron, entendido como
regularidad que se forma a partir de un
nucleo generador, ocupa hoy dia un
lugar central en las matematicas. Asi,
gran parte de los matemadticos estin de
acuerdo en concebir la matemdtica como
da ciencia o el estudio de los patrones»
(Devlin, 1994). Para Stewart (1995) vivi-
mos en un universo de patrones. El ins-

Las tablas
numericas
constituyyen
un medio
excelente
para plantear
tareas
con el objeto
de identificar
patrones
numericos
y conjeturar,
descubrir
y probar
propiedades
aritmeticas
Y algebraicas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
A1 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71 72 | 73 | 74 |75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 8 | 88 | 89 | 90
91 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Figura 1. Centena cuadriculada tipo 1

tinto del cientifico es tratar de comprender el mundo natu-
ral, y el del matematico es estructurar ese proceso buscan-
do la regla, la norma, la estructura, es decir, el patron.

La actividad de reconocer y trabajar con patrones en tablas
numéricas esta directamente ligada con la matemdtica
visual y con el pensamiento visual. En general, hay con-
senso entre investigadores y especialistas en que el desa-
rrollo de las capacidades que caracterizan el pensamiento
visual proporciona a los alumnos nuevos caminos para
pensar y hacer matematicas. Zimmerman y Cuningham
(1991) recogen diversas investigaciones en torno a la
visualizacion, y concluyen que los alumnos tienen una alta
tendencia a pensar algebraicamente mds que visualmente,
incluso cuando se les fuerza a utilizar un proceso visual.
Los autores explican este hecho aludiendo a razones tales
como: «el proceso visual es mas dificil que el analitico, lo
visual se considera menos sélido para la ensenanza o lo
visual no es matematico», segin algunos matematicos, pro-
fesores de matemadticas e incluso alumnos.

En nuestro trabajo planteamos tareas motivadoras con el
fin de propiciar el descubrimiento y la conjetura, a través
de «wisualizacion» de regularidades o patrones numéricos y
propiedades matemadticas, de manera que este hecho sirva
de motivacion para realizar representaciones simbolicas
adecuadas que faciliten la demostracion de algunas pro-
piedades aritméticas y algebraicas.

Litwiller y Duncan (1980, 1986) proponen actividades
variadas sobre tablas numéricas como la tabla de sumar, la
tabla de restar, la tabla de multiplicar y la centena cuadri-
culada o tabla-100, término éste utilizado por Ruiz (2000)
en el estudio de dicha tabla para obtener representaciones
geométricas para conceptos aritméticos. Si bien se trata de
un objeto didactico que no presenta mayor dificultad de
uso en el aula, si hay que tener en cuenta que su estudio
desde un punto de vista matematico formal escapa al
ambito escolar.

Descripcion de la experiencia

Este trabajo de innovacion curricular, ha sido llevado a
cabo con un grupo de estudiantes para profesor de
secundaria (EPP) en la Universidad Pedagodgica Expe-
rimental Libertador (UPEL) (Ntcleo Maracay). La estruc-
tura curricular de los estudios que debe realizar en la
UPEL, quien aspire a convertirse en profesor de matema-
tica para educacion secundaria, contempla los siguientes
componentes: (a) Formacion general; (b) Formacion
pedagdgica; (¢) Formacion especializada; y (d) Practica
profesional. Los tres primeros constituyen la base comuin
de la formacion del egresado. El componente de forma-
cion especializada se refiere especificamente a las asig-
naturas de Matemadtica y de Educacion Matematica. En



relacion con esta ultima se contempla el curso de
Introduccion a la Educacion Matemdtica en el cual el
futuro profesor tiene la oportunidad de vincularse con un
conjunto de estrategias orientadas al logro de experien-
cias de aprendizajes sistematizadoras y formalizadoras
que favorezcan el dominio de los conocimientos de las
diversas disciplinas y propicien una actitud positiva hacia
las Matematicas, asi como también de disenar, desarrollar
y evaluar situaciones didacticas y secuencias instruccio-
nales relativas a los topicos de los programas de mate-
matica del nivel secundario y, al mismo tiempo, disenar
y participar en proyectos de investigacion relativos a la
ensenanza de la matematica. Este curso es parte del com-
ponente de Formaciéon Especializada, se desarrolla
durante cinco sesiones semanales de clase con una dura-
cion de cuarenta y cinco minutos cada una, en un «perio-
do académico» de dieciséis semanas. La experiencia a la
que se refiere este articulo se llevé a cabo durante el
periodo 2001-1 (marzo-julio); en ella participaron dieci-
nueve alumnos (diez mujeres y nueve hombres), con una
edad promedio de veinte anos.

Los alumnos prepararon su propio plan individualizado de
evaluacion, seleccionando entre las actividades que se
muestran seguidamente:

1. Trabajo individual (TT: 20 %).

2. Cuaderno de notas (CN: 30 %): registro escrito, diario
y pormenorizado de las fases preactiva, activa y postac-
tiva correspondiente a cada uno de los encuentros
presenciales de trabajo (sesiones de clase).

3. Resena de articulo (RA: 5 %): resumen escrito acerca
del contenido de algin articulo referido a la
Educacion Matemdtica publicado en alguna revista de
las que se encuentran en el Centro de Informacién y
Documentacién de la institucion.

4. Miniproyecto matemdtico (MPM: 15 %): trabajo senci-
llo de investigacion documental referido a un tema
matemadtico senalado por el profesor o convenido, de
comun acuerdo, entre el alumno y el profesor.

5. Ensayo libre (EL: 10 %): trabajo monogrifico de tema
escogido libremente por el alumno en relacién con la
Educacion Matematica, tal como se estudi6é en clase.

6. Proyecto pedagdgico de aula (PPA: 20 %): elaboracion
de un Proyecto Pedagdgico de Aula, segin algtin con-
tenido matematico de lo estudiado en el curso.

7. Miniproyecto educacion matemdtica (MPEM 20%):
trabajo sencillo de investigacion referido a algin asun-
to de la Educacion Matematica senalado por el profe-
sor o convenido, de comun acuerdo, entre el alumno
y el profesor.

8. Ensayo didactico (ED: 15%).
9. Asistencia (A: 5%).

Era objetivo
principal
del miniproyecto
diddctico
de educacion
matematica
denominado
«centenas
cuadriculadas»,
que los estudiantes
realizaran
actividades
propias
del quebacer
matemdtico,
tales como:
identificar
regularidades
y patrones
nuUMericos,
elaborar
y verificar
conjeturas,
proponer
enunciados
de teoremas
v, finalmente,
demostrar
tales teoremas.

Entre los miniproyectos didacticos de
educacion matematica, el profesor pro-
puso el trabajo con las centenas cuadri-
culadas, mediante el cual se invitaba a
los alumnos a intentar hacer matematica
a partir de materiales sencillos, median-
te la reflexion y la abstraccion, y que fue
asumido por siete de los alumnos parti-
cipantes en el curso. Los resultados de
su actuacion son los que en este articu-
lo se relatan.

Era objetivo principal del miniproyecto
didactico de educacion matemadtica
denominado «centenas cuadriculadas»,
que los estudiantes realizaran activi-
dades propias del quebacer matemdti-
co, tales como: identificar regularida-
des y patrones numeéricos, elaborar y
verificar conjeturas, proponer enun-
ciados de teoremas Yy, finalmente,
demostrar lales teoremas. Para ello se
les proporcioné un «material matemati-
camente potente» como son las Cen-
tenas Cuadriculadas, ya que presentan
las siguientes tres caracteristicas que
definen a este tipo de material: (a)
estan al alcance de casi cualquier per-
sona, (b) son de muy bajo costo o faci-
les de fabricar, (¢) conllevan implicito
un conjunto de nociones o procesos
propios de la Matemadtica. El uso ade-
cuado de las centenas cuadriculadas,
por parte del profesor, puede permitir
que sus estudiantes desarrollen habili-
dades para:

1. Reconocer y describir patrones
numéricos.

2. Usar variables para expresar rela-
ciones matematicas.

3. Formular y probar conjeturas.
4. Comunicar ideas matematicas.

Para trabajar con las centenas cuadri-

culadas, en este caso, se propusieron a

los estudiantes las actividades que se

senalan a continuacion:

e Explorar las centenas cuadriculadas
y sefalar algunos usos que pueda
darseles.

e Trabajando por parejas, desarrollar
las actividades que se indican en
cada una de las hojas que contie-
nen una centena cuadriculada.



e Trabajando en parejas, construir
otras  versiones de centenas
cuadriculadas e identificar en ellas
patrones numéricos (si es que hay
alguno).

e Reunidos en grupo total, compartir
ideas, discutir hallazgos, y resolver
diferencias de opinién, si es que
hay alguna.

Este procedimiento fue formulado del

modo como se expone en la figura 2.

Centena cuadriculada (tipo 1)

En esta figura se ha dibujado un cuadrado alrededor del 12;
esta figura serd llamada cuadrado de cuatro puntos alrede-
dor de 12 porque como vértices tiene los cuatro nimeros, 2,
13,22,y 11, y como centro tiene al nimero 12. Dibuje y
denomine ofros cuadrados de cuatro puntos. 3Cudl es la rela-
cién existente entre los vértices y el centro? Elabore una con-

jetura y trate de demostrarla.

1 3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 3 | 14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | A3 | 44 | A5 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71 72 | 73 | 74 |75 |76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 82 | 83 | 84 | 85 | 8 | 8 | 88 | 89 | 90
91 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Figura 2. Cuadrado de cuatro puntos

La primera actividad que se planted a
los estudiantes consistio en pedirles que
senalaran la mayor cantidad posible de
nociones matematicas que ellos observa-
ran en la centena cuadriculada. Fue una
especie de juego libre y manipulacion
despreocupada. Se les dijo que podian
hacer referencia a cualquier aspecto
matemdtico que ellos percibieran, por
muy obvio que pareciese. La intencion
de esta actividad fue hacerles reflexionar
sobre los aspectos matematicos que
encierra la centena cuadriculada.

Entre las respuestas aportadas por los estudiantes destaca-
mos las de Maiyelines, Maria y Efrain:

Contiene los nimeros consecutivos desde el 1 hasta el 100. Es un
cuadrado. Puede ser dividida en triangulos y recténgulos, por
tanto tiene angulos. Su diagonal principal lleva los nimeros orde-
nados de 11 en 11, desde el 1 hasta el 100. Su diagonal secun-
daria, lleva los nimeros ordenadamente de 9 en 9, desde el 10
hasta el 91. Tiene filas y columnas. Cada columna tiene 10 nime-
ros ordenados consecutivamente de 1 en 1. Cada fila tiene 10
nimeros ordenados de 10 en 10. Se observa la relacién «mayor
que»: a > b, si b estd en una de las filas anteriores a a'y en una
de las columnas anteriores a a. Tiene la forma de una matriz.
(Maiyelines)

Estos son nomeros naturales que van aumentando progresivamen-
te de uno en uno hasta completar una cantidad de 10 nimeros por
fila'y 10 ndmeros por columna, empezando con el nimero 1y ter-
minando la fila 10 con el ntmero 100. La tabla me llama la aten-
cién por su sencillez y me invita a pensar en todo lo que se puede
hacer con los nimeros que constituyen la centena cuadriculada y
qué aspectos matemdticos se pueden resaltar en ella. Nos permi-
te conocer algo mas allé de los nimeros naturales y de las ope-
raciones basicas que ellos nos permiten efectuar; por ejemplo,
entrelazarlos de diferentes maneras, construyendo figuras geomé-
tricas conocidas entre ellos. Tomando debidamente los puntos que
indican sus vértices y la unién de éstos para formar los lados de
dicha figura. También nos permite analizar conceptos o aspectos
matemdticos que se visualizan con facilidad. (Maria)

Nomeros naturales desde el 1 hasta el 100. Matriz, 10 x 10, 10
filas y 10 columnas. Figuras geométricas notables (triangulo, cua-
drado, recténgulo). Diagonales, coordenadas. Progresiones arit-
méticas. Grupos y Subgrupos. NUmeros Naturales y Nimeros
Enteros Positivos. Sistemas de Coordenadas. Conjuntos, indices.
Relaciones de Orden. (Efrain)

Las obsevaciones anteriores se mantienen en los aspectos
relacionados con la forma de la centena, su contenido, el
ambito al que se refieren los nimeros. Hay manifestacio-
nes relacionales explicitas, como por ejemplo, la nocién
de orden, sin embargo, no se aprecia ain la percepcion de
la estructura profunda de la centena cuadriculada, es decir,
del modelo matemitico subyacente, sobre el cual se
soportan relaciones de mayor contenido matematico exis-
tentes entre los nidmeros ubicados en las celdillas que
componen la centena cuadriculada. Para ello fue necesa-
rio conducirlos hacia la bisqueda de una relacion entre el
valor del elemento dentro de cada celdilla y la posicion de
ésta en el contexto de la centena cuadriculada, visualizan-
dola como una matriz de orden 10 x 10.

Recurrimos entonces a la notacion matricial, y con ello
comenzamos a recorrer el transito de lo aritmético hacia lo
algebraico, puesto que ya necesitarfamos apelar a notacio-
nes simbdlicas para expresar relaciones mas generales. La
representacion matricialmente de la Centena Cuadriculada
se muestra en la figura 3.

La tarea, ahora, consistié en pedir a los estudiantes que
trataran de establecer alguna relacion entre el ndmero
incluido en una celdilla cualquiera y la posicién de ésta
dentro de la centena cuadriculada. Se hicieron varias veri-



Gy | G2 | G | Gy | D5 | G | Oz | Gyg | Gio | Tigo
A1 | G2 | Oo3 | Gpy | Oo5 | G | Gy7 | Tog | Gp9 | Oyyo
931 | 932 | 933 | 934 | 935 | 96 | 937 | G35 | T39 | T390
g1 | 942 | 943 | 944 | Y45 | 946 | 947 | Y4g | 949 | 9410
951 | G52 | 953 | G54 | G55 | 956 | O57 | 55 | G50 | U539

o1 | G2 | 93 | 964 | o5 | o6 | Yo7 | s | 9 | 10

G| G2 | g | Gy | Bs | YGe | 97| TGg | Gy | Ty
g1 | 9g2 | 953 | 954 | 955 | 986 | 957 | Jgg | Fgo | Fg1o
o1 | G9p | 993 | Goy | To5 | Ao | o7 | Tgg | Jog | Joyg

o1 | Y02 | Y03 | 904 | Y05 | Fr06 | D107 | Y08 | D09 | %0 10

Figura 3. Expresién matricial de la centena cuadriculada

ficaciones, se formularon y probaron algunas conjeturas vy,
al final se obtuvo que

a,=@-DI0+j, "ij@L 2 3 456789 10
Esta notacion permitié avanzar mds hacia el campo alge-
braico.

La figura 4 recoge patrones cuadrados con los vértices en
una celdilla de la centena cuadriculada. Ahora la tarea
consistia en averiguar si existia o no alguna relaciéon que
vinculara a los «értices» con el «entro» del «cuadrado».
Luego de varias verificaciones se formul6 la siguiente con-
jetura:

La relacion consiste en que, dado un cuadrado de cuatro
puntos, si sumamos sus cuatro vértices y la suma se divide
por el centro, el resultado es cuatro, una constante.

1 3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 3 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 20
21 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 2 29 0
31 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 40
41 | 42 | 43 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 52 | 5 54 5 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 65 | 66 | 67 69 | 70

71 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 7 78 9 | 80

81 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 89 | 90

91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Figura 4. Cuadrados con cuatro puntos con centro

La conjetura anterior fue verificada con
cada uno de los «cuadrados de cuatro
puntos» indicados en la figura 4 y con
otros senalados por los estudiantes;
todo ello permitié reformular la conjetu-
ra y darle forma al siguiente ¢eorema»:

Teorema 1

Dada una centena cuadriculada de tipo 1,
se tiene que para todo «cuadrado de cua-
tro puntos» se cumple que el promedio de
sus «vértices» es igual a su «centro».

Para poder demostrar esto, result nece-
saria una generalizacién atin mayor que
la anterior; fue asi como se presentd la
centena cuadriculada de tipo 1 en la
forma como se muestra en la figura 5

Con este dispositivo, ya se podia
demostrar el Teorema 1.

Para ello fue conveniente plantear una
situacion genérica, tal como se muestra
en la figura 6.

a, ), a3 Dy | 9 | Gy | e g o | G0
9, P 93 3 (1) C | 92 A8 9 | 910
93, 93, | G33 Gt | 9 | Py | - O3 939 | G310
9 L) 3 9y (1) i | 94y Ay e | 9410
95y 95 953 sy | 955 | A5y | e s 959 | G510
A | Gz | G s A -1 D (T G+) Aine | Gene | 9o
i g2 93 aen | G | e Tig 99 910
Qi1 | Yy 2 | Yisny 3 i) (-0 UK Q) e | Dy | Yo | Yisn) 10
95, g, | Jg3 g (1) | g | Fg(isr) | - 9gg | 939 | 9510
9, 95 93 oy | i | 9oy | - o8 o0 | G919
o1 | 902 | Y03 Qo] Do |Grogy| - %os | 909 | 91010

Figura 5. Generalizacién de la centena cuadriculada de tipo 1
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Figura 6. Representacion genérica
de un cuadrado de cuatro puntos
con su respectivo centro

Lo que se desea es demostrar que el
promedio de los vértices coincide con el
centro, es decir:

-1 T ag-n; taicey T agn; _
4 - %y
Efectivamente, dado que
a;=G-DI0+j, "ij@L 2 3 4567 8 9 10

se tiene entonces que:

i Ay igen TGy _ |
4
G- 110+ (- DI+IG- 210+ f1+[G- D10+ (G +DI+[10i+ 71 _
4
_ 40i- 40+4j _ 4lG- DI0+ ] _ 4
4 4 v

Notese que no ha sido necesario recu-
rrir a la centena cuadriculada (terreno
aritmético) sino que se ha trabajado con
las notaciones y relaciones algebraicas
que poco a poco se han ido introdu-
ciendo. A partir de aqui los estudiantes
fueron invitados a que exploraran la
centena cuadriculada y formularan con-
jeturas en la buisqueda de nuevas rela-
ciones algebraicas existentes entre sus
elementos. Fue asi como Maiyelines for-
mul6 las siguientes tres conjeturas:

Conjetura 1

Sean a y b nimeros naturales cualesquie-
ra, entre 1 y 50; se tiene entonces que
(a + b) siempre pertenece a la cuadricula.

Conjetura 2

Sean a y b dos numeros de la cuadricu-
la; se tiene entonces que (a—b) =10 si

y solo si a y b pertenecen a la misma columna y b perte-
nece a la fila 4, mientras que a pertenece a la fila (7 —1);
y be b,

es decir: si a € a entonces (a — b) = 10.

-y

7

Conjetura 3

La suma de los elementos de cualquiera de las filas es un
multiplo de 5, es decir:

W
Aaz-]- =5n, n &N

j=1

El paso siguiente consistia en verificar estas conjeturas y
tratar de demostrarlas genéricamente; asi se hizo, al menos
en el caso de la conjetura 3:

Sea F el conjunto de todas las filas de la centena cuadri-
culada: F={f/1” i” 10}.

Sea f,=la,/17 j” 10} i€ {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

Entonces
10
A a;; =5n, donde n &
J=1
En efecto:
10 10 10 W
A, = AlG- Do+ 1= AlG- Drol+ A j =
J=1 j=1 J=1 J=1

=10i- 10+55 =10 +45 =5(2i +9)
Sabemos que i€ {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, entonces
ie Z,2€ Zy9e Z, por tanto, 52i +9) € 2.

Ademds de Maiyelines, otros alumnos también se anima-
ron a buscar sus propios teoremas; fue asi como Eneida
formul6 el siguiente

Teorema de Eneida

Dada una centena cuadriculada; si se considera un triGngulo
isésceles cuyos vértices sean @y, a5.3, Qs entonces el
centro del triéngulo (figura 7) viene dado por la triseccion de la
suma de sus vértices, es decir, el centro del trigngulo es (o

is2)

i of T3 G (43

Figura 7. Tridngulo is6sceles

Demostracion

Considérese un triangulo isésceles cuyos vértices sean a;
a donde #,j€ {1,2,3,4,5,0,7,8,9, 10}

Aizygesy Hie3)3p



En este caso se cumple que:
iy * gy ¥ Uiz =
=[G-DI0+A+[G+ 210+ (G =3+ [ +2)10 + (G + 3)] =
=[G-D+2G+DN0+[j+G-3)+(G+3)]=
=(3i+3)10 + 3j = (i + 1)3-10 +3j

Por lo tanto:

@y + A3y j-3) T Aa+3)+3) _ (G+D-3-10+35 _
3 3
=@+DI0+ 7 =[G +2)- O+ = dgay);

Eneida, después de haber demostrado «u teorema» se
planted otros interrogantes:

JQué ocurrivd cuando, en vez de un triangulo isésceles con
las caracteristicas dadas, tengamos un isorrectangulo
(triangulo rectangulo isosceles)? jSerd acaso que todo se
genera de la descomposicion poligonal de los rombos que
encontramos dentro de la centena cuadriculada?

Veamos el siguiente ejemplo (figura 8).

El centro del rombo es 36. Ademads, el rombo lo podemos
descomponer en triangulos isosceles, siendo uno de ellos el
de vértices 6, 33 y 39, y con el teorema de Eneida, podemos
calcular su centro que es 26. Del mismo modo se puede des-

24 | 25 | 26 | 27 | 28

33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39

44 | 45 | 46 | 47 | 48

55 | 56 | 57

66

Figura 8. Rombo

%)
%) 1) ) 1)
i Gii i)
Q1) () Qi) 1)
%) j

Figura 9. Rombo en forma matricial

La produccion
algebraica
de los alumnos
Jfue abundante.
Para lograrlo
se les pidio
que trabajaran
en forma
independiente
fuera de clase,
Y que procuraran
encontrar
otras relaciones
diferentes
a las estudiadas
en clase
y distintas
de las de sus
companeros.

componer el rombo en tridngulos isorrec-
tangulos. Si, por ejemplo, tomamos el de
vértices 6, 33 y 306, al sumar los nimeros
de sus vértices y dividir por tres, se obtie-
ne 25. Si tomamos el tridngulo de vértices
6, 36 y 39, los sumamos, y dividimos por
tres, se obtiene 27. Y asi se repite en el
resto de los casos para obtener los cen-
tros 45 y 47.

Nétese que los cuatro centros de los
tridngulos isorrectidngulos forman un cua-
drado, cuyo promedio de vértices es 30;
es decir, el centro del rombo que toma-
mos inicialmente.

Veamos ahora la conjetura formulada
por Maria:

En todo cuadrado de Jado» dos, de «vér-
tices contiguos», la suma de los vértices
sobre la diagonal principal es igual a la
suma de los vértices sobre la diagonal
secundaria.

Demostracion
En la figura 10 se puede apreciar que:

gt AT
=[G —=210+ G- DI +[G-DI0+/]=
=[G =210+ /1 + (G- D10+ (- D] =
Sy T Ay
La produccion algebraica de los alum-
nos fue abundante. Para lograrlo se les
pidi6é que trabajaran en forma indepen-
diente fuera de clase, y que procuraran
encontrar otras relaciones diferentes a
las estudiadas en clase y distintas de las
de sus companeros. Asi fue como traba-

jaron Efrain, Roselyn y José. A continua-

A3

R =) AT

-3 GlE TS i+

9inz)

Figura 10. Cuadrado de lado dos



cién mostramos el resultado del trabajo
de estos tres estudiantes.

Efrain demostré tener una imaginacion
matemdtica importante, de hecho él
forma parte del equipo universitario de
ajedrez y en algunos campeonatos ha sido
«primer tablero». Sus apreciaciones inicia-
les al pedirsele que observara la centena
cuadriculada fueron las siguientes:
Nomeros naturales desde el 1 hasta el 100.
Matriz, 10x 10, 10 filas y 10 columnas.
Figuras geométricas notables (triangulo,
cuadrado, recténgulo). Diagonales, coorde-
nadas. Progresiones aritméticas. Grupos y
subgrupos. Numeros naturales y nimeros

enteros positivos. Sistemas de coordenadas.
Conjuntos, indices. Relaciones de orden.

Notese que menciond algunos aspectos
no evidentes sino que formaban parte
de la estructura profunda de la centena,
es decir, de su modelo matematico sub-
yacente. Esto hacia esperar conjeturas
de naturaleza mucho mis compleja que
las anteriores. En efecto, la primera con-
Jetura que Efrain formula establece que:

Los elementos situados en las diagonales
ascendentes de una centena cuadricula-
da de tipo 1, constituyen los términos de
una progresion aritmética de razén 9.
Noétese la introduccion del concepto de
diagonal ascendente; dos ejemplos de
ella se muestran en la figura 11.

Demostracion de la conjetura 1 de Efrain

Sean a y b dos elementos consecutivos cualesquiera de
una Centena Cuadricualada situados en una de las diago-
nales ascendentes. Queremos demostrar que su diferencia
(b— a) es una constante (en este caso, —9). Si a y b son
dos elementos cualesquiera de una centena cuadriculada
de tipo 1 situados consecutivamente en una de las diago-
nales ascendentes; entonces podemos suponer, sin pérdi-
da alguna de generalidad, que: a = a,y b= A 1y
Por lo tanto:

b-aw=[G-1-DI0+G+ DI-[G-D10+;]1=-9

Ademds de lo anterior, Efrain introduce la nocién de «rian-
gulo isorrrectangulo», ejemplificada en la figura 12.

A partir de aqui, Efrain formula su segunda conjetura:

El promedio de los vértices de un «ridngulo isorrectingu-
lo», en una Centena Cuadriculada de Tipo 1, es igual a su
centro.

Demostracion

Sia,es el «entro» de un «riangulo isorrectingulo» en una
Centena Cuadriculada de Tipo; entonces, sus «vértices»
seran: a

(=1(-2) d(i—l)(ﬁl)’ a(i+2)(j+l); por lo tanto:

[G-1-DI0+(j- DI+[GE-1- DIO+(G+DI+[GE+2- DIO+(G+D] _

A(i-2) (j+2)

90

A1) (+1)

59

77

Y01 9o 4

Figura 11. Dos ejemplos de diagonal ascendente

3
_10i- 20+ - 2+10i- 20+ j+1+10i +20- 10+ j+1 _
3
20437 - Y
_ 30 330 3j=3[(1 1;10 ]]=(1-1)10+j:g1j

A estas alturas, Efrain se atreve a formular el siguiente
ejercicio: Replicar la demostracion anterior para el «rian-

Gy | G2 | G | Gg | G5 | Gy Gyg | G1o | 9110
1 | G2 | O3 | Goy | Oy5 | Gg | Oy %o | 910
937 | 932 | 933 | T34 | O35 | O34 | G537 | O34 9310
A4y | 942 Auyg | 945 | Q4 | Y47 | Y48 | Y49 0
957 | G52 | 953 955 | O56 | 957 | 955 | 959 | 510
o1 | G2 | Y3 | Ge4 96 | 97 | 9o | o | 910
9| 9o | Y3 | 9G4 | s 97| 98| %9 | %0
g1 | 9g2 | 953 | 984 | 955 | Y6 | 957 | Jgg | Fgo | Fg1o
o1 | Qoo | Go3 | Goy | Go5 | oy | Gg7 | og | Ggo | Jg1g
o1 | 902 | Y03 | 904 | D105 | Y106 | D107 | Y108 | Tr09 |Fi0 10

Figura 12. Dos ejemplos de «iriangulos isorrectangulos»,
con sus respectivos «centros»



gulo Isorrectingulo» cuyo «centro» sea a

llegando,

241y

incluso a introducir algunas definiciones como las de

«cuadrado principal», «cuadrado encajado» y «cuadrado

encajado degenerado». Seguidamente se presentan dichas

definiciones:

En la figura 13, se muestran ejemplos de cuadrado princi-

En una centena cuadriculada de tipo 1, se dedomina
cuadrado principal a todo «cuadrado» de lado 7, con
ne i3, 4,5,6, 7,8,9, 10}

En una centena cuadriculada de tipo 1, se dedomina
cuadrado encajado dentro de un cuadrado principal
de lado n» a todo «cuadrado» de lado m = (12 — 2); por

tanto, se tiene que m, el lado de un cuadrado encaja-

do de lado n, es tal que m € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

Se denomina cuadrado encajado degenerado a un
cuadrado encajado de lado 1, es decir, aquel que esta

constituido por un Gnico punto.

pal» y «cuadrado encajado.

En relacion con estas definiciones, Efrain formula el

I < G| G5 | Do | Q7| Tg | G9 | G0
Gpy | 9o | G235 | Ghy | Oo5 | G | Gy7 | Tog | Gp9 | Ozyo
94y | 932 | 933 | Thy | 935 | 936 | 937 | G35 | T39 | T390
G771 44 | 945 | Y46 | 947 | Y48 | Y49 | 9410
951 | G52 | 953 | G54 | O55 | 956 | O57 | 55 | G50 | U539
o1 | G2 | 93 | 94 | Y5 | Y6 | 9 G511 10
G| G2 | g | Gy | BGs | G | Gy | Gg | Go | Iyo
g1 | 9g2 | 953 | 954 | 955 | 986 | 937 | Ygg | 9go | 910
o1 | Gop | 993 | Toyg | To5 | Tog | G S5 TS 10
o1 | Qo2 | Y03 | 904 | Y05 | Fr06 | D107 | Y08 | D09 | %0 10

Figura 13. Dos ejemplos de cuadrado principal de lado
n = 4, con sus respectivos cuadrados encajados de lado

(h-2) =2

siguiente teorema:

Teorema de Efrain

En una centena cuadriculada de tipo 1, la semisuma de los «vér-
tices» de un cuadrado principal de lado n = 4, es igual a la
suma de los elementos de la diagonal principal de su cuadrado
encajado.

-2 77 (j+2)
)i (%) (1)
Qi | G
A T ) (j+2)
Figura 14
Demostracion
Consideremos la situacion de la figura
14; sin pérdida alguna de generalidad,
podemos afirmar que:

[(G+1- DI0O+( - DI+[G+1- 1)1O+(]‘+2)]+

2
+[(i- 2- D0+ +2I+[G-2- DI0+(G- DI _
2
_10i+j-1+10i+ j+2+10i- 30+ j+2+10i- 30+ j- 1 _
2
_40i- 60+45+2 _

5 20i- 30+2j+1=

=[G - DI+ j1+[G- 1- DI0+(G+DI = ay +ag. 1y j41)

Veamos seguidamente los aportes de
Roselyn. las apreciaciones iniciales de
ésta fueron las siguientes:

En las cuadriculas se encuentran los nime-
ros naturales desde el 1 hasta el 100. Los
elementos ubicados en las cuadriculas que
conforman la diagonal principal (en orden
descendente) van de once en once. Los ele-

Notese mentos ubicados en las cuadriculas que
la varieda conforman la primera columna van de diez
) en diez. Los elementos ubicados en las cua-
riculas que conforman la diagonal secun-
riqueza driculas q f la diagonal
; daria (en orden descendente) van de nueve
de observaczones, en nueve. La centena cuadriculada puede
algunas dividirse en cuatro cuadrados congruentes.
apreciables La centena cuadriculada puede dividirse en

dos trigngulos congruentes. La suma de dos
nimeros naturales cualesquiera pertene-
cientes a {1, 2, 3, ..., 48, 49, 50} pertene-
ce a la Centena Cuadriculada. La diferen-
cia entre el elemento que pertenece a una
cuadricula y el que pertenece a la cuadri-
cula inmediatamente superior (es decir, estd
en la misma columna pero en la fila ante-
rior) es diez. La suma de los elementos que
pertenecen a las cuadriculas que constitu-
yen una fila es moltiplo de cinco.

a simple vista y
otras de cardcter
relacional
(algebraicas).

Nétese la varieda y riqueza de obser-

vaciones, algunas apreciables a simple



vista y otras de cardcter relacional
(algebraicas).

Roselyn también formul6é conjeturas;
una de ellas fue la siguiente:

La diferencia entre la suma de los ele-

mentos que constituyen dos filas conse-
cutivas es cien; es decir:

10 10
Aay - Aag; =10,
J=1 J=1
i@l 2 3 45 6 7,8 9, 10, i #1
Apréciese que a,=a, ,, + 10, Viell
2,3,4,5,6,7,8,9, 10).
Demostracion

Consideremos la situacion de la figura
15. Lo que queremos demostrar es:

A6ll] Ad(z D —100

Jj=1
i 1, 2 3, 4, 5, 6, 7,8, 9 10}, i #1

En efecto:

A“lj Aa(z Dj —

j=1

10 10
Aaij - A(al-j -10) =
=1 =1

I,lQ
A

o

I (¢ 10
-Aa, - AG10=A10=10-10=100

IS
q

J=1 J=1 J=1
Gy | Y2 | Yins Ay (-0 A= (D) +) Aiys | Yo | Y1) 10
9 g 93 Gin | G| Gigen Tig 9o Yo
Qs | Qieny2 | Yisy 3 Q1) =1 Fin) i Qs (j+1) vy 8 | Aier)o | Y1) 10
Figura 15

Finalmente, veamos la produccion de
José, quien introdujo la nocién de cua-
drado simétrico con respecto a los lados
de la centena cuadriculada de tipo 1,
ejemplos de Cuadrados Simétricos se
aprecian en la figura 16; con base en
esta nocion, José formula el siguiente
teorema:

Teorema de José

La suma de los vértices de todo «Cuadrado
Simétrico con respecto a los lados de la
Centena Cuadriculada de fipo 1» es cons-
tantemente igual a 202.

Figura 16. Se observan fres cuadrados de vértices
simétricos con respecto a los lados de la centena
cuadriculada

Demostracion

En todo «uadrado simétrico con respecto a los lados de la
Centena cuadriculada de tipo 1», sus vértices vienen dados

por ail” ai(l]—l’)’ ﬂ(]l—l’)i’ a(]]—i)(ll—i)‘

Por lo tanto se cumple que:

an’ ar(ll 1)? d(]] )i’ a(ll—l)(]l 1)
=[G-D10+4 + [G-D10+ (A1 = D] + [(10 — H10 +4] +
+ [(10 = D10 +(11 = D] = 10/ — 10 + i +10¢
—10+ 11 -7+ 100-107 + ¢ +100 — 107/ + 11 —i =
=(10+1+10-1-10+1-10-1) +
+ (=10 —10 + 11 +100 +100 + 11) = 202.

Conclusiones

Con esta experiencia hemos pretendido poner de mani-
fiesto que la Centena Cuadriculada es un «material mate-
madticamente potente». Su uso adecuado por parte del
docente en el aula puede provocar en los estudiantes gra-
tificantes hallazgos y hacer que ellos tengan comporta-
mientos propios del quehacer matematico, como son:
apreciar regularidades, identificar patrones, formular con-
jeturas, verificarlas, enunciar teoremas y demostrarlos.
Existen diversas lineas de trabajo abiertas centradas en la
Centena Cuadriculada, algunas de las cuales se refieren a
las posibilidades de este material para realizar representa-
ciones geométricas para conceptos aritméticos, y otras

ponen énfasis en el paso de la aritmética al dlgebra.



Hemos constatado, después de diversas experiencias tanto
en Maracay (Venezuela) como en Granada (Espana), que
este tipo de trabajo con estudiantes para profesor favore-
ce una actitud mas positiva hacia la Matemadtica y su ense-
nanza.
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Anexo. Centenas Cuadriculadas
de tipos diferentes a la de Tipo 1

Centena cuadriculada (tipo 2) (figura 17)

1. Sume los nimeros en cada una de las cuatro primeras
filas.

Visualization in Teaching and

2. ¢Existe algin patrén en estas
sumas? ;Por qué ocurrird?

3. Adivine y verifique las sumas
correspondientes a las siguientes
seis filas.

4. Repita los pasos 1, 2 y 3, pero traba-
jando por columnas.

5. Adivine y verifique los grandes tota-
les de las sumas y las columnas.

6. (Por qué los grandes totales estin
relacionados en esa forma?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Figura 17

Centena cuadriculada (tipo 3)
(figura 18)

Antes de trabajar con la siguiente

Centena, encuentre los siguientes tres

términos de cada una de las siguientes

secuencias numéricas. Hay mas de una

respuesta posible.

1.
2.

3.
4.

1 20 21 40 41
1 19 23 37 45 55

10 12 28 34

Explore la centena dada.



¢En qué difiere esta centena de la
centena tipo 2.

Adivine y verifique las sumas de las
primeras tres columnas.

¢Por qué son iguales las sumas de
las columnas en esta centena cua-
driculada?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
40 39 38 37 36 35 34 33 32 31
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
60 59 58 57 56 55 54 53 52 51
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
80 79 78 77 76 75 74 73 72 71
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
100 | 99 98 97 96 95 94 93 92 91

Figura 18

Centena cuadriculada (tipo 4)
(figura 17)

Dibuje un cuadrado de cuatro pun-
tos alrededor de 34. ;Cudl es la
media de los cuatro nimeros en
este cuadrado?

Experimente dibujando otros cua-
drados de cuatro puntos y prome-
die los cuatro nimeros en cada
figura.

Dibuje un cuadrado de cuatro pun-
tos cuyos nimeros vértices sumen
296. ;Cual es el nimero que queda
en el centro de este cuadrado?

Se denomina suma del cuadrado a
la suma de los nimeros vértices del
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cuadrado. ;Pueden tener la misma suma dos cuadra-
dos de cuatro puntos que sean distintos?

¢Es posible dibujar cuadrados de cuatro puntos cuya
suma sea 175 o 255?

Formule dos conjeturas acerca de los cuadrados de
cuatro puntos y pruébelas.

Centena cuadriculada (tipo 5) (figura 19)

1. Use la variacién de la Centena Cuadriculada que se
muestra a continuacion para hallar el resultado de las
siguientes operaciones sin efectuar la adicion
1+2
1+2+3
1+2+3+...+8+9+10
1+2+3+... +8+9+10+9
1+2+3+...+8+9+10+9+8

1+2+3+ ... +8+9+10+9+8+...+2+1

2. Explore esta Centena Cuadriculada. Comparta sus des-
cubrimientos con los companeros (Sugerencia:
Estudie los patrones en las sumas de las filas y las
columnas).

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
2 5 9 14 20 27 35 44 54 64
4 8 13 19 26 34 43 53 63 72
7 12 18 25 33 42 52 62 71 79
11 17 24 32 41 51 61 70 78 85
16 23 31 40 50 60 69 77 84 90
22 30 39 49 59 68 76 83 89 94
29 38 48 58 67 75 82 88 93 97
37 47 57 66 74 81 87 92 96 99
46 56 65 73 80 86 91 95 98 100
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