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LO LARGO DE LA HISTORIA han existido una serie de problemas que
han intrigado, seducido y, a la vez, frustrado a los matemiticos de todos
los tiempos. Algunos de ellos siguen sin resolverse y otros como el pro-
blema isoperimétrico del que venimos ocupindonos desde el nimero 33
de SUMA -tan sencillo de enunciar y, sin embargo tan dificil de demos-
trar— se resolvieron tras siglos de esfuerzo. Cuando decimos lo anterior,
lo hacemos teniendo muy en cuenta lo que tal afirmacién significa. Es
decir, resolver un problema no consiste s6lo en dar una solucion sino en
demostrar que tal solucién existe. De esta cuestion nos ocupamos ahora.

Con las contribuciones de Zenoro, Pappus, al-Khazin, Ibn al-Haytham, de
los hermanos Bernoulli... y las abejas, ha conseguido ciertamente ocu-
par un puesto privilegiado entre los problemas cldsicos de las Matemati-
cas. Sin embargo, como vamos a ver en esta entrega, los fascinantes
resultados que hemos venido comentando en los nimeros anteriores, no
resuelven totalmente el problema isoperimétrico mas general que enun-
ciamos en la primera entrega:

De fodas las curvas cerradas y simples en el plano con longitud dada [, scudl es
la que encierra un drea méxima?

Bajo esta forma el problema era conocido desde hace siglos, y también
su solucién, a saber, la circunferencia de longitud /es la curva que encie-
rra drea mayor.

La «demostracion» de Steiner del problema
isoperimétrico

Una de las contribuciones mis esenciales hacia la resolucion rigurosa del
problema anterior la dio Jacob Steiner (1796-1863) en 1838, momento en
el que se vivia una gran controversia entre los partidarios de los méto-
dos analiticos (es decir usando Célculo) y los métodos sintéticos (pura
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Geometria). En su demostracién, Steiner empled un argu-
mento geometrico muy simple al que vamos echar un vis-
tazo: supongamos que existe al menos una solucién del
problema isoperimétrico. Tendremos entonces una curva
G, que entre todas las curvas cerradas de longitud dada /,
encierra la médxima 4rea. Pretendemos demostrar que tal
curva es una circunferencia.

® El primer paso de su demostracién consiste en probar

que la solucién del problema isoperimétrico C debe
Seruna curva convexa. De no ser asi, podremos cons-
truir una nueva curva C* como podemos observar en
las figuras siguientes, que tiene Ia misma longitud que
la primera pero que acota mayor 4rea.

% Curva C m

v Curva C*
Una vez justificada la convexidad de la solucion, eli-
jamos sobre la curva convexa € dos puntos, Ay Bde
modo que dividan a Cen dos arcos ¢’ y C”de igual
longitud. La recta que pasa por Ay B divide al domi-
nio acotado por C en dos trozos de areas S, y S, res-
pectivamente. La propiedad de optimizacién de la
curva C'implica que S, y S, sean iguales. Si no fuera
asi, por ejemplo si S, fuese mayor que S, entonces
podriamos reflejar la region de drea S, respecto de la
fecta que une A con B, y obtendriamos una nueva
regidén como muestra la siguiente figura.

Arco C’

Imégen simétrica de la
regién de drea S,

La unién de esta regién con su imagen reflejada for-
marfa una figura plana de mayor drea que la abarca-
da por la curva C, de manera que la longitud de su
perimetro seguiria siendo /. Obtendrfamos asi una
contradiccién con el cardcter Optimo de la curva C. En
consecuencia las dreas S, y S, deben ser iguales.

Area S

Simetrizacién de una curva convexa

Por Gltimo, para demostrar que C'es una circunferen-
cia, serd suficiente demostrar que C’y C”son semicir-
cunferencias, Para ello supongamos que uno de los
arcos no fuera una semicircunferencia, por ejemplo el
arco C”. Ello implicarfa la existencia de un punto sobre
€l, R de manera que el tridngulo de vértices ARB no
fuese rectdngulo en R Entonces movemos como si
hubiese ua carrete infinitesimal instalado en R hasta
que el dngulo en R sea recto ¥ €n esta posicién refleja-
mos la figura obtenida en la recta AB para obtener una
curva cerrada con longitud /pero que acota mayor drea
que €, en contra del cardcter 6ptimo de la curva C.

Arco C*




Se abre el problema de la existencia y
se dan soluciones

Aunque, para Steiner, el problema quedaba completamen-
te resuelto, y su amigo Dirichlet trat6, sin conseguirlo,
convencerle de ello, el elegante razonamiento que aca-
bamos de reproducir no soluciona el problema isoperimé-
trico que hemos planteado. ¢Por qué?

Observemos que en cada uno de los tres pasos se supone
que la solucién existe. Es decir, se supone que existe una
curva cerrada y simple de perimetro / que acota mas 4rea
que las demds y bajo esta hipotesis se demuestra que tal
curva es una circunferencia.

Fueron muchas, aparte de la demostracién de Steiner, las
supuestas demostraciones, (pues todas ellas suponian que
la solucién del problema existia) de que la circunferencia
soluciona el problema isoperimétrico. Sin embargo, una
demostracion satisfactoria de este hecho no fue obtenida
hasta 1870 cuando K. Weierstrass observé que algunos pro-
blemas parecidos al isoperimétrico no tenfan solucién
(pensemos, por ejemplo, en el problema de determinar de
todas las curvas cerradas y simples en el plano con longi-
tud / si existe alguna que acote menor drea que las demas)
y dio una demostracién completa de la solucién del pro-
blema isoperimétrico. La demostracion de Weierstrass era
un tanto complicada, en el sentido de que era consecuen-
cia de la teoria creada por él mismo que hoy conocemos
como Calculo de Variaciones y de la que hablamos en el
nimero 39 de SUMA.

Con posterioridad a la demostracion de Weierstrass, se han
encontrado demostraciones més sencillas y directas, en las
que muy diferentes ideas y técnicas se utilizan para esta-
blecer el mismo resultado. Entre ellas destacamos las
demostraciones de Hurwitz y de Schmidkt.

El primero de ellos, A. Hurwitz, dio en 1902 una demos-
tracion bastante elegante y corta en la que utilizé algunas
ideas de la teoria de las series de Fourier y en particular la
Desigualdad de Wirtinger. Esta demostracién puede con-
sultarse en Chern (1967).

Posteriormente, en 1939, E. Schmidt da, posiblemente, la
mas sencilla de las demostraciones conocidas, utilizando la
formula para el drea, obtenida directamente de la formula
de Green y algunas ideas sencillas de Geometria Dife-
rencial. La demostracién se recoge en el texto de M. P. Do
Carmo, (1992).

No recogemos aqui estas demostraciones, por hallarse
mas alld del propésito de estas secciones. Sin embargo,
si comentaremos un par de consecuencias que podemos
extraer de la propiedad isoperimétrica de la circunfe-
rencia.

Dos consecuencias importantes de la
propiedad isoperimétrica de la
circunferencia

Una de las conclusiones mds interesantes que podemos
extraer de la propiedad isoperimétrica de la circunferencia
es la conocida como desigualdad isoperimétrica. Conside-
remos una curva C cerrada, simple, plana de longitud / y
A es el drea de la regién encerrada por C. Sea rel radio de
una circunferencia de longitud /. La propiedad isoperimé-
trica de la circunferencia nos permite asegurar que el drea
A no puede ser mayor que T y que solamente serd igual
a este valor si Ces una circunferencia. Es decir, A < 72,

Teniendo en cuenta que:
1 1
ar? = —Qur)? = —12
4r 4n
tendremos que:
A< 1 12

4rw
o equivalente que:

4mA <12
Esta ultima desigualdad, llamada desigualdad isoperimétri-
ca, permite relacionar la longitud de una curva plana
cerrada arbitraria y el 4rea que encierra, y en la que la
igualdad solamente se da si y solo si la curva es una cir-
cunferencia.

Como consecuencia inmediata de la desigualdad isoperi-
métrica, podemos resolver la siguiente cuestion:

De todas las figuras planas de la misma érea A, gcudl posee
menor perimetro?

La respuesta, como puede adivinarse es el circulo de area
A. La razén, es sencilla. Si hubiera una figura plana con la
misma 4rea A pero con perimetro / menor que el del circu-
lo, puesto que el perimetro del circulo es:

2n |4
4

I <2m

tendriamos que:

NN

o equivalentemente que, /2 < 4n4, en contradiccion con la
desigualda isoperimétrica.
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