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ARTICULOS

Relojes de sol: un estudio
analitico con ejemplos

de la civdad de Ubeda (Jaén)

Juan Ortega Moya

En este articulo se realiza un
estudio geométrico-analitico
de los relojes de sol,
aportando unas notaciones y
terminologia que simplifican
las complicaciones
trigonométricas del mismo, y
utilizando ejemplos concretos
que se encuentran en la

ciudad de Ubeda (Jaén).

ON LA IMPLANTACION de la LOGSE, algunos centros
educativos ofertan un «Taller de Astronomia» como mate-
ria optativa en el segundo ciclo de la ESO, ello ha moti-
vado el interés de bastantes profesores por estudiar y con-
figurar el contenido curricular de esta materia. Su fuerte
caracter transversal permite abordarla desde areas tan dis-
tintas como Matematicas, Fisica y Quimica, Historia, Bio-
logia y Geologia, Filosofia, Tecnologia, Informatica, etc. y
favorece que los estudiantes asimilen todos estos conoci-
mientos de forma globalizada y conexa al mundo que los
rodea. Desde el entretenimiento en la fabricacion y uso de
instrumentos Opticos hasta la elaboracion de modelos
explicativos de los fendmenos astronémicos, pasando por
los registros de la Historia, hay un vasto campo de activi-
dades enormemente motivadoras para el alumnado, y por
qué no decirlo, también para los profesores.

Nuestras experiencias mas inmediatas con la Astronomia
son, sin duda, las relacionadas con el ir y venir de los dias
y los ciclos estacionales y lunares. Es ineludible dirigir
nuestro interés al Sol para buscar explicaciéon a la varia-
cion de las sombras de los objetos, a los eclipses, a la alter-
nancia de las estaciones, etc. Todos estos fendmenos han
atraido la atencion del hombre desde tiempos prehistori-
cos y, desde una explicacion mitica inicial, se ha evolu-
cionado hasta la explicacion cientifica y racional que hoy
se tiene de ellos. Por tanto, parece natural, por su caracter
cotidiano, observar y estudiar con el mas sencillo y primi-
tivo de los instrumentos astronémicos, el gnomon, que en
su forma mds simple se reduce a una varilla vertical cla-
vada en el suelo.

Para las Matemdticas, el estudio de los relojes de sol es de
un interés incuestionable, tanto desde el punto de vista
educativo como cientifico. Eratdstenes atribuyd el descu-
brimiento de las conicas a la construccion de estos relojes
y, en el siglo XVI, Francesco Maurolico, en su Tratado de



gnomonica, demostré que la sombra de una varilla verti-
cal describe una coénica, cuyo tipo depende de la latitud
del lugar en que se encuentre (del Rio Sinchez, 1994).

El estudio de los relojes de sol puede hacerse de forma
descriptiva, sintética o analitica. En los niveles iniciales,
logicamente debe predominar el enfoque descriptivo, pres-
tando atencion Unicamente a los aspectos cualitativos para,
después, avanzar con observaciones cuantitativas y trigo-
nométricas. El tratamiento geométrico-analitico no aparece
ni siquiera en los manuales al uso, pero desde él se puede
hacer un profundo andlisis de estos instrumentos.

El objetivo del trabajo que se expone a continuaciéon con-
siste en ofrecer una terminologia, unas notaciones y unos
ejemplos para mostrar una forma sencilla de describir ana-
liticamente estas construcciones.

Elementos de Astronomia

La Tierra se traslada alrededor del Sol describiendo una
trayectoria practicamente eliptica, que conocemos con el
nombre de ecliptica, con el Sol situado en uno de los
focos de esta elipse. El desplazamiento de la Tierra por la
ecliptica es lento, pues tarda 365,25 dias en recorrerla.

Simultineamente, la Tierra estd girando sobre su propio
eje, el cual se encuentra inclinado 66° 32" 30” respecto al
plano de la ecliptica, dando una revolucién completa en
un dia.

Durante un solo dia, las posiciones relativas del Sol y de
la Tierra apenas sufren variacion en el espacio, sin embar-
go, para un observador situado en la superficie terrestre,
el movimiento de rotacién de la Tierra da lugar a que el
Sol parezca moverse girando a su alrededor.

Figura 1

El estudio
de los relojes de sol
puede hacerse
de forma
descriptiva,
sintetica
o analitica.

Prolongando los circulos, planos y ejes
de referencia de la Tierra hasta los con-
fines infinitos de la esfera celeste, la tra-
yectoria aparente del Sol es siempre una
circunferencia menor de la esfera celes-
te (figura 1), llamada paralelo diurno,
de plano perpendicular al eje polar PP".
El centro del paralelo diurno esta situa-
do en el eje PP’ pero se desplaza hacia
arriba o hacia abajo del origen segtn la
posicion que tenga la Tierra en la eclip-
tica. En la figura 1 se han representado
tres paralelos diurnos: el del solsticio de
verano (Sv), el de los equinoccios (Epo)
y el del solsticio de invierno (S).

Por otro lado, dado que el tamano de la
Tierra es despreciable frente a las distan-
cias astronomicas, el plano del horizonte,
o plano tangente en un lugar fijado sobre
la superficie terrestre, pasard por el cen-
tro de la esfera celeste y estard inclinado
con respecto al ecuador celeste (prolon-
gacion del ecuador terrestre) un dngulo
o =90 — ¢, siendo @ la latitud geografica
del lugar considerado (figura 2). Por esta
razon, el paralelo diurno formarda tam-
bién el mismo dngulo o0 = 90 — @ con el
plano del horizonte.
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Figura 2

ECUADOR

La division del paralelo diurno en 24
arcos iguales, de 15° cada uno, permite
establecer la hora solar ¢ en cualquier
lugar de la Tierra.

Las figuras 1 y 2 se han representado
para un lugar con una latitud igual que
la de Ubeda, ciudad de la provincia de
Jaén.



Notaciones, definiciones y
proposiciones preliminares

El anilisis matematico de los relojes de
sol que aqui se va a exponer estd basa-
do enteramente en los conceptos de la
geometria euclidea tridimensional; no
obstante, con el fin de simplificar y
abreviar los calculos, se usari la siguien-
te terminologia:

Definicion 1: Dado un plano # por su

ecuacion implicita
A-x+B-y+C-z+D=0

y un punto P de coordenadas (xp, Yy 2,

se escribird #(P) para simbolizar la can-
tidad:

p(P)=A~xp+B~yp+C-zp+D

Proposicion 1:
p(P)=0 5 PEp

Definicion 2: Dado un plano # por su
ecuacion implicita

A-x+B-y+C-z+D=0

%
y un vector v de coordenadas (v, v,, v,),
se escribird #(v) para simbolizar la

cantidad:

p@)=A-v, +B-v,+C-v, =(AB,Oo(v,0,0,) = Nop

Proposicion 2: Si X = P, + A 7V esla
ecuacion paramétrica de una recta r
cualquiera, no paralela al plano # = 0,
entonces el punto P de interseccion de
ry # viene dado por

- p, - p(Ji))‘D
p)

Proposicion 3: Sean S un punto fijo del
espacio, X = P + A7 una recta r dada
y # = 0 un plano (figura 3), entonces la
proyeccion de la recta r sobre # desde
S es otra recta 7* (supuesto que exista),
cuyos puntos X* vienen dados por la
expresion paramétrica siguiente:

* - — -
X =P+l -r+muy,+Imr [1]
. - —
siendo A arbitrario, " =SP"  y

-p@)- 1 -pG)

m=ml)=—= =
pCu)+1-p(r

[2]

y cuya direccién viene determinada por el vector

gy 2 g

" o [3]

Figura 3

Demostracion: Se tiene que

X =X+mSX=X+mX- =P+ -7+m@+] -7- 5=

* *_ * *
X, X, =X,- X,

P+l -7+m P - H+Imi=P+l -7+mSP+Im7
Ademds, como X* € #, se cumplira
pX )= 0=p@,+1 - F+mi,+Imp) =
=pB+1 -p(+mpla)+1mp)
Finalmente, sean
* - - -
X =P+l -r+m-u,+I m-r
Xz =Po+lz';+n5'ao+/2n3';

dos puntos arbitrarios de 7*. Entonces, ambos determinan
el vector:

:(/2-/1)';+(n§-’nl).ﬁo-'-(lzn’&-lllnl).; [4]
y de [2] se llega a:

_p@)- 1 P - m-pi)

= i=1
p(r)

2

)

.m
11

Sustituyendo en [4] obtenemos el vector:

XpX, == 1) am - m-aig + A m - | m)-F =



Definicion 3: Dados dos puntos Py S, y dos planos #, y
#,, s€ escribira ;t]z(P, S) para designar el valor del deter-
minante:

PP P,

P,S) =
p]Z( ) ) ,Dz(P) pZ(S)

Definicion 4: Dados dos vectores 7 y 4, y dos planos #
y #, se escribird ¢12(7, ) para designar el valor del
determinante:

p,(") p,(w)

PLU =) Gy i)

plano XY es el plano del horizonte del
lugar y R es la distancia del Sol al origen
del sistema de referencia.

Definicion 5: Dados un punto Py un vector 7, y dos pla-
nos #, y #,, se escribird #,,(P, 7 para designar el valor
del determinante:

p,(P) p,()

PP = -
plz( ,7”) PZ(P) pz(r>

Proposicion 4: El punto X* de interseccion de la recta 7#,
obtenida proyectando r desde S sobre el plano #,, con
otro plano #,, viene dado por la siguiente expresion:

P, ’}o) T+ plz(;v £ Y

X' =p + 0 Doy 5]
0 plz(uo’ r) plz(uov r) 0

Demostracion: En virtud de [1], X* tendrd la expresion:

* - - -
X =P+l -r+muy+Imrvr

o su equivalente:

X*=P0+I “A+m-7+mou,

Sustituyendo a la vez en #, y #,, llegamos al sistema:

B, (X H=0=p,@ )+ -p,(H+mp Gi)+Imp =0
&, X)) =0=p,@)+1 -p,(H+mp,Gi)+Imp,G) =0

de donde se despejan A y U, y se calcula (1 + ).

Relojes de sol de cuadrante horizontal

Estas piezas suelen colocarse en suelos o jardines con una
finalidad de capricho u ornamental. Como se demostrard
mas adelante, su varilla ha de orientarse paralela al eje
polar de la Tierra, ello requiere darle una inclinacion res-
pecto al plano horizontal igual a la latitud ¢ del lugar en
el que se ubique el reloj (véase la figura 2).

La base del planteamiento geométrico para su estudio es
la figura 4. En esta figura, se ha construido un sistema de

referencia con el origen en el extremo O del gnomon. El
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Figura 4. Cuadrante horizontal

Para simplificar el andlisis se ha supues-
to que el Sol se mueve de manera uni-
forme por el paralelo diurno correspon-
diente a los equinoccios (ver figura 1).
Al final de este trabajo se indicard la
forma de extender el estudio a cual-
quier paralelo diurno. Asi mismo, la dis-
tancia Sol-Tierra, R, se considera cons-
tante en el transcurso de cada dia. Estos
supuestos no se dan en la realidad y
son causantes del funcionamiento
impreciso de los relojes solares.

El dngulo horario se nota con la letra ¢,
y se supondrd medido a partir del ins-
tante en que el Sol culmina sobre el
horizonte (Mediodia). La altura maxima
del Sol sobre el horizonte se nota con la
letra H, y en los equinoccios esta altura
tiene el valor H = 90 — @, como ya se ha
dicho anteriormente.

En el sistema de referencia tomado, el
plano del horizonte # se confunde con
el plano XY, cuya ecuacion es:

#2z=0

La sombra del gnomon en la hora ¢
denominada linea horaria t, se obtiene
proyectando desde S la recta OP sobre
el plano #, esta linea horaria forma un
angulo A con el semieje negativo de
referencia OY, también llamado dngulo
horario t. Dado que todas las lineas



horarias pasan por la base del gnomon,
el Gnico requisito para construir un cua-

drante

angulo A en cada una de las horas de
soleamiento.

Segun la proposicion 3, cualquier som-
bra tendra la ecuacion:

%
X

y el vector de direccion:

En nuestro sistema de referencia, se

tiene:

r=(x,9,%)= oP=(0,-1, 1gqQ);

u

siendo

= (Rsent, RcostcosH, RcostsenH)

las coordenadas del Sol en la hora
Utilizando estos datos, obtenemos:

;:<Oy -17 tgq)

Uy = (- Xg, =Yg, -

0 =80=CGx,-y

horizontal sera determinar el

=P+l -r+mu,+imr

v~ pluy) -
-_— u - — . 7/'
p@r

r 0

P, =0=(0,0,0;

-z)

s? s

S= (.X‘S, ygv ZS) =

ZS):

= (- Rsent, - Rcostcos H, - RcostsenH)

P, =0,0,0)

p(H)=No7=(0, 0, Do(0,- 1, tgq) = tgq

pli,) = Nou, = - 2

k- p(ﬁo) -
o= - 2.7
p(r)
( = o)
= - x - - =
s~ Vs tgq’

El dngulo A4 se determina inmediata-
mente a partir de lo anterior, llevado a
la figura 5

A

ys+Zs/t9q

Figura 5

tg A= -
8A= z senH
yo+r— cosH +
1gq tgq
habiendo sustituido H =90 - @ y 0 = ¢.

=tgt-senj

[é]

Consultando los mapas del Servicio Geografico del Ejército
se pueden establecer las coordenadas geograficas de la ciu-
dad de Ubeda en 38° 00’ 45” de latitud norte y 3° 22’ 00”
de longitud oeste.

Mediante la férmula [0] se puede elaborar la tabla de angu-
los de las lineas horarias para un cuadrante horizontal:

HORA(de la tarde) 0 1 2 3 4 5 6
t 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
Angu|os (A) 0° 9,4° 19,6° 31,6° 46,8° 66,5° 90°

= (- Xg,™ Vs»- ZS)+i'(0" 1atgq):
8q

No existe ningin cuadrante de este tipo en la ciudad de
Ubeda, lo cual da la oportunidad para adornar con ellos
alguna plaza o jardin de esta hermosa ciudad monumental.

Relojes de sol de cuadrante vertical

Son los mas extendidos y es frecuente verlos adornando
fachadas de ayuntamientos, iglesias, palacios, etc.

A veces, se construyen sobre piezas portitiles de marmol,
ceramica, etc. para permitir orientar exactamente su varilla
paralela al eje polar, en la direccion Norte-Sur. Asi es el
reloj ubicado sobre el remate de un contrafuerte cilindrico
en la portada sur de la iglesia de San Nicolds de Ubeda.

Es raro encontrar fachadas perfectamente orientadas al
Sur. Lo normal es que formen un cierto dngulo o con la
linea Este-Oeste, al que se suele llamar dngulo de azimut
de la fachada.

Su analisis geométrico es similar al del cuadrante hori-
zontal, pero ahora, el plano de proyeccion # es la pared
vertical en la que se fija el gnomon (figura 6), cuya ecua-
cion viene dada por:

#xtgo+y =0

Reloj vertical. |
Iglesia de San Nicolés de Ubeda (Jaén)
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El diseno del cuadrante vertical solo requiere la determi-
nacion del angulo A para cada linea horaria.

Como en el apartado anterior, cualquier sombra tendra la
ecuacion:

X' =P+l -r+mu,+Imvr
y el vector de direccion:

L p(;lo) ~
= u - — . 7‘
p(r)

r 0

Con respecto a la referencia de la figura 6, se tiene:

P,=0=(0,0,0)
F=(x,,9,2)=0P=(0, tgq, -1

y=50=CGxg, -y, - z)
siendo
S=(x,,y,,2,)=(Rsent, RcostcosH, RcostsenH)

las coordenadas del Sol en la hora ¢ Utilizando estos
datos, obtenemos:

p(H = No7=(tga, 1,000, tgq, - 1) = tgq

p(it,) = No iy =- X -1ga— Y,

- _E tga X -tgaty,
T A Xe, X+ -z S~
é S s g s tgq
Ix2+ x2-tg2a
tgA:—\/ s s 8
+xs-tga + ), 7]

gq
Sustituyendo las coordenadas de S en [7] y reagrupando

convenientemente, se llega a:

gA=——"——
M+ N-cotg t

Donde My N son constantes dependientes de la ubica-
cion del reloj y de la inclinacion de la varilla:

M=sena - cot gq

N = cosa - (senH + cot gq - cosH)

Ke

X tgoty,
X Z 4 25900 Ys
s tg6 Y

Figura 7. Cuadrante vertical declinante

Si la pared vertical no tuviese declina-
cion (o0 = 0) y la varilla se orientase con
un angulo 6 = 90 — @, entonces, asu-
miendo que H = 90 — ¢, tendremos:

tg A=cosj -tgt

Un ejemplo excelente de reloj decli-
nante (o0 = 6°)se encuentra en la pared
sur del Ayuntamiento Viejo de Ubeda, y
otro ejemplar, sin declinacion, se halla
en la Capilla del Salvador.

Reloj vertical declinante. Ayuntamiento Viejo. Ubeda

Reloj vertical. Capilla de El Salvador. Ubeda



Relojes de cuadrante
occidental u oriental

Estas piezas se hallan ubicadas en los
muros o fachadas orientadas al Oeste
(relojes occidentales) o al Este (relojes
orientales). Su varilla ha de colocarse
paralela al plano del cuadrante para
mantener la orientacion paralela al eje
polar PP’.

Ambos modelos pueden contemplarse
en las paredes de las dos torres que
flanquean la fachada principal del Hos-
pital de Santiago de Ubeda (figura 8).

RELOJ RELOJ
ORIENTAL OCCIDENTAL

Es probable que el disehador de estos relojes supusiera
que la fachada principal no se orientaba exactamente en
la direccién norte-sur, por lo cual introdujo la desviacion
B para conseguir tal orientacion.

Estudio del reloj occidental

Nos serviremos de la figura 9 para este propésito. En esta
figura, se ha construido un sistema de referencia con el
origen en el extremo O del gnomon. El plano XY es el
plano del horizonte del lugar; R es la distancia del Sol al
origen del sistema de referencia.

PARED OCCIDENTAL

Figura 8. Relojes del Hospital de Santiago

La fachada principal de este monumen-
to estd orientada perfectamente al sur;
sin embargo, al examinar los relojes se
ve que las grapas que sujetan la varilla
a la pared son de distinta longitud, lo
que conlleva una cierta inclinacion res-
pecto a la meridiana local. Este dngulo
de inclinacion o azimut de fachada,
como se suele llamar, se designard en el
andlisis con la letra griega B.

Reloj occidental.
Hospital de Santiago
Ubeda (Jaén)

tg0
Cos|
Q >
@»99
QPY‘E -
} -

Figura 9. Reloj occidental

La pared occidental se llamara plano #, y en el sistema
de referencia tomado tiene la ecuacion:

#:x+g+sen =0

La seccion paralela a la pared sur por la grapa O’ se lla-
mard plano #,, y su ecuacion es:

#:y=0
La sombra del gnomon se obtiene proyectando desde §
la recta OP sobre el plano #. Por tanto, segin la propo-
sicion 3, esta sombra tendra la ecuacion:

* - - -
X =P+l -r+mu,+Imr
para la cual se ha tomado:

P,=0;, r=(x,,9,62)= OP = (- senb, - cos b, 1gQ);

u, =Sé=(-x5,- Ve~ Z)
siendo
§=(x,, y,,2,)=(Rsent, RcostcosH, RcostsenH)

las coordenadas del Sol en la hora .




La sombra de la varilla, proyectada sobre la pared occi-
dental a las 1 horas es la linea horaria t, corta a la vertical
que pasa por la grapa O en un punto X* y forma un
angulo A con dicha vertical, también llamado dngulo hora-
rio ¢ (ver figura 10).

LINEAS HORARIAS

Figura 10

Una vez elegida la varilla y fijada por las grapas a la pared
segin un angulo O de inclinacion, el diseno del reloj
queda completamente definido calculando la distancia
vertical de los puntos horarios respecto a la grapa O’, la
cual coincide con la coordenada z* de los puntos horarios
X*y determina el lugar donde se marcan las lecturas de
las horas; el otro dato necesario es el dngulo A de las lineas
horarias, para t = 15°, 30°, 45°, etc. ya que con estos dos
datos se podran marcar sobre el cuadrante las lineas hora-
rias y sus correspondientes lecturas. Con los datos de la
figura 9, obtenemos:

7= (- senb, - cos b, igq)

u, =(Gx,,- y,- 2)=(Rsent, - RcostcosH, - RcostsenH)

P, =(0,0,0)

p,(P) =0+ g+senb = g+ senb
p,(H =N, o7=(,0,0)0(senb, - cosb, tgq) = - senb
p, (i) = Nl o1, = - Rsent

PP =0

p,("H = Nz o7 =1(0,1,0)0 (- senb, - cos b, igq) = - cos b
pz(ﬁo) = —z ° Zto =-Rcostcos H

0, (P p, G

P.u )= -
p,@&,,u,) b2 p, (0,

;' =- Rcostcos H-(g+ senb)

p,(7P)= p](f) PiB) cos b- (g + senb)
b, b,

Py, iy, 1) = pl(ilo) pl(f) = - Rcostcos Hsenb + Rsent cos b
p,(uy) p,(r

Sustituyendo en [5], la coordenada z* de
X*, valdra:

_ - RcostcosH-(g+senb)- RcostsenH cosb- (g + senb) _

z*
Rsent cos b - R cos t cos Hsenb

- M
N - igt

(8]

Siendo M y N dos constantes depen-
dientes de las caracteristicas constructi-
vas del reloj y del lugar de su ubicacion:

M= M - (cos Htgq + cos bsenH) [9]
cos
N = cos H 1gb [10]

La determinacion de estas dos constan-
tes nos permite situar de manera preci-
sa las lecturas horarias sobre la vertical
de la grapa O’. Una aproximacién para
el reloj occidental del Hospital de San-
tiago seria:

+ 4°
M @M - (cos 52°- 1g38° + cos 4° - sen 52°) =

cos 4°

1= 0,2156234484

N @cos 52°- 1g4° = 0,04305124421

Con estas constantes y la férmula [8] se
crea la tabla adjunta de distancias verti-
cales a la grapa O’ en cada hora.

HORA 1 2 3 4 5 6 7
t 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105°
Distancia (cm) -96 -40 -22 -13 -6 0 +5




Examinando las férmulas [8], [9] y [10] se
constata que la distancia de las lineas
horarias a la grapa O’ es fuertemente
dependiente de la longitud de la grapa
menor (g) y del angulo de inclinacion .
Otra observacion de interés concierne a
la simplificacion que tiene lugar cuando
B = 0; en cuyo caso, la varilla irfa para-
lela a la pared y 2* seria:
ot = '.8
cosj - gt

Como se ha dicho, ademas de las dis-
tancias verticales a la grapa O’, se pre-
cisa conocer el dngulo de inclinaciéon 4
de cada linea horaria con la vertical.
Dicho angulo serd el mismo que el for-
mado por un vector de direccion de la
sombra proyectada 7* con la vertical. Si
se utiliza como vector de direccion de
7 el [3], se tendra:

o, /éoao-pl((big)./;o;
cos A= ko: = plf
‘ 7 ‘ _ pGiy)
uo-ia'r
p,(r
Ayt A - 1gt

= 11
B, *+B,-1gt+B,-1g% ]

Siendo A

0
dependientes de las caracteristicas

A, By, B, y B, constantes

constructivas del reloj:

A, = senb senH @sen4®- sen52° = 0,0549688

'S
1

| = 18q @tg38° = 0,7812856

B, = sen*b @sen?4° @0

| = 2senb - (senH tgq - cos H cos b) @0

B, = cos? b +1g%q @1,6055412

Al igual que antes, mediante la férmu-
la [11] se puede elaborar la tabla de
angulos de las lineas horarias:

HORA 1 2 3 4 5 6 7
t 15°  30° 45° 60° 75° 90° 105°
Angulos (A) | 40°  46°  49° 50° 51°  52° 52,7°

También hay una versioén simplificada
de [11] cuando B = 0:

cosA=senq fi A=90°- g

El estudio del reloj oriental es en todo similar al del reloj
occidental, por ello se omite su andlisis.

Consideraciones finales

La generalizacion del estudio de los relojes de sol para un
paralelo diurno cualquiera, que tenga cierta declinacion &
respecto al ecuador, no presenta excesivas complicacio-
nes. Para este fin, el sistema de referencia a adoptar seria
el mismo que el utilizado en los apartados anteriores, pero
la altitud maxima H del Sol sobre el horizonte dependerd
de su declinacion & (figura 11):

H=90-j £d
ZENIT
P 5
R
S soL
Zs
N HORIZONTE H s
A
&
£
S
S s
NADIR
Figura 11

Las coordenadas del Sol en este sistema de referencia, en
una hora dada ¢, tendran las siguientes expresiones:

Xg = R-cosd-sent [12]
Ys = R-cosd-cost-senf +R-send-cosjf [13]
Zg = R-cosd-cost-cosf - R-send-senj [14]

las cuales coinciden con las anteriormente utilizadas si 6 = 0.

A modo de conclusién, seguidamente se aplica este plan-
teamiento general para obtener algunos resultados impor-
tantes para la Gnomonica; tales son:

a) la invariabilidad de las lineas horarias de los relojes
de sol, con independencia del dia en el que sean
observados, lo que constituye la razoén de ser de la
Gnomonica; y

b) las formas geométricas de las sombras arrojadas por
las varillas verticales.



Invariabilidad de las lineas horarias

a) Relojes horizontales

Remitiéndonos a [6] y figura 5, las lineas horarias quedan
determinadas mediante el angulo A4 tal que

X
tgA=——

yot—
Toeq

Sustituyendo [12], [13] y [14] en [6], se tiene:

R-cosd- sent

tg A= - -
& R-cosd-cost-cosj - R-send-senj

gq

R-cosd-cost-senj + R-send-cosj +

Si 6 = 0, la expresion anterior se transforma en:

_ 1
cot g t-(senj + cosj -cot gq)

[13]

Si & T 0, se puede arreglar en la forma:

_ 1
cot g t-(senj + cosj -cotgq) + cosect-1gd-(cosj - senj -cot gq)

Por tanto, los dngulos [15] y [16] s6lo son iguales si 6 = ¢.
De ahi, se comprende la necesidad de colocar el gnomon
del reloj horizontal con una inclinaciéon igual a la latitud
del lugar en el que vaya a ubicarse.

b) Relojes verticales

Volviendo a [7] y figura 7, las lineas horarias
determinadas mediante el dngulo A tal que

quedan

cost =

A+ R-send-senj )- y*- R-send- cosj

yectando desde el Sol el extremo P de
la varilla, se obtiene la «ombra» P*
sobre el plano horizontal:

P*=0+/]-7+mu+Imv

Siendo:

0=(0,0,0

f=0P =000

0=80=(x,- y,- 2)
A=1
#:2=0
-p(O)- | -p(r)
m=ml)= ——"———7"-=
pG+1 -p(r)
--0-11 1 segun [2]

Sz 411z -1

Con esto, llegamos a las siguientes
coordenadas para P*:

xrz s (17]
1- 2

PN

yr= (18]
1- z

z*=0

Sustituyendo [13] y [14] en [18], y des-
pejando cos t:

= Ay-B [19]

X seca

tg A=
z +(x, -1ga + y )-cot gq

Sustituyendo [12], [13] y [14] en la expresion anterior y rea-
grupando sus términos, obtenemos:

1

tg A=
8 sena - cot gq + cosa-{cotgt-(cosj + senj -cotgq) + cosect-igd-(cosj -cot gq - senj )}

Para que los dngulos con & = 0y con & T 0 coincidan,
ahora, se requiere que 8 = 90 — ¢, lo que implica que el 1 = sent+cos?t =
gnomon debe inclinarse con la vertical un dngulo igual a

la colatitud del lugar. ‘

En definitiva, los resultados anteriores prueban que en
ambos casos las varillas deben orientarse paralelamente al
eje terrestre.

Forma de la sombra de una varilla
vertical

Consideremos un sistema de referencia como el de la fi-

gura 4, con el gnomon OP dispuesto verticalmente. Pro-

R-cosd-(senj + y*-cosj)

D

Andlogamente, utilizando [12], [14] y
[19] en [17]:
R- send + senj .

sent = - — . x* =
R-cosd-(senj + y*-cosj)

C *
Loy
D

Eliminamos el parimetro #, escribiendo:

CZ_x*2+A2,y*2+BZ_2ABy* _ 1

-2-(AB+ R?-cos*d- senj -

D=-4-C?-(A?- R*-cos?*d-cos?j )

D2 DZ
Reagrupando términos y desarrollando
D?, tenemos la conica:

C? - x*2+(A%- R*-cos?d-cos?j ). y*2-

cosj ) y*+(B?- R?-cos?d-sen?) ) =0

cuyo género viene determinado por el
signo del discriminante A:

(20]



De [20] se deduce que el signo de A
solo depende del que tenga la expre-
sion A2 — R*cos?d-cos’@; por tanto, si
esta expresion es positiva la conica en
cuestion serd del género elipse, ello
requerira que se cumpla:

A?- R?-cos?d-cos?j >0 fi

A _ 1+ R-send- senj

fi  cosj < =
R-cosd R-cosd

Teniendo en cuenta que R es muy
grande y el rango de valores posibles
para 8 y @, se llega, finalmente, a la
conclusion de que la conica anterior es
una elipse cuando cot go < tg §, lo que
implica que @ ha de ser mayor que
90 — §, para cualquiera que sea el valor
de 8. Es decir, la sombra del extremo
de una varilla vertical es del género
elipse en aquellos lugares cuya latitud

supera los 66° 32’ 307", Por el contrario,

Juan Ortega
IES San Juan de la Cruz.
Ubeda (Jaén).
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdatica
«Thales»

la sombra de la varilla describird una hipérbola si la latitud
es inferior a este valor.
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