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Algunos modelos matematicos
combinatorios basicos
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Carlos Gonzdalez Martin
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En este trabajo se plantea la
necesidad de motivar el
estudio de modelos
mateméticos considerando
algunos casos basicos de
naturaleza combinatoria de
importancia en el mundo
real. El estudio de los
correspondientes problemas
de optimizacién y la
introduccién y aplicacién de
métodos de resolucion
sencillos se toma como base
para argumentar a favor de
su inclusién, como alternativa
vélida para motivar la
utilidad de las Mateméticas,
en los Gltimos cursos de la
ensefianza secundaria.

N NUMERO importante de problemiticas reales motivan el
uso de las Matematicas para formalizar modelos combina-
torios y resolver, a través del desarrollo de los correspon-
dientes algoritmos, los problemas de optimizacién inhe-
rentes. En muchos de estos casos se presentan las carac-
teristicas de sencillez del planteamiento de los problemas,
una notable facilidad para lograr el desarrollo de un
modelo expresado matemdticamente y la disposicion de,
al menos, un método eficaz y susceptible de ser aplicado
so6lo con el prerrequisito de poseer conocimientos mate-
mdticos elementales.

Por tanto, estas situaciones, aparte de su importancia
como problemas del entorno social, resultan muy intere-
santes para motivar, formular y resolver problemas mate-
mdticos, manejando eficientemente ciertas estructuras
combinatorias sobre las que se incentiva el uso del calcu-
lo y se pone de manifiesto la necesidad de utilizacion de
herramientas computacionales. Estamos convencidos de
que los correspondientes contenidos cientificos y técnicos
son muy importantes en los primeros cursos de las carre-
ras universitarias de ciencias, economia, gestion, ingenie-
rias... (asi estan reconocidos actualmente en muchas de
ellas), y que, por extension, el inicio de la imparticion de
los mismos deberia acometerse en los Ultimos cursos de la
ensefanza secundaria (desgraciadamente no es asi en los
actuales programas de bachillerato). Consideramos que la
introduccion al estudio de algunos de los problemas del
tipo propuesto en este trabajo, constituirfa una alternativa
interesante para ayudar en la tarea de motivar la com-
prension de contenidos de tipo cuantitativo, tan esenciales
en las ensenanzas de bachillerato y universitaria.

Hay que indicar que el estudio de los problemas de opti-
mizacion es una parte fundamental de una ciencia de
reciente implantacion conocida como Investigacion Ope-
rativa. Dicha parte es denominada Programacion Matema-



tica y reserva un lugar de privilegio para el estudio de los
problemas de optimizacion combinatoria (bajo titulos
como Programacion Combinatoria, Analisis de Redes, Teo-
ria de Grafos...). Las situaciones problematicas suscepti-
bles de ser analizadas desde la Investigacion Operativa
aparecen frecuentemente en los campos de la Economia,
Ciencias de la Gestion, Ingenierias, etc.

Por todo lo anterior, con el fin de contribuir a difundir la
utilidad de los conocimientos basicos propios del andlisis
de los problemas de optimizacién y con el propdsito de
motivar el interés por formular y resolver problemas de
naturaleza combinatoria, en este trabajo introducimos tres
casos relevantes y sencillos, habituales dentro de los ele-
mentos bdsicos de cualquier asignatura universitaria de
Programacion Combinatoria. La secuencia seguida conlle-
va el planteamiento del problema, su formalizacién como
un problema de tipo combinatorio, la introducciéon de un
método sencillo de resolucion, la aplicacion de este méto-
do sobre un ejemplo y comentarios sobre la eficiencia del
procedimiento de resolucion utilizado.

Algunos problemas de tipo
combinatorio

Supongamos que estamos ante una de las siguientes situa-
ciones:

a) Una red de carreteras conecta los diferentes nucleos
poblacionales de una region. Fijados dos de estos
nucleos interesa determinar la ruta mas corta para ir
de uno al otro.

b) En una determinada region se quiere establecer una
red terrestre de comunicaciones telefénicas que
conecte los diferentes lugares en los que existe pobla-
cion. Interesa determinar la longitud minima de cable
necesario para llevar a cabo la conexion.

¢) Una red de distribucion de un determinado producto
(por ejemplo, de abastecimiento de aguas), ofertado en
un determinado lugar y demandado en otro preesta-
blecido, tiene limitaciones en las conexiones existentes
entre cada par de puntos. Interesa determinar la canti-
dad maxima de producto que puede circular por la red
entre el punto de oferta y el punto de demanda.

Todos los casos anteriores tienen en comun el caricter
combinatorio del andlisis de las posibles alternativas de
solucion. Entendemos que este cardcter estd presente
cuando la solucion al problema que se plantea se habra de
buscar entre un conjunto finito de alternativas. Las situa-
ciones relacionadas se estudian dentro de la Investigacion
Operativa recibiendo los diferentes problemas las denomi-
naciones: problema de camino minimo, problema de drbol
generador minimo y problema de flujo mdximo, respecti-
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vamente. Trataremos de estudiar mas
detalladamente estos problemas para
proponer algin algoritmo que los
resuelva e ilustrar su aplicacién sobre
un ejemplo.

El concepto de red

Con frecuencia los problemas de tipo
combinatorio se plantean sobre una
estructura que se identifica como grafo
o red. Un grafo resulta de la abstraccion
de un sistema de comunicaciones (tele-
fénicas, por carreteras, aéreas, etc.) en
el que existen una serie de lugares
(denominados vértices, nodos, etc.) y
un determinado nimero de conexiones
(conocidas como aristas, arcos...) entre
pares de esos lugares. Con caricter
general, se admite que una red es un
grafo para el que existen determinadas
magnitudes asociadas a los vértices o a
las conexiones. También es habitual
que por las redes circule algtn tipo de
flujo. Ejemplos familiares son las redes
de distribucion y abastecimiento, las
redes de comunicaciones, las redes de
servicios (de informacion, sanitarios,
bancarios...). Un ejemplo grifico, en el
que las aristas tienen asociadas distan-
cias entre los nodos que conectan, es el
que aparece en la figura 1.

Figura 1

Problemas de caminos
minimos

Son problemas de la clase a la que perte-
nece el primero de los introducidos pre-
viamente (a). Podriamos entender, con



cardcter general, que estamos sobre un
grafo que tiene asociadas determinadas
cantidades (longitudes) a cada una de sus
conexiones. Nos interesa determinar el
camino de longitud total minima (camino
minimo) entre dos vértices prefijados.

Ejemplo

En una determinada comarca existen 9
pueblos, numerados del 1 al 9. Los
pueblos estan conectados por una red
de carreteras que tienen las longitudes
(en kilémetros) que se especifican en
la tabla 1.

Se ha de entender que entre los pares
de pueblos para los que aparece el
signo — no existen conexiones. La
correspondiente red de carreteras se
representa en la figura 2.

Un problema de camino minimo seria el
de determinar la forma de ir desde el
pueblo nimero 1 al pueblo nimero 9
de manera que la distancia total recorri-
da sea minima.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 6 6 3 - - - - -
2 1 g o - -
3 - 4 3 - -
4 - 4 - -
5 3 5 -
o) 3 5
7 - 8
8 1
%

Tabla 1
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Un método para resolver el anterior
problema

Un método para resolver problemas de caminos minimos
fue propuesto por Dijkstra (1959). Este método procede
asignando a cada vértice unas etiquetas o marcas provi-
sionales que, cuando se convierten en definitivas, estable-
cen la distancia minima respecto al vértice de partida. El
proceso acaba al asignar una etiqueta definitiva al vértice
de llegada. Como uno de los vértices es etiquetado defini-
tivamente en cada una de las etapas, el nimero necesario
de éstas es igual, a lo sumo, al ndmero de vértices.

Aplicacién

Procedamos a la aplicacion y exposicion detallada del
método de Dijkstra para el anterior ejemplo:

Etapa inicial

El vértice de partida, el 1, es etiquetado de forma definiti-
va, siendo esta etiqueta igual a 0 (distancia minima entre el
vértice 1 y él mismo). El resto de vértices reciben etiquetas
provisionales que resultan de sumar la distancia de su
conexion directa con el vértice 1 mas la etiqueta definitiva
de dicho vértice. Se habrd de entender que, cuando no
exista conexion directa con el vértice etiquetado de forma
definitiva en dltimo lugar, se admite que la distancia corres-
pondiente es igual a infinito (se simboliza por ° ).

Las etiquetas provisionales para los otros vértices las mos-
tramos en la tabla siguiente:

nodo 1 2 3/4/5 6 7 8 9
etiqueta n 6 6|3|° ° ° ° ~°
Tabla 2

Segunda etapa

Se convierte en definitiva la etiqueta provisional menor (la
que corresponde al vértice 4 ya que su etiqueta es 3) y se
procede a actualizar las etiquetas provisionales de cada
uno de los vértices a los que podemos trasladarnos desde
este nodo, el 4, excepto los que ya tengan etiquetas pro-
visionales. La actualizacion se realiza calculando el mini-
mo entre el valor actual de la etiqueta y el que tendria si
llegdramos a ese pueblo pasando por el nodo 4. La figura
3 esquematiza la etapa actual, y figuran junto a cada vér-
tice su etiqueta.

Para esta etapa nos preguntamos si, por ejemplo, para lle-
gar al vértice 3, ;mantenemos el actual camino de valor 6
o atajamos por el nodo 4? Atajar por el nodo 4 significaria
llegar a €l y emplear el camino de 4 a 3, esto es 3+ 2= 5.



Figura 3

Naturalmente nos quedamos con esta ultima alternativa. La
actualizacion, por tanto, calcula los minimos siguientes:

efiqueta(3) = minimo{etiqueta(3) = 6, efiqueta(d) + 2=3 +2=5}=5
efiqueta(7)=minimofetiqueta(7) = ° , efiqueta(4) + 4 =3 + 4 =7} =7

La tabla de etiquetas seria la siguiente (el nodo 3 conver-
tirfa su etiqueta en definitiva):

nodo 1 2|3/4 5 67 8 9
etiqueta n 6 |5 e ° 7 ° -
Tabla 3

Las etapas siguientes consistirian en repetir los calculos
anteriores. Dichos cilculos se ven favorecidos si los reali-
zamos sobre la siguiente estructura de tabla en la que apa-
recen en cada fila las etiquetas asignadas a los vértices
(uno por cada columna):

nodos
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 Ol 6 6 3 °
2 OB 6 5 7
Kl O Bl 5 3 7
0653 7
0653 7
NN 0 6 5 3 7
Yy 0 6 5 3 7
M 0 6 5 3 7
P 0 6 5 3 7

Tabla 4

Se observa que la longitud del camino minimo que conec-
ta 1 con 9 es igual a 13 y que las conexiones que lo com-
ponen son: 1-4-3-6-8-9.

Graficamente:

Una vez
elegido
el vértice
que hace
definitiva
su etiquelta,
debemos
explorar
los nodos
a los que
podemos llegar
desde él.

Comentarios respecto
a la eficiencia del método

Ya se ha comentado que el nimero de
etapas a contemplar es el nimero de
vértices, puesto que, en cada una de
ellas, una etiqueta provisional se vuelve
definitiva. Una vez elegido el vértice
que hace definitiva su etiqueta (recuér-
dese, aquel con menor valor de entre
las provisionales), debemos explorar los
nodos a los que podemos llegar desde
él. Para cada uno de ellos con la eti-
queta provisional intentaremos actuali-
zar la etiqueta con el simple cdlculo de
un minimo. Es decir, intentaremos des-
cubrir posibles atajos.

Un esquema de este método para el cal-

culo del camino minimo del vértice 7 al
vértice j seria entonces el siguiente:

{Inicialicemos valores}

Poner etiqueta(i) a O;

Poner el resto de las efiquetas a ©
{Las siguientes etapas}

Mientras la etiqueta del nodo j no sea defi-
nitiva hacer
Sea k la Gltima etiqueta que se hizo defi-
nitiva
Para todos los nodos | con efiqueta pro-
visional accesibles desde k hacer
Si etiqueta(l)>etiqueta(k) + valor de la
arista (k, /) entonces
etiqueta(l) = etiqueta(k) + valor de
la arista (k, |)
De entre todas las etiquetas provisiona-

les, poner como definitiva aquella con
menor valor



Esto es, si 7 es el namero de vértices del
grafo, para convertir cada una de las n
etiquetas en definitivas, debemos explo-
rar como maximo 7 — 1 posibles nodos.
Es por lo que, el esfuerzo computacio-
nal necesario se dice que es de orden
n%. Este hecho se nota por O(7%).

Hay que destacar, por Gltimo, que una
vez que una etiqueta de un vértice se
sitia como definitiva, su valor, que indi-
ca la distancia mas corta desde el vérti-
ce origen hasta €l, permanece inaltera-
ble hasta el final. Esta forma de actuar
caracteriza a un tipo de métodos deno-
minados devoradores que pueden resul-
tar, como en el caso anterior, muy efi-
cientes. De este tipo de métodos segui-
remos hablando mas adelante.

Problemas de arboles
generadores minimos

Son problemas pertenecientes al
segundo grupo (b) introducido previa-
mente. Se formulan también sobre un
grafo en el que las magnitudes asocia-
das a las conexiones entre pares de
nodos se corresponden, por ejemplo,
con costes o distancias. Buscamos,
para este grupo de problemas, la
manera de conectar eficientemente
todos los vértices. En otras palabras,
para cualquier par de nodos, debera de
haber un camino que los una.

La estructura de conexiones buscada es
la que se denomina drbol generador y
que verifica el requisito de la conexion
entre pares distintos de nodos a través
de un dnico camino (en el grafo que se
maneja no existen bucles, es decir cone-
xiones que conectan un nodo consigo
mismo). En la figura 5, el grafo inicial
muestra las conexiones posibles a esco-
ger, y los dos restantes dos opciones de
eleccion de drboles generadores. Notese
que, si 7 es el nimero de nodos del
grafo, las aristas necesarias para cons-
truir un drbol que los conecte son, exac-
tamente, 77— 1.

El problema combinatorio surge cuando
debemos construir aquel drbol cuya suma
de costes, el coste total, se minimice.

El problema
combinatorio
surge
cuando debemos
construir
aquel arbol
cuya suma
de costes,
el coste total,
se minimice.
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Figura 5

Ejemplo

En una determinada region existen 10 municipios a los
que hay que suministrar gas tendiendo las correspondien-
tes tuberfas de abastecimiento. Las distancias entre las
conexiones posibles se especifican (en kilémetros) en la
siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 5 3 4 - - - - — _
2 3 - 4 - - - - _
3 -2 3 - - -
4 - 4 2 - -
5 - - 6 -
6 1 - 3 6
7 3 - 4
8 - 4
% 3
10
Tabla 5

Igual que en el ejemplo anterior, la aparicion del simbolo
— significa que no existe conexién posible. El problema
que se plantea es hacer que llegue el gas a todos los muni-
cipios tendiendo la cantidad minima de tuberia. El grafo
correspondiente a este problema es el que sigue.

Figura 6



Métodos para resolver el ejemplo anterior

Para determinar arboles generadores minimos de un
grafo existen dos métodos considerados clasicos: el
método de Kruskal (1956) y el método de Prim (1957). Al
igual que en el problema anterior, estos métodos son del
tipo devorador. Cada vez que incluye una arista en la
solucion, queda definitivamente en ella, con lo que
ambos acaban en n —1 pasos. La diferencia entre los
métodos recae en la forma en la que se seleccionan las
aristas.

Meétodo de Prim

Este método se caracteriza por expandir la conexion
desde un conjunto de vértices. Partiendo, por ejemplo,
del nodo 1, buscaremos aquel vértice, de entre los no
conectados, mas proximo. Elegido de esta forma, se le
anade a los vértices conectados, y la arista que los une a
la solucién. Los pasos sucesivos eligen nuevos nodos, de
entre los no conectados ain, mds cercanos a algin nodo
de entre los ya conectados. Esta estrategia acaba en 7 — 1
pasos asegurando la obtencién de un drbol generador
que, por la forma de eleccion de las aristas, es de mini-
mo coste.

En la serie de graficos de la figura 7, mostramos la ejecu-
cion del método sobre el problema del ejemplo anterior.
Sombreamos los nodos a medida que van siendo conecta-
dos, marcamos las aristas de la solucion, y, de forma dis-
continua, las candidatas entre las que elegir. En la fila infe-
rior a las imdgenes, sumamos el peso de la solucion que
vamos construyendo.

Meétodo de Kruskal

Este método ordena las conexiones del grafo en orden no
decreciente de las magnitudes asociadas (en caso de
empate, se ordena arbitrariamente). Siguiendo este orden,
selecciona una conexion en cada etapa siempre que no
forme ciclo con las ya seleccionadas previamente. Pode-
mos ver el desarrollo grafico de este proceso sobre el pro-
blema anterior en la figura 8.

El progreso griafico de este método muestra significan-
tes diferencias con respecto al anterior. Si bien en el pri-
mer caso era un arbol el que iba expandiendo sus cone-
xiones a todos los nodos, en el caso del método de
Kruskal son varios los subdrboles que se forman, unién-
dose en uno solo tarde o temprano. Precisamente, esta
estructura ayuda a poder resolver de forma casi inme-
diata si una arista de la lista ordenada forma o no ciclo
en la solucion parcial que hemos construido. Se trata de
ver si esa arista conecta nodos de subdrboles distintos o
en el mismo subdrbol. En el primer caso la arista entra-
rd en la soluciéon mientras que en el segundo caso se
asegura el ciclo.

Para
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arboles
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de un grafo
existen
dos metodos
considerados
cldsicos:
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Comentarios respecto
a la eficiencia de los métodos

Un esquema general del método de
Prim es el siguiente:

M= {1}

Situaremos en T las aristas de la solucién
Mientras en T no haya n - 1 aristas hacer
lo siguiente

Sea e la arista de menor coste que
conecta un nodo de M con otro nodo, j,
que no estd en M

Afadir la arista ea T
Afadir el nodo ja M

Aun siendo un esquema devorador,
observamos que su eficiencia depende
mas de los nodos que ha de conectar
que del nimero de aristas que posea el
grafo original. Sin embargo, la eficiencia
del método de Kruskal, al visitar las aris-
tas en orden no creciente de sus pesos,
depende de este segundo pardmetro.
Un esquema simplificado del método de
Kruskal es el siguiente,

Situar en T las aristas de la solucién

Ordenar las aristas en orden no decrecien-
te segln su peso o coste

Mientras en T no haya n—-1 aristas hacer
lo siguiente

Sea e la arista siguiente en la lista

Si e no forma un ciclo en T afiadirea T

Por lo tanto, elegiremos el método de
Prim cuando el nimero de nodos sea
pequeno respecto al de aristas, y el
método de Kruskal en el caso contrario.

Problemas
de flujo maximo

Se formulan sobre una red dirigida en la
que circula un determinado flujo y exis-
te un punto de oferta (fuente) y un
punto de demanda (sumidero). Las
correspondientes conexiones tienen
asociadas capacidades mdximas y mini-
mas de flujo (en general estas Ultimas se
pueden considerar iguales a cero). El
problema que se plantea es el de deter-
minar el flujo mdximo que puede circu-
lar por la red entre el punto de oferta y
el punto de demanda.
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Ejemplo

Una red de distribucién de aguas conecta dos depdsitos.
Uno de los depdsitos esta situado en una cota mds alta y
de él sale el agua hacia la red. El otro depdsito esta situa-
do en una cota mis baja y a €l llega el agua a través de la
red. La red también interconecta puntos intermedios (en
los que ni se oferta ni se consume flujo) a través de cone-
xiones dirigidas (arcos) que tienen asociadas determinadas
capacidades maximas (medidas en metros cubicos por
segundo). Los datos que describen el problema aparecen
en la tabla 6 y su correspondiente grafica se muestra en la
figura 9.

2

m
(5 i i
RO O
2 \\sjw
(6—1 5
(9 N
@
5 km
(2
5
)\ %
3
5
o O
2 &
s [6—1— 7
C)
o
14 km
(2
o
)\ %
%
(5 / )
B—23 @ 5
2\ N
s [6—1— 7
(97
\/
(o
20 km

Se entiende en esta tabla que, en su
caso, el vértice de partida de los dife-
rentes arcos se identifica por filas, mien-
tras que el vértice de llegada se identifi-
ca por columnas. Cuando aparece el
signo — no existe arco entre los corres-
pondientes vértices. Cuando aparece un
nimero en una celda, éste representa la
capacidad maxima del respectivo arco.

El problema que se plantea es el de
determinar la cantidad maxima de agua
que puede circular, a través de la red,
entre los dos depdsitos.



1 2 3 4 5 6 7
1 - 10 8 12 - - -
2 -7 -9 - -
3 - - 10 8 -
4 = 8 -
5 - 11 13
o} - 20
7 _

Tabla 6

8
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/

Flgurd 9

Un método para resolver
el anterior problema

El primer método desarrollado para
resolver el problema de flujo maximo es
debido a Ford y Fulkerson (1956). Par-
tiendo de un flujo factible (flujo actual),
este método identifica, en cada etapa,
un camino que conecta el vértice fuen-
te con el vértice sumidero a través del
cual se puede incrementar el flujo que
circula actualmente entre ambos vérti-
ces. La seguridad de que no es posible
encontrar uno de estos caminos y que,
por tanto, se ha determinado el flujo
maximo viene de la comprobacién de
un resultado que relaciona los concep-
tos de flujo y de corte.

Corte

Un corte esta constituido por la parti-
cion del conjunto de vértices en dos
subconjuntos disjuntos. Nos interesa
considerar cortes tales que el vértice
fuente (s) esté en uno de los conjuntos
y el vértice sumidero (1) en el otro (s—¢
cortes). La capacidad de un corte se
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define como la suma de las capacidades de los arcos de la
red que conectan vértices que estin en el conjunto que
contiene a la fuente con vértices que estan en el conjunto
que contiene al sumidero.

Ejemplo de corte

La figura siguiente representa una red cuyo conjunto de
vértices es {1, 2, 3, 4, 5, 6} y el correspondiente conjunto
de arcos viene dado por {(1, 2), (1, 3), (3, 4), (4, 5), (4,
6), (5, 2), (5, 6)). En dicha figura se ilustra un corte con

={1,2,3} y § =14, 5, 6}. El conjunto de arcos afectados
por el corte es [S, §1=1{(3, D, (3, 5), (4, 2), (5, 2)}. Si las
capacidades de estos arcos son 4, 5, 3, 4, respectivamen-
te, la capacidad del corte viene dada por 4+ 5=9.
Notese, que en esta suma de capacidades no se tiene en
cuenta los arcos con destino o llegada en los vértices del
conjunto S.

Figura 10

Es claro que la capacidad de un corte es una cota superior
del flujo que puede circular por la red entre la fuente y el
sumidero y es muy intuitivo el resultado conocido como
Teorema de Flujo Mdximo Corte Minimo que indica que el

Slujo maximo que circula por la red es igual a la capaci-

dad del corte de capacidad minima.

Aplicacion del método al anterior ejemplo

Es claro que el vértice 1 es la fuente y el vértice 7 el
sumidero.

Etapa 1

Suponemos que el flujo que circula actualmente por cada
uno de los arcos es igual a cero. Un camino que conecte
1 con 7 y permita aumentar el flujo actual es

lae&B/E?2 aegelEsaeé%/ESaeﬁ/E7

(los arcos seleccionados son todos <hacia delante» y sobre
ellos se coloca una cantidad que es igual a la diferencia
entre su capacidad y la cantidad que circula). La mayor
cantidad de flujo que se puede enviar por ese camino es
igual a 7. Se fija esa cantidad como la que circula por cada
uno de los arcos que constituyen el camino (figura 11).



Figura 11

Se observa en la red anterior que, sobre los arcos selec-

cionados para construir el camino incremental, aparecen

dos cantidades:

i) la diferencia entre su capacidad maxima y el flujo que
circula actualmente;

ii) el flujo que circula en la actualidad (éste sobre un
arco trazado en discontinuo y con sentido contrario
del arco original).

Cuando alguna de estas cantidades es igual a cero, no apa-
rece sobre la grafica. El sentido contrario de los arcos que
tienen asignada la cantidad de flujo (mayor que cero) que
circula por su correspondiente arco original favorece,
como veremos posteriormente, la seleccion de estos ulti-
mos como arcos <hacia detras» dentro de un camino incre-
mental. Se observa, por Gltimo, que los arcos actualmente
saturados solo estan dibujados en discontinuo y en senti-
do contrario.

Etapa 2

El fluyjo que circula actualmente entre 1y 7 es igual a 7.
Procedamos a identificar un nuevo camino que incremen-
te dicho flujo.

Uno de esos caminos podria ser:

lee/E2e/ES e B/ET

(de nuevo todos los arcos son «<hacia delante» y sobre ellos
se coloca una cantidad igual a la diferencia entre su capa-
cidad maxima y la cantidad de flujo que circula actual-
mente). La mayor cantidad de flujo que puede circular por
este camino (cuello de botella) es igual a 3. Se suma esta
cantidad a todos los arcos que constituyen el camino vy,
con ello, se consigue que el flujo que circula actualmente
entre 1 y 7 sea igual a 10 (ahora los arcos (1, 2) y (2, 3)
estan saturados). Se muestra grificamente en la figura 12.

Etapa 3

Identificamos un camino que incremente el flujo de la
siguiente manera. Elegimos el arco que conecta 1 con 3 ya

Cuando

alguna

de estas
cantidades

es igual a cero
no aparece
sobre

la grdfica.

T

Figura 12

que es un arco hacia delante y el flujo
que puede circular por €l es igual a 8
(no podemos elegir el arco que conecta
1 con 2 ya que, aunque es un arco hacia
delante, esta saturado y, por tanto, el
flujo que puede circular por €l es igual
a 0). Luego (y esto es una novedad) ele-
gimos el arco que conecta 2 con 3 ya
que es un arco <hacia detrds» y la canti-
dad de flujo que circula por €l es posi-
tiva e igual a 7. Luego elegimos el arco
que conecta 2 con 5 ya que €s un arco
<hacia delante» y el flujo que puede cir-
cular por él es igual a 6. Por dltimo, ele-
gimos el arco que conecta 5 con 7 ya
que es un arco hacia delante y el flujo
que puede circular por €l es igual a 3.
De esta forma, tenemos:

BT Y EEY Y PEY Y TPy
Como la menor cantidad asociada a los
arcos seleccionados es igual a 3, el flujo
que circula entre 1y 7 se incrementa en
esa cantidad y se distribuye sumando 3
a los arcos que van hacia delante y res-
tando 3 a los arcos que van hacia detrds
en el anterior camino. Por tanto, la can-
tidad de flujo que circula actualmente
entre 1y 7 es igual a 13 (se observa que
ahora el arco (5, 7) también esta satura-
do y el arco (1, 3) deja de estarlo). Se
muestra graficamente en la figura 13.

Etapa 4

Elegimos el camino

leeR/E3eR/ES5 e dbA6rabAET

Estd formado por arcos que van hacia
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delante y el cuello de botella es igual a
3. Incrementamos esa cantidad al flujo
que circula por los correspondientes
arcos lo que hace igual a 16 el flujo que
circula entre 1y 7. Grificamente:
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Figura 14

Etapa 5
Identificamos el camino

le@/E3edAEcadrr
El cuello de botella es igual a 2.
Incrementamos esa cantidad al flujo que
circula por los correspondientes arcos y
conseguimos que sea igual a 18 el flujo
que circula entre 1y 7. Graficamente:

Figura 15

A partir
de aqui
no es posible
encontrar
un nuevo
camino
que incremente

el flujo.

Etapa 6

Elegimos el camino

led/EiadEcrdET

Todos los arcos son «<hacia delante» y el cuello de botella
es igual a 8. Por tanto, incrementando en 8 unidades el
flujo que actualmente circula por los correspondientes
arcos, tenemos que el flujo que circula entre 1y 7 es igual
a 26. Graficamente:

AT
10 3 4 ° 5/"
e Lo N
0 ) 8 7,

A partir de aqui no es posible encontrar un nuevo camino
que incremente el flujo. Se postula entonces que el flujo
maximo que circula entre 1y 7 es igual a 26 y esto queda
ratificado por la existencia de un corte de capacidad igual
a 26 (segun se ilustra en la figura 17, el formado por {1, 4}
y {2, 3,5, 0, 7D.

Figura 17

Las operaciones realizadas en las etapas anteriores se
podrian resumir en el siguiente esquema algoritmico:



Inicialmente, los flujos que circulan sobre los arcos seran iguales

a0 (x,=0)

Mientras exista un camino P de s a f que incremente el flujo,
Sea d la minima cantidad de flujo que se puede enviar a tra-
vés de P

Para todo arco (i, j) hacia delante en P hacer x; + d; para todo
arco (i, j) hacia detrés en P hacer X = d.

Comentarios sobre la eficiencia
del método

El método anterior, a pesar de su sencillez, puede resultar
no demasiado eficiente desde el punto de vista computa-
cional si dicha eficiencia fuese establecida desde el andli-
sis del caso peor, es decir contando las operaciones ele-
mentales (sumas, restas, comparaciones...) que pueden ser
necesarias para resolver el problema particular mas com-
plicado.

El método de Ford y Fulkerson identifica en cada itera-
cion un camino en la red y envia flujo por el mismo. Por
lo tanto, el esfuerzo computacional en cada etapa coin-
cide con el nimero de operaciones realizadas para iden-
tificar dicho camino. Desde la perspectiva del andlisis
del caso peor, puede ser necesario recorrer todos los
arcos de la red. Denotando por m al ndmero de arcos de
la red, el nimero mdximo de operaciones en una etapa
es m. Ahora bien, tenemos que acotar el nimero de ite-
raciones que realiza el método. Para ello debemos aco-
tar la cantidad de flujo que se puede enviar desde la
fuente al sumidero. Recordemos, que cualquier s —¢
corte nos da una cota superior de esa cantidad de flujo.
Asi, si consideramos el corte formado por el nodo fuen-
te en un conjunto y el resto de los nodos en el otro, la
capacidad del corte serd la suma de los arcos que salen
del nodo fuente. Supongamos que todas las capacidades
de los arcos son menores o iguales que U, y que el
nimero de nodos en la red es n. Entonces la suma de
las capacidades de los arcos que salen del nodo fuente
es menor o igual que nU. Como en cada iteracion del
método se envia al menos una unidad de flujo, el nime-
ro de etapas es, a lo sumo, nU. Por lo tanto, el mayor
nimero de operaciones que puede realizar el método es
el producto de m y nU, lo que se denota por O(nmU).
Esta cantidad, dependiendo de U, clasifica el procedi-
miento anterior como pseudo-polinomial y puede que
haga no demasiado eficiente su aplicacion a distintos
casos particulares. Sin embargo, es muy relevante su
condicién de primer método disenado para la resolucion
del problema de flujo maximo y su manifiesta sencillez
de aplicacion. Hay que resaltar, por dltimo, que las ideas
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basicas del anterior procedimiento,
conjugadas con otras nuevas, han sus-
tentado la apariciéon posterior de un
nimero importante de métodos enca-
minados a mejorar el esfuerzo compu-
tacional.

Conclusiones

En este trabajo se estudian modelos
matemdticos combinatorios muy faci-
les de formalizar a partir de distintas
situaciones reales de interés econdomi-
co y/o social. Presentamos métodos de
resolucién de los problemas de opti-
mizacion combinatoria que aparecen
en los modelos estudiados e ilustramos
la aplicacién de los mismos sobre dis-
tintos ejemplos. La premisa fundamen-
tal del trabajo es la de defender la
introduccion del estudio de los casos
desarrollados en los ultimos cursos de
Matemadticas en la ensenanza secunda-
ria. Esta defensa se fundamenta, entre
otros factores, en la conexién que
mantienen estos modelos con la reali-
dad (por tanto, enfatizan la motiva-
cion, la utilidad y la comprension de
conceptos matematicos), en la impor-
tancia del manejo de ciertas estructuras
de cardcter combinatorio y en la dis-
posicion de algoritmos de resolucion
sencillos y eficaces que, aunque basa-
dos en cilculos matematicos poco
complejos, sugieren la necesidad de
uso de la herramienta de calcular
imprescindible en el mundo del siglo
xx1: el computador electrénico.
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