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ARTICULOS

Los espacios vectoriales,
el amarillo, el rojo y el azul

Miguel Angel Moreno Redondo

El objetivo de este articulo
serd el de facilitar a los
alumnos la comprensién y
memorizacién del tema de
los espacios vectoriales
mediante una bella analogia
existente a nuestro alrededor.
Para tal fin haremos uso de
los colores y de la mezcla de
sus pigmentos.
Aclararemos conceptos como
el de combinacién lineal de
vectores (mezcla de colores),
el de dependencia e
independencia lineal, el de
sistema generador (conjunto
de colores con los que se
puede pintar un cuadro), el
de base (en el cuadro
Guernica de Picasso, la base
estaria formado por el blanco
y el negro) y el de dimension
(la dimensién del Guernica
seria 2, la de Las meninas de
Veldzquez seria 3)

S JUSTO RECONOCER que el desencanto y la desespera-
cién se apoderaron de nosotros cuando en época estu-
diantil, hicimos por primera vez una aproximacion al tema
de los espacios vectoriales, a sus definiciones con aparente
significado estéril y a teoremas cuyas demostraciones exi-
gen una técnica y un rigor matematico que en ese momen-
to no teniamos asentado. Transcurridos unos anos, nos
convertimos en profesores y ayudados por la seguridad que
proporciona el haber resuelto gran cantidad de problemas
que tratan esta estructura algebraica, disfrutamos sin lugar
a dudas de la elegante formalidad matemdtica con la que
impartimos este tema. Hoy por hoy, haciendo uso del lugar
privilegiado en el que nos encontramos (pues fuimos coci-
neros antes que frailes), no nos equivocaremos si decimos
que el tema que nos ocupa exige enriquecer el proceso de
ensenanza de los alumnos, y nuestra labor como docente
no puede ser otra que la de intentar dar respuesta a las pre-
guntas que formulamos a continuacion:

JComo ayudar al alumno a comprender y a memorizar
tanta cantidad de informacion? j;Hay alguna manera de

Sfacilitar esta tarea? ;Qué posibles analogias con los espa-

cios vectoriales existen a nuestro alrededor?

El objetivo del presente articulo serd el de facilitar a los
alumnos la comprension y la memorizacion de conceptos y
resultados de los espacios vectoriales mediante una analo-
gia existente a nuestro alrededor. Para obtener tal fin hare-
mos uso de los colores y de la mezcla de sus pigmentos.

Definiciones y teoremas

Antes de desarrollar con mayor profundidad este articulo
convendria enunciar las definiciones y resultados sobre
espacios vectoriales que trataremos posteriormente, sobre



todo, los referentes a combinacion lineal, a sistemas
linealmente dependientes, sistema generador, base, etc.

Por otra parte, no serd necesario seguir leyendo el conte-
nido de este apartado (pudiendo pasar directamente al
epigrafe Planteamiento), si se encuentra en alguna de
estas dos situaciones:

i. Los conceptos y resultados indicados anteriormente
son de dominio del lector.

ii. Los conceptos y resultados son totalmente nuevos
para el lector (mds tarde, al finalizar de leer el articu-
lo, podrd entenderlos con mayor facilidad).

Combinacién lineal

Se dice que un vector v es combinacion lineal de los vec-
tores e, e,, ..., e, siexisten A, A,, ..., A del cuerpo K, tales
que v="Ae +Ae, + .. +Le.

Linealmente independientes

Se dice que los vectores e, e,, ..., e, son linealmente inde-
pendientes o bien que el sistema de vectores S ={e, e,, ...,
e } es libre si la igualdad 0 =Ae, + Ae, + ... + A e sélo se

A, = 0.

[

satisface cuando A, = A, = ...

Linealmente dependientes

Se dice que los vectores e, e e, son linealmente
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dependientes si no son linealmente independientes.

Generador

Decimos que un sistema de vectores S = {el, e, .., enl es
un sistema generador del espacio vectorial E si todo vec-
tor v de E se puede escribir como combinacién lineal de

los vectores de .

Base

Decimos que un sistema de vectores S = {el, €, - e"} es
una base del espacio vectorial E si los vectores de S son

linealmente independientes y generadores de E.

Dimensién
Decimos que un espacio vectorial tiene dimension 7 si 7
es el nimero de vectores de una cualquiera de sus bases.

Teorema

Sea S un sistema de vectores. Los vectores de S son lineal-
mente dependientes si, y solo si, existe un vector de S que
es combinacion lineal de los demads.

Utilizaremos
el conjunto
de los colores,
para facilitar
a los alumnos
el aprendizaje
de conceptos como
combinacion
lineal,
sistemas
linealmente
dependiente
e independiente,
sistema generador,
base
y dimension
de un espacio
vectorial.
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Planteamiento

Como sabemos, el amplio espectro de
colores que nuestra retina puede llegar
a recibir, varia desde el amarillo, el azul,
el rosa, el violeta y decenas de colores
y tonalidades distintas, que por raro que
parezca, se pueden obtener a partir de
los pigmentos de los tres colores prima-
rios: amarillo, azul y rojo. A titulo de
ejemplo sirva que el color verde se
obtiene mezclando el amarillo y el azul,
el naranja mezclando el rojo y el amari-
llo, etc. Por otra parte, si s6lo utilizamos
los colores blanco y negro, podremos
obtener todas las tonalidades posibles
de grises, ademds de las dos siguientes
obviedades: el blanco lo podemos obte-
ner a partir del blanco, y el negro a par-
tir del negro.

Entendido el parrafo anterior no resulta
dificil comprender, que al genial pintor
sevillano Veldzquez le habrian bastado
los tres colores primarios para obtener
todos los colores del cuadro Las meni-
nasy que sin uno solo de ellos le habria
sido totalmente imposible. Por otra
parte, y como un ejercicio propuesto a la
intuicién, plantearemos la siguiente pre-
gunta: ;,qué dos colores le habrian basta-
do a Picasso para pintar el Guernica?
Utilizaremos el conjunto de los colo-
res, para facilitar a los alumnos el
aprendizaje de conceptos como com-
binacion lineal, sistemas linealmente
dependiente e independiente, sistema
generador, base y dimension de un
espacio vectorial.
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Figura 1. Los colores primarios amarillo, azul y rojo,
nos proporcionan entre otros el verde y el violeta,
tras la mezcla de sus pigmentos



Figura 2. Los colores blanco y negro nos
proporcionan una amplia gama
de grises, entre ellos el gris claro
(calificativo que alcanza al mezclarse
en mayor proporcién el blanco
respecto al negro)

La interpretacion que haremos sera la
de establecer una relaciéon biunivoca
entre los elementos vector y color, y la
que resulta ain mas interesante: la exis-
tente entre combinacion lineal y mezcla
de colores. Una vez establecidas estas
identificaciones, volveremos a escribir
en términos de colores los distintos
enunciados que acostumbramos a utili-
zar. Por ultimo, y sin lugar a dudas,
principal atraccion del articulo, veremos
una lista de trece ejemplos que plasman
la utilidad de este nuevo enfoque.

Andalogias

A continuaciéon presentamos el siguien-
te cuadro de equivalencias:

Terminologia formal ~ Terminologia informal
Espacio vectorial Cuadro
E Las meninas
\Y% El Guernica
Vector Color
Vectores Colores
Combinacién lineal Mezcla

Como podemos observar todo término
de la columna de la izquierda tiene su
respectivo término en la columna de la
derecha, al que podrfamos llamar ade-
mas de término informal, término dual.
Cada término dual gozard de total signi-
ficado en la construccion de los enuncia-
dos que mas tarde veremos. Sirvan como
aperitivo las siguientes observaciones:

La interpretacion
que haremos
serd
la de establecer
una relacion
biunivoca
entre
los elementos
vector y color,
Y la que resulta
aun
mas interesante:
la existente
entre
combinacion
lineal
y mezcla
de colores.

e Al igual que un vector forma parte de la estructura de
espacio vectorial, un color formara parte del espectro
de colores que bana cuanto nos rodea.

e No hay que sorprenderse tampoco de la analogia
entre E'y el cuadro de Veldzquez Las meninas o entre
V'y el Guernica, pues al igual que la combinacién
lineal de las sucesivas potencias de x nos proporcio-
na el conocido espacio vectorial de los polinomios, la
mezcla de colores nos ofrece la maravillosa posibili-
dad de pintar Las meninas.

e Por ultimo, serfa conveniente recordar que mientras
Las meninas fue pintado con una amplia gama de
colores, Picasso utilizd en el Guernica el blanco, el
negro y distintas tonalidades de grises.

Figura 3. Las meninas, cuadro pintado por D. Veldzquez
en 1656. Los colores que lo componen son el amarillo,
el azul y el rojo, ademas de una amplia gama de colores

Dualidades

Cada enunciado de los que a continuacion se presentan
expresados de una manera formal en términos de espacios
vectoriales, aparece con su respectivo enunciado expresa-
do en términos de colores. Si bien el primero, a cualquier
iniciado en el tema le resultard algo confuso, el segundo
lo percibird de una forma nitida y clara.

Teorema 1. Sistema linealmente dependiente

e Dado un sistema de vectores S, decimos que los vec-
tores de S son linealmente dependientes si, y solo si,
existe un vector de S, que es combinacion lineal de
los demds.



e Dado un sistema de colores S, decimos que los colo-
res de S son linealmente dependientes si, y solo si,
existe un color de S que es mezcla de los demas.

Teorema 2. Sistema linealmente independiente

e Sea S un sistema de vectores. Los vectores de S son
linealmente independientes si, y s6lo si, ningin vector
de S es combinacion lineal de los demas.

e Sea S un sistema de colores. Los colores de S son
linealmente independientes si, y solo si, ningin color
de S es mezcla de los demas.

Definicién. Sistema generador

e Decimos que S es un sistema de vectores generador
del espacio vectorial E si todo vector de E es combi-
nacion lineal de los vectores de S.

e Decimos que S es un sistema de colores generador del
cuadro Las meninas si todo color de Las meninas es
mezcla de los colores de S.

Definicion. Base

e Decimos que S es una base de vectores del espacio
vectorial E si los vectores de S son linealmente inde-
pendientes y generadores del espacio vectorial E.

e Decimos que S es una base de colores del cuadro Las
meninas si los colores de S son linealmente indepen-
dientes y generadores del cuadro Las meninas.

Definicién. Dimensién

e Decimos que un espacio vectorial tiene dimension n
si n es el nimero de vectores de una cualquiera de
sus bases.

e Decimos que un cuadro tiene dimension n si n es el
nimero de colores de una cualquiera de sus bases

No nos costaria imaginar, lo que podria llegar a ser la
interpretacion de combinacién lineal. La expresion
v=>re +Le, + ..
los colores e, e,, ..., e, deben mezclarse en cantidades A,
7\'2

ticular, veamos cémo podemos obtener algunos colores:

+Ae, con A, 20 puede significar que

, .., A, respectivamente para obtener el color ¢. En par-

e El verde se podria obtener mezclando 1 parte de ama-
rillo y 1 parte de azul.

e El verde muy oscuro se podria obtener mezclando 1
parte de amarillo y 3 partes de azul.

e  Fl gris claro se podria obtener mezclando 3 partes de
blanco y 1 parte de negro.

Los colores
blanco y negro
son un sistema

generador

del cuadro

Guernica,

ya que con
esos dos colores

se pueden
obtener todas
las tonalidades
posibles
de grises,
blanco y negro
para poder
pintarlo.

Ejemplos

A continuacion senalaremos una serie
de ejemplos que por una parte, gozaran
de significado gramatical propio, y que
por otra, sumergidos en el contexto de
los espacios vectoriales, aclarard a los
alumnos los conceptos matematicos del
apartado anterior.

Ejemplo 1

Los colores blanco y negro son un siste-
ma generador del cuadro Guernica, ya
que con esos dos colores se pueden obte-
ner todas las tonalidades posibles de gri-
ses, blanco y negro para poder pintarlo.

Ejemplo 2

Los colores blanco y negro son inde-
pendientes, ya que el blanco no se
puede obtener a partir del negro y vice-
versa (teorema 2).

Ejemplo 3

Los colores blanco y negro son base de
los colores que se utilizan para pintar el
Guernica, pues cualquier color del cua-
dro se puede obtener como mezcla del
blanco y el negro (colores generadores) y
ademads, ninguno de ellos dos se puede
obtener a partir del otro (teorema 2, inde-
pendencia). Por tanto: ni faltan, ni sobran.

Ejemplo 4

El amarillo y el azul son colores lineal-
mente independientes, pues ni el amari-
llo se puede obtener a partir del azul, ni
el azul a partir del amarillo.

Ejemplo 5

El amarillo, el azul y el verde no son
colores linealmente independientes,
pues el verde se obtiene mezclando el
amarillo y el azul (el verde es combina-
cion lineal del amarillo y el azuD).

Ejemplo 6

El amarillo, el azul y el rojo son lineal-
mente independientes pues ninguno
de ellos se puede obtener a partir de
los demas.



Figura 4. Guernica, cuadro pintado por P. Picasso en 1937. Los colores
que lo componen son el blanco, el negro y distintas tonalidades de grises

Ejemplo 7

El amarillo, el azul, el rojo y el verde es
un sistema linealmente dependiente
pues, en particular, el verde se puede
obtener a partir del verde o bien del
amarillo y el azul (como vemos, no hay
unicidad de coordenadas).

Ejemplo 8

El amarillo, el azul y el rojo (colores pri-
marios), forman un sistema generador
de los colores del cuadro Las meninas,
pues cualquier color se puede obtener
mezclando debidamente estos tres
(combinacion lineal).

Ejemplo 9

El amarillo y el azul no forman un sistema
generador de los colores del cuadro Las
meninas, pues en particular el rojo, no se
puede obtener mezclando estos dos.

Ejemplo 10

El amarillo, el azul, el rojo y el verde
forman un sistema generador de los
colores del cuadro Las meninas, pues
cualquier color se puede obtener mez-
clando debidamente estos cuatro y en
particular los tres primeros (combina-
cion lineal).

Ejemplo 11

El amarillo, el azul y el rojo forman una
base de los colores del cuadro Las

El cuadro
Las meninas
tiene dimension 3,
ya que 3
es el numero
de colores
de la base
Jformada
por los colores
amarillo,
azul y rojo

El cuadro
Guernica
tiene dimension 2,
ya que 2
son los colores
de la base
formada
por los colores
blanco y negro

meninas, ya que son linealmente independientes y ade-
mads generadores (ejemplos 6y 8).

Ejemplo 12

El cuadro Las meninas tiene dimension 3, ya que 3 es el
nimero de colores de la base formada por los colores
amarillo, azul y rojo (ejemplo 11).

Ejemplo 13

El cuadro Guernica tiene dimension 2, ya que 2 son los
colores de la base formada por los colores blanco y negro
(ejemplo 3).

Justificaciones epistemolégicas

Entre las dificultades epistemoldgicas que los alumnos
encuentran a la hora de enfrentarse al aprendizaje de los
espacios vectoriales, podriamos destacar las siguientes:

i.  En primer lugar el alumno ha de ser receptor de un
mar de nuevas definiciones sin aparente significado,
de proposiciones o teoremas incomprensibles, y de
conjuntos que en su vida ha oido nombrar.

ii. En segundo lugar, sabemos que hasta este preciso
momento, todo lo ensenado tiene en mayor o menor
medida, un nexo con la vida cotidiana, un ejemplito que
por pequefo que parezca, deja en evidencia la utilidad
de ese tema matemadtico impartido. Por desgracia, los
ejemplos ttiles sobre espacios vectoriales como sistemas
de ecuaciones, aplicaciones al espacio afin y euclideo,
etc., no aparecen hasta haber avanzado considerable-
mente en la asignatura, sufriendo el riesgo de perder
totalmente el interés y la dedicacion del alumnado.

iii. En tercero y ultimo, cabe citar el cardcter formal y
deductivo, que forzosamente se hace necesario si



queremos estudiar los espacios vectoriales a fondo y
no simplemente sus dtiles propiedades. Pero, ;signi-
fica esto que es necesario renunciar a la cita tomada
de Kant que promulga que todo conocimiento huma-
no comienza por intuiciones, pasa por los conceptos
y termina en las ideas? (Boyer, 19806).

Estas, y otras que probablemente bailarin en nuestro sub-
consciente, se erigen como motivos suficientes para adop-
tar o al menos tener en cuenta la presente propuesta meto-
dolégica en la articulacion del proceso de ensenanza.

Por otra parte, no se pretende que esta forma de interpre-
tar los espacios vectoriales se haga al pie de la letra: jamas
podriamos establecer una dualidad valida entre éstos y los
colores de una forma totalmente matemdtica. El articulo
solo busca atravesar el primer umbral didacticamente
hablando, es decir, facilitar la comprensiéon y memoriza-
cion de los conceptos matematicos relativos al tema.

Justificacion curricular

En nuestro actual sistema educativo, la explicacion con
profundidad de los espacios vectoriales, solo tiene cabida
en las licenciaturas de ciencias y en los primeros cursos de
las carreras técnicas, siendo excluida de la asignatura de
Matematicas en las modalidades de Bachillerato de
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y de Tecnologia,
desapareciendo por tanto todo planteamiento formal en
beneficio de su instrumentalidad y aplicabilidad. Pero
segin Brihuega (1997) da adquisiciéon de los conocimien-
tos matematicos en esta etapa no puede reducirse a la
posesion de sus resultados finales, también debe estar
siempre presente el saber hacer matematicas que va a per-
mitir su aplicabilidad en las distintas situaciones a las que
los estudiantes de Bachillerato se tendran que enfrentar en
su futuro profesional. Si estamos de acuerdo con este
autor no podemos quedarnos impasibles, en caso de que
la desaparicion del curriculo de esta formalidad matemati-
ca haya sido debida a una incorrecta o incompleta practi-
ca pedagodgica, buscando incansablemente nuevas lineas
metodoldgicas que enriquezcan el proceso de ensenanza.

En definitiva, este articulo persigue facilitar el proceso de
ensenanza-aprendizaje bien sea en el ambito universitario
como en un hipotético resurgimiento en la educacion
secundaria de los espacios vectoriales.

Justificacion metodolégica

En el preciso instante en el que ensenamos a los alumnos
el tema de los espacios vectoriales, éstos han alcanzado
segin Inhelder y Piaget (1955), la madurez en el estadio

...al alumno
se le hace
sumamente
dificil incorporar
a su esquema
mental
los conceptos
y resultados
de este tema,
exigiendo
por tanto
de los docentes
una solucion
a este problema.

de las operaciones formales. Pero al
alumno, a pesar de ser dueno de las
enormes posibilidades que ofrece este
nivel cognitivo, se le hace sumamente
dificil incorporar a su esquema mental
los conceptos y resultados de este tema,
exigiendo por tanto de los docentes una
solucién a este problema.

La analogia que establecemos en este
articulo, servird de puente para facilitar a
los alumnos el estudio de este tema. Esta
debera apoyarse necesariamente en una
serie de conocimientos previos como son
los colores y la mezcla de sus pigmentos,
y de esta forma, la ensenanza de los
espacios vectoriales deja de ser un salto
al vacio, para convertirse en un aprendi-
zaje significativo. El camino que se pro-
pone seguir podria ser el siguiente:

i.  Ensenar definiciones y resultados ele-
mentales sobre espacios vectoriales.

ii. Si la ensenanza ha derivado en
aprendizaje (mi experiencia me
inclina a pensar que nunca ocurre
en una primera instancia), hemos
concluido con éxito.

iii. Evaluar los conocimientos previos
que el alumno posee en cuanto a
colores, mezcla de sus pigmentos,
etc. Si la evaluacién es negativa,
recorddrselos en breves minutos.

iv. Explicar la analogia (5 minutos).

v. Hacer uso de los ejemplos (10
minutos).

El tiempo que se invierte en desarrollar
los puntos iii, iv y v con los alumnos,
tiene sobrada justificacion si se tiene en
cuenta que no mds de quince minutos
bastan para fijar los pilares de este tema.

Observaciones pedagégicas

La experiencia en clase y unas encues-
tas evaluadoras de este proceso de
ensenanza-aprendizaje efectuadas a
alumnos de COU vy de la carrera de
Ingenieria Industrial, permitieron llegar
a las siguientes conclusiones:

e Ayudados por una parte de la enor-
me intuicion que poseen los alum-



nos, y por otra, de la enorme curio-
sidad que despiertan temas tan dis-
pares entre si como los espacios vec-
toriales y los colores, resulta gratifi-
cante ver como en segundos estable-
cen el paralelismo entre ambas ideas.
Sobre todo,
nuevo escrito en términos matemati-

cuando un mundo

cos, cambia su fisonomia, se viste de
color y algo tan abstracto como la
definicion de base de un espacio
vectorial, se reduce simplemente a
responder a la pregunta: ;Cudntos
colores necesitamos, sin que sobre
alguno, para pintar un cuadro?

Resulta innecesario, aunque si con-
veniente, explicar a los alumnos el
conjunto de dualidades del epigrafe
Dualidades, para llegar a compren-
der los ejemplos.

La motivacion vuelve a aflorar en el
alumnado cuando logran superar
los momentos de incertidumbre o
confusion, usando esta forma de
enfocar los espacios vectoriales.

Los alumnos utilizan los ejemplos
como un apoyo para el entendi-
miento de los distintos conceptos

matematicos, y en ningln caso esta
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técnica les aleja de la rigurosidad matematica que el
tema exige.

e Parece pertinente que este enfoque se transmita una
vez explicadas todas las definiciones y teoremas en
términos matematicos, pues en caso contrario y solo a
corto plazo, corremos el riesgo de que los alumnos
reduzcan el conjunto de los distintos espacios vecto-
riales, reduciéndolos a conjuntos visibles o tangibles
(curioso ¢verdad?: lo visible o tangible es irreal, y lo
invisible o intangible real).

e La utilizacion de esta linea metodoldgica, resulta acon-
sejable sobre todo en aquellos alumnos con dificultades
para la abstraccion y la memorizacion de conceptos.
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