La paradoja de San Petersburgo:
una reivindicacion didactica

Gabriel Ruiz Garzén

Este trabajo trata de
reivindicar la Paradoja de
San Petersburgo como una
mejor arma didéactica para

introducir, a través de la

equidad en un juego, el

concepto de esperanza
matematica.

OS QUE ENSENAMOS Matemdticas sabemos que muchos
conceptos matematicos se nos presentan en los libros de
texto, y por tanto los ensefiamos a nuestros alumnos, total-
mente descontextualizados, fuera de su génesis histérica.
No siempre esa descontextualizacion va en beneficio de la
claridad y de la compresion del concepto. La asepsia de
muchos libros de texto, que despoja a los conceptos de su
origen histérico, no siempre es beneficiosa.

El término paradoja viene del griego paray doxosy signi-
fica «mds alld de lo creible». Hoy su significado viene a ser
«wna creencia o afirmacién contraria a las expectativas u
opiniones aceptadas».

La utilizacién de paradojas en nuestras explicaciones, al
igual que la resolucién de problemas, es conveniente para
que el alumno llegue a comprender determinados con-
ceptos en toda su extension. Son famosas, por ejemplo, las
paradojas ligadas al continuo espacio tiempo, como las de
Zeno6n de Elea (siglo v a.C), siendo la de Aquiles y la tor-
tuga la més conocida. O la paradoja de Galileo que enun-
cia que hay tantos nimeros que sean cuadrados perfectos
como numeros enteros. O las formuladas por David
Hilbert en 1920, como la del hotel infinito, relacionadas
con propiedades de los conjuntos infinitos. También son
conocidas las paradojas de reordenacién de los términos
de una serie que afirman que la suma de una serie puede
cambiar al redisponer sus términos.

Por ejemplo,
0=(1-D+1-D+A-D+...=1+C-1+D+1+D+. . =1+0+0+.. =1

La paradoja de San Petersburgo estd ligada al concepto de
esperanza matematica. Concretamente, presenta una varia-
ble con esperanza infinita.

En los libros de probabilidad de comienzos de siglo, esta
paradoja ocupaba un lugar preponderante. Con el paso de



los afios ha casi desaparecido de los manuales de texto,
quedando si acaso, como un mero ejercicio rutinario de
problemas, todo ello en aras del formalismo. Como pre-
tendo demostrar en este trabajo, su utilizacion es altamen-
te conveniente desde un punto de vista metodoldgico para
la introduccion del concepto de esperanza.

El juego

Imaginese que le ofrezco poder participar en el siguiente
juego. (Lo harfa?:

Se trata de lanzar al aire continuamente una moneda
hasta que salga cara por primera vez. Si esto no ocu-
rre hasta que salga el vigésimo lanzamiento o des-
pués), usted gana mil millones de pesefas. Si la prime-
ra cara sale antes, paga 100 pesetas.

El juego que le planteo es una variante de la paradoja de
San Petersburgo. ¢Quizds piense que es una manera facil
de ganar veinte duros? Mientras lo decide, veamos algo
de Historia,

El término de esperanza matemdtica se debe al matemati-
co holandés Christian Huygens (1629-1695). En 1657 escri-
bi6 una monografia en latin titulada De ratiociniis in alae
fudo definiendo el concepto de expectatio y que después
se tradujo por la palabra esperanza.

Christian Huygens {1629-1695)

Hay dos maneras
de que un juego
o loteria
no sea Jjusto.
Bien porque
los premios
no sean iguales
o bien porque
los billetes
no puedan
ser extraidos
con la misma
Jacilidad.

Huygens necesitaba saber la expectatio,
o sea, el valor de cualquier juego en
particular. Huygens pensaba que en una
loterfa justa estd claro que cada aposta-
dor paga el mismo precio por cualquier
billete. Mas atn, si el premio es z
entonces cada uno de los n billetes
deberfa costar z/7. Si los billetes cuestan
mis, el duefio de la loteria obtendria
ganancias sin riesgo. Si los billetes cues-
tan menos, los apostadores podrian for-
mar una asociaciébn que obtendria
ganancias sin riesgo.

Hay dos maneras de que un juego o
loteria no sea justo. Bien porque los
premios no sean iguales o bien porque
los billetes no puedan ser extraidos con
la misma «facilidad-.

En el primer caso supdngase un juego
con dos personas y quien gane puede
conseguir un premio 20 bcon la misma
facilidad. El precio por participar en el
juego supongamos que es zy lo vamos
a determinar en funcién de ay b. Luego
cada jugador ha puesto una cantidad =
y llegan al acuerdo de que el ganador
debe pagar al perdedor la cantidad b,
Esto significa que el ganador alcanzaria
la cantidad 22-b y el perdedor b. Para
que el ganador consiga su premio a
entonces la apuesta por participar en el
juego debe valer

E(X) = 2= a+b

luego el precio justo de la apuesta o la
esperanza de cada jugador debe ser ésa.

En el segundo caso, supongamos que
los billetes tienen distinta posibilidad de
ser extraidos o lo que es lo mismo
supongamos que compramos mis de un
billete en una loteria justa. Entonces,
supongamos que hay p posibilidades de
ganar ay g de ganar b. Mediante un
razonamiento similar al primero llega a
que el valor de esa jugada es

E(X)=z= M
b+q

Luego en ambos casos, tanto si el juego
es justo o no, si se nos invita a jugar
con un esquema dado de premios que
dependen de los diversos resultados,
exigimos un precio justo para aceptar
la apuesta. La esperanza matemdtica de




esa apuesta es lo que vale la apuesta.
Si se paga mis de la esperanza se ten-
derd a perder y si se paga menos se
tenderd a ganar. Un juego o experi-
mento aleatorio se dice justo o equili-
brado si su esperanza global es cero, si
un juego no es equilibrado se dice que
es un juego con ventajas.

La paradoja o problema de San Peters-
burgo fue el problema quinto, propues-
to por Nicolds Bernoulli (1687-1759) a
Pierre Remond de Montmort en una
carta con fecha 9 de septiembre de 1713
y que se reproduce en la figura 1.

El primo de Nicolds, Daniel Bernoulli
(1700-1782) lo estudié en la Memoria
de la Academia de Ciencias de San Pe-
tersburgo, por cuyo motivo se conoce
el problema con el nombre de esa ciu-
dad rusa. Daniel permanecié en San
Petersburgo durante un periodo de 8
afios donde escribié diversos tratados
dedicados a desarrollar la teorfa proba-
bilistica de los errores. En uno de ellos,
visto retrospectivamente, utilizé lo que

D. Bernouilli

le gustaba contar la siguiente anécdota que un dia le
sucedi6. En cierto viaje entablé conversacién con un per-
sonaje ilustrado y versado en las Ciencias. Conforme la
conversacion se fue sucediendo, a este personaje le entra-
ron ganas de saber quién era su joven acompafante. Yo
soy Daniel Bernoullib, respondi6 él. Y yo, Isaac New-
tonh, replicé el desconocido, convencido de que le esta-
ba engafiando.

En palabras de Daniel, la Paradoja de San Petersburgo
queda como sigue:

Pedro tira una moneda al aire tantas veces como sea
necesario para sacar cara. Si esto ocurre en la prime-
ra tirada, tiene que dar a Pablo un ducado; si en la
segunda 2; si en la tercera, 4; si en la cuarta, 8, y asi
sucesivamente, duplicando el nimero de ducados a
cada jugada: que es necesario efectuar. 3Cuél es. la
esperanza de ganar correspondiente a Pablo? En otras
palabras, zcuél es el precio justo que Pablo debe
pagar por este juego?

Pedro paga a Pablo 27! ducados si la moneda sale cara
por primera vez en el n-ésimo lanzamiento, con probabi-
lidad (1/2)", luego la esperanza de Pablo es:

o

. n
E(X)=EZ”“1(~;-) - ; .

n=1 n=1

POIDtS

. Ruatriéme Probléme. A promet de donner un éeua
%3, fiavecundé ordinaire il amene au premier coup fix
deux €cus s’il amene l€ fix aufecond, trois ccus
s'il amene ce point au troifiéme’ coup), quatre deus ') la |
mene au quatrieme , &ainfi de fuite ; on demande quelle -
cflt 'efperance de B. Cinguicme Problime. On demande
la méme chofe fi  promet a B de lui donnerdes éeusen
cette progreflion 1, 2,4, 8, 16, &c, ou1,3, 9,27, &c.
ouI,4,9,16,25, 8. ou 1, 8 1275 64., &c. i lie de
1,2,3,4, 95, &c conime auparavant

Es decir, Pablo
deberia pagar un
precio infinito por
participar en el
juego y a cambio
sélo recibirfa un
pago finito en cada
lanzamiento. Es
maés, recibirfa como
mucho 4 ducados
con probabilidad
7/8. Seguramente,
nadie en el puesto
de Pablo querria
poner
considerable

una Ssuma
con

vistas a la ganancia

hoy denominamos el método de maxi-
ma verosimilitud, en otro, incluyd un
contraste de aleatoriedad sobre las 6rbi-
tas de los planetas. Otros escritos tratan
de hidrodindmica, mecdnica y otros
razonaban estadisticamente las ventajas
de la vacunacién contra la viruela, etc.
Daniel llegd a ser muy conocido en
vida. Para aseverar este hecho, a Daniel

Figura 1

anhelada, se consi-

derarfa mds justo
aportar una suma relativamente menor. El resultado pare-
ce estar en contradiccién con el sentido comtn, y sin
embargo es cierto, de ahi la paradoja.

Histéricamente hubo matematicos que intentaron resolver la
paradoja. Gabriel Cramer en 1728 propuso a Nicolds Bernoulli
las siguientes suposiciones para resolver la paradoja:

1. Suponer que el dinero debia valer en proporcién, no
a su valor intrinseco, sino al uso que se puede hacer



de €l o a la satisfaccion que da, lo que después se
llamé wtilidad. Establecié un umbral, a partir del cual,
la adiciéon de una cantidad mis de dinero no propor-
ciona ya ningtn placer a las personas, fijindolo en 2%
ducados. Segln esa suposicion el dinero que deberia
pagar Pablo por jugar era de 13 ducados, ya que
2 1 n oo 1 n
E(X)= 2”‘1[—) + 224(—] =13
0 Zl 2 17:22’5 2
2. O bien suponer que el placer ofrecido por una can-
tidad grande de dinero puede crecer indefinidamen-
te pero es proporcional a la raiz cuadrada del impor-
te, entonces

w3 5[5 e

n=1

luego Pablo deberfa pagar 2,9 ducados.

Daniel Bernoulli propone en 1731 en De Mensura Sortis,
que la utilidad o el valor que para una persona represen-
ta un aumento de bienes es inversamente proporcional al
capital primitivo. Esto significa que un pequefio creci-
miento dx en la fortuna de una persona causard un incre-
mento en su utilidad de

du = k{l]dx
X

u=klogx+c

integrando da

esto es, la utilidad de una fortuna x es proporcional a
log x. Daniel llamé a la utilidad emolumentum, y Laplace,
valor moral del crecimiento de bienes. Los economistas y
matemdticos Carl Menger (1840-1921), William Stanley
Jevons (1835-1882), precursor de la media geométrica
como medida de la variacién de los precios y Léon Walras
(1834-1910), famoso por promover un modelo para calcu-
lar el equilibrio de actividades y precios en una economia
cerrada, volvieron a recoger la idea de utilidad de Daniel
Bernoulli y lo aplicaron al ambito econémico.

Daniel razona que el pago de Pablo depende de su capi-
tal inicial. Si Pablo comienza con una fortuna ay paga z
por el juego, tendra al acabar la cantidad de a — z + 2™,
Asi pues, la utilidad final esperada serd igual a la utilidad
inicial si z satisface

oo n
Z[Ielog(a— z+2" 4 c](%) = kloga+c
n=1

O sea,

had n

2 [log(a —-z+ 2”‘5][%) =loga

n=1

En particular, si el capital incial de Pablo es @ = 10 duca-
dos entonces lo que debe pagar es de z = 3 ducados.
Obviamente z crece si lo hace a.

Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon (1701-1788), en
su Essai d’Arithmétique Morale, amén de exponer el

Daniel Bernoulli
propone en 1731
en De Mensura
Sortis,
que la utilidad
o el valor que
para una persona
representa
un aumento
de bienes
es inversamernte
proporcional
al capital

primitivo.

Poisson

conocido Problema de la Aguja, inten-
ta resolver la paradoja de San Peters-
burgo. Propone despreciar las probabi-
lidades pequefias, concretamente
menores que 1/10000, ya que, segin
sus tablas de mortalidad, la probabili-
dad de que un hombre de 56 afios
muera en el transcurso del dia era de
1/10189 y si, para un hombre de esa
edad, dicha probabilidad no le causa
temor y le parece pequeiia, con igual
motivo lo serd 1/10000 en nuestro
problema. Con estas premisas, como
213 = 8192 y 2 = 16384, tenemos que
la esperanza del juego es de

13 1 n
E(X)=22”_1(Ej =6,5

n=1
No contento con todo esto, encargd a un
nifio el experimento de tirar una mone-
da 2048 veces. Al final, todas estas parti-
das produjeron 10057 ducados. Luego el
valor de cada partida es de 10057 : 2048
=49, es decir, casi 5 ducados.

Simén Denis Poisson (1781-1840) pen-
saba que Pedro no podia pagar a Pablo
el dinero que no tiene. Poisson pensaba
que 50 millones de francos, de aquella
época, era ya una suma desorbitante
para cualquier particular, luego la parti-
da no podia prolongarse mis alld de la
tirada 26 porque en caso de perder el
nimero de francos que Pedro debia
entregar a Pablo, en la tirada 27 era de
2% = 67.108.864 francos, muy superior a
la fortuna de Pedro. Reciprocamente,
Pablo conociendo la fortuna de Pedro
no jugaria mas de 26 tiradas y solo
arriesgaria 13 francos.

Incluso si suponemos que Pedro fuera
el todo poderoso Estado y fuera éste el
que organizara una loterfa con las con-
diciones del juego, esto es, la Adminis-
tracién emitiera billetes, el nimero 1
conllevara un premio de 1 franco a su
portador si sale cara en la primera tira-
da, el nimero 2 conllevara un premio
de 2 francos si sale cara en el segundo
lanzamiento, etc. El Estado pondria un
precio a cada nimero, estando el pre-
cio de cada billete en sentido creciente
al de su nimero. Pues bien, habria un
nuimero que no podrfa ser comprado
por ningln particular lo que hace que




la paradoja no pudiera establecerse en
la realidad. El enunciado original de la
paradoja de San Petersburgo equivale
a un ciudadano que comprara un bille-
te de cada una de las series de nime-
ros que la loterfa hacer poner en cir-
_ culacién.

Otro gran matemdtico francés Con-
dorcet (1743-1749) argument6 que un

. precio infinito no era justo para Pablo

porque no tendria el tiempo suficiente
para repetir las tiradas y que las ganan-
cias medias se aproximaran al precio.
Esta argumentacién tiene mucho que
ver con el nacimiento del punto de vista
frecuencial de la probabilidad. También
Buffon pensaba que s6lo habria tiempo,
durante la vida de una persona, para
jugar un ntmero finito de tiradas.
Concretamente, Buffon calculd que si se
juegan 1048566 partidas y se estima en
2 minutos la duracién para cada partida,
comprendiendo el tiempo para pagar,
esto supondria 2097132 minutos, es
decir, casi 16 afios jugando 6 horas al
dia, porque no sélo de juego vive el
hombre, y tan sélo para una ganancia
esperada de 10 ducados.

Grandes matemiticos como Venn,
Feller, et se han ocupado también de la
paradoja, pero entrar en mdis detalles

harfa muy prolijo este articulo.

Conclusiones

A modo de resumen decir que, a mi jui-
cio, la introduccién del concepto de
esperanza a través de la paradoja de San
Petersburgo presenta algunas ventajas
metodoldgicas frente a la presentacion
cldsica como una suma de los productos
de los valores de la variable por sus pro-
babilidades. Estas son:

a) Definimos la esperanza en térmi-
nos de equidad de un juego y no
en términos de probabilidad, con
todo lo que presenta de motivador
para el alumno.

b) Presenta el caso de una variable
con esperanza infinita. El alumno
estd mal acostumbrado, piensa

...la introduccion
de la esperanza
matemdtica como
la expresion
de equidad
de un juego
refleja
la génesis
bistorica
del concepto.
La formalizacion
del concepto
Jue posterior.

Gabriel Ruiz
Escuela Universitaria
de Empresariales.
Universidad de Cadiz. Jerez
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemdtica
«Thales»

que todas las variables tienen esperanza finita y tien-
de a creer que es innecesaria la comprobacion de
que los momentos de segundo orden sean finitos,
por ejemplo, en el Teorema Central del Limite. Las
variables sin esperanza juegan un papel muy impor-
tante. La distribucién de Cauchy que tiene por fun-
cion de densidad

1
f)=———
1+ x%)
con —eo < X < oo, asi como otras muchas variables liga-
das al tiempo de espera y de recurrencia en fisica
carecen de esperanza.

©) Podemos utilizar la Historia de la Estadistica para ver
cuales han sido las tentativas para su resolucion.
Aunque otras veces es contraproducente, en este caso
particular, la introduccién de la esperanza matematica
como la expresién de equidad de un juego refleja la
génesis histérica del concepto. La formalizacion del
concepto fue posterior.

d) La resolucién de la paradoja lleva asociada la intro-
duccién del concepto de utilidad, tan importante en
las ciencias econdémicas y administrativas.

En cuanto al juego que le propuse al comienzo, aunque es
précticamente seguro que en una apuesta particular pier-
da las cien pesetas, la ganancia media para este juego es
de aproximadamente 1807 pesetas,

524.287

E(X)= 1.000.000.000 + 28 (-100) = 1.807

524.288 524.2
lo que posiblemente hiciese cambiar su reticiencia a no
jugar, si no hubiera que ajustar cuentas hasta que hubiera
acabado la partida y si en vez jugar una sola vez, pudiera
jugar tan a menudo y tan seguido como quisiera.
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