Explorando un problema
de extremos con un programa
de Geomefria Dinamica
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Este arficulo ilustra cémo un
problema ambiguamente
formulado admite diferentes
lecturas y soluciones,
permitiendo asf distintas
aproximaciones segin el
nivel y las capacidades del
alumno.

El problema de optimizacién
es explorado en un entorno
de geometria dindmica (The
Geometer’s Sketchpad). Esta
aproximacién geométrica
facilita la formulacién de
conjeturas y su prueba
visual, allanando el camino
a la prueba andlitica, si ésta
se considera pertinente.

N LA OBTENCION de puntos extremos de funciones, la
practica docente tradicional propone simplemente una
funcién, eventualmente sometida a alguna restriccién. A
veces el problema se reviste con un enunciado relativo al
«mundo real ocultando la funcién que hay que optimizar
tras una descripcién en lenguaje ordinario. Sin embargo,
en ambos planteamientos usualmente se concede escasa
importancia a la comprensién profunda por el alumno de
la situacién que se debe estudiar y se magnifica la im-
portancia de procesos mecdnicos como la derivacion y
resolucion de sistemas.

Una cabal comprensién de los problemas por el alumno
se ve reforzada si éste puede construir un modelo grifico
del problema e interactuar con él. En el proceso de esta
construccion el alumno ha de explicitar las variables in-
tervinientes y las relaciones entre ellas. La interaccién con
el modelo permite la formulacién de conjeturas y las
pruebas visuales.

En la seccién siguiente se presenta un problema de opti-
mizacion ambiguamente formulado que ilustra la aproxi-
macién comentada.

El problema

Un clasico problema de extremos propone que en la
construccion de un transformador de corriente alterna in-
teresa insertar en la bobina un niicleo de bierro de drea
maxima. La figura 1 muestrea la seccion recta del niicleo
con dimensiones aproximadas. Hallar los valores mds
adecuados de x e y si el radio de la bobina es a.

La solucion analitica se obtiene, como es sabido, calcu-
lando el maximo de la funcién Area = 8xy+4x2, cuyas va-
riables estan ligadas por a? = x*+(x+y)?



Figura 1. Seccién recta del nicleo de una bobina
con una cruz inscrita

Introducida la ecuacién de ligadura en la expresion del
drea, la obtencién de la solucién es mecinica, es decir,
puede (jy debel) ser buscada con un sistema de cilculo
simbélico.

Queddndonos sélo con el contenido geométrico podria-
mos reescribir el problema es estos términos: inscribir en
una circunferencia de radio a una cruz de drea mdxima.
Con esta relectura, no equivalente, del problema éste ad-
mite varias interpretaciones, que son exploradas mediante
un programa de geometria dindmica (The Geometer’s

Sketchpad).

El Diccionario de la Lengua Espafiola, en su vigésimo pri-
mera edicién, registra dieciséis entradas para cruz, de las
cuales la pertinente aqui es la primera, figura formada de
dos lineas que se atraviesan o cortan perpendicularmentes.
También describe, entre otras, la cruz griega como da que
se compone de un palo y un travesafio iguales, que se cor-
tan en los puntos medios» y la cruz latina como Ja figura
ordinaria, cuyo travesafio divide al palo en partes desigua-
les». Considerando ambos tipos de cruces y distintas confi-
guraciones se presentan cinco casos. Los dos correspon-
dientes a una cruz latina (palo y travesafio iguales o distin-
tos) son desechados por el alumno cuando éste traza una
circunferencia y al inscribir los rectangulos del palo y tra-
vesafio comprueba que el dltimo divide siempre al prime-
ro en partes iguales. Los casos restantes se discuten a con-
tinuacion.

Cruz griega con brazos cuadrados

En esta cruz el travesafio oculta la tercera parte de la lon-
gitud del palo, estando formada por cinco cuadrados
iguales. La cruz inscrita es Gnica, salvo giro de centro el
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de la circunferencia. Para ilustrarlo se
propone al alumno que suponga el
problema resuelto, es decir, qﬁe cons-
truya una cruz tal y que busque cuin-
tas circunferencias pueden circunscri-
birse a ella. El programa de geometria
dindmica muestra que s6lo hay una cir-
cunferencia de centro el de masas de la
cruz que pasa por cada uno de los vér-
tices de ésta (figura 2). Una sencilla
consideracién prueba que dado el radio
a queda univocamente determinada la
longitud / de la cruz y, por tanto, su
area, 512
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Figura 2. Cruz griega de brazos
cuadrados inscrita en la circunferencia

Cruz griega: caso general

Interpretado asi, el problema coincide
con la formulacién original (figura 1).
Estudiando el problema en un entorno
de geometria dindmica el alumno traza
una circunferencia cualquiera e inscribe
en ella un segmento, que hace girar 4n-
gulos de 90°, 180° y 270°, reduciendo si
es necesario el tamafio de aquél si tras
los giros existen cortes o contactos, La
cruz se completa trazando segmentos
perpendiculares a los segmentos, defi-
niendo sus puntos de corte y, con la he-
rramienta Poligono, definiendo la cruz
(figura 3).

Se observa que el 4rea de la cruz se
hace mixima para valores de «x distin-



 tos (y mayores) que los de la y. El uso
de la herramienta Tabular ilustra los
sucesivos valores numéricos del drea
de la cruz de x e y, permitiendo apro-
ximar la solucién para un radio dado.
El arrastre de un punto cualquiera de
la circunferencia, es decir, la variacién

_los calculos para diferentes radios.
Puede crearse de esta forma una tabla
de valores de a y x y, exportada a un
. programa de cilculo simbdlico u hoja
de cilculo, obtener una expresiéon
aproximada de la dimensién x de la
cruz de drea maxima inscrita en una
circunferencia de radio a. Por ejemplo,
_ sien The Geometer’s Sketchpad se tiene
que el 4area se hace maxima para los
valores de la Tabla 1, el polinomio de
[interpolacién (calculado aqui con
Mathematica) es

—2,7+6,68333a—4,95a%+1,6666723-0,2a*

5En la figura 4 se muestran las grificas
de este polinomio y de la funcién

X=g(a)=—(-—

obtenida analiticamente, para valores
de a entre 1y 3.

del radio de ésta, permite visualizar

a
X

., y
Area cruz
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Figura 3. Cruz griega general inscrita en una circunferencia

Tabla 1. Valores aproximados de a y x que maximizan el
rea de la cruz
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Figura 4. Gréficas de las soluciones aproximada y exacta del problema para una
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cruz griega cualquiera

Palo y travesaiio distintos, corténdose en
los puntos medios

Para construir esta cruz puede procederse como sigue
(Figura 5): tracese una circunferencia cualquiera y una
cuerda en ella, x; el otro segmento extremo del palo es
el simétrico respecto del centro de la circunferencia.



Elegido un punto en ésta, fuera de los arcos subtendidos
por los segmentos, los segmentos extremos del travesa-
o, y, son perpendiculares a los anteriores. Los segmen-
tos z'y ¢ se trazan usando perpendiculares o paralelas. En
este proceso se ve que, definidas las longitudes x e y, z
y t quedan inmediatamente determinadas. Considerando
tridngulos rectingulos, es sencillo obtener
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En la exploracion dindmica de este caso, se conjetura que
el maximo se alcanza cuando x =y (y, por tanto, z = )

resultando que el drea se extrema para una cruz de las
consideradas en la subseccion anterior.

La resolucién analitica de este caso es tediosa si se hace
a mano e introduce complicaciones que no se tratardn
aqui si se usa un sistema de cilculo simbolico. Los pun-
tos criticos de la funcién area

Area = 2ty +xy+2xz

teniendo en cuenta las ligaduras anteriores, son las solu-
ciones del sistema de ecuaciones no lineales
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Figura 5. Cruz de palo y travesafio distintos inscrita
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Las Tullerias

en una circunferencia de radio a

Derive es incapaz de encontrar solucioén
alguna de este sistema y tanto Maple V
R3 como Mathematica (versiones 2.2.3
y 3.0) devuelven soluciones erréneas,
ademas de la correcta.

Recursos online

Sketches en The Geometer’s Sketchpad y
animaciones Java de las figuras presen-
tes en el articulo pueden verse en el URL
http://www-mapo.uvigo.es/dg/cruz/.




