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ARTICULOS

Conjuntos convexos,
funciones convexas
y desigualdades clasicas

Antonio Alvarez Alvarez

En este articulo se presenta
una propuesta para
introducir el concepto de
funcién convexa de un modo
diferente al habitual,
complementario a éste, que
se apoya en la relacién entre
convexidad de funciones y
conjuntos convexos, y que no
requiere que la funcién sea
derivable. Ademds, permite
obtener, de forma sencilla y
unificada, las desigualdades
numéricas cldsicas a partir
de la convexidad de ciertas
funciones

A TEORIA DE FUNCIONES y conjuntos convexos incorpo-
ra elementos del andlisis, la geometria, el dlgebra, etc., y
tiene numerosas aplicaciones en programacion lineal, pro-
blemas clasicos de extremos, teoria de juegos... por lo que
es de interés especialmente en matematica aplicada.

Una de las ideas fundamentales de esta teoria es la cone-
xion natural que existe entre la nocion de funcién conve-
xa (que en el Bachillerato se estudia generalmente como
una nocion puramente analitical, y bajo el requisito mds o
menos explicito de derivabilidad) y la de conjunto conve-
xo (que suele aparecer asociada a la de poligono en el
estudio de la geometria plana que se hace en la ESO).
Utilizando esta conexion, es posible —como se muestra en
este articulo— introducir la convexidad de funciones de
una forma distinta, complementaria a la habitual, que per-
mite resaltar el cardcter geométrico de la convexidad.

En segundo lugar, veremos como las desigualdades cldsi-
cas —tan utiles en la resolucion de problemas, especial-
mente en los de Olimpiadas Matemdticas— pueden obte-
nerse de forma muy sencilla a partir de la convexidad de
funciones, entendida del modo al que aqui nos referimos.
Es mads, algunas de esas desigualdades (por ejemplo, la
que relaciona la media aritmética con la media cuadritica
de una coleccion finita de nimeros positivos) no son mas
que una traduccion del hecho de ser convexa una deter-
minada funcién elemental (en el ejemplo citado, la fun-
cion x?, en RY).

Solo se pretende con este articulo mostrar algunas ideas
que, tratadas adecuadamente, son susceptibles de ser
empleadas en el aula en la etapa de Bachillerato —también
en niveles superiores—; por ello la exposicion se limita al
ambito natural de trabajo en la Ensenanza Secundaria
(geometria plana, funciones reales de variable real),
renunciando a todo tipo de generalizaciones posibles.



Conjuntos convexos

Intuitivamente, un conjunto C convexo es aquél que con-
tiene el segmento que une dos puntos cualesquiera de C.

Una definicion formal, bien conocida, es:

Un subconjunto € de R? decimos que es convexo si para
cualesquiera x, y € C, y para todo nimero real A con
0<A<1 se tiene:

A-Ax)+Ay e C.

Conjunto no convexo

Conjunto convexo

Figura 1

Hagamos algunas observaciones sobre esta definicion:
e Nada cambia si a A exigimos 0”7 A7 1.
e La definicion puede reescribirse asi:

Ces convexo si ox + By € C para cualesquiera x, y € C,
y para todo 00> 0, >0, con ov + B = 1.

El empleo de herramientas informaticas puede ser muy util
para hacer ver a los alumnos como esta definicion res-
ponde a la nocién intuitiva.

Los alumnos no tendrdn problema en reconocer que rec-
tas, segmentos, poligonos regulares o circulos son conju-
tos convexos del plano. No obstante, es ficil probar que
la interseccién de una coleccion arbitraria de conjuntos
convexos es un conjunto convexo. Dos consecuencias
destacables de este resultado son:

a) El conjunto de las soluciones de cualquier sistema de
ecuaciones e inecuaciones lineales con dos (n) incog-
nitas es un convexo de RR?2 (R").

b) Tiene sentido definir la envoltura convexa de un sub-
conjunto cualquiera M de R? como la interseccion de
todas las partes convexas de R? que contienen a M.
Es, obviamente, el conjunto convexo mds pequeno
que contiene a M.

De a) se deduce que semiplanos, rectas, segmentos, tridn-
gulos, poligonos regulares, son conjuntos convexos del
plano. De b) se tiene, por ejemplo, que todo circulo es tam-
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1 Durante la elaboracién de este
articulo he encontrado la defi-
nicién de funcién convexa que
aqui se analiza, primero en el
libro de texto Matemdticas I, de
COU, de J. R. Vizmanos y M.
Anzola, editado por SM, y, ya

das a las Ciencias Sociales 2,

del Equipo Arrixaca, editado
por Santillana.

al final, en Matemdticas aplica-

bién convexo por ser envoltura convexa
de la correspondiente circunferencia.

Funciones convecas

Podemos ya presentar la convexidad de
una funcién. Diremos que una funcion
es convexa cuando la region de los pun-
tos del plano que se encuentran en la
grifica de la funcién o por encima de
ella es un conjunto convexo.

O, con un mayor grado de formalismo:

Sea [ un intervalo. Sea f: I — R.
Llamamos epigrafo de [, y 1o denotamos
epi(f), al subconjunto de R

epi(H) = {(x, 2 x e I, fx) 7 2}

De una funcién f: I - R. decimos que
es convexa si epi(f) es un conjunto con-
vexo de R2 Y decimos que es concava
si —f es convexa.

Por tanto, de ciertas funciones sencillas,
cuyas grificas son bien conocidas (si
disponemos de calculadoras graficas,
esto sirve para todas), podemos decir
inmediatamente si son convexas O no.
Por ejemplo, fix) = ax + b es convexa y
concava.

Puede probarse como ejercicio que toda
funcién convexa y céncava es afin.

Las siguientes funciones son convexas
(y no concavas):

o flx)= |x| .

e flx)=x", con n par.

e fAx)=a“,con0<a<loa>1.
e flo) =-log (x), con a > 1.

Las siguientes funciones no son conve-

xas en su dominio (R), pero si lo son
en los intervalos que se citan:

e flx)=sen(x), enl=[2k— Dm, 2knl,
con k entero.

e flx) =x" (n impar), en I = [0,+e0).
El dominio de la funciéon flix) = 1/x no
es un intervalo, pero la restriccion de
esta funcion a R* es convexa.

Como se observa, la definicion de fun-
cion convexa que hemos utilizado es de
naturaleza geométrica y no recurre al



Figura 2. Dos funciones convexas:

x|, x? Figura 4. senx es convexa en [(2k-1)=, 2k#|, con k entero

x3 es convexa en [0, + ° ]

Figura 3. 2¢y —log,x son convexas Figura 5. 1/x es convexa en R*



concepto de derivada. De hecho, una funcién puede ser
convexa y no ser derivable en algin punto del intervalo
de definicion I, como le ocurre a la funcién valor absolu-

to en x = 0. Incluso, una funcién convexa puede no ser
continua en los extremos de 7. Es el caso de:

0, a<x<b

_I(j,x=aox=b

/()

Figura 6. Funcién convexa no continua

Puede probarse, eso si, que una funcion convexa definida
en [ es continua en todo punto de 7 que no sea extremo
de I (Aparicio y Payd, 1985).

Asi pues, el concepto de funcion convexa que se pro-
pone es una generalizacion del que se usa habitualmen-
te (que requiere la existencia de derivada) y, sin embar-
g0, no solo no pierde la posibilidad de ser interpretado
geométricamente, sino que su naturaleza geométrica es
manifiesta. Ademds, las nociones de conjunto convexo y
de funcion convexa aparecen, asi, relacionadas de forma
natural.

El siguiente teorema es una util caracterizacion de las fun-
ciones convexas, que algunos autores adoptan como defi-
nicion. Como puede apreciarse en la figura 7, tiene una
clara interpretacion geométrica, que puede servir para jus-
tificar el teorema si se desea obviar su demostracion, que,
no obstante, aqui se expone.

Teorema 1

Sea f: I > R, donde I es un intervalo. Entonces f es con-
vexa en [ siy solo si

A =k + 27 A =Vx) + M), 0 <A <1,
para todo x, y de L.

Demostracién

=) Sean x, y € [ arbitrarios. Obviamente, (x, flx)) e
(, f»)) pertenecen a epi(f), que es convexo. Por
tanto,

M
(1= Afix) + ty)|----

AT = Ax+ i) |
fix) |

(1 = M, ) + My, ) =
= (1 -x+ Ay, A = VX + M)

pertenece a epi(f), para todo A
comprendido entre 0 y 1, de donde
se tiene la propiedad de arriba.

&) Sean (x, 2), (y, D € epi(f). Entonces
L7z o7t

Asi se tiene que:

AA=Nx+ 1) 7 A =Wfix) +
+ M7 A =Nz+At, ¥ he O D).

Y entonces:
@A -Mx+2, A-DVz+A) =
= (1-M(x, 2) + My, D € epi(p),

para todo A con 0 < A < 1; es decir,
epi(f) es convexo.
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X (1= fx+ 1y

Figura 7

El teorema anterior sugiere hacer la
siguiente definicion:

Sea f: I - R, donde I es un intervalo.
Decimos que fes estrictamente conve-
Xa si:

RO =00 + ) < (1= VD) + M)

con 0 <A <1, para todo x, y de I, con
xTy.

Pero, como se ha dicho, esta forma de
presentar la convexidad de funciones es
complementaria de la usual: obviamen-
te no podemos prescindir del potente
criterio de la derivada segunda.
Volvamos a él en este punto:

Sea f: I > R una funcion dos veces
derivable en I. Entonces fes convexa si
y s6lo si f7(x) 2 0 para todo x de L.

La demostracion de esta propiedad, uti-



lizando el teorema 1, sobrepasa el nivel
de un curso de Bachillerato. Puede con-
sultarse la demostracion en Aparicio y
Payda (1985) o en Webster (1994). En
Rockafellar (1970) se encuentra una de-
mostracion distinta de un resultado algo
mas restrictivo (exige continuidad a la
derivada segunda).

De forma aniloga, puede demostrarse
que si f"(x) > 0 para todo x de 7, enton-
ces fes estrictamente convexa en I. Sin
embargo, el reciproco no es cierto. Por
ejemplo, la funcion flx) = x4 es estricta-
mente convexa y f7(0) = 0.

Estas dos propiedades habrin de justifi-
carse, por tanto, apelando a la intuicion
de los alumnos, como, por otra parte, es
lo habitual.

Convexidad
y desigualdades clasicas

Un aspecto muy interesante de la intro-
duccion a la convexidad que aqui se ha
propuesto es que permite mostrar de un
modo muy sencillo la intima relacién que
existe entre las desigualdades numéricas
clasicas y la convexidad de ciertas fun-
ciones elementales, relacion que suele
pasar desapercibida.

La pieza clave es el teorema 1, del que
se pueden deducir de forma sencilla y
unificada algunas de las desigualdades
clasicas; por ejemplo, las que relacionan
las distintas medias —que obtendremos
aqui-, y otras como la desigualdad de
Minkowski, la de Holder, etc.

El esquema que seguiremos para obte-
ner desigualdades es muy simple:
habiendo comprobado que una deter-
minada funcién es convexa, aplicare-
mos el teorema 1 y obtendremos la
desigualdad
saber si una funcién es convexa pode-

correspondiente. Para
mos recurrir, si N0 conocemos su gra-
fica, al criterio usual que caracteriza a
las funciones convexas dos veces deri-
vables.

Vamos a obtener ya las desigualdades
anunciadas:
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a)

b)

9]

d

La funcion —In: R* — R es estrictamente convexa. Es
decir, para todo x, y > 0 se verifica:

—In((1 = Vx + 2 7 (1 - V(lnx) + A-Iny), 0 <A < 1.
Y la igualdad solo es cierta si x = y.

Por ser In (estrictamente) creciente, esto equivale a:
X P 1=+ Ay, 0 <A< 1. (1]

Tenemos asi que la conocida desigualdad entre la
media geométrica y la media aritmética ponderadas
de dos nimeros positivos x e y equivale a la convexi-
dad de —Inx.

En particular, para A = 1/2:

Jay g 222 [2]

donde la desigualdad es estricta salvo que x = .
La funcion x? es (estrictamente) convexa. Esto es:
(1 -Mx+AM)*" A -Mx*+ 0% 0<A<1,

para todo x, y € R. Como es (estrictamente) crecien-
te en R™:

A=Mx+Ap” (1 -x*+WADH2 0< A<, [3]
para todo x, y > 0.

Es decir, la convexidad de x*> en R* se traduce en la
desigualdad entre las medias aritmética y cuadratica
ponderadas de dos nimeros positivos.

En particular, para A = 1/2:

X x + 7
L i 4]
2 2
donde sdlo se alcanza la igualdad si x = y.
Razonando del mismo modo, la convexidad de 1/x en
R* nos dice que la media armonica de dos nimeros
positivos es menor o igual que la media aritmética. No
obstante, aplicando [2] a 1/x y 1/y, podemos probar
algo mejor: que la media armonica es también menor
o igual que la geométrica:
1 1
£ =y (5]
111 1 11
_ + - _
2.0 v Voo

Al igual que antes, la igualdad es cierta si y solo si
x=y.

Llamemos h(x, ), gx, »), m(x,)) v g(x,)) a las
medias armoénica, geométrica y aritmética y cuadrati-

ca, respectivamente, de dos nimeros positivos x, .
Sean 0 < x ” y. Es inmediato comprobar que
x” blx, y), qlx, ) 7y

En resumen:



1 ‘ x+y xz+y2
£E———£F£, £E—£Ef . |——— £y [0]
TR 1 £ J 2 Y

1
2 y
esto es,
x” blx, 1 ” gxy)” mxy)” qxy) "y
Y todas las desigualdades son estrictas a menos que
xX=.

Extension al caso finito.
La desigualdad de Jensen

Hemos obtenido las desigualdades anteriores como apli-
cacion del teorema 1, que caracteriza a las funciones con-
vexas mediante una propiedad (desigualdad) en la que
intervienen sélo dos ntimeros x, y de un intervalo 7. Cabe
objetar que podrian haberse obtenido mas ficilmente por
otros medios. Por ejemplo, la desigualdad [2] es conse-
cuencia inmediata de ser (x — »)? 2 0. Sin embargo, como
vamos a ver, la desigualdad del teorema 1 equivale a su
extension al caso de una coleccion finita de ndmeros x|,
..., x, de I, por lo que casi con el mismo esfuerzo podria-
mos haber deducido directamente las correspondientes
extensiones de las desigualdades anteriores para un nime-
ro finito de nimeros positivos. (No lo hemos hecho asi
buscando una mayor simplicidad en la notacién y pen-
sando en su posible uso en el aula.)

Teorema 2 (Desigualdad de Jensen)

Sea fiI— R.Seanx,, .., x, € Iy sean o, ..., &, = 0,
tales que o, + ...+ 0o, = 1. Entonces f'es convexa en [ si
y solo si:
”
Sfox, + . +ox)” o flx) + o+ o flx).

non

La demostracion de este teorema es un buen ejemplo de
prueba por induccion, que podria ser empleado en el 2.°
curso de Bachillerato.

Utilizando la desigualdad de Jensen en lugar de la del teo-
rema 1, se obtienen las correspondientes extensiones de
todas las desigualdades anteriores.

Conclusidén

Como ya se ha dicho, la forma de introducir la convexi-
dad de funciones que se ha descrito no pretende sustituir
a la forma habitual; mas bien, se ha buscado aportar un
enfoque distinto, complementario, del que podriamos des-
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Antonio Alvarez
IES José de Mora
Baza (Granada).
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tacar, resumiendo, varios aspectos inte-
resantes:

e Hace hincapié en la naturaleza geo-
métrica del concepto de funcion
convexa.

e Permite mostrar a los alumnos
como una misma idea o concepto
puede ser abordado desde perspec-
tivas diversas.

e Permite un acercamiento puramen-
te intuitivo o una exposicion mas
formalizada.

e Supone un ejemplo simple y ele-
gante de generalizacion de un
concepto.

e  Permite mostrar la estrecha relacion
que existe entre la convexidad y las
desigualdades numéricas, asi como
obtener de forma sencilla y unifica-
da las desigualdades cldsicas entre
medias.

Bibliografia

APARICIO DEL PRADO, C. y R PAYA
ALBERT (1985): Anadlisis Matemditico I,
Universidad de Granada.

BALBAS, A. v J. A. GIL (1990): Programacion
Matemdtica, AC, Madrid.

BECKENBACH, E. F. y R. BELLMAN (1965):
Inequalities, Springer-Verlag, Berlin.
DEMIDOVICH, B. P. (1985): 5000 problemas
de Andlisis Matemditico,

Madrid.

FERNANDEZ VINA, J. A. y E. SANCHEZ
MANES (1979): Ejercicios y complemen-
tos de Andlisis Matemdtico I, Tecnos,
Madrid.

HARDY, G., J. E. LITTLEWOOD vy G. POLYA
(1952): Inequalities, Cambridge University
Press.

PEREZ DE MADRID, A. y C. GARCIA ARRI-
BAS (1986): «Métodos para resolver pro-
blemas. Las Olimpiadas Matematicas. Su

Paraninfo,

preparacion», Epsilon, n.° 6/7, 100-111.

ROCKAFELLAR, R. T. (1970): Convex Ana-
lysis, Princeton University Press.

SPIVAK, M. (1981): Cadlculo Infinitesimal,
Reverté, Barcelona.

WEBSTER, R. J. (1994): Convexity, Oxford
University Press.



