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IDEAS
Y
RECURSOS

Se proponen fres
demostraciones sobre el
valor de la potencia de un
punto con respecto a una
circunferencia. La primera
utiliza el método de la
geometria analitica, y las
propiedades de las
soluciones de la ecuacién de
segundo grado. La segunda
se basa sélo en el Teorema
de Pitégoras. Y, la tercera
utiliza el dlgebra de
vectores. Por (ltimo, se da el
resultado de la potencia de
un punto con respecto a una
elipse. Con esto se intenta
suplir el hueco en los libros
de texto, de nivel de
Bachillerato, que no recogen
una demostracién general
sobre la constancia de la
potencia del punto con
respecto a una
circunferencia.

A POTENCIA DE UN PUNTO coplanario con una circunfe-
rencia es objeto de atencion en el Bachillerato. Antes de
estudiar las conicas, se ha tratado la geometria analitica de
la recta y el plano afin. Todo ello lleva a que el estudio de
las conicas tiene lugar, en los actuales planes de estudio,
desde un punto de vista analitico mas que geométrico. Esto
es asi para familiarizar a los estudiantes con toda la capa-
cidad predictiva del método analitico, para que se vayan
entrenando en el método de las coordenadas cartesianas y
para ir conociendo la forma de las ecuaciones de unas
cuantas curvas importantes en toda la Ciencia y la Técnica.
Existe, en mi opinion, una pequena parcela donde el méto-
do analitico no se aplica en toda su extension y esto es pre-
cisamente en la demostracion de que la potencia de un
punto con respecto a una circunferencia es una cantidad
constante, una vez fijados el punto y la circunferencia.

Los textos de ensenanza de 3.° de B.U.P. o de 1.° de
Bachillerato definen (aprioristicamente) a la potencia de
un punto con respecto a una circunferencia como una
cantidad constante. Esto es un error: a) se presupone algo
que no ha sido demostrado, lo cual es grave dentro del
espiritu logico-matemadtico que se pretende transmitir a los
estudiantes; y, b) si el texto lo «demuestra», en general, tal
demostracion consiste en que la recta que pasa por el
punto sea tangente a la circunferencia, pero no una recta
cualquiera que sea secante a la misma. Estas pseudo-
demostraciones son peligrosas pues se cae en el error de
la generalizacion a partir de un resultado particular. Por
desgracia, esta es da demostracion» de la constancia de la
potencia de un punto con respecto a una circunferencia
que contienen la mayoria de los textos de este nivel
(...eso si contiene alguna demostracion al respecto).

Aqui lo que se pretende es llenar ese pequeno hueco, y pro-
porcionar tres demostraciones. La primera estd basada en la
geometria analitica. Es una demostracion algo laboriosa,



pues requiere de muchos pasos algebraicos, y recurre a pro-
piedades de las soluciones de una ecuacion de segundo
grado, pero tiene el interés de «mantener la tension» hasta
el final. Puede ser presentada por el profesor cuando se
explique la geometria analitica de la circunferencia. La
segunda demostracion necesita Unicamente de Teorema
de Pitagoras (I). Es con diferencia la mas elegante, y pue-
de ser explicada por el profesor, o propuesta como pro-
blema, mientras se imparte la trigonometria del triangulo
rectingulo. La tercera demostracion usa el algebra vecto-
rial. No es una demostracion tan directa como la anterior,
pero tiene el interés de proporcionar otro método de ata-
que a la solucion de un mismo problema.

En cualquier caso no se pretende entrar en el estudio de
las propiedades de la potencia, y posiciones relativas entre
el punto y la circunferencia, lo cual suele estar recogido
en cualquier libro de texto.

En ultimo lugar, y como extensioén del método analitico,
se extiende la definicién de potencia de un punto al caso
de una elipse, y una vez proporcionado el resultado se
sugiere que se compare con los correspondientes a los de
una circunferencia.

Definicion

La potencia del punto P con respecto a la circunferencia

coplanaria C, y se denota por 2(P), a la cantidad
P.(P)=PA, -PA,

siendo A, y A4, las intersecciones de una recta del haz que
pasa por P, con la circunferencia I'". Ver figura 1.
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Figura 1

Teorema

La potencia, Z2(P), es una cantidad constante, cuyo valor
es d? — r?, siendo d la distancia del punto P al centro de
la circunferencia O, y 7 su radio:

P(P) = d* - 1?

Demostracion basada

en la geometria analitica
Consideremos una circunferencia T,
centrada en el origen (no por ello se
pierde generalidad), y de radio 7. Sea un
punto P(x,, y,), que no pertenece a la
circunferencia I', da igual que sea inte-
rior o exterior a ella. Supongamos que
Y=Y, = m(x — xo) es la ecuacion del
haz de rectas # que pasa por P(x,, y,).

Como los puntos P, 4, y A, estan alinea-
dos, entonces se verifica:

N=Yo _V2=Do [1]
X1 = Xg X2 —Xp

ya que PiA1 y PiAzson las distancias de
PaA,y A, verifica:

P, (P) = PA, - PA,

2 2| 2 2
+(y1—y0) ~\3(x2—x0) +(y2—y0) [2]
Si tenemos en cuenta las propiedades

de las proporciones, podemos aplicarlas
a la expresion [1], en concreto, si

a C

b d
entonces
a’l+b®  Frd?
y usarla en [2], con lo que resulta:
P(P) = (x; = x)(x, = x) + (), =)0, =) 3]

Es de notar que a este mismo resultado
[3] podriamos haber llegado a partir del
producto escalar de los vectores

—_ —

PAlyPAZ

expresandolos en componentes cartesia-
nas, como facilmente se puede demostrar.

Desarrollando la expresion [3] se obtiene:

B(P) = x%, + Y1y, = X, (0 + x,) =y (0 +p) + d? 4]

donde hemos hecho d* = x? + %, que
es la distancia entre Py O.

Si A,(x;, y) y Ax,, y,) son los puntos
de interseccion de la recta # y la circun-
ferencia I', entonces sustituyendo el va-
lor de la variable y de # en I" se obtie-

ne la ecuacion de segundo grado:

(1 + mHx? + 2m(y, - mxx + (Y, - mx)* — r* =0 [5]



Si x, y x, son las soluciones de la ecua- Como
cion [5] se cumplird, segin las propie-

PA, = PA+ AA 4
dades de las raices de las ecuaciones de ‘ ‘ i4al
segundo grado: y

> PA, = FA- A A [4b]
( Vo o mxg r?
X x, = e [6a] Sustituyendo [4a, 4b] en [1] resulta:
m
) - -
—Dm| wx _ Y _
P L N TA(F)= PA A A)FAS A4, =
T4+ m’ . R [5]
Figura 2 PA- 24, PA+ 44, = PA  AA
. P 2 2, 7 2
Por otro lado, si sustituimos el valor de , /
la variable x de # en I, se obtendra
ahora la ecuacién: donde hemos usado [3]. Si sustituimos PA usando [2a], y
. . » AA, de [2b]; en [5] se obtiene:
1 . 2 | \ .
1+ ] xo Vg + 2o X e =0 [7] 5 »
\ m* mom \m r,~(F):‘D/4 A4, =
Si y, e », son las soluciones de la ecua- d?  pe r2 pr o =4r gyt
cion [7] se verificard a su vez:
( v, mX, } TS
Vi Vs = 14 m7 18al Demostracién vectorial
2( vy mx :
v+, ) [8b] Por definicién:
1T+ m
Los resultados [6a, 6b] y [8a, 8b] aseguran Pr(F)= P4 FA, (1]
que efectivamente los puntos 4,(x,, ) y Como P4, y PA, son vectores paralelos (fig. 2), entonces:
A)x,, y,) pertenecen a # y a I'. Sustitu-
E;Endo [l6a, 6b] y [8a, 8b] en la expresion F,(F)= PA « PA, [2]
sulta:
resulta Por otro lado,
\ 2 z 5 —_ _— — —
P = (vo mwxg, 72 . L mxg o omir? PA; = PO+ OAy y PA, = PC+ OA, 3]
[ B 2 2
Tam T+ ‘"_7 Sustituyendo [3] en [2] resulta:
B mlve  mwx , Z(yn mx | o I
To 1+ 7/72 J/( 14 m* N - 'l‘(_(}")— (Pﬂ4 0/41 (FOJ' ()A? -
=dz PO PO+PC (04 +04, +04 4, Il
Que era el resultado que se deseaba Si tenemos en cuenta que (ver figura 3):
demostrar.
‘PO‘ =d vy 0A, = ‘()A7 =7
Demostracion a partir
del Teorema de Pitagoras
Por definicion:
P (F)= PA JA, 1]
En la figura 2 consideremos el tridngulo
A(POAZ), en €l tenemos:
Figura 3
A = 1A [2a] T
¥ = b7+ AA [2b] L
ro PO = d?
y también: se fene J e OA, + OA, = Qo' ‘
A A= AA, (3] 04, 04, = r? cosa




Sustituyendo ahora [5] en [4] resulta:

(6]

En la figura 2, es de observar que el tridngulo AC(OA 4,) es

P.(P)=d?*+PO- 00 + r? cos o

isosceles, al ser OA]‘ =104,

dicular a 4,4, .

= r,luego OO es perpen-

También el tridngulo A(POO’) es isosceles, pues la figura
(04,0'4))

OA = ‘AO‘. Luego
7 =lpo

es un rombo, y por lo tanto

= d . Entonces:

PO- 00 = d(ZTCOS%)COS(ﬁ+%j = 21’[6¢’C05(ﬁ'+g

Sean los dngulos y = Z(POO) y ¥ = Z(POA,), entonces:
X=Y+ a2 =1[180 — (o. + B)] + o/2 = 180 — (B + 0/2)

o
dcos y = rcosz

Luego:

con lo cual:

d cos ]3+g =—rcos %
2 2
Sustituyendo [8] en [7] queda:
PO-00 =21 —cos & |cos & = —2rcos? &
2 2 2
Por dltimo, sustituyendo [9] en [6] se obtiene por fin:
— 2 2 2 o 2 —
P (P)=d* —2r* cos E+ r° coso =

d? + r{cosoc—Zcos2 %j =d?*+ rz(—l) =d?* - r?

Potencia de un punto
con respecto a una elipse

Todo este mismo razonamiento podria aplicarse a la
«potencia de una elipse» con respecto a un punto copla-
nario con ella. Ahora el resultado es:

_ 1] [1]

ﬂzb2(1+ mz) x2 yz
27U )X Je
donde a y b son los valores de los semiejes de la elipse

P.(P)=
¢ b:+a’m?

a’? b?

centrada en el origen, y m es la pendiente de la recta que
pasa por el punto P(x,, ).

Evidentemente, en esta situacion, la «potencia» es una fun-
cién del punto y del tamano de la elipse (como también
ocurre en la circunferencia), pero a su vez depende de la
pendiente m. Por lo tanto, quizds serfa mejor hablar de que
la «potencia de la elipse» es una funcion potencia de m.

Es sencillo comprobar ahora las situaciones relativas del

o
COS —
zﬂ 2

dcosy = dcos{lSO—(ﬁ +%ﬂ = —dcos(ﬂ+%)
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punto con respecto a la elipse, y el caso
particular en que la elipse se reduce a una
circunferencia (a = b), en la féormula [1].

Conclusiones

Los razonamientos expuestos para de-
mostrar el valor de la potencia de la cir-
cunferencia estidn al alcance de un estu-
diante de Bachillerato. Probablemente el
método analitico sea el mas laborioso,
desde el punto de vista de la manipula-
cion algebraica, pero debido a que hay
que emplear diversos resultados (propie-
dades de las proporciones y de las raices
de las ecuaciones de segundo grado) en
la demostracion, ayudard a ejercitarse en
diversas herramientas manipulativas. La
demostracion vectorial exige prestar cier-
ta atencion a los dngulos que forman los
vectores. La demostracion que usa el teo-
rema de Pitdgoras es la mas sencilla y
directa. Cada una de estas demostracio-
nes pueden usarse en la seccion apro-
piada de ensenanza: geometria analitica,
vectores y trigonometria, pero sea cual
sea el razonamiento empleado el resulta-
do es el mismo. Existe también una
demostracion geométrica (Puig Adam,
1980) que no ha sido incluida.

El estudiante suele pensar que las areas
de las Matematicas no sélo estan dividi-
das, sino que la relacion entre ellas es
escasa. Quizds estas demostraciones
muestren un ejemplo de la unicidad de
las Matemdticas y del hecho de que un
resultado es independiente de los razo-
namientos légicos usados para obtenerlo.
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