Experimentos en algebra lineal
con Mathematica

Desde hace afios los
profesores de fisica, quimica
o boténica han dispuesto de

laboratorios donde los
alumnos experimenten los
conceptos fedricos, expuestos
previamente en clase. En este
articulo, se pone de
manifiesto la facilidad y
potencia de Mathematica
como laboratorio de
matemdticas para
experimentar algunos

conceptos tedricos y

aplicados del dlgebra lineal
universitaria. Por supuesto,
estos experimentos son
extensibles a cualquier
disciplina de las
matemdaticas.

Juan José Gonzalez Henriquez

I impacto de las nuevas tecnologias estd, actualmente,
cambiando los habitos, en todos los aspectos, de cual-
quier profesional. Por tanto, parece razonable pensar que
el conocimiento de estas nuevas tecnologias es, y serd, un
requisito imprescindible para acceder al mundo laboral.
Sin duda, una de estas tecnologias revolucionarias ha sido
la creacion del ordenador digital; un instrumento de 16gi-
ca veloz, que guiado por el software adecuado es capaz
de adaptarse a las necesidades de cualquier situacion
practica actual.

En la docencia, la existencia de paquetes de software
matemdtico, y las nuevas orientaciones en el aprendizaje,
cuestionan la forma de ensefianza tradicional de las mate-
maticas y plantean métodos alternativos que permitan
unos objetivos docentes més eficaces para la integracion
de estas tecnologias en otras asignaturas y su repercusion
posterior en el futuro. En este aspecto, Mathematica es un
potente paquete de software muy extendido y bien docu-
mentado que, por sus caracteristicas, posibilita un apren-
dizaje vivo y tangible de las matemdticas. Ademis, la
coleccién de paquetes anexos relacionados con la inge-
nierfa, la economia, la fisica, etc. y protocolos de comu-
nicacion con otros paquetes de software, lo convierten en
una herramienta flexible en la ensefianza y en el posterior
ejercicio profesional.

En este articulo, presentamos mediante tres problemas de
algebra lineal algunas de las posibilidades de Mathematica
en la ensefianza de nuestra matematica. En el primer pro-
blema, contrastamos dos procedimientos matemdticos pa-
ra resolver diversos problemas; en el segundo, haremos
una demostracién matemitica de un problema utilizando
su capacidad simbolica; y, por dltimo, resolveremos un
problema de cilculo numérico.



Caracteristicas generales de Mathematica

Mathematica se divide en dos partes: el Kernel (NGcleo) y
el Front End (Fachada). El Kernel es el motor computacio-
nal de Mathematica: procesa y calcula los resultados v los
devuelve al Front End. Asi, El Front End es la interfaz entre
el usuario v el Kernel. En otras palabras, el usuario dispo-
ne de una pizarra (Front End) donde escribe sus problemas
en un lenguaje determinado y, mediante una combinacién
de teclas, manda el problema a un «erebro electrénicos
(Kernel, el cual resuelve el problema y escribe la respues-
ta en la siguiente linea de la pizarra. Esta caracteristica hace
de Mathematica un lenguaje interactivo.

Mathematica tiene incorporado un sinfin de operaciones
matematicas de indole diversa. En caso de necesitar una
operacion matemdtica, no disponible en Mathematica, se
puede definir con cierta facilidad, gracias a sus posibili-
dades de programacién de alto nivel. Las operaciones
definidas en Mathematica y las caracteristicas de su pro-
gramacion hacen que programas que requieran numerosa
paginas en otros lenguajes de programacién (Pascal, C,
Fortran, Basic, etc.), en Mathematica se reduzcan osten-
siblemente,

Mathematica puede comunicarse con otros paquetes de
software usando un protocolo de comunicacién denomi-
nado MathLink. De hecho, el propio Kernel se comunica
con el Front End a través de este protocolo. En la escri-
tura de este articulo se puede decir que hemos cambiado
el Front End de Mathematica por el entorno del procesa-
dor de texto Word 6.0, usando el MathLink para Word
6.0. Es decir, en este caso nuestra pizarra ha sido el
entorno del procesador de texto Word 6.0,

Una de las caracteristicas mds importantes de Mathematica
es su posibilidad de manipular cdlculo simbélico, es decir,
de simular al pensamiento humano cuando operamos con
expresiones simbolicas exactas; v por supuesto, puede tra-
bajar como una potente calculadora numérica,

¢Eliminacién Gaussiana o regla de
Cramer?

En cualquier libro o programa de un curso que trate
someramente el dlgebra lineal, se encuentra una leccién
dedicada a la resolucion de sistemas de ecuaciones linea-
les. Generalmente, se ensefia a resolver primero los siste-
mas de ecuaciones con el método de Gauss y, posterior-
mente, se ensefia la regla de Cramer. Esta exposicién,
desde luego, no hace honor al orden cronolégico de des-
cubrimiento de estas técnicas, pues, la regla de Cramer
fue publicada por el matemitico suizo Gabriel Cramer en
1750 y el método de Gauss lo descubrié el matematico
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alemdn Karl Friedrich Gauss, a princi-
pios del siglo XIX en un problema para
determinar la orbita del satélite Ceres,
Sin embargo, las conversaciones con
otros profesores del drea, en torno al te-
ma, coinciden con las mias: sc6mo es
posible que después de dejar patente en
los ejercicios de clase la sencillez del
meétodo de Gauss frente a los numerosos
célculos que requiere la regla de Cramer,
los alumnos opten por esta Gltima?

También se ensefia que las operaciones
elementales por filas (intercambio de
filas, multiplicar una fila por un escalar
distinto de cero, sustituir una fila por la
suma de ésta con otra multiplicada pre-
viamente por un escalar) dejan inva-
riante el rango de una matriz. Sin
embargo, entre obtener el rango de una
matriz aplicando operaciones elemen-
tales y emplear el método de los meno-
res, prefieren hallarlo a través de meno-
res. Al indagar sobre el tema con pro-
fesores de 4lgebra lineal, tanto en reu-
niones de caricter estatal (VII JAEM) e
internacional (ICME 8), se llega a dife-
rentes conclusiones:

1. Algunos opinan que la culpa es
nuestra pues tanto en clases practi-
€as como en examenes nos limita-
mos a matrices cuadradas de tama-
fo 3 y proponen, como remedio,
aumentar a 5, por ejemplo, el
orden de las matrices cuadradas.

2. Algunos profesores universitarios
opinan que en enseflanzas preuni-
versitarias todavia hay profesores
que sélo ensefian la regla de
Cramer junto al teorema de
Rouché-Frobenius para resolver
sistemas de ecuaciones y no el sen-
cillo método de Gauss.

En cualquier caso, el problema que
subyace es: ;operaciones elementales o
determinantes? En mis clases para
exponer la simplicidad y potencia de
las operaciones elementales, frente a
los procedimientos que involucra a
determinantes, realizo con mis alumnos
una prictica de ordenador con Mathe-
matica donde comparamos el tiempo
computacional que tarda el ordenador
en evaluar un determinante a través de
la definicién y wtilizando operaciones
elementales.



Definicion de determinante:

Sea 4 = [agl una matriz de tamafio 7 X #.
Definimos el determinante de A, deno-
tado por, Det(A) 6 1A|, como:

Det(A) =|4|=Y (Bday; ay) .-y

donde el rango del sumatorio recorre
todas las permutaciones del conjunto
s={1, 2, 3, ..., n}. El signo es positivo
si la permutacion es par y es negativo
en caso contrario. Como el conjunto de
las permutaciones de » elementos tiene
n! elementos entonces el determinante
tendrd n/ sumandos. Obsérvese que el
ntimero de sumas y multiplicaciones
necesarias para calcular el determinante
cuando se desarrolla éste por los ele-
mentos de una fila o columna hasta lle-
gar a determinantes de matrices de 2 x 2
es igual que en la definicién anterior.

Dado que Mathematica es un potente
software que permite al usuario progra-
mar, definimos una funcién, que llama-
remos Determinante de acuerdo con
la definicién anterior:

In{l]:=
Determinante[A_] :=
Module[
{k=Length[A], suma=0, pro=0, p, per, permut},
p = Range[k];
permut = Permutations{p];

For[j=1, j<=k!, ++j, {per permut[[j]];

pro Signature[per]*

Product[A[[i]1}[[per[[i]11]1], {i, k}];

suma suma + pro}l;

suma]

Mathematica incorpora la funcién
Det[A], que da automiticamente el
determinante de la matriz A cuadrada
de tamafio 7. Nuestro objetivo serd
constrastar el tiempo que tarda el orde-
nador en calcular el determinante de
una matriz dada, utilizando la funcidén
Determinante (basada en la defini-
cién anterior) y la funcién Det de
Mathematica (obviamente el algoritmo
que emplea Mathematica serd mas
rapido spor qué?).

La respuesta a esta diferencia de tiempo
computacional, estriba en que el algorit-
mo que tiene implementado Mathema-
tica se fundamenta en los dos siguientes
propiedades de élgebra lineal:

1. Si una matriz B resulta de aplicar en 4 la operacion
elemental F, &> aF, + F, (6 C, ¢ BC, + C) entonces
Det(B)=Det(A).

2. Si A =la] es una matriz triangular superior (inferior)

Ay sz

de tamafio # entonces Det(4) = a,,

En resumen, la funcién Det aplica operaciones elemen-
tales a sus filas y columnas para transformar la matriz en
una matriz triangular superior y, porteriormente, multipli-
ca los elementos de la diagonal principal de esta matriz.

Veamos las diferencias computacionales de tiempo em-
pleando operaciones elementales y la definicion en la
siguiente matriz A4, cuyo determinante es —2349. En
Mathematica, una matriz A se define como un conjunto
de conjuntos donde el j-ésimo elemento del conjunto son
las entradas de la i-ésima fila de A. Asi, almacenamos en
la variable A la matriz que queremos utilizar:

In[2]:=
A={{1, 2,3, 4,5, 3, 6}, {2, 4, 5, 6, 7, 5, 2},
{1, 1,1, 1,1, 1, 1}, {2, 4, 5, 6, 6, 5, 4}, {2,
6, 1, 5, 3, 4, 2}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {5, 1,
9, 0, 1, -1, 9}}

out[2]=
({1, 2, 3, 4, 5, 3, 6}, {2, 4, 5, 6, 7, 5, 2},
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}, {2, 4, 5, 6, 6, 5, 4},
(2, 6, 1, 5, 3, 4, 2}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
(5, 7, 9, 0, 1, -1, 9}}

Si queremos visualizar la matriz en su forma matricial, uti-
lizamos la funcién MatrixForm de Mathematica obte-
niendo:
In{3]:=

MatrixForm[A]

out[3]//MatrixForm=

1 2 3 4 5 3 6
2 4 5 6 7 5 2
1 1 1 1 1 1 1
2 4 5 6 6 5 4
2 6 1 5 3 4 2
1 2 3 4 5 6 7
5 7 9 0 1 -1 9

Mediante la funcién Timing de Mathematica calculamos
el tiempo que tarda el ordenador en calcular el determi-
nante con la funcién Det y Determinante respectiva-
mente.
In[4]:=

Timing[Det[A]]

out[4]=

{0.293 Second, -2349}

In[5]:=
Timing[Determinante[A]]

out[5]=

(16.221 Second, -2349}



En las salidas 4 y 5 anterior, (Out [4] y Out[5]) se obser-
van las diferencias computacionales de tiempo que lleva
realizar el calculo realizando operaciones elementales y la
definicién. Mediante la definicién ha tardado aproxima-
damente 50 veces mas. Al finalizar la prictica, la mayoria
de los alumnos se asombran de la rapidez computacional
de las operaciones elementales frente a los determinantes.

El nUmero dureo y una ecuacién en
diferencias

El problema que pretendemos resolver ahora es el si-
guiente:

Elegidos dos niimeros al azar, 4, y a,, ambos reales y
mayores que cero, se construye la sucesion cuyo térmi-
no siguiente es la suma de los dos anteriores, es decir,
a,,+ a,, = a, Probar que, independientemente de los
valores iniciales de a, y a, el cociente converge a la
razén aurea, es decir:

2 1+ \/g
2

n—oo
an

En un sistema dindmico discreto (una funcién f de un
espacio métrico M en si mismo) dado un punto x € M, es
de interés estudiar la sucesién cuyo término general es a,
= f'(x). Esta sucesion recibe el nombre de trayectoria de
x por f Mathematica, dispone de la funcién
NestList[f, x, n] la cual da los n primeros términos
de la trayectoria de fpor x.

Inicialmente, y de forma experimental, veamos si efecti-
vamente el cociente del término siguiente entre el térmi-
no anterjor converge a la razén durea. Para ello, tomamos
la funcién:

S R3—pR3
definida como
S, y, 2) = O, x4y, O +20/)

y calcularemos los 15 primeros términos de la trayectoria
de Spor p=(3, 4,0 yq-=(, 1, 0) respectivamente.
Obsérvese que, dados los dos primeros términos de la
sucesion (a,, a, 0), la imagen de ellos a través de S es
(a, a, aya). De esta forma:

(SOSOSO“' nvccesos)(a(), a]’ 0) = (61”, al1+]’ am-]/an)
Definimos ahora con Mathematica la funcién S anterior :
In[6]:=

S[a_]:= {a[[2]], a[[l]]+a[[2]],
N[(a[[1]]+a[[2]1])/a[[2]1]]}

In[7]:=
NestList[S, {3, 4, 0}, 15]

out[7]=
({3, 4, 0}, {4, 7, 1.75}, (7, 11, 1.57143},

{11, 18, 1.63636)}, {18, 29, 1.61111},
(29, 47, 1.62069}, (47, 76, 1.61702),
(76, 123, 1.61842), {123, 199, 1.61789),
{199, 322, 1.61809), (322, 521, 1.61801},
{521, 843, 1.61804}, {843, 1364, 1.61803},
(1364, 2207, 1.61804}, {2207, 3571, 1.61803},
{3571, 5778, 1.61803}}

In[8]:=
NestList[S, {1, 1, 0}, 15]

Out[8]=
{{1, 1, 0y, {1, 2, 2.}, {2, 3, 1.5},

{3, 5, 1.66667}, {5, 8, 1.6}, {8, 13, 1.625},
{13, 21, 1.e61538}, {21, 34, 1.61905},
{34, 55, 1.61765}, {55, 89, 1.61818},
{89, 144, 1.61798}, {144, 233, 1.61806},
{233, 377, 1.61803}, {377, 610, 1.61804},
{610, 987, 1.61803}, {987, 1597, 1.61803})}

El dltimo elemento de las salidas 7 y 8
son los términos (a,5 a a,/a,) de
las sucesiones cuyos términos iniciales
son (3, 4, 0) y (1, 1, 0) respectivamen-
te. Obsérvese en la tercera componente
de las sucesiones anteriores la conver-
gencia a la razén 4urea.

Daremos ahora una demostracion gene-
ral de estos casos particulares, Para ello,
hallamos la solucién general de la ecua-
cién en diferencias

an-Z

+ an-] = Ol“.
Dado que esta ecuacién en diferencias,
es homogénea de orden dos, su solu-

cién general es de la forma:
= - )i 1
S8, = a(r)" + b(r,)
donde 7, y r, son soluciones de la
ecuacién polindmica asociada
x-x-1=0

con ay b nimeros reales cualesquiera.
Obtengamos con Mathematica las rai-
ces de la ecuacién polinémica anterior
mediante la funcién Solve.

In[9]:=
Solve[x*2 - x - 1 == 0, x]
Oout[9]=
1-8grt(5] 1+Sqgrt[5]
{x -> ——}, {x -> ——-)}
2 2

Definimos ahora con Mathematica la
funcién Sg, (solucién general) la cual da
las sucesiones que satisfacen la ecua-
cién en diferencias anterior.




In[10]:=
sg[n_]:= a(l/2-Sqrt[51/2)"n +
b(l/2+Sqrt[5]1/2)"n
Comprobamos que, efectivamente, es la
solucién general de la ecuacion anterior.

Infll]:=
Sg[n+2]-Sg[n+1]-Sg[n] // Expand

out[1l]=
0

Por dltimo vamos a demostrar que:

D11 1+\/g
—300
an " 2

In[12]:=

Limit[Sg[n+1]/8Sg[n],n=->

Infinity]
out[l2]=

1+Sqgrt (5]

2

Matrices en bandas

Una matriz en banda o matriz tridiago-
nal es una matriz cuadrada de tamafio
7 donde las entradas

a,=0si li-j1>1
Estas matrices suelen aparecer como
matrices del sistema, en sistemas de
ecuaciones lineales no homogéneos

derivado de problemas continuos dis-
cretizados.

En casi todas las ramas de las ciencias, los
modelos matemdticos que rigen ciertos
fenémenos se expresan de forma exacta
y continua, es decir, mediante una ecua-
ciébn en derivadas parciales, mediante
una ecuacion de funciones continuas, etc.
Sin embargo, cuando deseamos resolver
una ecuacién en derivadas parciales, y no
conocemos métodos matematicos para
ello, recurrimos a discretizar el problema.
Es decir, si deseamos hallar una funcién
u(x), en el problema continuo tendria-
mos infinitud de incognitas, pero no en el
problema discreto pues seleccionariamos
7 puntos del dominio de u(x).

Concretando el problema, supongamos
que tenemos un fenémeno fisico donde
deseamos conocer una funciéon u(x) de
la cual sabemos:

2
iﬁ=f(x) y xe[0]
dx

2

...cuando
deseamos resolver
Una ecuacion
en derivadas
parciales
Y 1O CONOCemos
métodos
matemdaticos
para ello,
recurrinos
a discretizar
el problema.

La funcién que queremos calcular satisface las condicio-
nes siguientes:

w0 =u1) =0

Con estas tltimas condiciones, eliminamos la arbitrariedad de
soluciones que las ecuaciones diferenciales suelen generar.

Dado que nuestro objetivo es generar un problema discre-
to, es decir un problema de algebra lineal, elegimos en el
intervalo anterior una sucesion de puntos equiespaciados;
por ejemplo la sucesion: x, =nb con n€ N y b una can-
tidad pequefia. Posteriormente, resolveremos un problema
lineal donde calcularemos los valores aproximados de la
imagen de estos puntos a la solucién verdadera u(x,). El
problema lineal que hay que resolver es un sistema de
ecuaciones Ax= b donde A es una matriz tridiagonal.

Dado que

d*u _u(x+h)=2u(x)+u(x—h)
o »
tenemos que el problema continuo se transforma en la
siguiente ecuaciones en diferencias:
-2u, +u, = b*f(nh)
Para concretar el problema supongamos que
S0 = Sen(x), b=1/100 y n=99

Obsérvese que en este caso no es necesario discretizar el
problema dado que el problema continuo es muy senci-
llo. Es trivial comprobar que

u(x) = Sen(x) + Cx + D

uu+]

Si afiadimos a esta familia de funciones nuestras condi-
ciones de contorno, tenemos la funcion:

u(x) = Sen(x) - x-Sen(l)

Sin embargo lo resolveremos discretamente y veamos la
coincidencia de las soluciones.
En primer lugar obtenemos la sucesién finita de puntos
x, = nb.
In[13]:=

sucesién = Range[0.01, 0.99, 0.01]
En la variable sucesién tenemos una discretizacién del inter-
valo [0, 1], esto es, el conjunto {0.01, 0.02, 0.03, ..., 0.99}.
In[l1l4] :=

Imagensucesién = Sin[sucesién];
En la variable Tmagensucesién tenemos el conjunto imagen

del conjunto {0.01, 0.02, 0.03, ..., 0.99} por la funcion Sen(x).

Cargamos el Package LinearAlgebra’ Tridiagonal’ para
acceder a una funcién que resuelve los sistemas de ecuacio-
nes Ax = b directamente, donde 4 es una matriz en banda.

In[15]:=
<<LinearAlgebraTridiagonal”

Hallamos las bandas respectivas que acompafian a la dia-
gonal principal de la matriz tridiagonal.



Figura 1

In[16]:=
a = Table[-1, {98}]; b = Table[2, {99}1:;

En la variable Solu guardamos las soluciones del sistema
tridiagonal. Es conveniente tener en cuenta que cuanto
menor es b mis exactitud obtenemos en las soluciones
que buscamos. En este caso la solucién discreta serd bas-
tante buena. '

In[17]:=
Solu = TridiagonalSolvel[a, b, a, (1/10000) ima-
gensucesién];

La figura 1 muestra una grifica de nuestra solucién discreta,

La figura 2 es el grafico de la solucién continua y exacta
que obtuvimos anteriormente.

Es evidente, que la solucion del problema discreto, al ser b
= 1/100, es excelente.

0.04

0.03

Juan José Gonzdlez
Universidad de Las Palmas
de Gran Canaria
Sociedad Canaria de
Profesores de Mateméticas
«Isaac Newton»

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 2
Bibliografia

BOYER, C.B.(1987): Historia de la matema-
tica, Alianza Universidad Textos.

DAVIS, J. D. Y R. HERSH (1988): Experiencia
matemdtica, Labor, Barcelona.

GUZMAN, M. (1996): El rincon de la pizarra,
Pirdmide, Madrid.

KOLMAN, B. (1988): Algebra lineal, Addison-
Wesley Iberoamericana.

MARTIN, J. C. (1984): Método de Gauss: su
aplicacion al dlgebra», Niimeros, n.° 10,
67-72.

WOLMFRAM, S. (1992): Mathematica. A Sys-
tem for Doing Mathematics by Computer,
Addison-Wesley.




