El aprendizaje del concepto
de integral

Pilar Turégano Moratalla

El propésito de este articulo
es presentar una propuesta
didéctica de la integral
definida para la Educacién
Secundaria Obligatoria y
Bachillerato a fravés de unas
secuencias de aprendizaje
que ayuden al estudiante a
captar las ideas
fundamentales del caleulo
integral, del concepto de
integral y del proceso de
integracién.

N EL ANO 1991 presenté por primera vez, en las IV
Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas
celebradas en Castellon, una nueva propuesta didactica
para la integral definida. Desde entonces, muchos han
sido los profesores de Secundaria y Bachillerato que se
han interesado en ella. En aquel momento, la habia expe-
rimentado durante tres aflos con estudiantes universita-
rios, pero fue en 1992 cuando la puse en prictica con
estudiantes de 1.° de BUP. Los resultados de esta expe-
riencia estin recogidos en Turégano (1994a) y fueron
objeto de una comunicacién en las VII JAEM celebradas
en Madrid en 1995, Alli me comprometi con varios profe-
sores a escribir el presente articulo.

Las lineas bisicas de mi propuesta son fundamentalmen-
te dos:

e Introduccién del concepto de integral como primera
iniciacién al estudio del cilculo infinitesimal, con
independencia del concepto de derivacion y previa-
mente al estudio de limites.

e Presentacién de dicho concepto como una continua-
cién de la nocion de 4drea, utilizando la visualizacion
a través del ordenador para dar significado al con-
cepto y eliminar al miximo los cilculos algebraicos.

La utilizacién de un entorno gréfico informatico es fun-
damental pues el estudiante se ve asi liberado de tedio-
sos y necesarios cilculos y representaciones, lo que per-
mite al profesor centrar el estudio en los conceptos, glo-
balizando los aspectos grificos, numéricos, algebraicos
v simbdlicos.

En otros escritos! me he referido al modelo tedrico ela-
borado, basado en la definicidén geométrica de integral de
Lebesgue, por lo que remito a ellos a quienes deseen
estudiar y encontrar una justificacién a toda la propuesta.




‘k Un enfoque conceptual para la integral
definida

Mi idea es presentar la integral, en principio definida,
como una continuacién de la nocién de irea, que los
estudiantes conocen desde los primeros dias de la escue-
la. Lo que empez6 para los estudiantes de educacién pri-
maria con la medicién de 4rea en general debe continuar
en secundaria con el estudio de clases muy especiales de
areas: a saber, aquéllas cuyos limites inferiores, de la dere-
chay de la izquierda, tienen forma de caja, segiin la termi-
nologia de Toeplitz (1963), y que estin limitados por una
curva s6lo por arriba o por abajo. De hecho, estas figuras
no son otra cosa que representaciones grificas de una
funcién f(x) en un intervalo a < x < b. El problema de cal-
cular el 4rea de esas figuras consiste en determinar un
dominio? rectangular (figura 2) cuya drea sea igual a la del
dominio original (figura 1), quedando el problema redu-
cido al célculo de la altura media de la funcion f(x) en
todo el intervalo [a, b}, y, 2 continuacién, calcular el 4rea
pedida como el producto de esta altura por la longitud
b - a del intervalo cerrado [a, b]. La existencia de la inte-
gral queda justificada por la existencia de la altura media.

fix) B fix) B

Figura 1 Figura 2

drea abBA = drea abCD

= -a)M

Una razdn para utilizar el simbolo anterior para la inte-
gral es que expresa con fuerza que ésta depende s6lo
de la funcion f y del intervalo [a, bl.

En el caso de que f(x) no sea siempre positiva, la curva
AB corta el eje x en un namero finito o infinito de veces.
En este caso se tienen dos especies de dominios: unos,
por debajo de ox; los otros, por encima. Cada uno de
estos dominios es cuadrable (Lebesgue, 1928, p. 41), y se
define la integral de f(x) como la suma de las 4reas que
estdn por encima del eje ox menos la suma de las 4reas
que estdn por debajo de dicho eje. (Figuras 3 y 4).

[f=A1-Ay = (b-a)M; - (c—b)M,) =

= (b—-a)M; +(c—b)M,

1

El modelo tebrico se encuen-
tra, abreviado, en Turégano
(1991, 1992) y, de forma
exhaustiva, en  Turégano
(1994a, 1996a, 1996b); la
justificacién del cambio curri-
cular propuesto, en Turégano
(1994a, 19954, 1995b, 19964);
los resultados obtenidos con
estudiantes de 1.° de BUP, y el
disefio de situaciones diddcti-
cas, en Turégano {1994aq).

Lebesque utiliza el término
«dominio» para referirse a los
punfos de la regién inferior
que determina en el plano
toda curva cerrada sin puntos
mltiples.

Fix}

Figura 3

Figura 4

Este enfoque nos llevaria a los métodos
intuitivos anteriores a Cauchy, pero hoy
la definicién de medida les da una fun-
damentacion logica.

El proceso planteado para medir el drea
—proceso de integracién— es apropiado
para llevar a los estudiantes a la discu-
sion de sucesiones numéricas, limites y
nGmero real. El resultado final de este
proceso —un niimero real— es la integral
buscada.

Este enfoque estd en consonancia con
las ideas previas puestas de manifiesto
por los estudiantes (Turégano, 19944,
19940y 19960 y con el desarrollo his-
térico del concepto de integral (Turé-
gano, 19934, 1994a y 1995¢), comple-



mentado con la utilizacién de las nue-
vas tecnologias.

Todas estas recomendaciones se plas-
man de forma explicita en el Disefio
Curricular Base (MEC, 1989), que reco-
ge las bases de la propuesta oficial
espafiola para la Educacion Primaria y
Secundaria en la actualidad.

Considero este planteamiento como
una clara alternativa a la aproximacién
mediante sumas ssuperiores: e «nferio-
res», por ejemplo, de rectdngulos, pues,
como dice Tall (1986), esta teoria de
sumas superiores e inferiores se cons-
truye sobre un teorema de existencia
que asegura que estas sumas existen
sin llegar nunca a justificar al estudian-
te novel ni su existencia ni su conver-
gencia. Este planteamiento basado en la
integral de Riemann produce grandes
dificultades conceptuales en los estu-
diantes, que ya han sido puestas de
manifiesto en diferentes investigaciones
(Orton, 1983; Cordero, 1987; Sneider-
Gilot, 1988 y Turégano, 19944, dificul-
tades, principalmente, por estar en
desacuerdo con las ideas previas de los
estudiantes en relacién a las descompo-
siciones infinitesimales de las superfi-
cies (Turégano, 1993, 1994a y 1994b)
v con las primeras intuiciones acerca de
los infinitesimales y limites (Turégano,
199%4a, 19945y 19960).

Ideas fundamentales del
calculo integral

Las ideas fundamentales del cilculo
integral estin presentes, aunque de
forma inconsciente, en las experiencias
diarias de muchas personas. Alli donde
existe una funcién que relacione dos
magnitudes de tal forma que, a cada
valor de una de ellas, corresponde
determinado valor de la otra, existe un
problema de cilculo integral. El cilculo
integral determina los resultados de los
cambios entre esas dos magnitudes.
Esos cambios pueden ser constantes a
lo largo de un intervalo o variar de
forma continua. Tanto en una caso
como en el otro, una imagen visual nos

Las ideas
Sfundamentales
del calculo
integral
estan presentes,
aunque de forma
inconsciente,
en las
experiencias
diarias de muchas
personas.

permitiria darnos cuenta de que los resultados de los cam-
bios y las dreas bajo los grificos son exactamente lo
mismo desde el punto de vista de las matemdticas. Es muy
importante la imagen visual, que nos va a permitir inter-
pretar el wignificado» del drea bajo el gréfico segtn el pro-
blema planteado. Unas veces puede representar una dis-
tancia, los puntos acumulados por un equipo de fatbol,
las ganancias de un empresa, etc. En muchas aplicaciones
de las integrales se estd mis interesado en la interpreta-
cién del significado de esa 4rea que en el valor numérico
de la misma.

Los problemas reales del cilculo integral no se abordan ni
en la Educacion Secundaria Obligatoria ni en el Bachi-
llerato, sino en la Universidad, pero es en la Educacién
Secundaria Obligatoria donde se tiene la responsabilidad
de sembrar el germen del concepto de integral. Hay que
huir de la exclusiva algoritmizacién del célculo sin funda-
mentos conceptuales, ya que este enfoque es una de las
causas del gran fracaso de los estudiantes universitarios
(véanse referencias en Turégano, 19954) en la asignatura
de Cilculo Infinitesimal, no ayudindoles a reconocer en
un determinado problema —donde no figuren de forma
explicita— una integral, una derivada, una ecuacion dife-
rencial, etc.

Por otra parte, ya existe hoy dia gran nimero de progra-
mas de ordenador que manejan los algoritmos de célculo
a la perfeccién, con lo cual no es necesario centrar la
atencién del estudiante en el estudio de esos algoritmos
sino en los enfoques conceptuales del calculo, no exis-
tiendo programas de ordenador que, mediante la pulsa-
cién de una tecla, nos planteen el problema o nos diga
que hay que tomar una u otra decisién acerca de deter-
minado fenémeno de estudio.

La idea del proceso acumulativo de la integral surge de las
variaciones de las magnitudes: si esas variaciones son
constantes en el intervalo, el problema se reduce a la
suma de areas de rectingulos, pero si son continuas,
barren el drea bajo el grifico en el intervalo considerado.

Es necesario encauzar el trabajo de los estudiantes en
estos procesos de variacién, mis que en el proceso de
integracion. En otras palabras, si criticamos la algoritmiza-
cién temprana de la integral para centrarnos exclusiva-
mente en el tecnicismo de las aproximaciones al 4rea bajo
una curva, estamos cometiendo otro error, diferente, pero,
al fin y al cabo, otro error. El estudiante continuar sin
captar las ideas fundamentales del calculo integral y
seguird sin asociar la integral con el cilculo de la medida
de las variaciones entre magnitudes. Estas variaciones nos
permiten confeccionar una tabla de valores que, al ser
representados, nos da una informacién interesantisima, ya
que cada punto representa el drea acumulada hasta ese
momento, y el Gltimo punto, el resultado final.




El célculo del 4rea bajo un grafico requiere muchos cal-
culos intermedios. Con métodos algebraicos, todos los
ejemplos que no sean muy faciles se hacen extremada-
mente dificiles y aburridos para los estudiantes. El esfuer-
zo que se les exige para la realizacion de los cilculos es
tan grande que al final se olvidan del problema por estar
excesivamente centrados en las aproximaciones al drea.
Ademas, la informacién numeérica que se va obteniendo
por si sola no es suficiente para determinar el verdadero
valor del drea y llevarfa mucho tiempo obtener aproxima-
ciones cercanas con una calculadora normal y corriente.

Ejemplificaremos mis adelante, en las secuencias de
aprendizaje, estas ideas, que han sido tratadas con clari-
dad por Wenzelburger (1994).

Por otra parte, estas variaciones son las que nos van a per-
mitir explorar las propiedades de la integral y su conexién
con el cilculo diferencial

Estos son, desde mi punto de vista, los objetivos que se
deben conseguir en la Educacién Secundaria Obligatoria
y en Bachillerato con respecto al concepto de integral.

Soy consciente de que estos planteamientos chocan de
frente con un agente externo: las pruebas de acceso a la
Universidad, que ponen el énfasis, principalmente, en los
aspectos mecinicos® y no en los conceptuales. Y es a
estas pruebas a las que los profesores nos agarramos
como una lapa para seguir trabajando en un terreno en el
que nos encontramos sumamente cémodos y seguros. Y,
aunque dichas pruebas sean muy importantes para los
estudiantes —pues de las calificaciones que obtengan en
ellas dependeri el que cursen una determinada carrera—,
mas importantes deberfan ser los conocimientos que
adquirieran en estas etapas, ya que numerosas investiga-
ciones han puesto de manifiesto el gran fracaso de los
estudiantes en los cursos de cilculo en la Universidad. Por
tanto, no se deben seguir utilizando como excusa las
pruebas de selectividad; debemos asumir que es total-
mente necesario afrontar y llevar a la prictica una refor-
ma metodolégica que exija un ritmo de trabajo diferente
y una organizacién de los contenidos y de las aulas tam-
bién diferente. Es urgente, ademas, formar equipos de tra-
bajo por centros para que pueda planificarse la continui-
dad en el proceso de aprendizaje de los estudiantes cuan-
do éstos tienen que cambiar de profesor.

Secuencias de aprendizaje del concep-
to de integral

La adquisicion por parte del estudiante del concepto de
integral es un proceso lento cuyo aprendizaje se debe
extender a lo largo de la Educacién Secundaria Obli-
gatoria y Bachillerato para pasar a la formalizacién en la
Ensefianza Universitaria, Para que ese aprendizaje sea

3 Existen excepciones, como el
examen de P.A.U. Bachillerato
LOGSE en Matemdticas Apli-
cadas a las Ciencias Sociales
Il del presente curso académi-
co en la Universidad de
Castillala Mancha. En dicho
examen se pedia a los esfu-
diantes que relacionaran, de
forma razonada, las graficas
de tres funciones, de sus deri-
vadas y de la funcién érea de
cada una de ellas.

significativo para el estudiante, es nece-
saria una ensefianza que le permita par-
ticipar activamente en la construccion de
su conocimiento. Propongo, a continua-
cion, una serie de secuencias que per-
mitirdn al estudiante hacerse una idea
del concepto de integral y del proceso
de integracién, asi como captar las ideas
fundamentales del cilculo integral.

Imagen del érea bajo un gra-
fico

Inicialmente, es preciso familiarizar al
estudiante con el concepto de 4rea bajo
un grifico, pues, como se puede ver en
Turégano (1994a), los estudiantes co-
meten multiples errores al sombrear
areas bajo graficos, errores que, en algu-
nos casos, alcanzan hasta el 75% de los
estudiantes analizados en mi estudio.

Para ayudar al estudiante a crear una
imagen completa de drea bajo un grifi-
co, es conveniente utilizar programas de
ordenador flexibles que le permitan
construir graficas de funciones y visuali-
zar el area sombreada en un intervalo
convenido. El programa AREA, creado y
utilizado para mi investigacion, permite
al estudiante, en una hora, visualizar de
30 a 40 representaciones de funciones
con el drea sombreada bajo el grifico.

En un principio, soy partidaria de la
seleccion, por parte del profesor, de las
funciones y de los intervalos a conside-
rar, con la finalidad de incluir en estos
ejemplos los casos posibles con dife-
rentes dominios e intervalos.

La visualizacién juega aqui un papel
importantisimo, ya que proporciona
una visién holistica del grafico y del
drea sombreada. Este primer acerca-
miento a la integral tiene que ver con el
drea como magnitud, y, tal como argu-
menta Dreyfus (1991), el proceso de
aprendizaje de un determinado concep-
to pasa inicialmente por la utilizacién
de una sola representacién. Pienso que
esta representacién debe ser grifica.

A continuacidn, es conveniente dar al
estudiante la oprtunidad de que explo-
re los ejemplos que se le ocurran y, por
Gltimo, tratar de crear alguna destreza




con lapiz y papel en el sombreado de
4reas bajo graficos.

Estas actividades deben incluir repre-
sentaciones grificas de una misma fun-
cién con variaciones de intervalo de
integracion.

Iniciacién’ al proceso de inte-
gracion

La nocién de integral va asociada a la
idea de medir el 4rea bajo grificos. Al
proceso utilizado para determinar ese
ndmero es a lo que llamamos proceso
de integracion.

En la propuesta que estoy consideran-
do, hay que determinar la altura del
rectdngulo congruente con el drea a
determinar. La existencia de la integral
queda justificada con la existencia de
esa altura.

Es conveniente mostrar a los estudian-
tes ilustraciones como las siguientes:

a

Figura 5

y = fix)

a b

Figura 6

La figura 5 presenta el area que se
desea determinar en el intervalo [a, bl.
La figura 6 presenta el area del rectdn-
gulo tomando la altura minima del

y = fx)

intervalo [a, b), y la figura 7 la del rec- .

tingulo con la altura maxima del intervalo. La imagen
visual permite al estudiante aceptar la siguiente desigual-
dad: aj < A <A,

La figura 8 muestra la diferencia de las dreas A, y a,, sur-
giendo de esa imagen visual la necesidad de aproximar a,
con A,. Al ser la base de los rectdngulos la misma, lo que
hay que hacer es aproximar las alturas: aumentar b y dis-
minuir A hasta hacerlas coincidir.

y = fix)

Figura 8

Este acercamiento entre by Himplica la realizacion de las
siguientes actividades:

e Division de un intervalo en subintervalos mediante
sucesivas biparticiones y determinar las abscisas de
los puntos de divisién.

e Calcular la ordenada en los extremos izquierdo y
derecho de esos intervalos. Sustitucién de la palabra
«ordenada» por «altura»,

e Calcular la media de las alturas en los extremos
izquierdo y derecho.
Al pasar de las curvas a las funciones, hay evidente-
mente un cambio de lenguaje (geométrico por alge-
braico) que nos permite dar sentido a alturas negati-
vas y, posteriormente, a dreas negativas.

Para comenzar, elegimos una funcioén sencilla y = x* y un
intervalo con los extremos enteros y que al menos las pri-
meras biparticiones determinen extremos también ente-
ros: por ejemplo, [0, 4].

Es conveniente que, inicialmente, los estudiantes realicen
las operaciones con calculadora, para que se hagan una
idea de lo que estin haciendo. Inmediatamente, se debe
convertir en un programa de ordenador, que haga la parte
mas pesada de los cilculos, con el fin de que se puedan
centrar en las ideas y no en los tecnicismos.

Actividades iniciales
Definicion -
Llamamos biparticién de un intervalo a la divisién del

mismo en dos partes iguales. Cada una de esas partes
recibe el nombre de subintervalo.




Ejemplo

Consideramos el intervalo [0, 4] y efectuamos una bipar-
ticion. Los dos subintervalos que determina son el [0, 2]
y el [2, 4].

0 2

4
i i —

Cuestion 1. En el mismo intervalo [0, 4] efectda dos bipar-
ticiones y escribe los subintervalos que determina.
0 4

| I |
l | 1

Cuestion 2. En el mismo intervalo efectta tres biparticio-
nes y escribe los subintervalos que determina.
0 4

] |
I f —

Cuestion 3. Si efectuamos 7 biparticiones, jcuintos subin-
tervalos determinariamos?

Cuestion 4. Si efectuamos n biparticiones, jcudntos
subintervalos determinarfamos?

Ejemplo

El diagrama siguiente muestra el grifico de la funcién
f(x) = x2 en el intervalo [-4, 4].

| fix) = x2
16
4
2
, x
4 -3 210 1 2 3 4

Cuestion 1. Determina qué valores toma en los extremos
de los intervalos [0, 1], [1, 2], [2, 3] y [3, 4].

Cuestion 2. Dibuja sobre el grafico las ordenadas calcu-
ladas. A esas ordenadas las llamaremos alturas de la fun-
cion en los extremos de los intervalos.

Cuestion 3. Di cudles son las alturas «minimas» y cuiles
las «maximas» en los intervalos dados.

Cuestion 4. Halla la media de las alturas minimas y la de
las alturas maximas.

Si hemos
de preparar
al estudiante
para lo
desconocido
el aprendizaje
debe predominar
sobre
la enserianza.

Ejemplo

El diagrama siguiente muestra el grifico
de la funcién f(x) = —x? en el intervalo
(-4, 41.

4 3.2 10 1 2 3 4
' X
24
4
16
fix) = x2

Cuestion 1. Determina qué valores
toma en los extremos de los intervalos
4, -3], [-3,-2], [-2, -1y [-1, 0.

Cuestion 2. Dibuja sobre el grifico las
ordenadas calculadas.

Cuestion 3. Di cuiles son las alturas
«minimas» y cuiles las «maximas» en los
intervalos dados.

Cuestion 4. Halla la media de las altu-
ras minimas y la de las alturas maximas.

Actividades de refuerzo

Si hemos de preparar al estudiante para
lo desconocido, el aprendizaje debe
predominar sobre la ensefianza. Esto es
lo que debemos conseguir con estas
actividades previas a la determinacién
del valor numérico del 4rea, haciendo
hincapié en todos y cada uno de los
subconceptos que van apareciendo en
el proceso de integracién.

La actividad siguiente debe realizarse
con el ordenador.

Ejemplo

Utilizo el programa ALTURAS: se intro-
duce la funcién, los extremos del inter-
valo y el nimero de biparticiones que
queremos efectuar. A continuacién apa-
recen en la pantalla las secuencias



numéricas (h(f, a, b, )}, {H{, a, b, )}y
{H(f, a, b, n) - h(£, a, b, )}, que repre-
sentan, respectivamente, las medias en
los extremos izquierdos de los interva-
los, las medias en los extremos dere-

chos y las diferencia entre las medias.

La repeticion continuada de este proce-
dimiento ‘apoyari fuertemente la intui-
cién de que la diferencia entre by H
puede hacerse menor a medida que se
hagan mis subdivisiones. Esta intui-
cién, que es correcta, viene reforzada
por la imagen visual que plasma a con-
tinuacion el ordenador, con la grafica
de la funcién y la impresion de by H
en distinto color, y, como quiera que
con diez biparticiones ya son bastantes
proximas para intervalos no muy gran-
des, se hace evidente que van a coinci-
dir. Debe aprovecharse esta situacién
para la discusién de limites, ya que las
ideas sobre limites empiezan a desarro-
llarse cuando se pueden explorar las
situaciones en las que una sucesién se
establece o converge, y que esto puede
ser més real en una situacién geométri-
ca. Pensamos que esta es una buena
ocasion para esta discusioén y para esta-
blecer una relacién entre los marcos
geométrico y numérico.

Dispongo también de un programa,
APROXIMA, que nos determina el
ntmero de biparticiones a efectuar,
para que la diferencia H - h sea, por
ejemplo, < 0°002.

Para la funcién y = x* en el intervalo
[0, 4] y 13 biparticiones, los datos obte-
nidos son los de la tabla 1.

Estas secuencias numéricas facilitan la
discusién, como ya he dicho anterior-
mente, de limites y acercarnos al con-
cepto de namero real segin la cons-
truccién de Cantor a partir de sucesio-
nes fundamentales o de Cauchy. En
esta construccién, el nimero real queda
identificado con lo que llamamos clase
de equivalencia de sucesiones funda-
mentales. La idea estd organizada alre-
dedor del concepto de punto de acu-
mulacién, ya que en el nimero real asi
definido resulta ser el punto de acumu-
laci6n del conjunto formado por los tér-
minos de la sucesion asociados a él. Me

N.2 de Media de las' | Media de las Diferencia
biparticiones | alluras extr. izg.- | alturas extr. der. | de las alturas
h H H-h
Ninguna 0 16 16
1 2 10 8
2 3'50080 7'50000 4
3 437500 637500 2
4 4'84375 5'84375 1
5 5'08594 558594 0'50000
6 5’20898 5’45898 0,25000
7 527100 5'39600 0'12500
8 530212 536462 006250
Q 5'31770 5'34896 0’03125
10 532552 5'34114 0'01563
1 5'32943 5'32724 0/00781
12 5’33138 5'33529 0’00391
13 533236 533431 0’00195
Con infinitas 5'3 0
Tabla 1

parece interesante este acercamiento ya que lleva implici-
to un doble empleo ticito del infinito actual: en primer
lugar, la sucesién no tiende al nimero real sino que se
identifica, al considerar la totalidad de sus términos, con
el nimero real. En segundo lugar, mediante un criterio de
equivalencia entre sucesiones, el nimero real queda iden-
tificado, no con una sino con todas las sucesiones equi-
valentes, esto es, con un conjunto infinito cuyos elemen-
tos son, a su vez, conjuntos infinitos.

Asi, una sucesién infinita de nimeros racionales constitu-
ye una multiplicidad que, al pensarse en su totalidad, da
lugar a un Gnico nimero real: el asociado a ella.

Cuando se tienen secuencias de niimeros (en este caso las
{h(f, a, b, D}y {H(f, a, b, n)D, es importante saber encon-
trar los términos siguientes, y lo que es mas interesante,
tener un criterio para determinar cualquier término. En
este caso, el criterio es muy facil de establecer:

H(f,a,b,n)-h(f,a,b,n) = %ﬁ(_a)_

Aunque hay muchos estudiantes (Turégano, 1994a y
1996¢) dispuestos a afirmar rotundamente que el limite de
una sucesién es un nimero al que se acercan, pero que
nunca alcanzan, esta practica con el ordenador tiene como
objetivo desafiar sus intuiciones ya hacerles reflexionar
para que cambien esa imagen del concepto de limite.

Utilizo también las sucesiones {H(f,a,b,n)} y {(h(f,a,b,n)} y
su diferencia para razonar sobre la situacién de la repre-
sentacidn grafica de f(x) con respecto a los ejes, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, forma de grifico, etc.




Si H — h > 0 en un determinado intervalo la funcién es
creciente; si H—h < 0, la funcion es decreciente; si las b
y H son positivas, la funcién estd por encima del eje ox,
y, viceversa, si b y H son negativas, estd por debajo de
dicho eje, etc.

Calculo de integrales definidas

Después de las actividades expuestas, el estudiante ya
tiene una idea del proceso seguido para el cilculo de la
altura del rectdngulo congruente con el drea a determinar.

Con el programa INTEGRAL tratamos ahora de unir las
dos representaciones: una imagen visual del grifico y el
calculo numérico de la altura que nos va a permitir obte-
ner el adrea.

Se teclean los datos de la funcién, del intervalo y del
namero de biparticiones deseadas. Con la orden de eje-
cucion, aparece una primera pantalla con el grafico de la
funcién y el drea sombreada en el intervalo convenido.

Una segunda pantalla nos muestra las secuencias numéricas
de {H(f, a, b, m}, {h(, a, b, )}, {H{, a, b, n) - h(f a, b, n)},
las secuencias del 4rea con estas alturas y las diferencias
de las 4reas.

En una tercera pantalla aparece de nuevo el grifico de la
funcién con la impresién de b y H en diferentes colores,
con el miximo de biparticiones solicitado.

Con las secuencias obtenidas se puede conjeturar el valor

de la altura buscada My del drea fb f.
a

Por dltimo, se pide el valor de My jf f cuando se efec-

taan infinitas particiones.

Soy de la opinién de que el proceso hay
que terminarlo; no se puede dejar al
estudiante ante la eterna duda de si el
limite se alcanza o no se alcanza. Si no
se determina el valor del 4rea, estariamos
fomentando la concepcién del infinito
potencial —tan arraigado en los estudian-
tes—, siendo éste uno de los obsticulos
con los que se encuentra el alumno para
poder concebir un proceso infinito como
algo definido o acabado.

En principio, creo que hay que calcular
el area con funciones que sean moné-
tonas y positivas en el intervalo de
integracién, pasar después a funciones
monoétonas y negativas y finalizar con
funciones que conjuguen las dos situa-
ciones anteriores.

Ejemplo

Calcular el 4rea bajo la curva y = x% en
el intervalo [0, 4]. (Ver tabla 2).

Definicién geométrica de
integral definida

Se selecciona una coleccion de ejem-
plos y contraejemplos, es decir, funcio-
nes en las que, al construir sus grificas,
el valor numérico de la integral sea
exactamente el del dominio sombrea-
do, para lo cual f(x) = 0 en el intervalo
considerado, y funciones que nos

Media de las Media de las Diferencia . i Diferencia
N.° de alturas extr. izq. | alfuras extr. der, | de las alturas Area Area de las
biparticiones h H H-h (b-a)h {b=aJH dreas
Ninguna 0 16 16 @] 64 64
1 2 10 8 8 40 32
2 3'50080 7'50000 4 14 30 16
3 4'37500 6'37500 2 17'5 25'5 8
4 4'84375 5'84375 1 19'375 23'375
5 5'08594 5'58594 0'50000 20’343 22343 2
6 5'20898 545898 0,25000 20/83592 21'83592 1
7 5'27100 5'39600 0’12500 2108400 21 ’58400 0’5
8 5'30212 536462 006250 2120848 21'45848 0'25
9 5'31770 5'34896 0’03125 21127084 21'39584 0’125
10 532552 5'34114 0’01563 2130208 2136456 0’0625
11 5!32943 5'32724 000781 21'31772 2134896 0’03125
12 5'33138 5'33529 0’00391 21'32552 2134116 0'015625
13 5’33236 5'33431 0’00195 2132944 21'33724 0'0078125
Con infinitas 53 0 21’33 ‘ 0
Tabla 2




determinan dominios sobre el eje ox y
debajo de dicho eje en el intervalo con-
siderado, con lo que el valor de la inte-
gral serd el drea de los dominios con
f(x) = 0 menos el area de los dominios
con f(x) £ 0.

Aqui se requiere una puesta en comun
con la finalidad de elaborar una defini-
ci6n para la integral. Se toma, por ejem-
plo, la funcién f(x) = x* en el intervalo
[-2, 2]. Si se aplica el programa INTE-
GRAL, el valor obtenido para el drea
serd 0. Pero, segln la imagen mostrada,
claramente hay un 4rea. Muchos estu-
diantes exclaman incrédulos: (No
puede ser! Hay una fe ciega, por parte
de los estudiantes, en que el ordenador
no se equivoca, por lo cual hay algo
mis. Aqui hay una oportunidad para la
investigacién y llegar a dar una defini-
cién geométrica de integral. Es en este
momento cuando hay que descompo-
ner la imagen holistica del grafico en
partes para proceder a su andlisis, no
en entidades discretas, aisladas unas de
otras, sino relacionadas en un todo. Se
analiza, por una parte, el dominio cuya
area es

I

y, por otro, el dominjo de 4rea

3
fox

pero siempre tratando de relacionarlas

£
—2

Merece la pena comentar brevemente
la situacion con la que nos podemos

con

encontrar en la resolucién de este pro-
blema, ya que se observa una clara
divisién dicotémica en el pensamiento
de los estudiantes:

e Unos razonan con los nGmeros
que se obtienen al realizar las inte-
grales.

e Otros lo hacen sobre las regiones
cuya drea hay que determinar.

Los primeros justifican su razonamiento
de la forma siguiente: al calcular

ﬁzxa =0

Con la realizacion
de las actividades
propuestas,
el estudiante
se va preparando
para el dificil
proceso
de transicion al
concepto abstracto,
pero ese proceso
depencde,
esencialmente,
de las conexiones
entre las distintas
representaciones
que utilicen
los estudiantes.
Estas conexiones,
segtin Dreyfus,
constituyen
una tercera elapa
del aprendizaje.

¢

y tener a la vista el grafico con el 4rea sombreada,v dedu-
cen que esa drea no puede ser cero. Un analisis por par-
tes les permite calcular el drea entre [-2, 0] y entre [0, 2].
Al ver que son iguales, pero con signo opuesto, dicen que
habra que restar en vez de sumar.

Los segundos argumentan que si el drea entre [-2, 0] es
negativa, como esa regién es congruente con la de base
[0, 2], el 4rea seria

0
](?XB _L2X5

Alguno, incluso, llega a insinuar si el 4rea no sera el doble

de la de arriba:
3 _ 3
’_ZX =2 'OX

La conclusion a la que llegan es que, cuando la grafica de
una funcion corta el eje x en varios puntos, determina
regiones sobre y bajo dicho eje. El drea buscada no es la
suma de dreas, ya que, al ser la de abajo negativa, la esta-
riamos restando, y llegan a la conclusién de que

ﬁ’f@;)

no se debe hacer de «wna sola vez» en aquellos casos en
que f(x) corte el eje x en mas de dos puntos, debiendo
descomponerse, entonces, en la suma de tantas integrales
como regiones distintas determine.

Es indudable que, sin la imagen visual, estos razonamien-
tos no se hacen explicitos en los estudiantes. Quiero rese-
fiar, ademads, que el ejemplo es muy significativo, ya que,
si eligiéramos otro en que la integral primera no fuera
cero, quizd no se hubiera suscitado esta discusién, a no
ser que existiesen estudiantes con una estimaciéon visual
del 4rea muy precisa.

Propiedades de la integral definida

Con la realizacion de las actividades propuestas, el estudian-
te se va preparando para el dificil proceso de transicién al
concepto abstracto, pero ese proceso depende, esencial-
mente, de las conexiones entre las distintas representaciones
que utilicen los estudiantes. Estas conexiones, segin
Dreyfus, constituyen una tercera etapa del aprendizaje.

Si se da a los estudiantes la oportunidad de explorar las
propiedades de la integral, se vera si han conseguido esta-
blecer la conexi6n entre las representaciones grafica y
numérica de integral utilizadas hasta ahora, asi como su
expresion simbolica. Se presentan ejemplos concretos:

Hallar —si existen— relaciones entre:

2 . 'S5 2 2
jf x“ y las integrales ﬂl X7y fisX
f(x2 +x3) v las integrales f4xz 4X3
1 ¥ & 0 on

jfi:xz yla integra\ljfx2



Se observan diferentes tendencias entre los estudiantes:

*  Unos justifican o deducen las relaciones partiendo de
los nimeros que determinan (medida del area).

» Otros las deducen partiendo de la interpretacién
geométrica (Area como magnitud) recurriendo a los
rectingulos.

Por ejemplo, si nos referimos a la aditividad del integran-
do y les pedimos que traten de hallar una relacién entre

L ke v Lfee

los primeros resuelven las tres y, con los nimeros resul-
tantes de medir el 4rea, escriben la relacién

j:f+g=jff+jfg

los segundos recurren a los rectingulos y escriben la rela-
cién entre sus dreas:

(b-2M, + (b — M, = (b — (M, - M)

para pasar de ahi a las integrales correspondientes.

M‘ +M2

Los estudiantes utilizan las mismas estrategias para justifi-
car las diferentes propiedades.

La ventaja de los estudiantes que utilizan la interpretacién
geomeétrica para justificar las propiedades de la integral es
obvia, ya que les permite realizar generalizaciones; no asi
a los que utilizan los ndmeros, ya que éstos deben recu-
trir a ejemplos concretos para establecer las relaciones.

Un grupo pequefio de los que utilizan la imagen geométri-
ca y obtienen bien las relaciones las valida recurriendo a los
nimeros, lo que pone de manifiesto la reticencia de algu-
nos estudiantes a dar validez a las demostraciones visuales,
tal y como manifiestan Dreyfus y Eisenberg (1990).

Construyendo una tabla de valores para la
funcién dérea: representacién e interpretaciéon

La funcion 4rea surge de la funcién que se integra, con-
servando los puntos de su grafico un fuerte vinculo con
las 4rea acumuladas en los distintos intervalos. El punto
final de este grafico representa el 4area total acumulada a
lo largo de todo el intervalo de integracién considerado.

Si a la funcién que se ha de integrar se la considera como
una funcién de razones de cambio que expresa la depen-
dencia de dos magnitudes y la variacién de una de éstas

con respecto a la otra, entonces los
resultados de estas variaciones a lo
largo de los intervalos de la variable
independiente se pueden sumar para
obtener el valor de la integral. En

[t

cada suma parcial de g a x nos da el
area en funcién de x. Al ir variando x,
se obtiene el drea acumulada desde a
hasta el valor de x considerado. Esas
sumas parciales son muy interesantes
ya que permiten tomar decisiones acer-
ca de la suma final.

Los cambios pueden ser constantes o
variables a lo largo de los intervalos.

Utilizaré el ejemplo de la liga de fatbol
y del movimiento de un coche para
aclarar estos conceptos.

Razones de cambio constantes

En estos casos la simple aritmética nos
permite llevar a cabo los célculos. Sin
embargo, s6lo el 50% de los estudiantes
estudiados (Turégano, 1994a) fue
capaz de interpretar y calcular el drea
de los rectingulos obtenidos en la
representacion grafica de dos proble-
mas que presentaban razones de cam-
bio constantes.

Pienso que un problema que puede
motivar de forma especial a los estu-
diantes es el seguimiento de los resul-
tados, jornada a jornada, obtenidos por
un determinado equipo en la liga de
fatbol profesional.

La figura 9 muestra los resultados del
Fitbol Club Barcelona a lo largo de las
10 primeras jornadas de la liga 1995-96.

puntos
ganados
3 R
G I R R T R jornada
't i nimers
—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 9




A cualquier aficionado a este deporte
no le interesan solamente los puntos
obtenidos cada semana, sino los acu-
mulados semana a semana, y, por
supuestos los acumulados al final del
campeonato.

¥l calculo de los resultados acumulados
se puede interpretar como una suma de

productos:

1 t
_PUmos oy jornada

x1jornada |+
jornada ) ] [

3 puntos
jornada

[ 0 puntos
T Bl el
jornada

Puntos
acumulados

3

4

7
10
1
14
17
20
23
23

Final
jornada n.?

O NN N M WN —

—

Tabla 3

La tabla 3 nos muestra los puntos acu-
mulados al final de cada jornada. El
dltimo valor nos informa de los puntos
obtenidos al término de la décima jor-
nada. La representacién grifica de esta
tabla es la figura 10, donde se puede
leer ficilmente la informacién que nos
interese.

puntos
25 + acumulados

nimero

2o 0

!
|
|
|
|
|
|
|
|
.
.
.
|
.
;
,
.
;
{
|
|
|
|

8

F'o N S
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[

[ R I,

F N S
P2 S S,

Figura 10

. 3 puntos
jornada

jornada

x1jornada |+:

x 1 jornada ] = 3 puntos +1 puntos +-+-+ 0 puntos = 23 puntos

Cada uno de los puntos nos indica el total de puntos acu-
mulados al final de la jornada indicada por la abscisa.

Razones de cambio continuas

Un ejemplo que ya fue utilizado en Turégano (1994 y
que nos puede ser Gtil para ilustrar los efectos de cambio
con razones de cambio variables es el siguiente:

Un coche de Formula 1 se queda sin propulsion debido
a una rotura de embrague. Se estima que a partir de
ese momento (t = 0) su velocidad. en metros por segun-
do vendra dada por v = 80— 0°05 £, cuya grifica es la
de la figura 11.

Se les pueden hacer preguntas como las siguientes:

e ;Qué distancia habri recorrido a los 20 segundos?

e ;Qué distancia recorre entre los 20 y los 40 segundos?

e . ;Qué distancia recorrerd hasta pararse?

e ;Qué representa el drea entre 20 y 30 segundos?

v {m/seg.)

t seg.)

Figura 11

Con'la ayuda del programa INTEGRAL se determina el
espacio recorrido en los distintos intervalos, recogiendo
esos valores en la tabla 4. Es conveniente que los estu-
diantes sefialen sobre el grifico el drea a determinar en
cada pregunta.

Periodo Espacio recorrido
Hdstc el minuto 10 10 seg 783333
Hasta el minuto 20 | 20 seg 1466'667
. Hasta el minuto 30 30 seg 1950
Hasta el minuto 10 40 seg 2133334
Tabla 4




A partir de los valores de la tabla 4 podemos representar
una grifica de los espacios recorridos cada 10 segundos,
tal y como aparece en la figura 12. El punto final de esta
grifica representa el espacio total recorrido por el coche
desde el momento en que se le rompe el embrague hasta
que se para.

espacio
2500 - (metros)
espacio fotal
2000 - recorrido
1500 + E i
1000 1 i : |
t 1 I
I
f f ! E tiempo
| [eo)
10 20 30 40
Figura 12

Al tomar periodos de tiempo més pequefios se obtienen
mds puntos y una grifica mas aproximada de la funcién
integral o funcién 4rea. La distancia recorrida en cada
intervalo es funcién de la longitud de éste.

Este enfoque intuitivo, grifico y a través de problemas
concretos es lo que puede llevar al estudiante a reflexio-
nar sobre las ideas fundamentales del cédlculo integral.

La relacién entre el célculo diferencial e
integral: Teorema fundamental del célculo.
Concepto de integral indefinida

Una vez que el estudiante ha captado las ideas del Calculo
Diferencial e Integral, de los procesos de derivacién e
integracion y de los conceptos de funcién y variable, es el
momento de buscar una relaciéon entre todos ellos.

Supongamos que fes una funcidén tal que
[t
a

existe para todo valor de x del intervalo [a, bl
Mantenemos a y f fijos y estudiamos esta integral como
una funcién de x. Designamos el valor de la integral con
F(x), con lo que

FGO= [0 siasx<hb 1]

Una ecuacidén como esta permite cons-
truir una nueva funcién F a partir de la
funciéon dada f El valor de F en cada
punto de [a, b] es el determinado por
[1]. El 4rea bajo el grafico de fx)
depende, por tanto, del valor de x:

F(x) = M(f, a, )(x - a) [2]

En la igualdad (2], M(f, a, X) representa
la altura media de la funcién f(x) en el
intervalo [a, x], y (x — a) es la amplitud
de dicho intervalo. En la figura 13 F(x)
es el drea ABEF.

Ala, 0)

B(x, O)

Cix+h, 0)

Figura 13

Si b es un nGmero mayor o igual que 0
y x<x + h <b, Clx+h, 0) serd un
punto situado a la derecha de B(x, 0).
El 4rea bajo el grafico en el intervalo
[a, x + h] sera:

[P 00 = M(f,a,x + h)Gx+h—a)

a

o lo que es lo mismo:
F(x+h) = =M(f, a,x + h)x + h-2a) [3]

En la igualdad [3], M{f, a, x+h) es la
altura media de la funcién f(x) en el
intervalo [a, x+h] y (x+h-a) la amplitud
del mismo.

La variacién del drea en el intervalo
[x, x+h] es la parte sombreada de la

figura 13, y existe una relacién muy
simple entre las 4reas:

area BCDE = drea ACDF - drea ABEF



Escribiendo esta igualdad en términos
_ de integrales, tenemos

K+hf(x) - [P oo~ [T

hM(E, %, x+h)(E+h-x) = M(f, a, x+h)(x+h-a) — M(f, a, x)(x-a)

M(f,a,x+h)(x+h-a)-M(f,a,x)(x-a) F&x+h)-Fx)

M, x,x+h) = b

lim M, x,x+h) = lim
h—0 h—0 h

M, x, x+h) = F(x)

Como M(, x, x) = f(x), quedaria que
f(x) = P'(x), igualdad que nos indica
que la integracion y la derivacion son
operaciones inversas.

[fe)=FG) talque FGO=fG

1a funcién F(X) recibe el nombre de
funcion primitiva o antiderivada de f(x)
y nos va a permitir dar forma analitica
a la integral. Esta es la Gltima represen-
tacion de la integral.

Si C = cte entonces F(x) + C tiene la
misma derivada que F(x). Esto nos indi-
ca que una integral indefinida es una
familia de funciones F(x) + C tal que
F(x) = f(x), donde a la constante C se
le llama constante de integracién, y a la
integral

j:f(x) =F&x)+C 4]

integral indefinida de f(x). La integra-
cion y la derivacidén son operaciones
inversas, con la particularidad de que,
al pasar de funciones derivadas a inte-
grales, hay que tener en cuenta las
constantes de integraciéon que depen-
den de las condiciones iniciales del
problema.

A partir de aqui se establece la regla de
Barrow, y con ella, un algoritmo de cél-
culo para la integral definida.

Particularizando [4] parax =a
[ =F@+C
0=F@)+C = F)=-C

Particularizando [4] parax =a

[EGO = Fb)-F(@)

F&+h)-F&x)

h

...una notable
ventaja
de la integral
Lebesgue
con respecto
a Riemann
es que ésta
se refiere
a funciones
acotadas,
definidas
en un intervalo
compacto,
mientras que
la primera
se refiere
a cualquier
Jfuncion medible,
definida
en un conjunto
arbitrario
9y acotado
o no en él.

A partir de este momento es cuando se puede empezar; si
se considera oportuno, con los algoritmos de cilculo para
la resolucion de integrales.

A lo largo de toda la propuesta hemos utilizado, para ilus-
trar el proceso, funciones polindmicas y mondtonas, o
monotonas a trozos, a lo largo de un intervalo, lo que no
quiere decir que tengamos que limitarnos a este tipo de
funciones. Precisamente, una notable ventaja de la inte-
gral Lebesgue con respecto a Riemann es que €sta se
refiere a funciones acotadas, definidas en un intervalo
compacto, mientras que la primera se refiere a cualquier
funcion medible, definida en un conjunto arbitrario y aco-
tado o no en él.

Una imagen grafica que establece la comparacion entre la
integral de Riemann y la de Lebesgue es ésta: si coloca-
mos sobre una mesa gran cantidad de monedas y quere-
mos «medir el dinero que hay alli, Riemann trocarfa la
mesa en rectingulos y contaria en cada uno de ellos; en
cambio, Lebesgue clasificaria las monedas y contaria des-
pués. Esta es una manera de hacer alusién a la rigidez que
suponen las particiones de Riemann, y una justificacién a
la eleccion de la integral Lebesgue para mi propuesta.
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