Actividad multisesion
con Cabri-Géomeire
(La circunferencia

de Feuerbach)

Jose Maria Alvarez Falcon

Se describe una experiencia
dirigida al alumnado del
segundo ciclo de la
Ensefianza Secundaria
Obligatoria (ESO). Se utiliza
el programa didéctico de
geometria Cabri-Géométre |I.
Se toma la circunferencia de
Feuerbach o circunferencia
de nueve puntos como pre-
texto para la presentacién de
varios conceptos elementales
de la geometria plana.
Finaliza el articulo con unas
notas para la evaluacién de
la actividad.

A la memoria del Prof. Gonzalo Sdnchez Vizquez:
Con profuncdo respeto, dedicado

A quien fue de maestros un maestro

Matematico docto y poeta diestro

Evocando su memoria y su legado

L CABRI-GEOMETRE II -0, mas sencillamente, Cabri— es
un programa de enorme utilidad para la didictica de la
Geometrfa. Aun existiendo versiones posteriores y para
otros entornos graficos (Windows, Mac) se ha utilizado en
esta actividad la versién 1.0 para DOS, la més basica de la
gama, bien conocida y, por ello, muy ficil de obtener.

Cabri podria definirse como «egla y compds informati-
cos». Pero es mucho mis: comprueba paralelismo y per-
pendicularidad, efectGa inversiones, calcula distancias y
dngulos, etc. y, sobre todo, es esencialmente interactivo;
centrado mucho mds en el proceso de ensefianza-apren-
dizaje de la Geometria que en sus contenidos puramente
matematicos y estructurales.

La actividad estd pensada para el segundo ciclo de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO). Su inclusién en
tercer o cuarto curso dependerd solamente de la programa-
cién y secuenciacion que haya adoptado el Departamento.

Tomamos la circunferencia de Feuerbach como pretexto
para la presentacién y asimilacién de varios conceptos
elementales —algunos ya conocidos en este nivel- de la
geometria plana. El fin no es, en si mismo, el estudio de
esta circunferencia, mas bien es el camino que a ella con-
duce lo mds interesante de esta tarea. Asi, conceptos
como perpendicularidad, procedimientos como la deter-
minacién de una circunferencia por tres puntos no alinea-




dos, etc., surgen naturalmente y son ficilmente asimilados
mientras se comprueba el famoso teorema (1820) de
Brianchon y Poncelet:

La circunferencia quie pasa por los puntos medios de los lados
de un triangulo pasa también por los pies de las perpendicu-
lares y por los puntos medios de los segmeiitos que unen el
ortocentro con cada uno de los vértices.

Curiosamente, esta circunferencia (también llamada, por
razones obvias, de los nueve puntos) no se conoce por
ninguno de estos nombres propios, sino por el de
Feuerbach (1800-1834), en parte por su publicacién inde-
pendiente por éste y por otros descubrimientos igual-
mente ficiles y sorprendentes:

El centro de esta circunferencia es el punto medio del seg-
mernto que une el ortocentro con el circuncentro.

Puede utilizarse el anterior resultado para la evaluacion.
Se dan mas detalles para este proceso en el apartado:
Notas para la evaluacién.

El guién propuesto para el desarrollo se divide en tres
columnas:

1. La primera contiene la «accién» que hay Que efectuar
directamente con la barra de botones de Cabri. Todas
e€stas acciones son inmediatas v se enumeran mds
adelante en esta misma introduccién.

La segunda columna especifica los conceptos involu-
crados y las implicaciones de las acciones anteriores.
Forman el niicleo de la actividad y deben presentarse
y discutirse hasta su completa asimilacién, Esto es de
gran importancia por cuanto es precisamente esta pre-
sentacion y discusién la que proporcionari la actividad
directa por parte del alumno y que, a su vez, posibili-
tard la asimilacién y comprension de los conceptos v
procedimientos que se enumeran en esta columna.

La tercera contiene sugerencias didécticas y posibles
exploraciones y actividades complementarias que
pueden realizarse.

No cabe pensar en esta actividad como atdpicar, como a
menudo se ha tildado a este tipo de actividades que
requieren de material informatico. El programa en si,
como ya se ha apuntado, es de muy ficil obtencién v
deberfa formar parte de la biblioteca de software de todo
Departamento de Matematicas; es de inmediata utiliza-
cién, muy versitil, potente y enormemente diddctico. Sus
requerimientos de sistema son minimos, ampliamente
rebasados por cualquier ordenador actual de tipo medio
o incluso basico. Por otra parte, el aula de informatica de
los institutos de ensefianza secundaria tiene —deberfa
tener— diez ordenadores con capacidades mas que sufi-
cientes para ejecutar Cabri. Los treinta alumnos por aula
en ESO proporcionan tres alumnos por ordenador, situa-
cion que, si bien no es la éptima, si que permite una fruc-
tifera realizacién de esta practica. Ademis, la actividad

No cabe pensar
en esta actividad
como «utopicay,
como a menudo
se ba tildado
a este tipo
de actividades
que requieren
de material
informatico.

estd pensada para ser desarrollada en
varias sesiones. Dado que un minimo
de tres sesiones serin necesarias para
conducir al resultado final, los alumnos
pueden rotarse en el manejo directo del
ordenador. En cualquier caso, se deja al
docente la temporalizacién final, pues
depende en gran parte de la realizacién
de algunas actividades de ampliacién y
complementarias que se sugieren en la
tercera columna de la ficha de trabajo
que sigue a esta introduccién. Seria
conveniente, ademds, una sesién preli-
minar para que los alumnos se familia-
ricen un poco con el programa,

En particular, los alumnos deberian ser

capaces, tras esta toma de contacto, de:

* Dibujar puntos cualesquiera en el
plano. .

e Trazar el segmento que une dos
puntos.

® Marcar el punto medio de un seg-
mento.

e Dibujar la mediatriz de un segmento.

 Dibujar la circunferencia con centro
dado y tomando otro punto para la
medida del radio.

* Trazar perpendiculares a un segmen-
to por un punto exterior.

e Poner —y situar correctamente en
sitio legible— letras (etiquetas) a ele-
mentos dibujados,

¢ Cambiar el color de los elementos

dibujados.

° Conocer la facilidad de «pinchar y
arrastar»  elementos previamente
dibujados.

* Comprobar paralelismo.
* Medir segmentos.
* Borrar determinados elementos.

(Estos tres dltimos puntos sélo son
necesarios si se decide explorar la
ampliacién: Teorema de la Paralela
Media. -Ver ficha de trabajo.)

Todas estas acciones se realizan de
forma automitica y facilisimamente,
pues vienen incorporadas en la barra
de botones de Cabri.

Por tltimo, y como en toda actividad de
este tipo, se aconseja que el docente se
familiarice —si no lo est4 ya— con el pro-
grama y realice previamente todos los
pasos propuestos en la ficha que sigue.




ACCIONES

CONCEPTOS
E IMPLICACIONES

SUGERENCIAS
Y NOTAS

e Dibujamos (y etiquetamos) tres
puntos cualesquiera A, B, C, en la
zona de trabajo.

e Puntos en el plano.

®

Recordar el concepto intuitivo de punto en plano.

Utilizar la facilidad para mover objetos para situar en sitio
adecuado y legible las etiquetas identificativas de los ele-
mentos sefialados (en este caso A, B, C).

e Formamos un tridngulo uniendo
dichos puntos.

» Segmentos. Vértices y lados de un
tridngulo. Determinacién de un seg-

mento por dos puntos en el plano.

®

Ampliacién: Dos puntos determinan una recta en el plano,
cudntos determinan un plano en el espacio? ;Por qué tri-
podes en vez de mesas de cuatro patas?

e Marcamos los puntos medios de
los lados. Sean M, N, R. Construi-
mos los segmentos MN y NR.

Punto medio de un segmento.
Equidistancia.

®

Ampliacién: Construcciéon del punto medio de un segmen-

to con regla y compas.

o Trazamos las mediatrices (perpen- | e Perpendicularidad de rectas. e Ampliacién: Construccion de la mediatriz de un segmento
dicular por el punto medio). Mediatriz de un segmento. . con regla y compis (basicamente se habria hecho antes, al
hallar el punto medio del segmento con estas mismas herra-

mientas).
e Marcamos el punto de intersecciéon | e Interseccion de dos rectas. | ¢ Ampliacién: Con las opciones incorporadas en Cabri, para

0.

(Paralelismo de rectas).

comprobar paralelismo y medicién de distancias es muy
facil comprobar el teorema de la paralela media (comprué-
bese que, por ejemplo, el segmento MN es paralelo al lado
BC y que MN mide la mitad que BC. Figura 1).

o Construimos una circunferencia de
centro O y radio (por ejemplo)
ON.

Circunferencia. Centro y radio.
Cuerdas. Determinacién de una
circunferencia por tres puntos.
Centro como intersecciéon de las
mediatrices de las cuerdas.
Perpendicularidad de cuerdas y

radios (didmetros).

Es conveniente cambiar a colores ms claros los elementos
auxiliares. Aunque Cabri tiene la posibilidad de ocultar ele-
mentos, si utilizamos colores claros para éstos seguimos
viendo en cada momento la construccién sin perder legibi-
lidad en el dibujo que se va formando. Por contra, marca-
remos con negro la circunferencia obtenida, pues es ya la
circunferencia de Feuerbach. Llamaremos la atencién del
alumno comprobando que los seis puntos restantes que
determinaremos pertenecen necesariamente a esta circun-

ferencia. (Ver nota final).

e Trazamos las tres alturas y marca-
mos los pies de éstas como S, T, U.
Marcamos el ortocentro H.

Alturas de un tridngulo: perpendi-
cular por un vértice al lado opues-
to. Pies de las alturas. Concurren-
cia de rectas. Ortocentro. Perte-
nencia de un punto a una circun-
ferencia. Puntos interiores y exte-
riores a una circunferencia. Circulo

y circunferencia.

Obviamente estos pies pertenecen a la circunferencia de
Feuerbach. Se propone una pequefia discusién tras deter-
minar el primer pie: ses casualidad? sserd siempre asi? Tras
determinar los otros dos deberfa concluirse que pertenecen
siempre. Otra posibilidad es mover un vértice cualquiera
(que arrastra toda la construccién) y comprobar que siguen
estando sobre la circunferencia. (Ver nota final).
Ampliacién: Las mediatrices de las cuerdas (figura 3) son
paralelas a las alturas jsiempre? ;por qué?

e Marcamos los puntos medios de
los segmentos que unen el orto-
centro H con cada uno de los vér-
tices A, B, C.

Afianzamos conceptos: segmento,

Ortocentro,  Alturas.  Vértices.

Puntos medios. Pertenencia, ...

Para marcar el punto medio de un segmento que estd sobre una
recta (por ejemplo, el segmento AH esta sobre la recta que contie-
ne a la altura que pasa por A) hay que definir previamente dicho
segmento a pattir de sus extremos. En la figura 4 se dibujan con
linea discontinua, tras definirlos por sus extremos AH, BH y CH.
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Los objetos son paralelos
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La circunferencia que pasa por los
puntos

M,N,R S, TUXY,2Z

$¢ conoce como

CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

o]
CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEYE
PUNTOS

Figura 5

LCa elrcunferencla que pasa por los
puntos T TT-o_

M,N,R, S, T,UXY,Z ~=~—__
$€ conoce como
CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

o]
CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEYE
PUNTOS

Figura 6




Nota final

Al arrastar con el ratdn uno o mas vér-
tices sucesivamente, se irdn formando
otros tridngulos arbitrarios que mantie-
nen la construccién completa anterior.
Es un proceso muy ilustrativo para
comprobar que, cualquiera que sea el
tridngulo, los nueve puntos siguientes:

» los tres puntos medios de los lados;
e los tres pies de las alturas;

e vy lostres puntos medios de los seg-
mentos que unen el ortocentro con
cada uno de los vértices

estdn siempre sobre una circunferencia,
asi llamada de los nueve puntos o cir-
cunferencia de Feuerbach.

En la figura S se tiene el resultado final
de la construccién inicial, con la cir-
cunferencia en trazo grueso. La figura 6
se ha obtenido arrastrando los vértices.
Obsérvese que, al ser el tridngulo resul-
tante obtuso, el ortocentro cae duera»
de este nuevo tridngulo.

Figura 7

Notas para la evaluacion

La evaluacion de esta actividad puede realizarse a partir
de cuatro fuentes de informacion. La primera de ellas se
llevaria a cabo 2 situ, durante el desarrollo de la misma.
En la segunda, también en el aula de informatica, podrian
proponerse actividades complementarias que hagan uso
de las facilidades previamente utilizadas o incluso investi-
gar nuevas posibilidades del programa. La tercera, ya en
el aula habitual, podria ser una prueba escrita donde se
comprueben el conocimiento y la asimilacién de los con-
ceptos y procedimientos que hayan ido surgiendo en el
desarrollo de la actividad. Por Gltimo, puede encargarse a
cada uno de los grupos de alumnos que trabajen conjun-
tamente la realizacién de un «diario» de sesiones, donde
se recojan los diferentes pasos que vayan haciéndose.

Desarrollamos brevemente cada una de estas posibili-
dades:

1. Como se indicd en la introduccidn, las actuales cir-
cunstancias condicionan el uso del ordenador a tres
alumnos por puesto de trabajo. Si se opta por rotar
dicho uso, podria tomarse nota de las actitudes y apti-
tudes de cada uno de ellos. La plantilla que propor-
cionan la mayoria de los «Cuadernos del Profesor
sirve perfectamente al efecto. Si se desea informacion




mas detallada, no es dificil construir una plantilla, a
pattir de la lista de clase, donde recoger cuantas notas

se consideren adecuadas.

Utilizando exclusivamente comandos previamente
utilizados en el desarrollo del guién anterior puede
comprobarse el segundo teorema enunciado en la
introduccién: «El centro de la circunferencia de
Feuerbach es el punto medio entre el ortocentro y el
circuncentron,

En efecto, el ortocentro ha sido ya marcado, el cir-
cuncentro es el punto de corte de las mediatrices de
los lados (centro de la circunferencia que contiene a
los tres vértices) y se sabe cOmo marcar segmentos y
sefialar su punto medio (ver figura 7). La determina-
cién del baricentro es igualmente inmediata.

Investigando nuevas posibilidades pueden proponer-
se otras tareas. Asi, por ejemplo, la posibilidad de
dibujar la bisectriz de un 4ngulo permite obtener el
incentro del tridngulo e introducir de este modo nue-
vos conceptos: bisectriz, incentro, tangencia de cir-
cunferencias y rectas, etc. Las posibilidades, como se
ve, son practicamente ilimitadas.

La prueba escrita ha tenido y seguird teniendo su
papel importante en la evaluacion. La forma queda,
como es natural, a criterio del docente: pruebas cor-
tas, tipo test, desarrollo de alguna parte de la activi-
dad, etc. Ejemplos de preguntas cortas pueden ser:
¢Como definitias el punto medio de un segmento?
¢(Cudntas alturas tiene un tridngulo? ;Siempre se cor-
tan las tres en un punto? ;,Como tiene que ser el trian-
gulo para que este punto esté fuera de &P, etc.
Preguntas de desarrollo mis formal (y mis dificiles,
ya que requieren de una concatenacion de procesos
que puede no haberse asimilado atn en su conjunto,
aun cuando cada uno de ellos por separado si se
haya comprendido) serfan: ;Cémo encontrarias el
ortocentro de un tridngulo? ;Cémo encontrarfas —sin
medir- el punto medio de un segmento?, etc.

José Maria Alvarez
Sociedad Andaluza
de Educacion Matemética
Thales

4. Elaboracién de un cuaderno de tra-
bajo. Si se opta por esta prictica
—muy aconsejable, por lo demas—,
hay que hacerlo saber previamente
a los alumnos para que se repartan
las tareas de tomar notas, hacer
esquemas de lo que va aparecien-
do en pantalla, etc. La evaluacién
de este cuaderno de trabajo se
harfa de acuerdo a consideraciones
habituales de orden, limpieza, cla-
ridad de contenidos y de presenta-
cion, completitud de la exposicion,
adecuacién de los dibujos a las
representaciones de la pantalla,
etcétera.

Finalizamos reiterando que la relativa
facilidad de preparacién y puesta en
practica, unida a la siempre deseable,
por parte del alumnado, utilizacion de
material y procedimientos informéticos
hacen de esta actividad una tarea de
indudable calidad y de muy positivas
consecuencias didécticas en el proceso
de la ensefianza y el aprendizaje de la
Geometiia.

Nota bibliogréfica

Las referencias de «Ayuda» incluidas en
el programa Cabri permiten, dada la
simplicidad de su manejo, su utilizacién
de forma casi inmediata. Por otra parte,
los contenidos geométricos de la activi-
dad son de sobra conocidos y estin
suficientemente detallados en cualquier
texto de este nivel, por lo que obvia-
mos hacer referencia especifica a cual-
quiera de ellos.
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