El algebra lineal
y la calculadora gréfica.
Una experiencia en bachillerato

Luis Millan Garcia

La unidad didéctica referida
a dlgebra lineal suele ser
tratada en la mayoria de los
libros de texto con un
enfoque fundamentalmente
referido a destrezas,
dejando un poco de lado su
aspecto maés investigador e
innovador. Con esta
experiencia pretendemos
mostrar cémo es posible
compaginar ambos aspectos,
utilizando como instrumento
de apoyo la calculadora
gréfica. Los resultados han
sido francamente inferesantes
y nos permiten albergar
esperanzas de que en un
futuro cercano, el estudio de
matrices pueda ser enfocado
hacia un punto de vista mas
relacionado con su
aplicacién préctica.

a experiencia que se llevé a cabo, tuvo lugar en el curso
1994/95 con los alumnos de 2.° curso del Bachillerato de
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud. Para poder desa-
rrollarla, los alumnos dispusieron durante todo el curso de
una calculadora grafica Texas Instruments, modelo TI-82.

El objetivo de la experiencia era comprobar que el traba-
jo con algebra lineal, que habitualmente quedaba hipote-
cado en su aspecto mis investigador por la necesidad de
cilculos farragosos y por la dificultad de trabajar con
matrices de orden mayor que 4, podia desarrollarse con
una mayor ambicion sin, por ello, quedar desprovisto de
Su aspecto «mnecanico.

En coherencia con el Disefio Curricular de Bachillerato,
todo el enfoque del bloque de 4dlgebra lineal se hizo a tra-
vés de la resolucion de problemas, que pusieran de mani-
fiesto la ventaja que la utilizacién de la calculadora tiene
en su resolucién. No signifiéa en absoluto que las destre-
zas necesarias para el trabajo con matrices y sistemas de
ecuaciones se dejen de lado sino que, una vez dominados
los conceptos y las estrategias, la calculadora grifica nos
da pie a trabajar en una linea mas acorde con los objeti-
vos planteados para el bachillerato.

El trabajo del alumno no es sélo calcular la multiplicacion
de las matrices, sino traducir un texto en un modelo mate-
matico e interpretar los resultados.

Desarrollo de la experiencia

Mediante unos problemas de introduccién, que dan lugar
a sistemas de ecuaciones lineales, se llega a la definicién
de matriz. Con la calculadora grifica no hay ninglin pro-
blema en editar matrices, asi como las operaciones con



ellas: suma, multiplicacién por un escalar, multiplicacién,
potenciacién y cilculo de la matriz inversa. Los menus
relativos al 4lgebra lineal son pocos y, por tanto, en este
aspecto no hubo grandes dificultades de aprendizaje.

Lo curioso es que hechos como la necesidad de que en la
multiplicacién de matrices se cumpla una determinada
condicién o el de que sblo existan determinantes para
matrices cuadradas fueran descubiertos por ellos, median-
te la utilizacién de la calculadora.

La calculadora grafica nos permite realizar cualquier tipo
de operaciones con matrices, pero también nos permite
operar con filas, calcular determinantes, trasponer, etc. En
este articulo se presentan unas actividades representativas
del trabajo realizado en el curso mencionado.

Matrices-limites-induccion

Considera la matriz

(3 1)
|4 4
Mol
4 4

a) (¢Es una matriz de probabilidad?
b)  Calcula las potencias M?, M>.

Basta con editar (introducir) la matriz y operar con ella.
Es conveniente tener la precaucién de trabajar en modo
fraccién para que los resultados sean significativos.
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) Completa la matriz y generaliza el resultado para la
potencia n-ésima de la matriz M.

(Utilizando la calculadora y después de varias potencias
mis, se llegd a dos resultados distintos).
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...donde el valor
de la calculadora
grafica se muestra

mds potente es
en todo el proceso
relativo al estudio
del rango de
una matriz y
a la resolucion
de sistemas
de ecuaciones
lineales.
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Figura 5

d) Calcula lim M* cuando n tiende a
infinito.
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Figura 6

Pero donde el valor de la calculadora
grifica se muestra méas potente es en
todo el proceso relativo al estudio del
rango de una matriz y a la resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales.
Serfa un tanto pesado mencionar todo
el proceso que la calculadora desarrolla
para aplicar el método de Gauss o la
regla de Cramer (mucho mis rapido,
sin embargo, que el modo manual). Sin
embargo, una estrategia para la resolu-
ci6bn que muy a menudo no se utiliza
por la complejidad del proceso operati-
vo es la siguiente:

Si en AX = B, despejamos X, nos queda
X = A1B

La actividad propuesta fue la referida a

continuacioén, en el siguiente apartado.

Ecuaciones matiriciales

Para las ecuaciones matriciales siguien-
tes, determina si hay solucién y cal-
calala cuando sea posible:

(<11 2 2 41 0
2) [3 0o -1|-x =|o 1 =2
12 3 3 0 -1
(2 -1 0 401 2
b) Lo 1 —2|-x - 0 -1
3 0 -1 2 3




_ Proceso de resolucion:

2) Como sabemos que X = A™l-B, edita-

mos A y B.
MATRIAIA] 3 x3
R
i z Eilll:
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Figura 7

MATRIXIB] 3 X3
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Figura 8

La sorpresa fue
mayiscula, ya
que no habiamos
hablado de
determinante
de una matriz.
La conclusion
obtenida por los
alummnos en ese

momernto...
Efectuamos el producto A™1-B.
[A1-:[B]
Figura 9
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La sorpresa fue mayuscula, ya que no
habiamos hablado de determinante de
una matriz. La conclusién obtenida por
los alumnos en ese momento era:
i no existe la matriz inversa de A, el
sistema no tiene solucion»
b) Si repetimos el proceso:

MATRIXIB] 3 ®3 [R1-*[B] FFrac

G oady | T
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Figura 11 Figura 12

Actividades de investigacion con matrices

Para poder ver el interés que el trabajo con matrices
puede suponer en su relacion con otros campos de la rea-
lidad cientifico-social, las actividades que tratamos fueron
las siguientes:

Vectores-matrices-probabilidad

Un vector fila de n componentes p = (p,, p,,..., p,) se
denomina un vector de probabilidad si todas sus compo-
nentes son no negativas y ademds la suma de sus com-
ponentes es igual a 1.

a) Al lanzar una moneda, podemos considerar el vector
de probabilidad p = (1/2, 1/2). Al lanzar un dado el
vector de probabilidad asociado es .......................

b) Sip= (1/4, 1/3, x) es un vector de probabilidad.
calcula x.

Una matriz cuadrada n X n es una matriz de probabilidad
si cada una de sus filas es un vector de probabilidad.

o) (Cudles de las siguientes matrices son matrices de pro-
babilidad?

(0,8 0,3 -0,1) (0,3 0,3 0,2)

1/2 1/2
/ /) 0 1 0 ||04 0,5 04
0,3 0,2 0,4

0
(1/2 0 1/2
0,5 0,5 0

d)  Si colocamos un ratén en una caja con tres compar-
timentos como la de la figura. y no disponemos de
mds informacion, podemos suponer que el raton esco-
ge cualquier puerta al azar y con la misma probabi-
lidad.

‘ il

Figura 13

El paso del compartimento I al Il tiene una probabili-
dad de 1/3, lo escribiremos p,,=1/3, jcudnto vale p,,?
Podremos escribir en forma de matriz 3X3 todas estas
posibles transiciones (cambios de estado en este ejem-
plo cambio de compartimento).

(A parttir de este momento, la calculadora grafica apoya
muchisimo el trabajo investigador)

e) Hay una propiedad que relaciona los vectores y las
matrices de probabilidad.



«Si p es un vector de probabilidad con n componentes
¥ P es una matriz de probabilidad nxn, entonces p.P
es un vector de probabilidaci,

Pon algiin ejemplo y comprueba esta propiedad.
JSabrias demostrar este resultado?

) Escribe dos ejemplos de matrices de probabilidad
éSerd cierto que su producto es una martriz de proba-
bilidad? Investigalo.

g ¢Serd cierta la siguiente propiedad:
«Si M es una matriz de probabilidad, entonces M2,
M, ... son matrices de probabilidady

Movimientos migratorios

En la urbe de Megdpolis los estudios realizados acerca de
los movimientos de la poblacion indican que el 15% de los
habitantes de la ciudad se muda cada ario a los suburbios
Yy que el 10% de los babitantes de los suburbios se muda
cada afio a la ciudad. Si la poblacién de Megdpolis esta-
ba repartida en 1989 de forma que el 6G0% vivia en la ciu-
dad y el resto en los suburbios se pide:

a)  jCudl serd la proporcion de los babitantes en la ciu-
dad en 19907

b)  Calcula la probabilidad de vivir en los suburbios en
1990.

O Calcula la probabilidad de vivir en la ciudad en 1991
Y la probabilidad de vivir en los suburbios en 1991.

Comentarios:

Como los alumnos ya habian trabajado anteriormente con
diagramas en 4rbol y con probabilidad, la mayoua enfo-
caron el problema en esa linea de trabajo

En efecto, si consideramos el diagrama de arbol:

C
0,85
C
0,6 0’1 5
S
Comienzo

0,4 01 >

C

S

P(habitar en la ciudad en 1990) = 0,6x0,85 + 0,4X0,1 =
P(habitar en los suburbios en 1990) = 0,6x0,15 + 0,4%0,9 =

Como los alummnos
ya habian
trabajado

anteriormente
con diagramas
en drbol y con
probabilidad,
la mayoria
enfocaron
el problema
en esa linea
de trabajo.

En estos momentos varios alumnos se
dieron cuenta de que podia ser intere-
sante trabajar con una matriz (matriz de
transicion) y disponer los cdlculos utili-
zando el estado inicial E, y la matriz de
transicion T. Asi al efectuar el producto
de matrices E,'T obtendremos un vector
con las probabilidades de vivir en la
ciudad en 1990 y de vivir en los subur-
bios en 1990. Esto es el estado de pro-
porciones de 1990,

Ciudad  Suburbios
Ciudad 0,85 0,15
Suburbios 0,10 0,90

Surgi6 el problema del estado inicial,
pero muy pronto se planteé que basta-
ba con considerar una matriz o vector
fila, (06, 0'4).

MATRIXIAD 1 =2
[.E Y 1

1:2=,4

Figura 14

[AI#*[E]
[[.55 .4511]

Figura 15

Hasta este punto, la utilizacion de la
calculadora gréfica, parece un poco
superfluo, ya que los productos que
surgen son sencillos, pero ¢y si vamos
generalizando?

Nota: Para que los resultados sean sig-
nificativos, merece la pena dar los resul-
tados con tres decimales.

Sci Eng |
Eézﬂqﬁﬁ?ﬂg

Figura 16



d) Calcula la probabilidad de habitar
en la ciudad en 1999.

(Basta con ir generalizando el proceso)

Figura 17

Puede ser un buen momento para
hablarles de las cadenas de Markov. Asi
para el afo 2000, las probabilidades
correspondientes a vivir en la ciudad y
a vivir en los suburbios se podra calcu-
lar efectuando el producto de matrices

E ,T2000~1989
1

(;Por qué?)

[A1x[B]1~11
[[.488 .53921]

Figura 18

e) ¢(Se alcanzard alguna proporcion
estacionaria o estable en el trans-
currir de los arios?

Si hacemos transcutrir, por ejemplo, S0
afos:

[AT+[B] 56
[[.480 ,588]1]

Figura 19

_ Supongamos que las proporciones esta-
cionarias fueran (x, y), con x +y = 1,

- entonces se verificarda (x, y) T = (x, y).

- T'la matriz de transicién. (;Por qué?).
Calcula x,y e interpreta el resultado.

La teoria de las cadenas de Markov
- demuestra que se alcanza un estado

_ &stacionario independientemente del
estado inicial de partida. En nuestro

La teoria de
las cadenas de
Markov demuestra
que se alcanza
un estado
estacionario
independientemente
del estado inicial
de partida.

caso era el de la proporcién en 1989, (06, 0'4), pero la
proporcién estacionaria serfa la misma si el estado inicial
hubiese sido (0°2, 0°8), por ejemplo. Compruébalo.

e La matriz de transicion T, jes una matriz de probabi-
lidad?

Pirdmide de poblacion

Al cabo del tiempo la distribucion de la edad de los habi-
tantes de un pais varia. Es conocido el fendmeno de enve-
Jecimiento de la poblacion. Las pirdmides de poblacion
pueden representar los cambios de forma clara. ;Qué ocu-
rrird en el ario 20507 jEs posible bacer predicciones sobre
el futuro a partir de pirdmides conocidas?

Una estrategia importante consiste en estudiar en primer
lugar un ejemplo bastante mis sencillo, pero no absurdo.
Supongo que dentro de un drea del trpico vive una espe-
cie de insectos. La distribucién de la poblacién es fluc-
tuante. Para los dos afios siguientes se tiene:

t=1

¢Es posible construir la pirdmide para el avio t = 2?

Es una pregunta muy abierta y, sin duda, dard lugar a una
discusion. Es necesario suponer algo sobre la mortalidad
y la natalidad. Imaginemos que los porcentajes de muer-
te de los grupos de edad no varian. Entonces todos los
ancianos (edad 2) mueren; para el grupo de mediana
edad la probabilidad de muerte es 2/3; para los jévenes
es 1/4.

t=1

La Gltima pirdmide ya necesita una base y la pregunta es:
iqué generaciones producen los jévenes? ;qué sabemos
sobre la reproduccién?




Poden: 5s hacer otra suposicién: sélo los ancianos produ-
cen insectos nuevos. Podemos concluir que una pareja de
insectos tiene una media de 8 hijos, pues el factor de
reproduccién por anciano es de 4. Ahora podemos hacer
predicciones:

t=1 t=2

Es sorprendente que la pirdmide original vuelve a repe-
tirse.

Partiendo de otra pirdmide y suponiendo que los porcen-
tajes de mortalidad y natalidad no varian, se puede espe-
rar un movimiento peridédico también. Observa el grafo
de transicion:

edad 1

T

edad 0 4——-—~—~ edad 2

La matriz de transicién para un afio es:

(o o 4
T =13/4 0o o
o 1/3 o

Para dos aflos es:
[0 o 4 (0 0 4 (0 43 0
T2 = 13/4 o o|'|34 0 o/l =0 o 3
0o 1/3 ¢ 0 1/3 0 1/4 0 0
Para tres afios es:
[0 4/3 0y [0 0 4 (1 0 0)
T =0 0 3/-/34 0 ol =lo1o0
1/4 0 0 0 1/3 0 0 01
La propiedad T®=I causa la periodicidad. Si los insectos son

menos fértiles, por ejemplo, el factor de reproduccién es 2,
tendremos T3 = (1/2) y la consecuencia seria la extincién.

Si cambiamos el grafo, por ejemplo:

Usando la
calculadora,
los alummnos

pueden investigar
si una poblacion

Se extinguird
0 crecerd

explosivamente.

La matriz es ahora;

[0 2 2
T =13/4 0 0
0 1/3 0

Y es en estos momentos cuando la cal-
culadora gréfica o el ordenador nos
pueden ayudar tremendamente. En
clase, no se llegd mis que a analizar
algunos afios.

Usando la calculadora, los alumnos
pueden investigar si una poblacién se
extinguird o crecera explosivamente.

La matriz de transicién es ahora:

(0 3/4 0)
T =12 0 1/3
2 0 0

(Les resultd curioso el cambio de crite-
rio al dar la matriz de transicién).

Y si partimos de una poblaciébn de
6.000 insectos en cada edad, los resul-
tados que vamos obteniendo realizan-
do la multiplicacién iterativa: BTT...,
donde B es la matriz 1x3 que en cada
momento nos da la poblacién, nos
encontrarfamos:

MATH EDIT |
1x3
SHE

Figura 21
[[24B080 4588 25
Ans#* [B]

[[130A8 12660 1
[ (39880 9758
[[31588 29250
[[6580A 23625 9
E[EE?EB 43738 ¥

Figura 22



- pe lo que deducimos la siguiente tabla:

6000
2.000
- 1500

6.000

3.250

19750

Si continuamos el proceso (cosa senci-
lla de hacer con la calculadora grafica),
nos encontramos ademads con la sorpre-
sa de que la proporcién entre los gru-
pos de edad no cambia; la distribucién
de la edad es estable.

Aproximadamente los porcentajes fina-
les son 59,42; 32,62y 7,96.

Luis Millan
IB Figueras Pacheco
Alicante.
Sociedad de Mateméticas
AlKhwarizmi

Conclusiones

La experiencia resulté muy positiva, tanto desde el punto
de vista técnico, ya que la posibilidad de que cada alum-
no dispusiese de su propia calculadora hizo que se fami-
liarizaran con el uso de mends, teclado, etc., como desde
el punto de vista del desarrollo de la unidad didactica, ya
que permiti6 trabajar unas actividades que en condiciones
normales hubiera sido muy dificil llegar a plantear.

Por otra parte, hubo un aspecto que merece destacarse.
Es el cambio que supone la utilizacién de la calculadora
gréfica en lo referente a las actividades propuestas para el
proceso evaluador de los alumnos. El tiempo utilizado en
célculos puede dedicarse a hacer mds hincapié en las
situaciones que pueden dar lugar al trabajo con matrices.
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